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什么是力学？

力学(mechanics)研究的是宏观物体之间或物体内
各部分之间的相对位置的变动，称为机械运动
(mechanical motion)的规律的学科。
力学是物理学，也是自然科学中最基本的学科；是其他
学科的基础。
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振动(vibration)是自然界中最常见的运动形式之一．
物体在平衡位置附近作往返的周期性位移，称为机械
振动(mechanical vibration)．广义而言，对于电量、
电压、电流、电场强度和磁感应强度等物理量，当它们

围绕一定的平衡值作周期性的变化时，都称为该物理量
在振动．
以振动为基础，我们也可以研究一些“准周期”运动。

在振动的基础上，还可以研究振动在空间的传播—波动。
尽管这些物理现象的具体机制各不相同，但它们却

具有共同的物理特征．本章讨论机械振动，其基本概念
对各种振动都适用．
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1.  描述简谐振动的特征量
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则其解可表示为

简谐运动
若描述运动的变量x(t) (如物体的位移或角位移等)满足

运动方程 d

d

2

2
2 0

x

t
x 

0cos ( )Ax t  
这种用时间的正弦或余弦函数描述的振动，称为简谐
振动(simple harmonic oscillation or vibration)或简谐运动
(simple harmonic motion)．简谐振动是最简单、最基本
的振动，复杂的振动可以由若干简谐振动合成得到．
描述简谐振动幅度和时间周期性的特征量

在上述简谐振动的表达式[1]中，物理量A是物体离开
平衡位置的最大位移或角位移，称为振幅(amplitude)．

[1]
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简谐振动的基本性质是它的时间周期性．物体作一次
完全振动所需的时间T，称为振动的周期(period)；周期
的倒数 表示在单位时间内物体所作的完全振动的次数，
称为振动的频率(frequency)；频率 的2 倍称为
角频率(angular frequency)或圆频率(circular 
frequency)，用 表示．显然，这些量之间有如下的
关系式：

简谐振动的振幅给出了振动的范围或幅度，简谐振动
的角频率、频率或周期则给出了振动的快慢．但是，
这两个物理量还不能完全确定振动系统在任意瞬时的
运动状态——瞬时位移、速度和加速度等．

 
1

T
  2

2



T

对上页[1]进行一次，或二次微商就分别得到简谐振动
描述简谐振动瞬时运动状态的特征量——相位
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由此可见，当振幅A和角频率 一定时，简谐振动的瞬时
位移、速度和加速度都决定于量 t+ 0，这个量称为
相位(phase)，用 表示，即

的速度和加速度：

u
x

t
A t   

d

d
  sin ( )0

a
x

t
A t   d

d

2

2
2

0  cos( )

0cos ( )A t       

   t 0
相位与简谐振动在一个周期内所处的瞬时运动状态
相联系，其单位是rad(弧度)．
当t = 0时，物体的初始位移和速度分别为

x A0 0 cos u A0 0   sin
式中 0称为初相位．由上式可解得
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两个同频率的简谐振动在同一时刻的相位差，恒等于它
们的初相位差，即

对一个确定的振动，我们总可以通过选取时间的0点使
初相位本身可以取任意值．因此，我们总可以选择适
当的计时零点，使初相位 0 为零；对于多个同频率的
简谐振动来说，它们之间的相位差 反映了各简谐振动
步调的关系，具有重要的物理意义．
若 为零或2 的整数倍，则两振动的步调一致，

我们称这两个振动是同相位的；若 为 或 的奇数倍,
则两振动的步调相反，我们称这两个振动是反相位的。
一般而言，若  >   －  1 > 0，我们称  超前于 1, 

A x
u

 0
2 0

2

2
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0
0

0

 
u

x
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总之，简谐振动可由振幅A、角频率 (或频率、周期)
和相位 这三个特征量完全确定下来．

或 x2(t) 振动的步调领先于x1(t) ；若 － <   －  1
< 0，我们称  落后于 1 ，或 x2(t) 振动的步调落后于
x1(t) ．若|  －  1| >  ，我们可以先把  ＝   －  1
减去或加上2 的整数倍，直到其绝对值小于 ，然后再
按上述方法确定相位的超前或落后．实际上, 超前于落后
不是绝对的,  “x2比 x1领先 ”与“x2比 x1落后2－  ”
这两种说法是等价的．



2.  简谐振动的合成
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同方向、同频率的两个简谐
振动的合成
简谐量可以对应于匀速

旋转矢量在x 轴上的投影，
如图所示．

设一质点同时参与了两个同方向、同频率的简谐振动,
即

x A t1 1 10 cos( )  x A t2 2 20 cos( ) 
利用下页左图所示的几何关系，可以得到该质点的合
振动为 x A t cos( )  0

因此，同频简谐量的
叠加，可以看成是与它们对应的
旋转矢量的合矢量在x 轴上的投影，这种方法称为矢量
图解法(method of vector diagram)．
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其中 A A A A A   1
2

2
2

1 2 20 102 cos( ) 

tan
sin sin

cos cos


 

 0
1 10 2 20

1 10 2 20






A A

A A

如右图所示，简谐量还可以对应于复数的实部，同频

[1]
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在上述对应关系中，旋转矢量的长度以及复数的模
都对应于简谐振动的振幅A，旋转矢量与x 轴的夹角以及
复数的辐角都对应于相位 ＝ t＋  0.  在这里，所涉及
的是同频简谐振动的合成，因此只需应用初相位就够了.
应该强调，简谐量本身所对应的是旋转矢量在x 轴上的
投影以及复数的实部．在进行简谐量叠加运算时，应该
采用矢量合成以及复数加法．因为矢量和复数都分别有

简谐量的叠加可以对应于相应复数叠加后所得到的合成
复数的实部，即

1 2x x x   

这种通过复数相加求简谐量的合成的方法称为复数法
(method of complex number)．

10 20( ) i( )
1 2

ie et tA A     
0 0i i ( )ie e e ttA A    10 20i i i

1 2( e e ) e tA A   
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两个变量，即A和 ，只有完整地考虑到了这两个变量，
它们与简谐量的运算法则才是一致的．
从p13[1]式可以看出，在一维同频简谐振动的合成中,

相位差起了重要的作用．例如：
当 0－  10 ＝ ± 2n 时, A＝A1＋ A2, 合成振幅最大;
当 0－  10 ＝ ± (2n ＋1) 时，A＝|A1－ A2|，合成

振幅最小;
当 0－  10 为其它值时，振幅 A 处于上述最大值与

最小值之间。
同方向、不同频率的两个简谐振动的合成

考虑下列2个频率不同、但振幅和初相位相同的振动

合成问题：
1 1 0cos ( )x A t   2 2 0cos ( )x A t  

1 2x x x  1 0 2 0[cos ( ) cos ( )]A t t       
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一种重要的特殊情况是，两个分振动的角频率都较大,
而两者相差却很小，即|  －  1 | <<  +  1 ．这时，
我们可以近似地将合振动看成是振幅按照
| 2Acos[( －  1)/2 | 缓慢变化的、角频率为( +  1)/2
的“准简谐振动”，如图所示．

2 1 2
0

1 co2 s
2

o
2

sc tA t
     








这里合成的合振幅时而
加强时而减弱
的现象，称为
拍(beat)．
由于上述振幅
是余弦函数
取绝对值
得到的，因此



18

振幅变化的角频率(称为拍频 b) 是函数cos[( －  1)/2]
对应的角频率的2倍，即

b 2 12 / .T    2 1 ,b   
3.  振动的分解
一般情况下，振动的物理量虽是时间的周期性

(periodicity)函数，但可以具有比余弦函数复杂得多的
形式．傅里叶(J.Fourier, 1768—1830)证明了，任一
周期性函数都可以表示为简谐函数的合成，即

0
1

( ) ( cos sin )k k
k

f t A A k t B k t 




  

0
1

'cos ( )k k
k

A A k t 




  
上面含有级数的两个式子称为周期函数f(t)的傅里叶级数
(Fourier series)，其中Ak、Bk和A’k 等称为傅里叶系数

[1]

[2]
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我们知道，在三角函数系
(Fourier coefficient)．

{ , cos , sin , cos , sin , , cos , sin , }1 2 2      n n
中，任意两个不同函数的乘积在区间[－ ,  ]上的积分
为零。这就是说，三角函数系具有正交性
(orthogonality)，傅里叶级数就是周期函数在正交的
三角函数系中的展开式．把任意函数分解成一组正交
函数(不一定是三角函数) ，是理论物理和工程技术
领域中广泛应用的重要方法之一．

由上页[1]、[2]式乘以上述三角函数系的各函数并在
区间[－ ,  ] 上（对t 在一个周期内）积分得：

ttf
T

A
T

T
d)(

1 2/

2/0 


/2

/2

2
( ) cos d

T

k T
A f t k t t

T



 



20

利用欧拉(Euler)公式
可以得到：

/2

/2

2
( ) sin d

T

k T
B f t k t t

T



 

 sinicose i 

2

ee
cos

ii 





i2

ee
sin

ii 





把这2式代入2页前的傅里叶级数公式得到其复数形式的
级数：

f t Ck
k t

k

( ) 
  

 

 e i 



2/

2/

i de)(
1 T

T

tk
k ttf

T
C 

任一复杂的周期性振动，都可以分解为频率是
原周期性振动频率的整数倍的许多简谐振动．在傅里叶
级数中，k = 1的简谐振动称为基频振动；k = 2, 3的简谐
振动称为k 次谐频振动或k 次谐波(harmonic)．以这些
简谐振动的频率为横坐标，以相应的振幅为纵坐标所作
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的图解，称为该振动的
频谱(frequency 
spectrum)．
周期性振动具有离散谱
(discrete spectrum)，
如图所示．这种将任一
振动分解为许多简谐
振动的方法，称为频谱
分析(frequency 
spectrum analysis)．
掌握了信号的内部结构
基频及各次谐频，
我们就掌握了它在频率域上
的图像，这往往比信号的波形还有用．



若振动是非周期性
(aperiodicity)的，
如单个脉冲，仍然
可以通过傅里叶积分
(Fourier integral)
将其分解为各种谐振成分的叠加，
但这时振动的频谱是连续谱(continuous spectrum)，如图
所示。
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§2.  弹性系统的振动
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1.  谐振子的自由振动

2.  谐振子的阻尼振动

3.  谐振子的受迫振动和共振



1.  谐振子的自由振动
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令

如图所示，劲度系数为k 的
弹簧放在光滑的水平桌面上，
一端固定不动，另一端系着质量
为m的物体．选择平衡位置为
水平x 轴的零点，其弹性恢复力
为F＝－kx，于是有

 k x m
x

t

d

d

2

2

/k m 

上式可以写成 2
2

2

d
0

d

x
x

t
  [1]
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sin ≈  ，令

这是一个简谐运动方程，其解
就是
与上面类似，如图所示，

单摆在 很小时的运动也
属于这种情形，这时

x A t cos( ) 0

/g l 

则可以得到与上页[1]式
形式相同的运动方程方程，其解为

0 0cos ( )t    
如下页图所示，刚体的质心C 距转动轴为l，这样的

力学体系称为复摆。当复摆稍离开平衡位置转过 角时，
复摆受到一个使其转向平衡位置的净力矩M ＝－mgl 
sin . 
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当 很小时， M ≈－mgl ．于是，
转动惯量为I的复摆的运动方程为

因此，上述运动方程的解和单摆
的解形式上相同，可认为单摆是
复摆的特例．

 m g l I
t


d

d

2

2

实际上，力学系统的振动都是由
恢复力(弹性力或重力等)与惯性联合
作用造成的．恢复力驱使系统回复
平衡位置，而惯性则阻止系统改变
运动状态．以上例子所讨论的系统的简谐振动，
它们的运动方程及其解的形式都相同，它们的固有
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概括而言，从动力学的角度来看，一个物体是否在作
简谐振动，既可以从力与位移或角位移之间的负线性
关系(如F＝－kx )来判断，也可以从势能与位移或
角位移之间的平方函数形式(如V＝ kx2/2)来判断．
通常，这类振动系统都称为谐振子(harmonic 
oscillator)．实际上，在平衡位置附近运动的稳定力学
体系，大都可以看成是谐振子．对于物理学中的许多
问题，谐振子都可以作为一个相当精确的模型．

角频率(natural angular frequency)  都与振动的振幅
无关，只与具体装置的特征量有关．

对于自由振动的谐振子，线性恢复力是保守力，因此
系统的总机械能是守恒的．例如，水平弹簧振子的动能
和势能分别为
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21

2
K mv

21

2
V kx

利用 ，由以上两式可得，该系统的动能和/k m 
势能的周期平均值相等，且系统的总能量为

E K V 

尽管动能和势能分别都随时间改变，但是自由振动
谐振子的总能量只取决于振幅A的平方以及谐振子的
劲度系数k (或 m 2 )，而与时间 t 无关，即机械能守恒.
平均动能与平均势能都等于总能量的一半．

2 2 2
0

1
sin ( )

2
m A t   

2 2
0

1
cos ( )

2
kA t  

2 21

2
m A 21

2
kA



2.  谐振子的阻尼振动
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在运动速度不大时，按斯托克斯黏滞公式,
振动物体受到的黏性阻力Fv与速度v成正比，其方向与
速度相反，即

物体在运动过程中，总是或多或少地受到阻力的
作用，从而使振动的振幅和能量逐渐衰减，这种振动
称为阻尼振动(damped vibration)．这种振动不仅会引起
周围介质的振动，使能量逐渐向四周辐射，同时摩擦
阻力还会使机械能逐渐转变为热能．一般情况下，
在摩擦阻力中以黏性阻力为主。因辐射所引起的阻力的
作用也常常与黏性阻力相似．因此，这里只讨论黏性
阻力的作用．

vF   v
 

在考虑了黏性阻力Fv 之后，水平弹簧振子的运动方程
变为



30

令

上述方程改写为

2

2d

d

d

dx

t

x
kx m

t
  

2

2

d

d

d
0

d

x

m t

x
x

t

k

m


  或

0 / ,k m 

2

2
2
0

d
0

d d
2

dx x
x

t t
  

式中  是表征系统阻尼大小的常量．
将形如 el t 的解代入上述常系数齐次线性微分方程，得到
特征方程 l  l 2

0
22 0  

其特征根是 l      2
0
2

按阻尼度L＝ / 0大小的不同，微分方程[1]有三种不同
形式的解，代表了振动物体的三种运动方式，

[1]

[2]

2 / m 
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当阻尼较小时，即当或L＝ / 0 < 1
时，特征方程[2]有两个共轭复根，
方程[1]的解为

当阻尼较大时，即当或L＝ / 0 > 1时，特征方程[2]有

如图所示．
 欠阻尼(underdamping)振动

0 0( ) cos (e )tx t tA    

式中 2 2
0 ,   

 或L越大，阻尼振动的振幅
A0 e - t  随时间衰减得越快，

“周期” 越长。T  2 0
2 2 /  

 过阻尼(overdamping)运动
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两个不同的实根，方程[1]的解为

x t c ct t( ) ( ) ( )      
1 2

2
0
2 2

0
2

e e     

物体经过相当长的时间才能达到其平衡位置．

 临界阻尼(critical damping)运动

当L=1时，特征方程[2]只有一个根，方程[1]的解为

x t c c t t( ) ( )  
1 2 e 

由于在时间t ＝1  内，振幅衰减到了原来的1/e＝37％，
因此常把 称为衰减常量(attenuation constant)，而把 t
称为弛豫时间(relaxation time)．如果希望物体很快回到
平衡位置，则应使其处在临界阻尼运动状态．



3.  谐振子的受迫振动和共振
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只受弹性力和黏性阻力作用的振动系统，其振幅总是
随时间衰减的．为使振动持久而不衰减，可以利用外界
驱动力(driving force)对系统不断地作功，向系统提供
能量．这种振动系统在外界驱动力作用下的振动，称为
受迫振动(forced vibration)．
设简谐驱动力为Fd ＝ Fd0 cosd t ，则受迫振动的运动

方程为

受迫振动的运动方程及其解的可叠加性

d

2

20 dc
d

d
os

d

d

x
k

t
F

x

t
tx m  

或
d

2
2
02

cos2
d d

d d

x x
x

t t
t   

其中
d0 /F m 

[1]

2 / ,m 0 / ,k m 
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按照常微分方程的数学理论，上述非齐次线性常微分
方程的通解，可以写成齐次通解（以欠阻力为例）加上
非齐次方程的特解, 即

其中齐次通解就是前面得到的欠阻尼振动解，当t >5/ 时
其振幅已衰减到起始振幅的0.7 %，称为暂态解(transient 
solution)．齐次方程的另两种情形（过阻力和临界阻力）
的通解也同样是指数衰减的暂态解。经过稍长的一段
时间，可以认为暂态解已衰减掉，只留下非齐次特解，
称为定态解(stationary solution)．
将x=Bexp [i(d t+d)]代入上页的微分方程式[1]，

可得

0 0e cos () )( tA tx t    

di2 2
d d 0 ei )2( tx      

d

d

i
2 2
0 d( ) i2

e tx 

  







d dcos ( )B t 
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于是，利用复数法得到了定态解的振幅和相位分别为

谐振子的运动方程是线性的，即运动方程[1]只包含
自变量x及其微商的1次和0次幂，于是有

B x 
 



   ( )0
2 2 2 2 24d d

  
 

d
d

d





arctan

2

0
2 2

2
2

2 1 20

d d
( 2 ) ( )

d d
m

t t
xx   

1 2FF 

即合力F1＋F2作用下的运动可由它们单独存在时的解x1

和x2的叠加得出，多个驱动力的效应可以线性叠加，
因此线性运动方程的解遵从叠加原理．对非线性方程，
叠加原理不再成立．

[2]

[3]
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由上页[2]可以看出，振幅B是驱动力频率d 的函数，
B随d 变化的极值由dB/dd ＝0 确定。令

共振

2 2
r 0 2 ,   

该量称为共振角频率(resonant angular frequency)。
由上述B的极值条件得d ＝ r 时，振幅B 达到极大值

Br 




  2 0
2 2

在受迫振动中位移振幅出现极大值的现象，称为位移
共振(displacement resonance)或简称共振(resonance)。
由[4]式容易得到，振动系统的衰减常量  或阻尼度 L
越小， r 越接近于固有角频率 0，共振时的振幅越大.
下页为受迫振动的频率响应曲线。

[4]
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由上页右图可以看出，在d＝0处d ＝－，
在d 0 →0时， d → 0；在d 0 → ∞ 时， d →－ . 
在d＝0处, 振动速度与驱动力同相位，驱动力与振动
速度处处有相同的相位，可以时刻对振动系统作正功，
这正是共振时振幅急剧增大的原因．但是，随着振幅的
增大，阻力的功率也不断增大，最后与驱动力的功率
相抵，从而使振幅保持稳定．为了有效地消除外来干扰
对精密测量工作的影响，就应该使0<< d ．

如下页图所示，把频率响应曲线上相对振幅为0.707(即
相对强度为1/2)处曲线的宽度定义为共振峰的宽度或共振
带宽．在欠阻尼情况下，共振带宽为

     2
振动系统的品质因数(quality factor)或Q值为 Q 



0

2
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Q值的意义是多方面的，它不仅表征了受迫阻尼振动
系统频率选择性能的好坏，而且Q值越高，表示系统的
阻尼损耗越小，能量衰减越缓慢．



§3.  耦合振子

40

1.  简正模和简正频率

2.  简正坐标和简正模的叠加



1.  简正模和简正频率

如图所示，当两个
弹簧振子用另一根弹簧连接
起来时，称为
耦合振子
(coupled 
oscillator)．
假定这两个
振子相同，其
质量为m，
劲度系数为k；
连接两振子的
弹簧的劲度系数为K．平衡时，弹簧均为原长．设两振子
A和B偏离平衡位置的位移分别为xA和xB ，则两振子的

41



运动方程分别为

42

m
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d
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2
   ( )

由这两个方程的结构可以看出，每个振子的加速度都与
另一个振子的位置有关．换言之，它们的运动彼此

关联，即两振子之间存在着耦合．上述两个运动方程都
不是简单的简谐振动方程，一般来说，即使是两个全同
的耦合振子，每个振子的运动也可能是比较复杂的．
首先考虑最简单的运动情况，即相互耦合的两个振子

以相同的频率以及相同或相反的初相位作简谐振动．适
当选取时间零点，并假定这里的“振幅”是代数量，则
可设 x A tA  cos x B tB  cos[3] [4]

[1]

[2]



在这种情况下，任意时刻都有
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将它代入上页[3]和[4]式可得

A B B
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这是两个简谐振动方程，对应的角频率的平方分别为方
括号中所给出的量．既然两个方程所描写的是同一个振
子的运动，这两个量就应该相等，即


l

l
l2 1

1 


  
k

m

K

m

k

m

K

m
( )

由此解得l2＝1，即
l1＝1， l2 ＝－1，



代入可得相应的角频率为
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所以，两个耦合振子可以作不同频率的下述两种方式的
振动，在每种方式的振动中两振子的振动频率是相同的.
（1）两个振子以相同的振幅和相同的相位振动．由于

连接弹簧始终保持原长不变，对两个振子都没有施加
作用力, 这时两个振子的运动就好像没有耦合一样，均以

 1 
k

m
 2

2


k K

m

原来的角频率 振动，如第40页图(b)所示． 1  k m/

（2）两个振子以相同的振幅和相反的相位振动．由于
两个振子的运动方向相反，从而使连接弹簧的形变是
每个弹簧的两倍，恢复力增大，每个振子均以较原来大

mKk /)2( 的角频率2＝ 振动，如第40页图(c)所示．



系统中各个振子以相同的频率作简谐振动的方式，称
为该系统的简正模(normal mode)；简正模对应的频率，
称为简正频率(normal frequency)．对于一定的初条件，

这种振动是可以实现的．例如，在损耗可以忽略的情况
下，若将上述两个振子各自从平衡位置向右拉开相同的
距离，待静止后再释放，则两个振子将作角频率都是1

的简谐振动，保持振幅不变；若将两个振子从平衡位置
分别向左、右两边拉开相同的距离，待静止后释放，则
两振子将作角频率都是2的简谐振动，并保持振幅不变.
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2.  简正坐标和简正模的叠加

我们之所以引入这两种易于求解的特征振动，重要的

原因在于，两全同耦合振子的任何运动，都可以表示为
上述两简正模的线性叠加．为了清楚地看到这一点，可
以从另一角度来考察：简正模是系统中各个振子以相同
的频率(简正频率)作简谐振动的最简单的方式，实际上是

系统集体运动的特定方式．这些集体运动模式可以用系
统的集体坐标表示出来．
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将41页[1]式与[2]相加或相减，可得
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令 xA＋xB＝q1， xA－xB＝q2，
上页[1]、[2]两式化为

d
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1 0
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2 2
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2 0
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它们分别是关于两个独立变量q1和q2的振动方程，描述了
耦合振子系统的两种独立的运动，其特征频率分别是



48

以上所考察的系统是由两个作一维振动的质点组成的,
对该系统的纵向运动需用两个坐标来描写其几何位形.  
对于这样的二自由度振动系统来说，它有两个简正模和
两个简正频率．可以证明，若振动系统的自由度为N，
则有N个简正模和N个相应的简正频率．一般而言，
对应于一定的初始条件，系统中每个振子将以一定的
方式作N个简谐振动的组合振动．
总之，简正模是一个多自由度线性系统中各自由度的

以前得到的1和2．这就是简正模的另一种表述，独立
变量q1和q2称为简正坐标(normal coordinate)．在新的
简正坐标下，系统退耦合成两个独立振动．反之，

每一个振子的坐标都可以表示为这两个独立的简正坐标
的线性组合，即

x q qA  
1

2 1 2( ) x q qB  
1

2 1 2( )
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运动的一些特殊的组合，是一些集体运动模式，它们

彼此相互独立．如果初始运动状态符合某个简正模式，
则系统将按此模式振动，其他模式将不激发；如果初始
运动状态是任意的，则该系统的运动将是各简正模式按
一定比例的叠加．简正模这一重要概念是当今凝聚态
物理学中“元激发或准粒子”的萌芽．



专题主要内容回顾
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§1.  简谐振动

§2.  弹性系统的振动

§3.  耦合振子


