
第一讲参考系



1.1 参考系

1

为描述物体的运动，首先需要确定物体的位置。

物体的位置是如何确定的？
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我们观察一辆行驶的汽车，车上每一点都随着汽车一起运动，在不同的时刻位于不同
的位置。若我们坐在车里，车里的每一点都是静止的，总是处于同一位置，而窗外的
景物则向后运动。因此，位置是相对的，总是相对参考物来确定的。

相对于参考物，我们就可以确定空间各点的位置，判断其它物体的位置是否变化，是

运动还是静止。因此，我们把参考物称作——参考系。

参考物必须是形状不变的物体，不能只是一个点。相对于参考物，我们能够确定其它
物体的远近和方位。我们可以把参考物向各个方位扩展，比如，把其它物体与参考物
相连，可以连接到空间的任何一点。因此，相对参考物，我们就有了一个参考空间。

“从这个意义上来说，我们不能抽象地谈论空间，只能是属于参考物的空间。”
——爱因斯坦《相对论的意义》



长度和时间

3

为了比较物体的大小和运动的快慢，我们引入长度和时间的概念。

为了比较物体的大小，我们首先要选择长度的单位。在早期阶段，我们都是选择实物
为基准。长度可以测量了，我们可以进一步引入面积、体积、角度，甚至可以计算曲
线的长度、曲面的面积。这些就是我们熟悉的几何、三角和代数。

为了比较运动的快慢，我们选择日常生活中最熟悉的周期运动为时间的单位，比如日、
月、年等。

用静止或运动的直尺、时钟测量静止或运动的物体，不同的测量方法对结果有影响吗？

在经典物理的适用范围内，影响完全可以忽略！ ——绝对时空观！

绝对时空观：有大家都认可的共同的直尺和时钟。
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在国际单位制中，长度的单位是米，记作m，是第一个基本量。

从1960年起，米定义的实物基准转换为自然基准

在1889年第一届国际计量大会批准米的实物基准——国际米原器

米的新定义
米是1/299792458秒的时间间隔内光在真空中行程的长度

长度的测量

《史记》记载，禹以“身为度”。出土文物中，最早的商骨尺的长度约为16厘米，
大概相当于一般人中指和拇指张开时的指端距离，所谓的“布手知尺”。

“邹忌修八尺有余，而形貌昳丽。”
《战国策·齐策一》《邹忌讽齐王纳谏》
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在国际单位制中，时间的单位是秒，记作s，是第二个基本量。

时间的概念源于物质的运动
早期人们用自然界的周期运动来表示时间的长短：日、月、年

秒的定义：秒是133铯原子基态的两个超精细能级之间跃迁
相对应的辐射的9192631770个周期所持续的时间
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自然界中长度和时间的量级

成人身高 1~2m

珠峰海拔高度 9km

地球半径 6371km

月球半径 1738km

太阳半径 6.96105km

日地距离 1.5108km

1光年约 9.51012km

现代宇宙视界 150亿光年

人眼瞳孔直径 2~6mm

可见光波长 0.4~0.7μm

原子半径 1Å

原子核半径 1fm

人体心律周期 0.8s

太阳光传到地球的时间约 5102s

猿人出现的时间距今约 4102万年
侏罗纪距今约 0.5 ~ 1.5亿年
地球年龄约 46亿年
太阳年龄约 50亿年
宇宙年龄约 150亿年
电子寿命大于 1022年

人眼视觉的弛豫时间约 0.1s

人体感觉神经脉冲间隔约 1ms

原子发光持续时间约 1ns = 10-9s

顶夸克寿命约 10-24s



绝对时空观

绝对空间，就其本性来说，与任何外在的情况无关，
始终保持着相似和不变。

绝对的、纯粹的、数学的时间，就其本性来说，均匀地
流逝而与任何外在的情况无关。

牛顿 ——《自然哲学的数学原理》

在绝对时空观中，长度和时间的测量与物体的存在和运动没有任何关系，这是最简单
的时空观，完全符合我们的日常生活经验，也是经典物理的时空观。



绝对时空观的修正
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绝对时空观

狭义相对论 广义相对论

量子场论量子力学

时空绝对吗？ 与物无关吗？

位置唯一吗？ 时空连续吗？
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运动的物体

由繁到简 由简到繁

最简单的物体——质点：具有一定质量，没有大小形状的点

复杂的物体，可看作由质点组成——质点系

为了研究运动，我们从最简单物体的最简单运动入手！



位置矢量
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O

P

R

在参考物或空间任选一点为参考点O，质点的位置为P，质点的位置矢量R大小等于OP的
间距，方向从O指向P点，如图所示。因此，质点的位置可以用一个矢量来表示。质点在
空间运动时，位置矢量的末端画出质点的运动轨迹。一般情形下，轨迹是空间曲线。
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最熟悉的参考系就是以大地为参考物。日月经天，江河行地。云行雨施，鸢飞鱼跃。
这是我们熟悉的生活景象。

坐标系：在参考空间中任选一点作为原点，可建立各种坐标系。最熟悉的就是笛卡尔
空间直角坐标系。

x

z

yO

坐标系

kzjyixr


++=

位置矢量可以用坐标和单位矢量表示
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曲线的曲率和曲率半径
d

d
dl

曲率

曲率半径

dl

d




d

dl
=

曲率正比于转过的角度，反比于经过的路程。

1.3.3 自然坐标系

曲线上每一点都可以画一个曲率圆
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自然坐标系



v


n




自然坐标系的两个正交基矢




n


沿速度方向

指向曲率圆的圆心

加速度在自然坐标系中的分解

切向单位矢量

法向单位矢量

速度在自然坐标系的表示： റ𝑣 = 𝑣 റ𝜏

റ𝑎 =
𝑑 𝑣 റ𝜏

𝑑𝑡
=
𝑑𝑣

𝑑𝑡
റ𝜏 + 𝑣

𝑑𝜃

𝑑𝑡
𝑛

=
𝑑𝑣

𝑑𝑡
റ𝜏 + 𝑣

𝑑𝜃

𝑑𝑡

𝑑𝑙

𝑑𝑙
𝑛

=
𝑑𝑣

𝑑𝑡
റ𝜏 +

𝑣2

𝜌
𝑛

= 𝑎𝜏 റ𝜏 + 𝑎𝑛𝑛
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计算曲率半径的运动学方法

（1）假设一种沿曲线的简单运动

（2）计算各点的速度

（3）计算各点的加速度

（4）计算与速度方向垂直的加速度分量，即法向加速度𝑎𝑛

（5）计算曲率半径𝜌 =
𝑣2

𝑎𝑛
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例 椭圆半长轴和半短轴处的曲率半径

A

B

假设一沿轨道的运动

tBytAx  sin    ,cos ==

求速度和加速度

tBatAa

tBvtAv

yx

yx





sin    ,cos

cos    ,sin

22 −=−=

=−=

求法向加速度

在(A, 0)处𝑎𝑛 = 𝐴𝜔2 在(0, B)处𝑎𝑛 = 𝐵𝜔2

代入公式，曲率半径 ?     ,
2

== BA
A

B


B

A2



平面直角坐标和极坐标的比较
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坐标面和坐标线：令一个或两个坐标为常量所得到的面或线。
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基矢的微分


)(tr


re
e



d
eded r


=

reded


 −=

正交基矢只依赖 θ，与 r 无关

当 θ 变化时，正交基矢同时改变方向
满足微分关系

极坐标的基矢，用直角坐标系的基矢表示，然后求微分

൝
റ𝑒𝑟 = 𝑐𝑜𝑠𝜃റ𝑖 + 𝑠𝑖𝑛𝜃റ𝑗

റ𝑒𝜃 = −𝑠𝑖𝑛𝜃റ𝑖 + 𝑐𝑜𝑠𝜃റ𝑗
⟹ ൝

𝑑 റ𝑒𝑟 = −𝑠𝑖𝑛𝜃റ𝑖 + 𝑐𝑜𝑠𝜃റ𝑗 𝑑𝜃 = റ𝑒𝜃𝑑𝜃

𝑑 റ𝑒𝜃 = − 𝑐𝑜𝑠𝜃റ𝑖 + 𝑠𝑖𝑛𝜃റ𝑗 𝑑𝜃 = −റ𝑒𝑟𝑑𝜃

൝
ሶറ𝑒𝑟 = ሶ𝜃 റ𝑒𝜃
ሶറ𝑒𝜃 = − ሶ𝜃 റ𝑒𝑟
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极坐标系中位置矢量、速度和加速度的表示

位置 rerr


=

速度







vv

e
dt

d
re

dt

dr

dt

ed
re

dt

dr

dt

erd

dt

rd
v

r

r
r

r
r











+=

+=+===
)(

rrrr eve
dt

dr
v


==




eve

dt

d
rv


==

径向速度

横向速度


)(tr


re


e

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
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
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
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2

2

2

径
向
加
速
引
起

横
向
旋
转
引
起

径
向
变
化
与
横
向

旋
转
共
同
引
起

加
速
旋
转
引
起

加速度

极坐标系：റ𝑟 = 𝑟 റ𝑒𝑟
റ𝑣 = ሶ𝑟 റ𝑒𝑟 + 𝑟 ሶ𝜃 റ𝑒𝜃
റ𝑎 = ሷ𝑟 − 𝑟 ሶ𝜃2 റ𝑒𝑟 + 2 ሶ𝑟 ሶ𝜃 + 𝑟 ሷ𝜃 റ𝑒𝜃
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平面极坐标系中质点运动的轨道方程

在平面上，质点的运动方程 )(trr


=

在极坐标系中，质点的运动方程




=

=

)(

)(

t

trr



消去时间参量 t，得到极坐标系中的质点运动轨道方程 )(rr =

若已知径向速度与横向速度，利用

 v

rv

d

dr r=

通过积分，可以得到轨道方程 )(rr =
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例 狐狸沿圆周跑，狗从圆心出发，速度都为v，
圆心、狗、狐狸始终连成一直线。

求狗的速度、加速度和轨道方程。

狐狸的角速度
R

v

dt

d
==






狗有横向和径向速度
22,   vvvrv r −==

狗的横向和径向加速度

2

2

2

2

2

2

2

2

2
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v
R

r
r

dt

dr

dr

dv

dt

d
r

dt

rd
a

v
dt

d
r

dt

d

dt

dr
a

r
r

r

−=−=







−=

=+=









轨道方程
22 rR

v

v
r

d

dr r −==
  =

−




00 22

d
rR

drr

sinRr =
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对于无穷小的时间间隔t

tvtvtvtvvr =+=+=


)(

变速变匀速

tatatataav =+=+=


)(

变加速变匀加速

其它连续变化的物理量也如此分析，例如力、密度随位置的变化。

微元法

结论：对于微元过程，函数增量与函数值相比，可以忽略——连续性；
函数增量只需考虑线性主部——可微性。
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
r

例四点追击 四只狗开始位于边长为 l  的正方形

四个顶点上，追击速度v保持不变，求开始时狗的
加速度、相遇的时间和轨道方程。

分析：四只狗始终成一正方形

经过时间间隔dt，狗的位移vdt

lvdtd /=

vdvd =


加速度 𝑎 = 𝑣2/𝑙

径向速度不变 相遇的时间 𝑡 = 𝑙/𝑣

r
v

v
r

d

dr r −==


−= ler
2

2

狗转过的角度

狗速度的改变量

微分方程

建立极坐标系
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刚体的运动

刚体的自由度 =  3 平动 + 3 转动

刚体的平动

刚体的定点转动

刚体的定轴转动

质点在空间中自由运动，有三个自由度。

宠辱不惊，闲看庭前花开花落；
去留无意，漫随天外云卷云舒。

其它运动

http://www.speakwell.com/well/2005summer/index.php
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两种相对运动

相对运动的两个观测者观测同一个物体的运动

一个观测者观测两个物体的相对运动

1.5 相对运动
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参考系的选择

在不同参考系中，行星运动的运动学描述和动力学分析
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1.5.1  平动参考系

z

y'

O

r 


P

x
y

z'

O'

r


x'

S'系

S系

两个参考系之间有相对运动，参考系 S′ 相
对参考系 S 运动，对于同一质点的运动，它

们测量的位置、速度和加速度有什么关系?

时间相同 tt =

位置的关系：矢量三角 )()()( trtrtr O+=


Or 



时间的微分关系 tddt =

绝对时空观
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平动：参考系S' 的坐标轴相对参考系S固定不动，
即参考系S' 的基矢不随时间变化。

 ,0=i

)()()( trtrtr O+=


位置

速度 )()()( tvtvtv O+=


加速度 )()()( tatata O+=


r 


O'

r


Or 



O
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1.5.2  转动参考系

y'

O

r 


P

x

y

O'

r


x'

S'系S系
⊙



转动参考系：相对S系，S′系绕着它的某一点O ′匀速定轴转动，转动角速度沿z轴方向。

两个坐标系的原点和z轴重合，在两个坐标系中，质点P的





+=

+=

jyixr

jyixr




速度

加速度





+=

+=

jyixv

jyixv




















+=

+=

jyixa

jyixa
















位置
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y'

O

r 


P

x

y

O'

r


x'

S'系S系
⊙



质点P相对S'系静止，相对S系作匀速圆周运动。

在S'系
质点P的速度、加速度皆为零

在S系
质点P的速度为rω，沿切向。
加速度为rω2，指向原点。

若质点P相对S'系运动，速度、加速度的变换关系就更复杂。
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y'

O

r 


P

x

y

O'

r
 x'

S'系S系ij
dt

jd

dt

id
i ==


=


=



 



jij =−=
 

rv
dt

jyd

dt

ixd
rrv +=


+


===







)()(

⊙


相对S系，它自己的基矢是静止不变的；
但S'的基矢由于转动是随时间变化的。

坐标关系





+=+

=

jyixjyix

rr




rvv +=






33

加速度的变换

)(2 rvaa

++= 

iyjxjyixrvv








−++=+= 

( )
( )rva

iyjxvva

iyjxiyjx

jyixjyixa

























++=

−+++=

−+−+

+++=









2

  

rrvaa

+++=  )(2非匀速转动
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y'

O

r 


P

x

y

O'

r


x'

S'系S系
⊙



质点P相对S'系静止，相对S系作匀速圆周运动。

在S'系
质点P的速度、加速度皆为零

在S系

rrvv =+=




)()(2 rrvaa

=++= 





=

=

0

0

a

v




速度、加速度的大小和方向与质点P在S系中作匀速圆周运动一致
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z

y'

O

r 


P

x
y

z'

O'

r


x'

S'系

S系 Or 


矢量三角： റ𝑟(𝑡) = റ𝑟′(𝑡) + റ𝑟𝑂′(𝑡)

位置的矢量三角关系是参考系变换的最基本关系

位置： റ𝑟(𝑡) = റ𝑟′(𝑡) + റ𝑟𝑂′(𝑡)

速度： റ𝑣 = റ𝑣𝑂′ + റ𝑣′ +𝜔 × റ𝑟′

加速度： റ𝑎 = റ𝑎𝑂′ + റ𝑎′ + ሶ𝜔 × റ𝑟′ +𝜔 × 𝜔 × റ𝑟′ + 2𝜔 × റ𝑣′

1.5.3  任意运动的参考系
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1.5.2  参考系中质点间的相对运动

在参考系S中，质点B 相对质点A的运动

质点不能作为参考物，不能建立相应的参考空间和参考系

z

O

r 


B

x
y

A

Br


S系
Ar


 








−=

−=

−=

AB

AB

AB

aaa

vvv

rrr







在参考系S中，可分别测量质点A的运动、质点B的运动。

B相对A的运动

B点相对S系的运动 = B点相对A点的运动 +A点相对S系的运动









+=

+=

+=

AB

AB

AB

aaa

vvv

rrr







或

B的运动 = B相对A的运动 +A的运动
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力学三大约束之刚性杆约束

38

约束

速度

加速度

两点间距不变

两点速度沿杆方向分量相等 相对速度方向与杆垂直

法向加速度
𝑣2

𝜌
切向加速度

相对运动是圆周（球面）运动
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例 三根细杆在一平面内相连，
并可绕连接处转动。A、D是两
个转轴。当AB杆以匀角速度转
到竖直位置时，求此时C点加速
度的大小和方向。

A

B

C

D
l

l

450

450


解法一

已知B点的速度和加速度

C点作圆周运动，有法向和切向加速度。

由约束关系：B、C两点沿杆的速度分量相等，得到C点速度。

C点相对B点加速度沿BC杆的分量：C相对B作圆周运动。
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解法二

建立直角坐标系

A

B

C

D
l

l

450

450


x

y

用三个角度和杆长表示C点坐标

C点坐标对时间的二阶导数即C点的加速度

三个角度满足约束关系，由此可得它们的一阶、二阶导数的关系

相对D点的答案： 法向加速度 laCn

2

8

2
=

切向加速度 laCt

2

4

23
=

与CD夹角 6arctan=
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小结

参考物 参考系 坐标系

物体相对参考系的运动（位置、速度和加速度）是确定的

在不同的坐标系中，位置、速度、加速度的表示

相对运动：对于不同参考系，质点的位置、速度、加速度的变换关系
对同一个观测者，不同物体之间的相对运动


