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1 Research Motivation  研究动机

在标准模型之中，计算非微扰量。

3

格点量子色动力学、量子色动力学求和规则...

在标准模型之外，帮助寻找新物理。



2 The Introduction of Inverse Problem反问题介绍

4

色散关系： 𝑅𝑒 Π 𝑠 =
1

𝜋
𝑃 0׬

∞ 𝐼𝑚[Π 𝑠′ ]

𝑠−𝑠′
𝑑𝑠′；

𝑃න
0

Λ 𝐼𝑚[Π 𝑠′ ]

𝑠 − 𝑠′
𝑑𝑠′ = 𝜋𝑅𝑒 Π 𝑠 − 𝑃න

Λ

∞ 𝐼𝑚[Π 𝑠′ ]

𝑠 − 𝑠′
𝑑𝑠′

非微扰未知 微扰计算得到

න
𝑎

𝑏 𝑓(𝑥)

𝑦 − 𝑥
𝑑𝑥 = 𝑔 𝑦 , 𝑦 ∈ 𝑐, 𝑑 , 𝑐 > 𝑏

𝐴: 𝐿2(𝑎, 𝑏) → 𝐿2(𝑐, 𝑑)是线性有界算子



2 The Introduction of Inverse Problem反问题介绍
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色散关系： 𝑅𝑒 Π 𝑠 =
1

𝜋
𝑃 0׬

∞ 𝐼𝑚[Π 𝑠′ ]

𝑠−𝑠′
𝑑𝑠′；

𝑃න
0

Λ 𝐼𝑚[Π 𝑠′ ]

𝑠 − 𝑠′
𝑑𝑠′ = 𝜋𝑅𝑒 Π 𝑠 − 𝑃න

Λ

∞ 𝐼𝑚[Π 𝑠′ ]

𝑠 − 𝑠′
𝑑𝑠′

非微扰未知 微扰计算得到

න
𝑎

𝑏 𝑓(𝑥)

𝑦 − 𝑥
𝑑𝑥 = 𝑔 𝑦 , 𝑦 ∈ 𝑐, 𝑑 , 𝑐 > 𝑏

𝐴: 𝐿2(𝑎, 𝑏) → 𝐿2(𝑐, 𝑑)是线性有界算子

当需要根据观察结果来寻找未知原因时，反问题就出现了！
反问题体现的是一种逆向思维；
与反问题成对比的是正问题。

（1）扫描成像；
（2）物质探测；
（3）逆时反演。

刘继军.2005
肖庭延.2003



3 The Study of  Well-posedness适定性研究
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适定与不适定的概念，最初是从研究数学物理方程定解问题提出的。法国数学家对数学物理
方程定解问题提出了适定性定义，是指问题具有如下三个条件：

解的存在性；
解的唯一性；
解的稳定性，即解连续依赖于定解条件，当定解数据变化很小时，相应的解变化很小。

不满足上述三个条件之一的问题称为不适定问题。
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适定与不适定的概念，最初是从研究数学物理方程定解问题提出的。法国数学家对数学物理
方程定解问题提出了适定性定义，是指问题具有如下三个条件：

解的存在性；
解的唯一性；
解的稳定性，即解连续依赖于定解条件，当定解数据变化很小时，相应的解变化很小。

不满足上述三个条件之一的问题称为不适定问题。
线性方程组的一般形式为：

𝑀𝑛×𝑛𝑥𝑛×1 = 𝑚𝑛×1

上式有解当且仅当𝑟𝑀 = 𝑟(𝑀,𝑚)；当有解时，解唯一当且仅当𝑟𝑀 = 𝑛。
但当矩阵𝑀𝑛×𝑛的条件数很大时，称该矩阵为病态矩阵。

ቊ
2𝑥1 + 3𝑥2 = 8

2𝑥1 + 3.00001𝑥2 = 8.00002

该方程组的解为𝑥1 = 1, 𝑥2 = 2；
而

ቊ
2𝑥1 + 3𝑥2 = 8

2𝑥1 + 3.00001𝑥2 = 8.00003

的解为𝑥1 = −0.5, 𝑥2 = 3。
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不适定性是反问题的重点。解决反问题的首要是要确定是何种不适定性问题！
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解的存在性：物理背景要求其解一定存在。

不适定性是反问题的重点。解决反问题的首要是要确定是何种不适定性问题！

𝑎׬
𝑏 𝑓(𝑥)

𝑦−𝑥
𝑑𝑥 = 𝑔(𝑦),y ∈ 𝑐, 𝑑 , 𝑐 > 𝑏
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解的存在性：物理背景要求其解一定存在。

解的唯一性：只需证明׬𝑎
𝑏 𝑓(𝑥)

𝑦−𝑥
𝑑𝑥 = 0，只有零解。

不适定性是反问题的重点。解决反问题的首要是要确定是何种不适定性问题！

𝑎׬
𝑏 𝑓(𝑥)

𝑦−𝑥
𝑑𝑥 = 𝑔(𝑦),y ∈ 𝑐, 𝑑 , 𝑐 > 𝑏
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解的存在性：物理背景要求其解一定存在。

解的唯一性：只需证明׬𝑎
𝑏 𝑓(𝑥)

𝑦−𝑥
𝑑𝑥 = 0，只有零解。

න
𝑎

𝑏 𝑓(𝑥)

𝑦 − 𝑥
𝑑𝑥 = න

𝑎

𝑏 1

𝑦
෍

𝑘=0

∞
𝑥

𝑦

𝑘

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

因为| σ𝑘=0
∞ 𝑥

𝑦

𝑘
𝑓 𝑥 | ≤ σ𝑘=0

∞ (
𝑏

𝑐
)𝑘 𝑓 𝑥 , ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]

故可由控制收敛定理得到𝑦 𝑎׬
𝑏 𝑓(𝑥)

𝑦−𝑥
𝑑𝑥 = σ𝑘=0

∞ 1

𝑦𝑘
𝑎׬
𝑏
𝑥𝑘𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 0, ∀𝑦 ∈ 𝑐, 𝑑

当𝑑 = ∞时，令𝑦 → ∞,则可以得到׬𝑎
𝑏
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 0。

以此类推可得׬𝑎
𝑏
𝑥𝑘𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 0, 𝑘 = 0,1,2,3, …

当𝑑 < ∞时，根据其解析延拓性也可得到׬𝑎
𝑏
𝑥𝑘𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 0, 𝑘 = 0,1,2,3, …

不适定性是反问题的重点。解决反问题的首要是要确定是何种不适定性问题！

𝑎׬
𝑏 𝑓(𝑥)

𝑦−𝑥
𝑑𝑥 = 𝑔(𝑦),y ∈ 𝑐, 𝑑 , 𝑐 > 𝑏
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解的存在性：物理背景要求其解一定存在。

解的唯一性：只需证明׬𝑎
𝑏 𝑓(𝑥)

𝑦−𝑥
𝑑𝑥 = 0，只有零解。

由于𝐶[𝑎, 𝑏]在𝐿2(𝑎, 𝑏)中稠密： | 𝑓 𝑥 − ሚ𝑓 𝑥 |𝐿2(𝑎,𝑏) < 𝜀，

由Weierstrass定理： | 𝑃𝑛 − ሚ𝑓 |𝐶 [𝑎,𝑏] < 𝜀，

故可以得到：| 𝑓 − 𝑃𝑛 |𝐿2(𝑎,𝑏) ≤ 𝑓 − ሚ𝑓
𝐿2 𝑎,𝑏

+ ሚ𝑓 − 𝑃𝑛
𝐿2 𝑎,𝑏

≤ 𝜀 + 𝑏 − 𝑎𝜀，

且无论𝑑 = ∞或𝑑 < ∞均有׬𝑎
𝑏
𝑓(𝑥)𝑃𝑛(𝑥) 𝑑𝑥 = 0.

| 𝑓 |𝐿2(𝑎,𝑏)
2 = න

𝑎

𝑏

𝑓2(𝑥) 𝑑𝑥 = න
𝑎

𝑏

[𝑓2 𝑥 − 𝑓 𝑥 𝑃𝑛(𝑥)] 𝑑𝑥 ≤ න
𝑎

𝑏

𝑓 𝑥 |𝑓 𝑥 − 𝑃𝑛 𝑥 | 𝑑𝑥

≤ 𝑎׬
𝑏
𝑓2 𝑥 𝑑𝑥

1

2
𝑎׬
𝑏
𝑓 𝑥 − 𝑃𝑛 𝑥 2𝑑𝑥

1

2
≤ 𝑓

𝐿2 𝑎,𝑏
𝜀 + 𝑏 − 𝑎𝜀 .

综上，我们得到了 𝑓
𝐿2 𝑎,𝑏

< 𝜀 + 𝑏 − 𝑎𝜀。即𝑓 𝑥 = 0. 𝑎. 𝑒. 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏).

𝑎׬
𝑏 𝑓(𝑥)

𝑦−𝑥
𝑑𝑥 = 𝑔(𝑦),y ∈ 𝑐, 𝑑 , 𝑐 > 𝑏
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解的存在性：物理背景要求其解一定存在。

解的唯一性：只需证明׬𝑎
𝑏 𝑓(𝑥)

𝑦−𝑥
𝑑𝑥 = 0，只有零解。

解的稳定性：设𝑓1(𝑥)是对应𝑔1(𝑦)的一个解，不妨再令𝑓2 𝑥 = 𝑓1 𝑥 + sin(𝑤𝑥)，则它对应于𝑔2 𝑦 =

𝑔1 𝑦 + 𝑎׬
𝑏 sin(𝑤𝑥)

𝑦−𝑥
𝑑𝑥的解。

由Rieman-Lebesgue引理易知

| 𝑔2 𝑦 − 𝑔1 𝑦 |𝐿2
2 = {න

𝑐

𝑑

න
𝑎

𝑏 sin 𝑤𝑥

𝑦 − 𝑥
𝑑𝑥

2

𝑑𝑦} → 0,𝑤 → ∞,

然而| 𝑓2 𝑥 − 𝑓1 𝑥 |𝐿2
2 却不能任意小，即

| 𝑓2 𝑥 − 𝑓1 𝑥 |𝐿2
2 =

𝑏 − 𝑎

2
−

1

2𝑤
sin 𝑤 𝑏 − 𝑎 cos 𝑤 𝑏 + 𝑎 ,

即| 𝑓2 𝑥 − 𝑓1 𝑥 |𝐿2
2 →

𝑏−𝑎

2
, 𝑤 → ∞。

𝑎׬
𝑏 𝑓(𝑥)

𝑦−𝑥
𝑑𝑥 = 𝑔(𝑦),y ∈ 𝑐, 𝑑 , 𝑐 > 𝑏
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解的存在性：物理背景要求其解一定存在。

解的唯一性：只需证明׬𝑎
𝑏 𝑓(𝑥)

𝑦−𝑥
𝑑𝑥 = 0，只有零解。

解的稳定性：不满足。

𝑎׬
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𝑦−𝑥
𝑑𝑥 = 𝑔(𝑦),y ∈ 𝑐, 𝑑 , 𝑐 > 𝑏
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解的存在性：物理背景要求其解一定存在。

解的唯一性：只需证明׬𝑎
𝑏 𝑓(𝑥)

𝑦−𝑥
𝑑𝑥 = 0，只有零解。

解的稳定性：不满足。

9

解的存在性：
解的唯一性：
解的稳定性：

色散关系的反问题是不适定性问题
解的稳定性是求解的关键!

𝑎׬
𝑏 𝑓(𝑥)

𝑦−𝑥
𝑑𝑥 = 𝑔(𝑦),y ∈ 𝑐, 𝑑 , 𝑐 > 𝑏



4 Regularization Methods正则化方法
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由于得到的数据一定是存在误差的

| 𝑏𝛿 − 𝑏 | ≤ 𝛿

如何用𝑏𝛿来求解𝑥的近似值𝑥𝛿？
不能直接求解𝐴𝑥𝛿 = 𝑏𝛿，原因如下：
（1）当𝑏𝛿 ∉ 𝐴(𝑥)，该方程无解；
（2）即使𝑏𝛿 ∈ 𝐴(𝑥)，由于𝐴−1是无界的，当𝛿 → 0，无法保证𝑥𝛿 → 𝑥。

同时，为对𝑏𝛿 ∉ 𝐴(𝑥)也能适用的方法构造近似解，并保证𝑥𝛿对𝑏𝛿的连续性，必须构造𝐴−1: 𝐴(𝑋) →
𝑋的有界近似算子𝑅: 𝐵 → 𝑋。

𝐴𝑥 = 𝑏为线性反问题的算子形式
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由于得到的数据一定是存在误差的

| 𝑏𝛿 − 𝑏 | ≤ 𝛿

如何用𝑏𝛿来求解𝑥的近似值𝑥𝛿？
不能直接求解𝐴𝑥𝛿 = 𝑏𝛿，原因如下：
（1）当𝑏𝛿 ∉ 𝐴(𝑥)，该方程无解；
（2）即使𝑏𝛿 ∈ 𝐴(𝑥)，由于𝐴−1是无界的，当𝛿 → 0，无法保证𝑥𝛿 → 𝑥。

同时，为对𝑏𝛿 ∉ 𝐴(𝑥)也能适用的方法构造近似解，并保证𝑥𝛿对𝑏𝛿的连续性，必须构造𝐴−1: 𝐴(𝑋) →
𝑋的有界近似算子𝑅: 𝐵 → 𝑋。

正则化算子：一族有界线性算子𝑅𝛼: 𝐵 → 𝑋, α > 0称为正则化算子，如果它满足
lim
𝛼→0

𝑅𝛼𝐴𝑥 = 𝑥

对于所有的𝑥 ∈ 𝑋成立，𝛼称为正则化参数。

𝐴𝑥 = 𝑏为线性反问题的算子形式
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由于得到的数据一定是存在误差的

| 𝑏𝛿 − 𝑏 | ≤ 𝛿

如何用𝑏𝛿来求解𝑥的近似值𝑥𝛿？
不能直接求解𝐴𝑥𝛿 = 𝑏𝛿，原因如下：
（1）当𝑏𝛿 ∉ 𝐴(𝑥)，该方程无解；
（2）即使𝑏𝛿 ∈ 𝐴(𝑥)，由于𝐴−1是无界的，当𝛿 → 0，无法保证𝑥𝛿 → 𝑥。

同时，为对𝑏𝛿 ∉ 𝐴(𝑥)也能适用的方法构造近似解，并保证𝑥𝛿对𝑏𝛿的连续性，必须构造𝐴−1: 𝐴(𝑋) →
𝑋的有界近似算子𝑅: 𝐵 → 𝑋。

正则化算子：一族有界线性算子𝑅𝛼: 𝐵 → 𝑋, α > 0称为正则化算子，如果它满足
lim
𝛼→0

𝑅𝛼𝐴𝑥 = 𝑥

对于所有的𝑥 ∈ 𝑋成立，𝛼称为正则化参数。

𝐴𝑥 = 𝑏为线性反问题的算子形式

不适定性的
反问题

正则化方法 适定性的近
似反问题
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从正则化算子的定义可以看出，对于精确数据𝑏，当𝛼 → 0时，正则化解𝑅𝛼𝑦能够收敛于精
确解，但数据永远是存在误差的。
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从正则化算子的定义可以看出，对于精确数据𝑏，当𝛼 → 0时，正则化解𝑅𝛼𝑦能够收敛于精
确解，但数据永远是存在误差的。
令b ∈ 𝐴(𝑋)是精确数据，而𝑏𝛿 ∈ 𝐵是误差数据。定义𝑥𝛼,𝛿 = 𝑅𝛼𝑦

𝛿是由扰动数据𝑏𝛿构造的
𝐴𝑥 = 𝑏的精确解的近似值。则有下列估计

𝑥𝛼
𝛿 − 𝑥 ≤ 𝑅𝛼𝑏

𝛿 − 𝑅𝛼𝑏 + 𝑅𝛼𝐴𝑥 − 𝑥 ≤ 𝑅𝛼 𝑏𝛿 − 𝑏 + 𝑅𝛼𝐴𝑥 − 𝑥

≤ 𝑅𝛼 𝛿 + 𝑅𝛼𝐴𝑥 − 𝑥

需要选取合适的正则化参数𝛼，使得上述误差估计极小，且在𝛿 → 0 时， 𝑥𝛼
𝛿 − 𝑥 → 0 。

当α趋于零时，第一项会趋
于无穷，第二项会趋于零。
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从正则化算子的定义可以看出，对于精确数据𝑏，当𝛼 → 0时，正则化解𝑅𝛼𝑦能够收敛于精
确解，但数据永远是存在误差的。
令b ∈ 𝐴(𝑋)是精确数据，而𝑏𝛿 ∈ 𝐵是误差数据。定义𝑥𝛼,𝛿 = 𝑅𝛼𝑦

𝛿是由扰动数据𝑏𝛿构造的
𝐴𝑥 = 𝑏的精确解的近似值。则有下列估计

𝑥𝛼
𝛿 − 𝑥 ≤ 𝑅𝛼𝑏

𝛿 − 𝑅𝛼𝑏 + 𝑅𝛼𝐴𝑥 − 𝑥 ≤ 𝑅𝛼 𝑏𝛿 − 𝑏 + 𝑅𝛼𝐴𝑥 − 𝑥

≤ 𝑅𝛼 𝛿 + 𝑅𝛼𝐴𝑥 − 𝑥

需要选取合适的正则化参数𝛼，使得上述误差估计极小，且在𝛿 → 0 时， 𝑥𝛼
𝛿 − 𝑥 → 0 。

当α趋于零时，第一项会趋
于无穷，第二项会趋于零。

正则化方法的两大支柱：
1、合适的正则化算子𝑅𝛼；
2、合适的正则化参数𝛼。
对于不同的反问题，寻找合适的𝑅𝛼和𝛼是重点！
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从正则化算子的定义可以看出，对于精确数据𝑏，当𝛼 → 0时，正则化解𝑅𝛼𝑦能够收敛于精
确解，但数据永远是存在误差的。
令b ∈ 𝐴(𝑋)是精确数据，而𝑏𝛿 ∈ 𝐵是误差数据。定义𝑥𝛼,𝛿 = 𝑅𝛼𝑦

𝛿是由扰动数据𝑏𝛿构造的
𝐴𝑥 = 𝑏的精确解的近似值。则有下列估计

𝑥𝛼
𝛿 − 𝑥 ≤ 𝑅𝛼𝑏

𝛿 − 𝑅𝛼𝑏 + 𝑅𝛼𝐴𝑥 − 𝑥 ≤ 𝑅𝛼 𝑏𝛿 − 𝑏 + 𝑅𝛼𝐴𝑥 − 𝑥

≤ 𝑅𝛼 𝛿 + 𝑅𝛼𝐴𝑥 − 𝑥

需要选取合适的正则化参数𝛼，使得上述误差估计极小，且在𝛿 → 0 时， 𝑥𝛼
𝛿 − 𝑥 → 0 。

当α趋于零时，第一项会趋
于无穷，第二项会趋于零。

正则化方法的两大支柱：
1、合适的正则化算子𝑅𝛼；
2、合适的正则化参数𝛼。
对于不同的反问题，寻找合适的𝑅𝛼和𝛼是重点！

所有的正则化方法在𝛿 → 0时，
均有很好的收敛性证明。但在实
际运用中则很难实现，故需要对
于不同的正则化方法进行测试。
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目前主要是在运用Tikhonov正则化方法来进行求解该反问题，该正则化方法是目前很多
正则化方法的基础。

主要思想是求解Tikhonov泛函

| 𝐴𝑥𝛼
𝛿 − 𝑏𝛿 |𝐵

2 + 𝛼| 𝑥𝛼
𝛿 |𝑋

2

的极小元。该泛函的极小元是精确解的近似值。
该泛函的第一项是最小二乘法，第二项是罚项。
罚项使得不适定性问题转化成近似的适定性问题。
Tikhonov正则化方法中的泛函具有以下等价形式：

𝐴∗𝐴 + 𝛼𝐼 𝑥𝛼
𝛿 = 𝐴∗𝑏𝛿

进行求解运算。
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𝑥𝛼
𝛿 = 𝐴∗𝐴 + 𝛼𝐼 −1𝐴∗𝑏𝛿 =

𝑅𝛼𝑏
𝛿运用奇异系统证明𝑅𝛼

是正则化算子
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正则化参数𝛼有先验和后验选取两种方式。
先验取法需要知道精确解的某些条件，在实际运用中会遇到诸多困难；
后验取法则只需要知道𝑏𝛿和𝛿或𝑏𝛿即可。
目前运用较广的则是后验选取的偏差原理：

𝛼∗ = sup 𝛼 > 0: 𝐴𝑥𝛼
𝛿 − 𝑏𝛿 ≤ 𝜏𝛿, 𝜏 > 1

𝑥𝛼
𝛿 = 𝐴∗𝐴 + 𝛼𝐼 −1𝐴∗𝑏𝛿 =

𝑅𝛼𝑏
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由Tikhonov泛函的等价形式，可得到

න
𝑐

𝑑

න
𝑎

𝑏 𝑓∗(𝑥)

(𝑦 − 𝑥)(𝑦 − 𝑧)
𝑑𝑥 𝑑𝑦 + 𝛼𝑓∗ 𝑧 = න

𝑐

𝑑 𝑔𝛿(𝑦)

𝑦 − 𝑧
𝑑𝑦

对𝑓∗(𝑥)做有限元插值，将上述积分式离散，即得到数值解。
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𝑏 𝑓∗(𝑥)

(𝑦 − 𝑥)(𝑦 − 𝑧)
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𝑐
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𝑦 − 𝑧
𝑑𝑦

对𝑓∗(𝑥)做有限元插值，将上述积分式离散，即得到数值解。

再运用偏差原理

න
𝑐

𝑑

[න
𝑎

𝑏 𝑓∗ 𝑥

𝑦 − 𝑥
𝑑𝑥 − 𝑔𝛿 𝑦 ]2 𝑑𝑦 ≤ 𝜏𝛿, 𝜏 > 1

确认正则化参数𝛼。



5 Numerical Results             数值结果

运用Tikhonov正则化方法对该反问题进行求解。并令𝑎 = 0, 𝑏 = 1, 𝑐 = 2, 𝑑 = 3。
我们分别令𝑓 𝑥 = 𝑥2, 𝑓 𝑥 = sin 𝜋𝑥 , 𝑓 𝑥 = 𝑒𝑥 + 1，并以此来验证该正则化方法的有效性。

𝑓 𝑥 = 𝑥2, 𝛿 = 0.01 𝑓 𝑥 = sin 𝜋𝑥 , 𝛿 = 0.01 𝑓 𝑥 = 𝑒𝑥 + 1, 𝛿 = 0.01
14

0׬
1 𝑓(𝑥)

𝑦−𝑥
𝑑𝑥 = 𝑔(𝑦),y ∈ 2,3



6 Summary                                                         总结

确定色散关系反问题的适定性;
运用正则化方法将不适定性问题转化成近似的适定性问题；
数值计算验证正则化方法的有效性。

计算非微扰过程的新方法，帮助理解色禁闭;
对粲物理能标，激发态和连续谱均有很高的适用性;
寻找新物理。
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