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一）简介
• QCD求和规则（sum rule)是基于QCD的计算强子非微扰参数

的唯象方法

（1）QCD求和规则创立于1970年代后期
Shifman, Vainshtein and Zakharov

（2）可计算的非微扰参数包括： 强子质量，衰变常
数，形状因子，强子耦合参数等

（3）目前QCD求和规则被广泛用于涉及强子的唯
象研究领域
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4. A review paper:  P. Colangelo, A. Khodjamirian, eprint
hep-ph/0010175
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QCD求和规则的基本要点

（2）考虑关联函数（Correlation function) 的计算

（1）强子用量子数相同的内插流来表达
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矢量粒子：

标量粒子： 21qq

赝标量粒子： 2121 qiqqq 55      
 或

例如：两个矢量流的关联函数定义如下：
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利用算符乘积展开（OPE）将微扰和非微扰贡献分开



• 微扰部分采用微扰QCD进行计算

• 非微扰部分参数化为算符的真空凝聚或强子的光锥分布振幅

• 另一方面，关联函数也可以通过色散关系表达成强子态求和的
形式

• 将QCD的计算与强子态求和表达式相匹配，可以提取出强子相
关参数，如：强子质量、衰变常数、形状因子等。

• QCD求和规则的计算精度一般会在20%~30%左右



二）矢量粒子质量和衰变常数的计算

两个矢量流的关联函数为：
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  j其中矢量流

费米子场 bcsdu ,,,,

关联函数可以在强子水平上用一系列强子态表达出
来，也可以在夸克胶子水平上用QCD计算出来，微
扰贡献用微扰QCD进行计算，非微扰部分用夸克、
胶子凝聚表达出来



1）关联函数的强子表示

在关联函数中插入由一系列强子态构成的完备集
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则可以证明：
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两边取虚部，得

插入强子态完备集后，得到的仅是关联函数的虚部

此式称为幺正关系



考虑一个矢量粒子V

矢量粒子对幺正关系的贡献是
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通常幺正关系是由一系列强子态和连续态贡献的总和



幺正关系总可以写成基态粒子和其它高激发态粒子以
及连续态求和的形式
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hs0 称为最低连续态的阈值

)( 2qh 称为谱函数



色散关系：

对任何一个解析函数Π(q2)，根据柯西公式
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关联函数在复平面上的围道积分图，图中
q2<0点在QCD中可微扰计算， q2>0的正
实轴上超过阈值会出现强子态的贡献，表
现为关联函数的奇点

●如果当q2  →∞时， Π(q2) 足够快地趋于0， 则第一项的贡献为零

●第二项可以表达成 Π(q2) 的虚部
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得到色散关系：



如果关联函数虚部在s→∞时不趋于零，则色散积分是发散
的，此时需要定义一个剪除后的关联函数

)0()()( 22  qq

色散关系变成
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利用幺正关系，得
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Borel 变换：

●上式的求和规则中包含知之甚少的谱函数和未知
的剪除项，因此这不是一个便于应用的表达式

●Borel变换是为了解决这个问题而采取的数学步骤

这个变换的定义是：
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两个常用的变换结果：
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对幺正关系给出的求和规则作Borel变换

得
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●Borel变换去掉了未知的减除项并e指数型压
低了高激发态和连续态的贡献



2）在QCD中计算关联函数
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e-e 散射过程中正
反夸克产生与湮灭
贡献的图

22 qQ 

●在Q 2取值很大的区域，正反夸克远
离质壳，关联函数以QCD微扰效应为
主，此时关联函数可用微扰理论计算
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关联函数中的编时乘积算符可以作算符乘积展开，按算符量
纲从低到高排列

其中的Ci称为Wilson系数

I 为单位算符，量纲为0

 为正反夸克算符，量纲为3




aa GG 为胶子复合算符，量纲为4

 


aaGT

为4夸克算符，量纲为6 

为夸克胶子混合算符，量纲为5



求上述算符乘积展开的真空期望值，就会得到关联函数的
QCD表达式

Vacuum condensates
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， 代表可能的颜色空间和旋量空间的矩阵



(a) 单位算符I的贡献 （微扰贡献）：

微扰贡献图，第一行为 QCD零阶
贡献，第二行为 QCD1阶贡献

单位算符的贡献可以采
用微扰QCD如右图所示
的费曼图加以计算
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(b) QCD真空凝聚的贡献

●QCD系统是个高度非线性的相互作用系统，其真空
态中充满着长程振荡模式的夸克、胶子场

●在QCD真空中传播的夸克、胶子会与真空模式的夸
克、胶子发生相互作用

振荡波长～1/ΛQCD

a) 对于大Q2 >>∧2
QCD，关联函数中正反夸克对的产生

和湮灭点之间是短程的，不改变真空的长程性质

b) 具有大动量的夸克近乎与静态的真空中的夸克胶子
场发生相互作用

c) 对应的相互作用图如下一页



真空中胶子场 (a,b,c)，夸克场 (d)，夸克-胶子 (e)，4-夸克场
(f) 对关联函数的贡献

对于重夸克，由于其超短程性，重夸克场与
真空中软场的相互作用极小，可以忽略



夸克凝聚图的计算

)0,(xS ij
 是坐标空间夸克传播子

i，j 是颜色指标， α，β是狄拉克旋量指标

Ψ作为外场，它与真空中的软场交换动量，因此其动量
可忽略
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)()( xx  ， 可以在x=0点展开，展开时考虑到QCD相互作用
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Dρ是协变导数
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把场的展开式代入关联函数，会遇到如下的矩阵元
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考虑到洛伦兹协变性，上述场的矩阵元只能由

55   ，，，，I

线性组合而成，因此
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上式两边同乘以
 )(ij 可以求得

00
48

00
48
1  imDB 



00
48

imB 

其中利用了狄拉克方程
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对坐标x积分，可得夸克凝聚对关联函数的贡献

002)()( 4
2)( 


 q

mgqqqq 

对于含胶子凝聚的更高阶算符的计算，需要用到一个
很有用的规范，固定点规范
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在固定点规范下，胶子场Aaμ可以用规范场张量Ga
μν表示

出来。取x0=0
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M.A. Shifman, Nucl. Phys. B173 (1980) 13
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固定点规范下： 0)( yAy b
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比较①和②的结果，可知它们的结果相等
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上式两边对α取从0到1的积分
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采用固定点规范：

可以方便地计算包含胶子场凝聚图的贡献
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双胶子凝聚图会出现矩阵元
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胶子-双夸克混合凝聚图会出现矩阵元
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通过将夸克场作协变展开，这两个矩阵元可计算成为
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其中



经过仔细计算可以得到关联函数的算符乘积展开(OPE)的结
果，准确到d=6的算符
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●各种场的真空凝聚是由QCD真空的物理性质决定的，其
值不能从QCD的微扰理论计算出来

●轻夸克真空凝聚可以根据手征对称性自发破缺理论得到，
而其它凝聚值是早期从QCD求和规则对Ψ，Ψ’ …质量和衰

变常数的计算与实验值的比较中拟合出来的
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4夸克凝聚，需要做一个中间插入真空态为主要贡献的
假设
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作Borel变换后，强子语言对关联函数的描述为

对夸克-胶子语言描述的关联函数Π(q2)也作Borel变换
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把两种语言的描述等同起来，得到
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●在这个等式中，左边有关于强子高激发态、连续态谱
函数的积分；右边有关于微扰贡献色散关系的积分

●强子高激发态、连续态谱函数是未知函数



夸克-强子对偶 性假设 (Quark-hadron duality)

在q2 →-∞的极限下，关联函数将完全为微扰贡献所主导，凝
聚贡献可以忽略
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此时，我们会有一个约略的等式
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Global quark-hadron duality
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local quark-hadron duality



有了夸克-强子对偶关系，我们有理由假设，对于足够大
的Q2=-q2，有如下的关系
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其中的s0是一个积分的阈值参数

hss 00 

S0需要在计算中通过拟合得到



对偶等式两边作Borel 变换
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这是QCD sum rule中所采用的夸克-强子对偶近似

利用上述夸克-强子对偶近似，可以从关联函
数的等式中减除掉谱函数的贡献



具体考虑V=ρ介子，即
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得到ρ衰变常数的求和规则表达式
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把上式对1/M 2求导可以得到关于质量的求和规则表达式



Borel参数M和阈值参数s0
h的选取：

●衰变参数QCD求和规则的结果依赖于Borel 参数和ρ介子道高激发
态阈值，要得到确定的结果，需要确定这两个参数的取值范围。

●在QCD求和规则中，这两个参数是相互关联的、同时确定的。

a) 阈值参数参数s0
h

● 根据ρ矢量介子道激发态的实验测量数据， ρ矢量介子激
发态出现在

● ρ道阈值参数应该在上述范围内

2GeV 0.25.1~ s



●经数值分析、检查，发现当
22 GeV 2.15.0  M

量纲为6的算符的贡献小于10%，超出阈值的谱函数积分的贡献
小于30%

b) Borel参数M

●前述所得到的衰变常数的求和规则基于算符乘积展开，并截断
到有限量纲的算符凝聚，算符凝聚的贡献以1/M 2的方式依赖于
Borel参数，因此M应有一个下限，以保证高量纲算符的贡献小

●求和规则对高激发态和连续态的依赖是e-s/M ^2指数压低的形式
出现的，为了使求和规则不严重依赖于高激发态和连续态，
Borel参数应有一个上限

222
ud MMM 



●在这个窗口内，需要进一步选择阈值参数，使得求和规则
对Borel参数的依赖具有最大的稳定性

ρ介子衰变常数随Borel参数的变化曲线，实线是s0 
ρ=1.7 GeV2，

上下方虚线分别为s0
ρ=1.5和2.0 GeV2的情况。方格线是实验测量

中心值，横轴上的两个三角标志是Borel参数窗口上下限。



数值结果和误差估计
1）从图中实线看，在Borel参数窗口内

MeV 3213Borel f

2）真空凝聚的不确定性会引起±1%的变化

3）量纲d>6算符的贡献假设不大于d=6算符的贡献，由此可估
计算符乘积展开截断引起的误差为±5%

4）强耦合常数标度的不确定性估计引起±3%的误差

把这些误差全部线性相加，给出最保守的误差为±10%，最后

MeV 20213f

实验测量值： MeV 5216f



π介子的衰变常数
π介子是赝标量粒子，计算π介子衰变常数采用轴
矢量流来构造关联函数

 fipjp 0)(

duj 5  

与ρ介子衰变常数的计算过程相似，π介子衰变常
数的求和规则为
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π介子衰变常数随Borel参数的变化曲线， s0
π=0.7 GeV2

MeV 15127 f

MeV 132EXP f实验测量值



小结

● QCD求和规则是基于QCD的计算非微扰参量的方法

● 计算结果一般表示成微扰贡献和算符真空凝聚的贡献

● QCD求和规则的不确定度一般为10～20%左右

●到目前为止，人们利用QCD求和规则对非常多的非微扰
参量做了大量计算和研究，对研究粒子结构、强相互作
用特性等方面起到了积极的正面作用


