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⼿征对称性⾃发破缺的重整化群描述

• 4-夸克耦合强度的  函数：β

g=0

g≳0

g>gc

g=0, T>0

λ

∂t λ

RG scale

Quark 
mass

• 夸克动⼒学质量的产⽣：

∂tλ̄ = (d − 2)λ̄ − aλ̄2 − bλ̄g2 − cg4 ,
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夸克传播⼦的流⽅程



Nambu—Jona-Lasinio 模型

采⽤如下 non-local 的 NJL 有效作⽤量 

 

这⾥  ( ) 是 Fierz 完备的  四夸克相互作⽤的基，共有10个相互作⽤道。两夸克关联函
数： 

 

这样我们得到传播⼦ 

 

其中 

 

费⽶型的红外抑制 regulator  
 

Γk[Φ] = ∫x,y
[Zq,k(x, y)q̄(x)γμ∂μq(y) + mq,k(x, y)q̄(x)q(y)]

− ∫x,y,w,z
∑
α∈ℬ

λα,k(x, y, w, z)𝒪α
ijlmq̄i(x)qj(y)q̄l(w)qm(z)

𝒪α α ∈ ℬ Nf = 2

Γ(2)q̄q
k,ij (p′ , p) ≡ −

δ2Γk

δq̄i(p′ )δqj(p)
Φ=0

= [Zq,k(p)i(γ ⋅ p)ij + mq,k(p)δij](2π)4δ4(p′ + p)

Gqq̄
k (p, p′ ) = [Γ(2)q̄q

k + Rq̄q
k ]−1

= Gq
k (p)(2π)4δ4(p′ + p)

Gq
k (p) =

1
Zq,k(p)iγ ⋅ p + Zq,krF(p2/k2)iγ ⋅ p + mq,k(p)

Rq̄q
k = Zq,krF(p2/k2)iγ ⋅ p

≡ − Γ(2)q̄q
k,ij (p′ , p)

i j

pp

rF,opt(x) = ( 1

x
− 1) Θ(1 − x)

Litim regulator

指数型 regulator
rF(x) = rexp,n(x) =

xn−1

exn − 1

rF,exp(x) =
1
x

e−x



Fierz 完备的  四夸克相互作⽤ (1)Nf = 2

Fierz 完备的  四夸克相互作⽤的基包括10个相互作⽤道，这10个相互作⽤道又可以分为以下
四组，第⼀组 

 

这四个相互作⽤道在  变换下是不变，其中  和  分别是 
 群和  群的⽣成元， 。下⾯⼀组 

 

在  变换下是不变，但是破坏  对称性

Nf = 2

𝒪(V−A)
ijlm q̄iqjq̄lqm = (q̄γμT0q)2 − (q̄iγμγ5T0q)2

𝒪(V+A)
ijlm q̄iqjq̄lqm = (q̄γμT0q)2 + (q̄iγμγ5T0q)2

𝒪(S−P)+
ijlm q̄iqjq̄lqm = (q̄ T0q)2 − (q̄ γ5T0q)2

+(q̄ Taq)2 − (q̄ γ5Taq)2

𝒪(V−A)adj

ijlm q̄iqjq̄lqm = (q̄γμT0taq)2 − (q̄iγμγ5T0taq)2

SUV(Nf ) ⊗ SUA(Nf ) ⊗ UV(1) ⊗ UA(1) Ta ta

SU(Nf ) SU(Nc) T0 = 1/ 2Nf1Nf ×Nf

𝒪(S+P)−
ijlm q̄iqjq̄lqm = (q̄ T0q)2 + (q̄ γ5T0q)2

−(q̄ Taq)2 − (q̄ γ5Taq)2 ,

𝒪(S+P)adj
−

ijlm q̄iqjq̄lqm = (q̄ T0taq)2 + (q̄ γ5T0taq)2

−(q̄ Tatbq)2 − (q̄ γ5Tatbq)2

SUV(Nf ) ⊗ SUA(Nf ) ⊗ UV(1) UA(1)



Fierz 完备的  四夸克相互作⽤ (2)Nf = 2

第三组 

 

这两个相互作⽤道在  变换下是不变，但是破坏  对称性。最后⼀
组 

 

在  变换下是不变，但是破坏  和 对称性。将  ，  ，
，  作适当的线性组合，可以得到和介⼦观测量直接联系的相互作⽤道 

𝒪(S−P)−
ijlm q̄iqjq̄lqm = (q̄ T0q)2 − (q̄ γ5T0q)2

−(q̄ Taq)2 + (q̄ γ5Taq)2

𝒪(S−P)adj
−

ijlm q̄iqjq̄lqm = (q̄ T0taq)2 − (q̄ γ5T0taq)2

−(q̄ Tatbq)2 + (q̄ γ5Tatbq)2

SUV(Nf ) ⊗ UV(1) ⊗ UA(1) SUA(Nf )

𝒪(S+P)+
ijlm q̄iqjq̄lqm = (q̄ T0q)2 + (q̄ γ5T0q)2

+(q̄ Taq)2 + (q̄ γ5Taq)2

𝒪(S+P)adj
+

ijlm q̄iqjq̄lqm = (q̄ T0taq)2 + (q̄ γ5T0taq)2

+(q̄ Tatbq)2 + (q̄ γ5Tatbq)2

SUV(Nf ) ⊗ UV(1) SUA(Nf ) UA(1) 𝒪(S−P)+ 𝒪(S+P)−

𝒪(S−P)− 𝒪(S+P)+

𝒪σ
ijlmq̄iqjq̄lqm = (q̄ T0q)2

𝒪π
ijlmq̄iqjq̄lqm = −(q̄ γ5Taq)2

𝒪a
ijlmq̄iqjq̄lqm = (q̄ Taq)2

𝒪η
ijlmq̄iqjq̄lqm = −(q̄ γ5T0q)2



四夸克顶点及其流⽅程

四夸克顶点 

 

对称和反对称四夸克耦合分别为 

 

若我们忽略反对称四夸克耦合的影响，即 ，那么 
 

其流⽅程为 

Γ(4)q̄qq̄q
k,ijlm (p, q, r, s) ≡

δ4Γk

δq̄i(p)δqj(q)δq̄l(r)δqm(s)
Φ=0

= 2 ∑
α∈ℬ

(λS
α,k(p, q, r, s)(𝒪α

ijlm − 𝒪α
ljim)

+λA
α,k(p, q, r, s)(𝒪α

ijlm + 𝒪α
ljim))

× (2π)4δ4(p + q + r + s)

λS
α,k(p, q, r, s) ≡ (λα,k(p, q, r, s) + λα,k(r, q, p, s))/2

λA
α,k(p, q, r, s) ≡ (λα,k(p, q, r, s) − λα,k(r, q, p, s))/2

λA
α,k = 0

λS
α,k(p, q, r, s) = λα,k(p, q, r, s) = λα,k(r, q, p, s)

∂tλα,k(p1, p2, p3, p4)

= ∑
α′ ,α′ ′ ∈ℬ

∫
d4q

(2π)4 [λα′ ,k(p1, p2, q + p2 − p1, q)λα′ ′ ,k(p3, p4, q, q + p2 − p1)ℱt
α′ α′ ′ ,α

+λα′ ,k(p3, p2, q + p2 − p3, q)λα′ ′ ,k(p1, p4, q, q + p2 − p3)ℱu
α′ α′ ′ ,α

+λα′ ,k(p1, q, p3, − q + p1 + p3)λα′ ′ ,k(q, p2, − q + p1 + p3, p4)ℱs
α′ α′ ′ ,α]

≡ − Γ(4)q̄qq̄q
k,ijlm (p, q, r, s)

m

li

jq s

p r



夸克两点关联函数的流⽅程

夸克质量的流⽅程 

 

其中 
 

我们有 ， ，以及 

∂tmq,k(p) = ∫
d4q

(2π)4 (∂̃tḠ
q
k(q))mq,k(q)[ 3

2
λπ,k(p, p, q, q)

+
23
2

λσ,k(p, p, q, q) −
3
2

λa,k(p, p, q, q)

+
1
2

λη,k(p, p, q, q) +
8
3

λ(S+P)adj
− ,k(p, p, q, q)

−
16
3

λ(S+P)adj
+ ,k(p, p, q, q) − 4λ(V+A),k(p, p, q, q)]

∂̃tḠ
q
k(q) = − 2(Ḡq

k(q))2ZR
q,k(q)q2∂tRF,k(q)

ZR
q,k(q) = Zq,k(q) + RF,k(q) RF,k(q) = Zq,krF(q2/k2)

Ḡq
k(q) =

1

(ZR
q,k(q))2q2 + m2

q,k(q)
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NJL模型两点和四点夸克关联函数的流⽅程



夸克质量的产⽣

如果我们忽略四夸克耦合和夸克质量的动量依赖性，只保留标量和赝标的  和  相互作⽤道，并且
将四夸克耦合和夸克质量⽆量纲化， 

，             
得到 

σ π

λ̄α,k = λα,kk2 m̄q,k = mq,k /k

∂t λ̄σ−π = 2λ̄σ−π +
λ̄2

σ−π

2π2 ∫
∞

0
dx x3rF′ (x)[ − 4m̄2

q + 7x(1 + rF(x))2] 1 + rF(x)

[(1 + rF(x))2x + m̄2
q]

3

∂tm̄q = −m̄q + m̄qλ̄σ−π
13
4π2 ∫

∞

0
dx x3rF′ (x)

1 + rF(x)

[(1 + rF(x))2x + m̄2
q]

2

①

④

②
③

⑥
⑤

⑦
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• 质量和耦合平⾯的流图

• 质量和耦合随RG能标的依赖



束缚态的重整化群描述 (1)

束缚态的信息包含在相应相互作⽤道的四夸克顶点，
如右图所⽰，当外动量接近于某⼀介⼦的在壳质量，
导致共振的发⽣，这样四夸克顶点可以近似为两个夸
克介⼦顶点通过⼀个介⼦传播⼦相联系。  

四夸克顶点的 Mandelstam 变量分别为 

 

下⾯以  介⼦为例，当发⽣共振，其相互作⽤道的
四夸克耦合强度的流⽅程可以作单动量道近似 

 
其中 

 

以及 

s = (p1 + p3)2 = (p + p′ )2

t = (p1 − p2)2 = P2

u = (p1 − p4)2 = (p − p′ )2

π

∂tλπ,k(P2) = 𝒞k(P2)λ2
π,k(P

2) + 𝒜k(t, u, s)

𝒞k(P2) = ∫
d4q

(2π)4
ℱt

ππ,π

𝒜k(t, u, s) = ∫
d4q

(2π)4 { ∑
α′ ,α′ ′ ∈ℬ

[λα′ ,kλα′ ′ ,k(ℱt
α′ α′ ′ ,π

+ℱu
α′ α′ ′ ,π + ℱs

α′ α′ ′ ,π)] − λ2
π,kℱ

t
ππ,π}

p1 = p +
P
2

m

li

jq s

p r

p2 = p −
P
2

p3 = p′ −
P
2

p4 = p′ +
P
2

进⼀步我们令 ，即 ，那么 
 

在忽略 的情况下，我们可以解析求解  的
⽅程，得到 

 

上式 pole 的位置确定了介⼦的质量 

p = p′ = 0 s = u = 0
𝒜k(t, u, s) → 𝒜k(P2)

𝒜k(P2) λπ,k

λπ,k=0(P2) =
λπ,k=Λ

1 − λπ,k=Λ ∫ 0
Λ

𝒞k(P2) dk
k

1 − λπ,k=Λ ∫
0

Λ
𝒞k(P2 = − m2

π)
dk
k

= 0



束缚态的重整化群描述 (2)

• 四夸克耦合的倒数

1
λπ,k=0

3d regulator 4d regulator

解析延拓 

 

Pade 近似 
 

λπ,k=0(P2) ≈
a0 + a2P2 + a4P4

c0 + P2 + c4P4

λπ,k=0[n, n](P2) ≈ λπ,k=0(P2) , P2 > 0

满⾜ Goldstone 定理

•  介⼦质量对流夸克质量的依赖π



夸克-介⼦ (QM) 模型

 的夸克-介⼦模型的有效作⽤量： 

 

有效势可以分解成两部分之和 
 

第⼀部分是胶⼦势，也就是 Polyakov loop 势的贡献，第⼆部分是物质场的贡献，下⾯我们将  
直接记为 ，容易得到其流⽅程为 

 

这⾥阈值函数分别为 

 

以及 

Nf = 2

Γk = ∫x {Zq,kq̄[γμ∂μ − γ0( ̂μ + igA0)]q +
1
2

Zϕ,k(∂μϕ)2

+hkq̄(T0σ + iγ5
⃗T ⋅ ⃗π )q + Vk(ρ, A0) − cσ}

Vk(ρ, A0) = Vglue,k(A0) + Vmat,k(ρ, A0)
Vmat,k

Vk

∂tVk(ρ) =
k4

4π2 [(N2
f − 1)l(B,4)

0 (m̃2
π,k, ηϕ,k; T ) + l(B,4)

0 (m̃2
σ,k, ηϕ,k; T )

−4NcNf l(F,4)
0 (m̃2

q,k, ηq,k; T, μ)]
l(B,4)
0 (m̃2

ϕ,k, ηϕ,k; T ) =
2
3 (1 −

ηϕ,k

5 ) 1

1 + m̃2
ϕ,k

( 1
2

+ nB(m̃2
ϕ,k; T ))

l(F,4)
0 (m̃2

q,k, ηq,k; T, μ)

=
2
3 (1 −

ηq,k

4 ) 1

2 1 + m̃2
q,k

(1 − nF(m̃2
q,k; T, μ, L, L̄) − nF(m̃2

q,k; T, − μ, L̄, L))



有效势流⽅程的求解
有效势流⽅程中介⼦和夸克质量： 

 

夸克和介⼦的反常量纲 

 

有效势的求解常⽤的⽅法包括：Taylor 展开，有效势格点 (Schaefer, Wambach, arXiv: nucl-th/0403039)，
Chebyshev 展开 (Borchardt, Knorr, arXiv:1502.07511)，Galerkin ⽅法 (Grossi and Wink, arXiv:1903.09503) 等等。前⾯我
们介绍过在零点的 Taylor 展开，下⾯我们再来讨论⼀下同样很常⽤的在物理点的 Taylor 展开： 

 

其中我们使⽤了 RG 不变的物理量 

 

这样得到 

 

由运动⽅程 

 

得到展开点的流⽅程 

 

m̃2
π,k =

V′ k(ρ)
k2Zϕ,k

, m̃2
σ,k =

V′ k(ρ) + 2ρV′ ′ k (ρ)
k2Zϕ,k

, m̃2
q,k =

h2
k ρ

2k2Z2
q,k

ηq,k = −
∂tZq,k

Zq,k
, ηϕ,k = −

∂tZϕ,k

Zϕ,k

V̄k(ρ̄) =
Nv

∑
n=0

λ̄n,k

n!
(ρ̄ − κ̄k)n

V̄k(ρ̄) = Vk(ρ) , ρ̄ = Zϕ,kρ , κ̄k = Zϕ,kκk , λ̄n,k =
λn,k

(Zϕ,k)n

∂n
ρ̄ (∂t

ρ
V̄k(ρ̄))

ρ̄=κ̄k

= (∂t − nηϕ,k)λ̄n,k − (∂tκ̄k + ηϕ,kκ̄k)λ̄n+1,k

∂
∂ρ̄ (V̄k(ρ̄) − c̄kσ̄)

ρ̄=κ̄k

= 0

∂tκ̄k = −
c̄2

k

λ̄3
1,k + c̄2

k λ̄2,k [∂ρ̄ (∂t
ρ
V̄k(ρ̄))

ρ̄=κ̄k

+ ηϕ,k (
λ̄1,k

2
+ κ̄k λ̄2,k)]



有效势的 Chebyshev 展开

我们也可以利⽤ Chebyshev 多项式展开有效势 

 

 是  阶 Chebyshev 多项式，  是其相应的展开系数，容易得到 

 

系数  通过递推关系式与  联系，展开系数的流⽅程为 

 

其中  代表对  的  个零点位置  的求和

V̄k(ρ̄) =
Nv

∑
n=1

cn,kTn(ρ̄) +
1
2

c0,k

Tn n cn,k

∂t
ρ
V̄k(ρ̄) =

Nv

∑
n=1

(∂tcn,k − dn,kηϕ,k(ρ̄)ρ̄)Tn(ρ̄) +
1
2 (∂tc0,k − d0,kηϕ,k(ρ̄)ρ̄)

dn,k cn,k

∂tcm,k =
2

N + 1

N

∑
i=0

(∂t
ρ
V̄k(ρ̄i))Tm(ρ̄i)

+
2

N + 1

Nv

∑
n=1

N

∑
i=0

dn,kTm(ρ̄i)Tn(ρ̄i)ηϕ,k(ρ̄i)ρ̄i

+
1

N + 1
d0,k

N

∑
i=0

Tm(ρ̄i)ηϕ,k(ρ̄i)ρ̄i

i TN+1(ρ̄) N + 1 ρ̄i



 味QM模型 (1)Nf = 2 + 1

 味 QM 模型的有效作⽤量： 

 

标量和赝标介⼦⼋重态和单态处于  群的伴随表⽰  
 

这⾥  ，  当 ，  是 Gell-Mann 矩阵。介⼦场的协变导数： 

 
 是化学势矩阵和介⼦矩阵的対易，介⼦虽然不具有重⼦数化学势，但有可能携带电荷或者奇

异数化学势，夸克化学势和守恒荷化学势的关系： 
 

Yukawa 耦合项 

Nf = 2 + 1

Γk = ∫x {Zq,kq̄[γμ∂μ − γ0( ̂μ + igA0)]q + hk q̄ Σ5q + Zϕ,ktr(D̄μΣ ⋅ D̄μΣ†)

+Vglue(L, L̄) + Vk(ρ1, ρ2) − cAξ − clσl −
1

2
csσs}

U(Nf = 3)
Σ = Ta(σa + iπa) , a = 0, 1,...,8

T0 = 1/ 2Nf1Nf ×Nf
Ta = λa /2 a ≠ 0 λa

D̄μΣ = ∂μ + δμ0[ ̂μ, Σ]
[ ̂μ, Σ]

μu =
1
3

μB +
2
3

μQ, μd =
1
3

μB −
1
3

μQ, μs =
1
3

μB −
1
3

μQ − μS

Σ5 = Ta(σa + iγ5πa)



 味QM模型 (2)Nf = 2 + 1

有效势  的变量是  和 ，其分别为 

 

  和 在  变换下是不变，当满⾜运动⽅程，有 

 

味道空间的场通过下⾯的转动与⼋重态和单态的场相联系： 

 

此外，Kobayashi-Maskawa-'t Hooft determinant 项： 
 

具有  对称性，但是破坏 ，轻、奇异夸克的质量分别为 

 

 和  介⼦弱衰变常数分别为 

Vk(ρ1, ρ2) ρ1 ρ2
ρ1 = tr(Σ ⋅ Σ†)

ρ2 = tr(Σ ⋅ Σ† −
1
3

ρ1 13×3)
2

ρ1 ρ2 SUA(Nf ) ⊗ UA(1)

ρ1
EoM

=
1
2

(σ2
l + σ2

s )

ρ2
EoM

=
1

24
(σ2

l − 2σ2
s )2

(ϕl

ϕs) =
1

3

1 2

− 2 1 (ϕ8

ϕ0)
ξ = det(Σ) + det(Σ†)

SUA(Nf ) UA(1)

ml,k =
hk

2
σl, ms,k =

hk

2
σs

π K

fπ = σl, fK =
σl + 2 σs

2



QM 模型的相图 (1)
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• 有效势 grid • Chebyshev 展开

Chen, et al. , arXiv: 2101.08484
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• Galerkin ⽅法

Grossi, et al. , arXiv: 2102.01602 



QM 模型的相图 (2)

• 相边界回弯与 regulator 的依赖性 Otto, et al. , arXiv: 2206.13067

• 奇异数中性对相边界影响

Fu, et al.,  arXiv: 1808.00410 
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热⼒学和状态⽅程

约化⼿征凝聚： 

 

 热⼒学势密度： 

 

压强： 
 

熵密度： 

 

Trace anomaly: 
 

能量密度： 
 

夸克数密度： 

Δl,s(T, μq) =
(σl − 2

cl

cs
σs)T,μq

(σl − 2 cl

cs
σs)0,0

Ω[T, μ] =
T
V (Γk=0[ΦEoM]

T,μ
− Γk=0[ΦEoM]

T=μ=0 )
p = − Ω[T, μ]

s =
∂p
∂T

Δ = ϵ − 3p

ϵ = − p + Ts + ∑
f=u,d,s

μf nf

nf =
∂p
∂μf



QM 模型的状态⽅程
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• 约化⼿征凝聚 • 压强 • Trace anomaly

• Trace anomaly beyond LPA • 等熵线

Fu, et al.,  arXiv: 1808.00410 Fu, et al.,  arXiv: 1508.06504 



重⼦数涨落

由热⼒学势，可以得到净重⼦数的  阶⼴义磁化率： 

 

 净重⼦数分布的  阶矩定义为 

 

其中 ，  表⽰净重⼦数的⼏率分布，容易得到  阶⼴义磁化率和相应的  阶矩
的关系 

 

前四阶分别对应净重⼦数分布的平均值，⽅差，偏斜度，峰度： 

 

为了消除对体积的依赖性，通常我们也使⽤涨落的⽐值： 

n

χB
n =

∂n

∂(μB /T )n

p
T4

n

⟨(δNB)n⟩ =
∞

∑
NB=−∞

(δNB)nP(NB)

δNB = NB − ⟨NB⟩ P(NB) n n

χB
1 =

1
VT3

⟨NB⟩, χB
2 =

1
VT3

⟨(δNB)2⟩

χB
3 =

1
VT3

⟨(δNB)3⟩, χB
4 =

1
VT3 (⟨(δNB)4⟩ − 3⟨(δNB)2⟩2)

M = VT3χB
1 , σ2 = VT3χB

2 , S =
χB

3

χB
2 σ

, κ =
χB

4

χB
2 σ2

RB
nm =

χB
n

χB
m



QM 模型的重⼦数涨落

• fRG 和格点QCD以及强⼦共振⽓体(HRG)的⽐较

HotQCD: A. Bazavov et al., PRD 95 (2017) 054504; PRD 101 (2020) 074502
WB: S. Borsanyi et al., JHEP 10 (2018) 205

fRG: WF, Luo, Pawlowski, Rennecke, Wen, Yin, PRD 104 (2021) 094047

• 有限
密度

μB = 0

μB ≠ 0



full vs expanded

化学势泰勒展开的收敛半径

fRG vs Lattice

T = 155MeV : [µB/T ]Max ⇡ 1.5 ,

T = 160MeV : [µB/T ]Max ⇡ 1.2

Yang-Lee edge 
singularity?

μB ≠ 0

将压强在  作 Taylor 展开 

 

同样也可以得到有限化学势下的涨落： 

 

μB = 0

p(μB)
T4

=
p(0)
T4

+
∞

∑
i=1

χB
2i(0)

(2i)!
̂μ2i
B

χB
2 (μB) ≃ χB

2 (0) +
χB

4 (0)
2!

̂μ2
B +

χB
6 (0)
4!

̂μ4
B +

χB
8 (0)
6!

̂μ6
B

χB
4 (μB) ≃ χB

4 (0) +
χB

6 (0)
2!

̂μ2
B +

χB
8 (0)
4!

̂μ4
B

χB
6 (μB) ≃ χB

6 (0) +
χB

8 (0)
2!

̂μ2
B



理论与实验涨落观测量的⽐较

J. Adam et al. (STAR), PRL 126 (2021) 092301

WF, Luo, Pawlowski, Rennecke, Wen, Yin, 
PRD 104 (2021) 094047

M. Abdallah et al. (STAR), arXiv:2105.14698

STAR ( , ):Rp
32 Rp

42

STAR ( ):Rp
62

fRG:



有限温有限密 QCD

QCD 的有效作⽤量： 

 

其中 ， ，各个场的波函数重整化由下式给出 
 

胶⼦场强张量： 
 

强耦合： 

 

基本和伴随表⽰的协变导数分别为 

Γk[Φ]

= ∫x {1
4

Fa
μνFa

μν + Zc,k(∂μc̄a)Dab
μ cb +

1
2ξ (∂μAa

μ)2 + Zq,kq̄(γμDμ − γ0 ̂μ)q

+ms(σs)q̄sqs − λq,k[(q̄l T0ql)2 + (q̄l iγ5
⃗T ql)2] + hkq̄l(T0σ + iγ5

⃗T ⋅ ⃗π )ql

+
1
2

Zϕ,k(∂μϕ)2 + Vk(ρ, A0) − cσ σ −
1

2
cσs

σs} + ΔΓglue

Φ = (A, c, c̄, q, q̄, σ, π) ϕ = (σ, π)
Φ̄ = Z1/2

Φ,kΦ

Fa
μν = Z1/2

A,k(∂μAa
ν − ∂νAa

μ + Z1/2
A,k ḡglue,k f abcAb

μ Ac
ν)

ḡA3,k =
λA3,k

Z3/2
A,k

, ḡA4,k =
λ1/2

A4,k

ZA,k
, ḡc̄cA,k =

λc̄cA,k

Z1/2
A,k Zc,k

, ḡq̄qA,k =
λq̄qA,k

Z1/2
A,k Zq,k

Dμ = ∂μ − iZ1/2
A,k ḡq̄qA,k Aa

μta

Dab
μ = ∂μδab − Z1/2

A,k ḡc̄cA,k f abcAc
μ

@t�k[�] =
1

2
� � +

1

2



夸克、介⼦传播⼦及其反常量纲

场  的反常量纲由下⾯的定义给出： 

 

其中  是场  的波函数重整化，夸克两点关联函数： 

 

投影到⽮量和标量道，得到 

 

夸克的反常量纲： 

Φ

ηΦ,k = −
∂tZΦ,k

ZΦ,k
ZΦ,k Φ

Γ(2)q̄q
k (p) = −

δ2Γk[Φ]
δq̄(−p)δq(p)

Φ=ΦEoM

= Zq,k(p)iγ ⋅ p + mq,k(p)

Zq,k(p) =
1
4i

1
p2

tr(γ ⋅ p Γ(2)q̄q
k (p))

mq,k(p) =
1
4

tr(Γ(2)q̄q
k (p))

ηq,k(p0) =
1

4Zq,k(p0)
Re [ ∂

∂( | ⃗p |2 )
tr (i ⃗γ ⋅ ⃗p (∂tΓ(2)q̄q

k (p)))] ⃗p =0

@t
⇣ ⌘

= @̃t

✓
+

◆

@t
⇣ ⌘

= @̃t

✓
1

2
+

1

2
� �

◆

@t
⇣ ⌘

= @̃t

 
� +

1

2
+

1

2

!

介⼦两点关联函数： 

 

介⼦的反常量纲： 

Γ(2)ππ
k (p) =

δ2Γk[Φ]
δπi(−p)δπj(p)

Φ=ΦEoM

= (Zπ,k(p)p2 + m2
π,k)δij

ηϕ(0, ⃗p ) = −
δij

3Zϕ(0, ⃗p )

∂tΓ(2)
πiπj

(0, ⃗p ) − ∂tΓ(2)
πiπj

(0,0)

⃗p 2

WF, Pawlowski, Rennecke, PRD 101 (2020) 054032



胶⼦传播⼦及其反常量纲

胶⼦反常量纲可以分为三个部分的贡献： 
 

其中  代表真空的贡献，后两项代表有限温
度有限密度介质的贡献，分别来⾃于胶⼦部分和
夸克部分，真空部分又可以写成 

 

等号右边分别代表两味轻夸克和奇异夸克的贡
献，前者可以从更完善的真空 fRG 计算或者格
点 QCD 计算中得到，即 

 

⽽后者通过⾃洽的计算得到，这样得到的 
 味的胶⼦传播⼦可与其他的计算结果

进⾏⽐较

ηA = ηQCD
A,vac + Δηglue

A + Δηq
A

ηQCD
A,vac

ηQCD
A,vac = ηQCD

A,vac
Nf =2

+ ηs
A,vac

ηQCD
A,vac

Nf =2
= −

p∂pZQCD
A,k=0(p)

ZQCD
A,k=0(p)

p=k

Nf = 2 + 1

T = 0

T ≠ 0

Lattice : Sternbeck et al., PoS (2012) LATTICE2012, 243Nf = 2
Lattice : Boucaud et al., PRD 98 (2018) 114515Nf = 2 + 1
fRG : Cyrol, Mitter, Pawlowski,Strodthoff, PRD 97 (2018) 054006Nf = 2
fRG: WF, Pawlowski, Rennecke, PRD 101 (2020) 054032



强耦合常数

在⾮微扰区域，由于胶⼦质量 gap 的产⽣，我们需要区分不
同的强耦合常数，⽐如规范场部分： 

 

物质场部分 

 

我们以夸克胶⼦顶点为例，其流⽅程为 

αA3,k =
1

4π
λ2

A3,k

Z3
A,k

, αA4,k =
1

4π
λA4,k

Z2
A,k

, αc̄cA,k =
1

4π
λ2

c̄cA,k

ZA,k Z2
c,k

αl̄lA,k =
1

4π
λ2

l̄lA,k

ZA,k Z2
q,k

, αs̄sA,k =
1

4π
λ2

s̄sA,k

ZA,k Z2
q,k

∂tḡq̄qA,k = ( 1
2

ηA + ηq) ḡq̄qA,k +
1

8(N2
c − 1)

× tr [(Flow(3)
q̄qA)

a

μ (S(3)
q̄qA)

a

μ]({p})

@t

0

@

1

A = @̃t

0

B@ + +

1

CA

@t

0

@

1

A = @̃t

0

B@ � � +
1

2

1

CA

@t

0

@

1

A = @̃t

0

B@ + +

1

CA

WF, Pawlowski, Rennecke, PRD 101 (2020) 054032



QCD 的动⼒学强⼦化

引⼊⼀个 RG 能标依赖的复合场 
，其中基本场为  

使得对于⽐如  道，有 
，其中  

这样有效作⽤量流⽅程被修正为 

 

利⽤该修正后的 Wetterich ⽅程，我们可以得到四夸克耦合的流⽅
程： 

 
要求 

 
得到强⼦化函数 

 

代⼊下⾯的⽅程，可以得到 Yukawa 耦合的流⽅程 

 

̂ϕk(φ̂) φ̂ = ( ̂A, ̂c, ̂̄c, ̂q, ̂̄q)
σ − π

⟨∂t
̂ϕk⟩ = ·Ak q̄τq τ = (T0, iγ5

⃗T )

∂tΓk[Φ] =
1
2

STr(Gk[Φ] ∂tRk) + Tr(GϕΦa
[Φ]

δ⟨∂t
̂ϕk⟩

δΦa
Rϕ)

−∫ ⟨∂t
̂ϕk,i⟩ ( δΓk[Φ]

δϕi
+ cσδi σ)

∂t λ̃q,k = 2(1 + ηq,k)λ̃q,k + Flow(4)
(q̄τq)2 +

·̃
A h̄k

λ̃q,k = 0 , ∀k

·̃
A = −

1
h̄k

Flow(4)
(q̄τq)2

∂th̄k = ( 1
2

ηϕ,k + ηq,k) h̄k + Flow(3)
(q̄ ⃗τq) ⃗π

− m̃2
π,k

·̃
A

∂t = ∂̃t



 + + u-channel

+ + + u-channel

+2 + 2 + u-channel





WF, Pawlowski, Rennecke, PRD 101 (2020) 054032

对每⼀个RG 能标，作Hubbard-
Stratonovich 变换

Gies, Wetterich , PRD 65 (2002) 
065001; 69 (2004) 025001 
Pawlowski, AP 322 (2007) 2831  
Flörchinger, Wetterich, PLB 680 
(2009) 371



四夸克耦合和 Yukawa 耦合

• 四夸克耦合

• Yukawa 耦合



从 QCD 到低能有效模型的⾃然呈现

• 交换耦合强度 • 传播⼦ gapping

•Composite (mesonic) degrees of freedom take over active dynamics from 
partonic ones when the RG scale is lowered down 600  800 MeV. 

•LEFTs emerge naturally from fundamental theory in the regime of low 
energy, in agreement with the viewpoint of RG.  

k ≲ ∼



μB = 0μB = 0

夸克凝聚

• 重整化轻夸克凝聚 • 约化凝聚

Δqi
≃ − m0

qi
T ∑

n∈ℤ
∫

d3q
(2π)3

tr Gqiq̄i
(q) ,

Δqi,R =
1

𝒩R
[Δqi

(T, μq) − Δqi
(0,0)] .

Δl,s(T, μq) =
Δl(T, μq) − ( m0

l

m0
s )

2

Δs(T, μq)

Δl(0,0) − ( m0
l

m0
s )

2

Δs(0,0)

μB ≠ 0 μB ≠ 0

fRG: WF, Pawlowski, Rennecke, 
PRD 101 (2020) 054032

Lattice: Borsanyi et al. (WB), 
JHEP 09 (2010) 073

夸克凝聚

约化凝聚



相边界和相边界曲率

fRG: WF, Pawlowski, Rennecke, PRD 101 (2020) 054032

CEP 位置： 

 

相边界曲率： 

 

 

格点 QCD 结果： 

 

(TCEP, μBCEP)Nf =2+1 = (107, 635)MeV

(TCEP, μBCEP)Nf =2 = (117, 630)MeV

Tc(μB)
Tc

= 1 − κ ( μB

Tc )
2

+ λ ( μB

Tc )
4

+ ⋯

κNf =2+1 = 0.0142(2)

κNf =2 = 0.0176(1)

κ = 0.0149 ± 0.0021

κ = 0.015 ± 0.004

Lattice: Bellwied et al. (WB), PLB 751 (2015) 559 

Lattice: Bazavov et al. (HotQCD), PLB 795 (2019) 15 



泛函 QCD 关于 CEP 位置的最新估计

fRG: WF, Pawlowski, Rennecke, PRD 101 (2020), 
054032

 MeV(T, μB)CEP = (107, 635)
fRG:

DSE:
 MeV(T, μB)CEP = (109, 610)
DSE (fRG): Gao, Pawlowski, PLB 820 (2021) 136584

 MeV(T, μB)CEP = (112, 636)
• No CEP observed in  from lattice 

QCD. 
• Recent studies of QCD phase structure from both 

fRG and DSE have shown convergent estimate 
for the location of CEP. 

• Considering relatively larger errors when 
, one arrives at a reasonable 

estimation : 450 MeV 650 MeV.

μB /T ≲ 2 ∼ 3

μB /T ≳ 4
≲ μBCEP ≲

DSE: Gunkel, Fischer, PRD 104 (2021) 5, 054022

Karsch, PoS CORFU2018 (2019)163

⽂献中关于 CEP 位置的最新估计



⾮均匀不稳定性

Two point function for 
the meson:

WF, Pawlowski, Rennecke, PRD 101 (2020) 054032

• Inhomogeneous instability 
is resulted  from Landau 
damping of two quarks in 
thermal bath in the regime 
of large baryon chemical 
potential.

Γ(2)
ϕϕ(p) = Zϕ(p2) p2 + m2

ϕ ,

creation or annihilation

Landau damping



Schwinger-Keldysh 路径积分

i∂t|ψ(t)⟩ = H|ψ(t)⟩ ⟶ |ψ(t)⟩ = U(t, t0)|ψ(t0)⟩,
U(t, t0) = e−iH(t−t0)

∂tρ(t) = − i[H, ρ(t)] ⟶ ρ(t) = U(t, t0)ρ(t0)U†(t, t0),

Z = tr ρ(t),

<latexit sha1_base64="A0bXAt9kVQ0K8gJIq2X6ejfPqYQ="></latexit>
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�
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�
i ,

<latexit sha1_base64="TgfUScZy0NiEZtlWhN2NT019ewk="></latexit>

G(x, y) =

✓
G++ G+�
G�+ G��

◆

⌘
✓
GF G+

G� GF̃

◆
,

<latexit sha1_base64="jQgJrjFqQ8owCkDEqfoLkkXV6SM="></latexit>

GF (x, y) ⌘ �ihT
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�(x)�†(y)

�
i ,

G+(x, y) ⌘ �ih�†(y)�(x)i ,

G�(x, y) ⌘ �ih�(x)�†(y)i ,

GF̃ (x, y) ⌘ �ihT̃
�
�(x)�†(y)

�
i ,

Schwinger, J. Math. Phys. 2 (1961) 407; 
Keldysh, Zh. Eksp. Teor. Fiz. 47 (1964) 1515; 
Chou, Su, Hao, Yu, Phys. Rept. 118 (1985) 1

• Schrödinger ⽅程：

• von Neumann ⽅程：

• Keldysh 配分函数：

• 两点闭时路径 (CTP) 格林函数：



Keldysh 路径积分框架下的泛函重整化群

Zk[Jc, Jq] = ∫ (𝒟φc𝒟φq)exp{i(S[φ]+ΔSk[φ]+(Ji
qφi,c + Ji

cφi,q))},

<latexit sha1_base64="f+quVistIN2g3E89N9kvcgcqFBM="></latexit>
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1
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0 Rij
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⇣
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ij
k 'j,q + 'i,q(R
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,
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<

:

'i,+ = 1p
2
('i,c + 'i,q),

'i,� = 1p
2
('i,c � 'i,q),

Keldysh 转动:

∂τΓk[Φ] =
i
2

STr[(∂τR*k )Gk] , Rab
k ≡ (

0 Rij
k

(Rij
k )* 0 ),

iG(x, y) = (iGK(x, y) iGR(x, y)
iGA(x, y) 0 ),

 

 

iGR(x, y) = θ(x0 − y0)⟨[ϕ(x), ϕ*(y)]⟩,
iGA(x, y) = θ(y0 − x0)⟨[ϕ*(y), ϕ(x)]⟩,
iGK(x, y) = ⟨{ϕ(x), ϕ*(y)}⟩,

• 在 fRG 的路径积分中考虑两个时间分⽀：

其中

• 这样可以得到闭时路径的流⽅程：



实时 fRG 框架下的  标量理论O(N)

∂τΓk[Φ] =
i
2

STr[∂̃τ ln(Γ(2)
k [Φ] + Rk)],

Γ(2)
k + Rk = 𝒫k + ℱk, 𝒫k = ( 0 𝒫A

k

𝒫R
k 𝒫K

k ),
𝒫K

k = (
𝒫K

σ,k 0

0 𝒫K
π,k),

𝒫K
σ,k = 2iϵ sgn(q0)coth( q0

2T ) ,

iGK
k = (iGR

k )(i𝒫K
k )(iGA

k ) ,Gk = (𝒫k)−1 = (
GK

k GR
k

GA
k 0 ) ,

GK
k = (GR

k − GA
k )coth( q0

2T ) ,

iGR
�,k =

c q
, iGA

�,k =
q c

, iGK
�,k =

qc cq
,

i
�
GR

⇡,k

�
ij

=
i j

c q
, i

�
GA

⇡,k

�
ij

=
i j

q c
, i

�
GK

⇡,k

�
ij

=
i j

qc cq

• 同样我们可以将实时的流⽅程改写为：

其中

传播⼦：

涨落耗散定理：

• 各种传播⼦的图形表⽰：



有效势的流⽅程

∂τV′ k(ρ̄c) =
∂

∂ρ̄c { −
i
4 ∫

d4q
(2π)4 (∂τRϕ,k(q))[GK

σ,k(q) + (GK
π,k)ii

(q)]} ,

∂τ ( iδΓk[Φ]
δσq )

Φ=0

=
i
2

∂̃τ (
iδ STr(Gkℱk)

δσq )
Φ=0

+ ⋯ ,

∂τVk(ρ̄c) = −
i
4 ∫

d4q
(2π)4 (∂τRϕ,k(q))[GK

σ,k(q) + (GK
π,k)ii

(q)] .

∂τ




q



 =
1

2
∂̃τ





q

c

q

q

c +

q

c

q

q

c





=
1

2





q

c

q

q

c +

q

c

q

q

c +

q

c

q

q

c +

q

c

q

q

c





对  积分ρ̄c

• 对  求导作相应的投影：σq

得到



对称相两点和四点函数的流⽅程

iΓ(2)
k,ϕi,qϕj,c

(p) = iδij(Zϕ,k(p2)p2 − m2
π,k) ,

Ik(p) ≡ i∫
d4q

(2π)4
GK

π,k(q)GA
π,k(q − p) .

∂τ




c

cc

q



 = ∂̃τ




q 
c

        q
c

c

c   c
+
q 

c

q

c

c
c  c +

q c
c

c

c

q

c

c


c c
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i�(4)
k,�i,q�j,c�k,c�l,c

(pi, pj , pk, pl)

=� i

3

h
�e↵
4⇡,k(pi, pj , pk, pl)�il�jk + �e↵

4⇡,k(pi, pk, pl, pj)�ij�kl

+ �e↵
4⇡,k(pi, pl, pj , pk)�ik�jl

i
,
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@⌧�
e↵
4⇡,k(pi, pj , pk, pl)

=
�2
4⇡,k

3

h
(N + 4)@̃⌧Ik(�pi � pl) + 2 @̃⌧Ik(�pi � pk)

+ 2 @̃⌧Ik(�pi � pj)
i
,

四点顶点的流：

�i⌃k,ij(p) ⌘
1

2

q

k, c

i, q j, c

 q

p �  � p

q

l, c
,
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@⌧�
(2)
k,�q�c

(p) = �@̃⌧⌃k(p)

=(� i

6
)(N + 2)

Z
d4q

(2⇡)4
@̃⌧

⇣
GK

⇡,k(q)
⌘

⇥ �̄e↵
4⇡,k(p0, |~p|, q0, |~q|, cos ✓) .

• 四点顶点的⼀般形式：

其中

⾃能的流：• 两点函数：



谱函数

GR(p0, | ⃗p | ) = − ∫
∞

−∞

dp′ 0

2π
ρ(p′ 0, | ⃗p | )

p′ 0 − (p0 + iϵ)
, ρ(p0, | ⃗p | ) =

2ℑ Γ(2)
ϕqϕc

(p0, | ⃗p | )

[ℜ Γ(2)
ϕqϕc

(p0, | ⃗p | )]
2

+ [ℑ Γ(2)
ϕqϕc

(p0, | ⃗p | )]
2 .

Tan, Chen, WF, SciPost 
Phys. 12 (2022) 026

谱函数：



动⼒学临界指数

1
Γ( | ⃗p | )

= − i
∂Γ(2)

ϕqϕc
(p0, | ⃗p | )

∂p0 p0=0

=
∂ℑ Γ(2)

ϕqϕc
(p0, | ⃗p | )

∂p0 p0=0

,

ω( | ⃗p | ) = Γ( | ⃗p | )(−Γ(2)
ϕqϕc

(p0 = 0, | ⃗p | )) = − Γ( | ⃗p | )ℜ Γ(2)
ϕqϕc

(p0 = 0, | ⃗p | ) .
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<�(2)
�q�c

(�p0, |~p|) =<�(2)
�q�c

(p0, |~p|) ,

=�(2)
�q�c

(�p0, |~p|) =�=�(2)
�q�c

(p0, |~p|) .

ω( | ⃗p | ) ∝ | ⃗p |z

Model A:
real-time classical-statistical lattice simulations 

z = 1.92(11) , Schweitzer, Schlichting, von Smekal, NPB 960 (2020) 115165.

Model G:
Relativistic O(4) should belong to Model G
z = 3/2 , Rajagopal and Wilczek, NPB 399 (1993) 395.
O(4):
real-time classical-statistical lattice simulations 
z ∼ 2 , Schlichting, Smith, L. von Smekal , NPB 950 (2020) 114868.

O(3):
z ≃ 2.025 ,
Duclut, Delamotte, PRE 95 (2017) 1, 012107.

z ≃ 2.023
Tan, Chen, WF, SciPost Phys. 12 (2022) 026

• 运动学系数：

• 耗散特征频率：

这⾥使⽤了



总结

★ 泛函重整化群除了能很好地研究临界现象，它还是⼀种⽬前被
⼴泛使⽤的⾮微扰连续场论的理论⽅法 

★ 我们简要地介绍了泛函重整化群在强⼦的性质、低能有效模
型、有限温有限密 QCD 的相结构、⾮微扰实时场论等⽅⾯的应
⽤和研究

谢谢！


