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粒子物理标准模型(Standard Model) • 电磁相互作用、弱相互作用、强相互作用

• 不包括引力相互作用

• 中微子无质量

• 相互作用由规范玻色子传递

• 规范对称性：�� � � × � � � 电弱统一理论，�� � � 量子

色动力学

• 2012年发现希格斯玻色子(“上帝粒子”)

• BEH玻色子（Brout-Englert-Higgs）

• 汤川耦合使费米子获得质量

• 希格斯粒子有自相互作用

2013物理诺贝尔奖：恩格勒，希格斯
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超出标准模型的物理规律（新物理）

• 太阳中微子振荡（1998，2001年），中微子通量与标准太阳模型预言不一致

• 大气层中微子振荡，从大气层中放射出的μ中微子与电子中微子比例的偏差

• 核反应堆中微子振荡（2002年）

• 2012年3月，中国大亚湾中微子实验发现第三种中微子振荡模式

• 21世纪初的两朵“乌云”

• 暗物质：星系的旋转速度比引力理论的预言快，需要额外的引力来源

• 暗能量：宇宙膨胀速度越来越快，需要某种反引力的东西

• 标准模型只能解释宇宙中不到5%的物质

• 正-反物质的不对称性

• 引力没有被包括

• LHC上的希格斯粒子不一定是标准模型里的希格斯粒子

• 强相互作用和电弱相互作用没有统一

• 大统一理论：质子会衰变

• 2002年诺贝尔物理学奖，小柴昌俊，“在天体物

理学领域做出的先驱性贡献，其中包括在探测宇

宙中微子和发现宇宙X射线源方面的成就”

• 2015年诺贝尔物理学奖，麦克唐纳，梶田隆章，

“发现中微子振荡，并且因此证明中微子具有质量”
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• B物理中看到的偏离标准模型的迹象：B anomaly

• 轻子普适性(三代轻子除质量不同，其它性质一样)

• 缪子反常磁矩，实验测量与标准模型偏离迹象

• W玻色子质量反常(CDF II 2022)
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新物理寻找

高能量前沿

高亮度/精度前沿

• 在低能区做精确测量，寻找与标准模型的细微偏差，比如B介子工厂，北京正负电子对撞机

上的北京谱仪 (BES)，超级陶-粲工厂 ......

• 高亮度(大统计量)：LHCb，超级B工厂，CEPC ……

• 寻找暗物质（CDEX，PandaX，悟空......）



高能对撞机物理

• LHC及下一代对撞机精确测量（微扰QCD高阶精确计算）

高精度前沿（各种强子矩阵元的精确计算）

• 在低能区做精确测量，寻找与标准模型的细微偏差，比如B介子工厂，北京正负电子对撞机上

的北京谱仪 (BES)，LHCb，超级B工厂，超级陶-粲工厂 ......（衰变常数，形状因子等）

• 寻找暗物质（可由QCD计算核子标量荷、张量荷等）

标准模型留下的作业

• 强子谱和奇特强子(X, Y, Z态，胶球、混杂态 ......)

• 理解质子的内部结构：质量来源，自旋来源，三维图像 ......

• QCD相结构，……

u QCD在低能区不能微扰求解

近年来有很多迹象
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量子色动力学（QCD）

l 高能实验和微扰计算告诉我们，QCD是描写夸克、胶子间强相互作用的正确理论
（比如SLAC的深度非弹实验和理论计算的对比）
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量子色动力学(LQCD)

• 低能标下QCD不能微扰求解

• 强子(介子和重子)都是色荷中性的，目前实验没直接观测到

带色荷的自由粒子

• 如何将强子与QCD的基本自由度夸克、胶子联系起来？

• 格点QCD用数值模拟的办法，非微扰地研究低能QCD性质

• 自由参数和QCD一样

• 确定自由参数��（和格距对应）和夸克(流)质量后，即可给

出其他物理量

• 耦合系数随能标的跑动(最低阶计算)：
���� ≈ �. � ���

• 低能标下，�� � ≥ �

�� � =
��

�� ��  
��

����
�  



Kenneth G. Wilson(1936-2013)
Nobel Prize in Physics 1982
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[Phys. Rev. D 10, 2445]
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格点量子色动力学(LQCD，1974)

•  �|� � � � �  |� =  �������� � � � ��  ���� ���

 ���������  ���� ���

• 4维闵可夫斯基时空 → 4维欧几里德空间（ � = �� ）

•  � =  ��������[�,�,�]�− ���� ���

 ��������− ���� ���
，���� = ��[�]� + ��,

� = � ∙ � +��

•  � =  ����[�,�−�[�]]���[�[�]]�−��

 ������[�[�]]�−��

• 上式为一个带权重的平均，类似Boltzmann系综平均

• 在有限体积的4维超立方格子上，自由度个数是可数的，路径积分

具有良好定义

离散的��按� � 分布

行列式中包含动力学夸克自由度



格点量子色动力学
格距�

• 将QCD放在一个格距为�的四维立方格子上，大小�� × �

• 自然的紫外截断：���� = �/�（格点正规化）

• 夸克场� � 放在格点上

• �� � → ∏��� � ，�� = ���，��为整数

• 局域规范变换：� � → � � � � ，� � ∈ �� � 

• 胶子场�� � 放在链接上保持理论的规范对称性（平行移动）

� �, � = ����  �
�+������� � = ������ � 

� �, � 链接�和� + ��，也
叫链接变量（link variable）
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格点量子色动力学
格距
�� �, � = ������ � 

• 局域规范变换下� �, � 的变换性质与胶子场�� � 的变化性质对应：

因此：

• 定义协变微商：

• 两类基本的规范不变量：
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(连续极限下)



规范场格点作用量
格距�

• 小方格（plaquette），� × � Wilson loop：��� � = �� 

• Wilson plaquette action（� �� 离散误差）:

• � × � Wilson loop ���
�×� � 的连续极限与小方格的一样（差一常数因子）

• 可以组合��� � 给出离散误差改进到� �� 的规范场作用量

���
�×� � 

Tree-level Luescher-Weisz action
� = �/��
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规范场格点作用量
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看一个简单例子，将 �
��

� � = �’ � 放在格子上

• �
��

� � → � �+� −� � 
�

，离散误差为� � ：�’’ � 
�

�

• �
��

� � → � �+� −� �−� 
��

≡ ∆�� � ，离散误差为� �� ：�’’’ � 
�

��

• �
��

� � → � �+�� −� �−�� 
���

≡ ∆�� � ，离散误差为� �� ：�’’’ � 
�

 �� �

• 组合∆�� � 和∆�� � 

�
��

� � →  �
�
∆� −

�
�
∆� � � ，离散误差为� �� 

• 考虑辐射修正后，系数会有所不同，可用微扰计算或者非微扰办法确定

Luescher & Weisz, PLB158, 250 (1985)
Takaishi, PRD54, 1050 (1996)
de Forcrand et al., NPB577, 263 (2000)



2022/11/19 刘朝峰 14

费米子格点作用量

Naive fermions（天真/简单/朴素费米子）

• 考虑自由的夸克场

• 简单（naive）地格点离散化给出：

• 变换到动量空间，得到的狄拉克算符（夸克传播子������的逆）为

费米子作用量中含一次求导

• � → �时，���  ��� → ���，因此有

标量场作用量中含二次求导
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费米子格点作用量

• 动量有一个分量趋于�/�时，比如 ��� →  ��, ��, ��,  �/� − ��  �， ���是一个小量 ，连续极限下有

���  ��� → ���，以及���  � − ��� → ���，因此有

• � = �, �, �, �，因此有�� − � = ��个加倍子 doubler 

• 费米子加倍问题和手征对称性及手征反常有关

• No-go定理（Nielsen and Ninomiya(1981)）：没有格点狄拉克算符�能同时满足以下条件

�� 1  anomaly

Nielsen & Ninomiya, NPB185.20(1981)

Karsten & Smit, NPB183.103(1981)
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Wilson费米子

• 若不牺牲局域性和连续极
限，就得接受加倍子或牺
牲手征对称性

• 连续极限下，Wilson项消
失

• Wilson项破坏手征对称性，
通过抬高加倍子质量，使
其和低能区物理脱耦

• � = �时，pion的质量不
等于零

二次导数项
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Wilson费米子

l 引入规范场，定义协变微商

l Wilson费米子狄拉克算符：
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考虑变换：

• 这里： 由于��
� = �，� � 只有16个不同取值

• 可以验证：

� � 可以对角化狄拉克�矩阵
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Staggered(交错)费米子

• 做完变换后，简单费米子作用量可写为

• 此费米子作用量在自旋空间对角，4个分量等价，可以去掉3个

• 加上15个加倍子，共有16个� � ，放在一个有�� = ��位置的超立方小晶胞里

• 从16个� � 组合出4个”taste 风味 ”��
� � = �, �, �, � ，� = �, �, �, �为自旋指标

��
� � =

��为归一常数，最后作用量可写成：

• 一味的staggered费米子天然对应有4个taste

• 每个taste分布在小晶胞的不同位置，感受不同的规范场，taste breaking effects

∆�是blocked lattice上的协变差分

二维示意图

(离散效应项)
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Staggered(交错)费米子

• 在自旋和taste空间，staggered费米子的二次导数项具有结构��⨂��
∗��，有下列变换下的对称性：

• taste空间的��
∗��结构导致taste symmetry breaking

• 规范场的涂摩（小范围内规范链接做平均）可以降低tates symmetry breaking effects

• 用staggered费米子模拟一味夸克，需要对费米子行列式开四次方根；模拟两味开平方根

• 夸克质量为零时，pion质量为零

• 用staggered费米子做动力学夸克，模拟速度快

• 做为对比，在自旋和味道空间，Wilson费米子的二次导数项具有结构 �⨂�，完全破坏手征对称性

� = ��，�� = ��，�� = ��
∗
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overlap费米子

• overlap费米子的Dirac算符�满足Ginsparg-Wilson关系：

Neuberger, 1998

Ginsparg & Wilson, 1982

• 以一种温和的方式破坏手征对称性：���+��� = �

• Ginsparg-Wilson关系可以改写为

�为格距，��是一个常实数

 � −
�

���
� ���+���  � −

�
���

� = �

因此overlap费米子作用量满足如下�� �� ⨂�� �� 手征对称性

• Ginsparg-Wilson关系也可写为�−��� + ���−� = �
��
��，或：  �−� −

�
���

 �� + ��  �−� −
�

���
 = �

定义��
−� =  �−� − �

���
 ，则有���� +���� = �

夸克质量为��的手征费米子狄拉克算符为

�� +�� =
�

� − �
���

�
+��

� =
��
�

 � + � ��  

� �� =
��

��
†��

��为Wilson费米子算符
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费米子作用量

• Domain wall fermion，近似满足Ginsparg-Wilson关系

• Wilson twisted mass fermion，加入twisted mass项，避免数值模拟时出现exceptional configuration

• Highly improved staggered fermion (HISQ)

• ......

• staggered fermion模拟速度快，但有4种taste和taste symmetry breaking，且不方便用于研究重子

• Wilson clover fermion耗时中等，但破坏手征对称性

• Wilson twisted mass fermion破坏同位旋对称性

• Domain wall fermion和overlap fermion有良好的手征对称性，但数值模拟非常昂贵

除了四维立方格子，其它形状的格子也是可以的，时空对称性不一样
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格点QCD数值模拟

• 只有那些使����在最小值附近取值的� �, � 才对结果有重要贡献

• 可用蒙特卡罗重点抽样的办法，找出那些重要的� �, � 

• 一个组态：� �, � ，�取遍所有格点，�取遍4个方向

• N个组态构成一个ensemble（一套组态）

按几率分布产生� �, � 
�[�] ∝ ���[�[�]]�−��

可观测宇宙中
的原子个数约
为����个
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• 有了一套组态后，即可得到

• 对规范场的路径积分变为对组态的统计平均

• �有限：统计误差 ∝ �/ �（如果组态之间统计独立的话）

 � =�
�
 �=�

� ��

格点QCD数值模拟

达到热平衡
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格点QCD

• 综合考虑计算资源和感兴趣的物理问题

• 选择规范场和费米子作用量，以及合适的算法

• 用重点抽样产生组态：gluon fields � �, �  (最耗费机时的部分)

• 选择价夸克作用量（可以和组态产生时用的(海)夸克作用量不一样：

mixed action setup；���� ≠ ����：部分淬火(partially quenched)）

• 计算价夸克传播子和强子关联函数（很耗费机时, 需要大量硬盘空间）

• 数据分析和拟合：给出强子质量及各种矩阵元

• 输入若干实验测量值，确定理论自由参数：格距 � 和夸克质量 ��， 预

言其他物理结果

• 误差分析（统计和各种系统误差）

 � =
 ����[�,�−�[�]]���[�[�]]�−��

 ������[�[�]]�−��
~
 �� � � � � 

 �� � � 

海夸克效应 ���[�[�]]

价夸克传播子 �−�[�]

• �的维度~� ��� ：

�� × � × ������ × �����

• 双精度保存一个完整的�−�

需要磁盘空间 ≳ � PB

（��� × ��大小的格子）

• 按几率分布产生� �, � 

�[�] ∝ ���[�[�]]�−��

• 忽略���[�[�]]可节约

时间，被称为淬火近似



格点QCD：超级计算机上的实验

格点QCD

包含动力学夸克
自由度的组态

夸克传播子, 格林函数

数据分析

粒子物理实验

对撞机,如
BEPC

探测器, 如BESIII

数据分析
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格点QCD合作组 实验合作组
在这个虚拟世界里，你给出物理定理，让一切运转

你说没有光，只有强相互作用 26
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• APE(Array Processor Exp.)，建造主用于高能理论计算的超算（1984-2006）

27

LQCD和高性能计算

• 哥伦比亚大学、RIKEN BNL研究中心、爱丁堡大

学以及IBM联合制造了超级计算机QCDOC

（QCD on Chips，2002-2003，10Tflops）

• QCDOC发展成IBM的BlueGene/L（非常成功

的商用机器）

• 利用图形处理器（GPU）或从核等加速的异构系

统：格点QCD是典型高性能计算应用之一

• 国产E级(百亿亿次)超算：神威系列，天河三号，

曙光三种异构架构

• 格点QCD代码移植和新代码开发

• SWLQCD，太湖之光全机测试，国产众核新

一代计算机系统百万核测试
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• 衡量高性能计算硬件性能提升的典型应用

NVIDIA公司：https://developer.nvidia.com/blog/nvidia-hopper-architecture-in-depth/

28

• 格点QCD相关应用多次获(或入围)高性能计算领域的戈登贝尔奖：1987，1995，1998，2006，2018

LQCD和高性能计算



与格点计算相关的合作组
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• MILC (MIMD Lattice Collaboration), improved/highly improved staggered fermions 
(HISQ), MILC code, generated many configurations, 2, 2+1 and 2+1+1 flavors

• UKQCD, a loose organization, domain wall fermions
• RBC: Riken-BNL RC, Brookhaven NL, Columbia. Domain wall fermions

, overlap fermions on domain wall fermion/HISQ sea
• HPQCD, High Precision calculations, (highly) improved staggered valence on MILC 

configurations
• ETMC, Europe, Wilson Twisted Mass fermions, 2 and 2+1+1 flavors
• PACS-CS=Tsukuba-centered collaboration, improved Wilson fermions
• BMW=Budapest, Marseille, Wuppertal, improved Wilson fermions, HISQ
• Fermilab/MILC collaborations, asqtad staggered fermion, HISQ
• CLQCD, China Lattice QCD, Wilson clover action
• FLAG, Flavour Lattice Averaging Group，对部分格点结果做世界平均，类似于PDG
• LPC, Lattice Parton Collaboration
• JLQCD, Japan LQCD. ......
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格点QCD

• 系统误差

• 非零格距�引入离散误差，改进作用量，取连续极限 � → �

• 多数情况下 �� > ��� MeV，手征外推到物理质量点

• 有限体积效应∝ ��� −��� （pion是质量最轻的色单态），格子边长�需远大于

�介子康普顿波长�/��（��� > �时，��� −��� < �%）

• 多个不同的�、 �、��下作计算，量化和控制系统误差

• 其他误差来源：重正化常数的误差，激发态污染, ……

• 已有不多的 ��
 ��� = ��� MeV 组态样本

• 目前 � ≳ �. �4 fm (� 越小，同样体积需要格子数越多，计算量越大)

• 海夸克味道数�� = � + � + �  �, �, � , � + �  �, � , � (简并的u和d), 0 (淬火近似)
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LQCD精度可系统提高

不同的计算应给出一致的结果

• 超级计算机+算法改进，增加统计量

• 多个体积模拟，分析格点数据时，加入有限体积项，

外推到无穷大体积

• 改进作用量；3个以上格距，外推到连续极限

• 手征微扰论外推：结果对�介子质量的依赖关系

• 2+1味，2+1+1味，2+1+1+1味（消除淬火近似）

• 使用不同作用量模拟计算同一物理量

• 在连续极限下，给出一致结果

• 连续外推越平缓，离散误差越小

• 更多格距下的计算可检查� �� 项离散误差的大小

• 格距差别不大而精度又不高时，不容易区分直线和二次曲线
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LQCD和手征微扰论

• 多数情况下 �� > ��� MeV，计算结果需要外推到物理质量点

• 有些物理量的外推形式有来自手征微扰论（Chiral perturbation theory）的依据

• 反过来，对格点结果的拟合可确定手征微扰论中的低能常数（Low energy constants）

 MS方案，2 GeV 

• SU(2)夸克凝聚

FLAG Review 2021, EPJC82 (2022) 10, 869 [arXiv:2111.09849]
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格点QCD数值模拟

• 1974年提出，Kenneth G. Wilson, Phys. Rev. D 10, 2445 (1974)

• 1979年第一个数值模拟(纯规范场)，Michael Crutz, Phys. Rev. Lett. 42, 1390 (1979)

• ~2003年之前，淬火近似（quenched approximation）格点QCD模拟

• 行列式���[�[�]]的计算非常耗时，不得已取成常数

 � =
 ����[�,�−�[�]]���[�[�]]�−��

 ������[�[�]]�−��
→

 ����[�,�−�[�]]�−��

 ����−��

• 八十年代费米子相关算法的进展：杂化蒙特卡罗算法（Hybrid Monte Carlo, HMC）

• 轻强子谱的淬火计算 F. Butler, H. Chen, J. Sexton, A. Vaccarino and D. Weingarten, Phys.Rev.Lett. 70 

(1993) 2849-2852; Nucl.Phys. B430 (1994) 179-228

• ~1991-1992年开始：hep-lat（arXiv was founded by Paul Ginsparg in 1991）
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格点QCD数值模拟

• ~2003年开始，全QCD模拟（不做淬火近似）

• 2-味(简并u, d夸克)，2+1味(u/d, s)，2+1+1味(u/d, s, c)QCD模拟

• 组态生成耗费大量机时，组态共享ILDG (International Lattice Data Grid)

Borsanyi et al., Science 2015

• 目前格点QCD的一些计算结果已经达到或者超过实验的精度

• 强子谱：不同计算给出一致结果；预言了��和��
∗的质量(HPQCD)；中子质子质量差(1+1+1+1味QED+QCD)

Science 2008, BMW MILC,PACS-CS,BMW,RBC-UKQCD……,arXiv:1203.1204
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Nature 2021, BMW Collab.
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格点QCD

• 缪子反常磁矩中强真空极化效应（Hadronic Vacuum Polarization）

• 强子结构：PDF，质子自旋 ......

• J/psi的辐射衰变，胶球和混杂态

• ......

• XYZ相关研究

• 有限温度有限密度QCD

• 味物理
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格点场论会议

• International Symposium on Lattice Field Theory

......
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格点场论会议

• 国内格点QCD会议

华南师范大学

2022/08/22-26

2015.03华中师范大学春季格点QCD学校
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两点关联函数的计算和拟合

连通图 对于粲偶素、�介子等，

原则上还有非连通图的

贡献（见后页）

通过指数形式（��−��）

的拟合，可以抽取出强

子质量以及强子矩阵元

定义有效质量
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关联函数计算

非连通图示例

点源

利用��-厄密性：����� = �†，

有：� �, � = ���† �, � ��

对应缩并方式  �|� � �� � � � �′� � |� 

面源、随机源......（增强信噪比）

OZI压低
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两点关联函数

• 例如对于pion，我们可以使用�� = ����

• 考虑到周期性边界条件，数据的拟合形式应为：� � = �� � = � [�−� � + �−�  �−� ]

• 可定义���� � =����−� � �+� +� �−� 
�� � 

，在 � 接近 �/� 时，好于 ���� � = �� [� � /� � + � ] 

格子大小 �� × �

时间片 t=[27, 37] 之间的单

质量项拟合与数据的对比

 � = �� 

� 较小时有明
显 的 高 激 发
态影响
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两点关联函数

• 对于重子，例如质子，可以使用

投影到零动量和确定的宇称：� � = �
�
 � ± �� �� �  � �� �, � ��

† �, �  � 

有效质量 ���� � = �� [� � /� � + � ]

� 较大时信噪
比急剧降低
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核子质量手征外推

不同颜色的数据点
对应不同格距或体
积下的结果

� ��  HB�PT：
� �� 

ETMC, PRD78.014509(2008)
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三点关联函数

• 完成缩并，可将关联函数用夸

克传播子表示出来

• 为了避免all-to-all夸克传播子

的计算，可使用sequential 

propagator等办法

• 构造合适的三点与两点函数

比值，当� ≪ � ≪ �时可以

得到一个平台，给出强子矩

阵元 �|�|� 

• 激发态污染会导致误差
�→∞
�→∞

 �−� →∞
 �|��|�  �|�|�  � ��

† � �−����−�� �−� 
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• Flavor physics had helped us discover “new physics”

• Introduction of charm quark to suppress FCNC

• A third generation of quarks was needed to accommodate CP violation

• Large �� − �� mixing suggested large top quark mass

• Precise measurements of processes at low energy scales are sensitive to new physics at 

high scales (>TeV).

• Experiments: BES, BaBar, Belle, LHC …

452022/11/19 刘朝峰

夸克味物理



衰变常数可由LQCD给出

例如:

462022/11/19 刘朝峰

粲物理与LQCD

courtesy arXiv:2103.00908

• LQCD can calculate form factors and meson decay 
constants appearing in weak decays of hadrons

• Combined with experiments, they can give us CKM matrix 
elements

• Test the SM (is the CKM matrix unitary?)
• Or use ��� from elsewhere to compare QCD/SM results 

with experiments

抽取CKM矩阵元

实验测量



2022/11/19 刘朝峰 47

Flavor Lattice Averaging Group 
(FLAG) 味物理格点计算世界平均

约三年综述一次格点结果
• 2010 Eur. Phys. J. C (2011) 71, 1695 (arXiv: 1011.4408)

• 2013 Eur. Phys. J. C (2014) 74, 2890 (arXiv: 1310.8555)

• 2016 Eur. Phys. J. C (2017) 77, 112 (arXiv: 1607.00299)

• 2019 Eur. Phys. J. C (2020) 80, 113 (arXiv: 1902.08191)

• 2021 Eur. Phys. J. C (2022) 82, 869 (arXiv: 2111.09849)

http://flag.unibe.ch/

对正式发表的格点QCD结果的系统误差做评估

• 连续极限

• 手征外推

• 有限体积

• 重正化常数

• 重夸克作用量

• LECs
• ��

• quark masses
• decay constants
• form factors
• nucleon matrix 

elements
• ……

获得绿色评分的
结果做世界平均
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粲物理相关格点QCD研究

• 粲夸克质量

• 介子衰变常数

• 粲强子半轻衰变形状因子

• 中性D介子混合

• 夸克双线性算符重整化常数

2022/11/19 刘朝峰
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Inputs:
    ��� = �. ���� GeV
    ���

∗ −��� = �. ���� GeV
    ��/� = �. ���� GeV

Outputs:
     �� = �. ��� �  �  fm
     ��

�� � ��� = �. ��� �  �  GeV
     ��

�� � ��� = �. ��� �  ��  GeV

�QCD Collaboration: 
Y.-B. Yang et al., PRD92, 2015
ZL et al., PRD90, 2014 (��, ��...)

2022/11/19 刘朝峰

粲、底夸克质量

夸克(流)质量是标准模型的基本参数之一

• 粲夸克质量的精度影响Higgs相关衰变道的精度

LQCD计算含粲/底夸克的强子质量, 如�, ��, �, ……

• 输入强子质量的实验值定出��, ��

• 需要质量重整化常数��

LQCD计算moments of pseudoscalar-pseudoscalar 

correlators ��, 微扰贡献主导，可算(四圈), 解出

��/� � (以及强耦合系数)

• 可不用计算�� (对于手征格点费米子有���� = �)

在两个格距共6套组态，几十个不同夸
克质量点上计算粲介子和粲偶素质量

��� = ��� �  �  MeV
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粲夸克质量 FLAG Review 2021, EPJC82 (2022) 10, 869 [arXiv:2111.09849]
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粲夸克质量

• 误差: ~1%

• 精度高于PDG

• �� = �：（2016年前结果）
   �� � ��� = �. �� �  GeV

• 粲夸克质量格点计算世界平均

�� = � + � + �:

   �� � ��� = �. ��� ��  GeV

�� �� = �. ��� ��  GeV

�� = � + �: 

   �� � ��� = �. ��� �  GeV

�� �� = �. ��� �  GeV

FLAG Review 2021, EPJC82 (2022) 10, 869 [arXiv:2111.09849]

绿色实心方块进入世界平均

• HPQCD 20A首次考虑了电磁
修正（quenched QED）
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粲、奇异夸克质量比值

• ETM合作组的��比HPQCD、

FNAL/MILC/TUMQCD的偏高

• 比值��/��各合作组的结果更

为接近

• 可能有某些系统误差被低估了

（格距的确定、重正化常数等）

FLAG Review 2021, EPJC82 (2022) 10, 869 [arXiv:2111.09849]



Kronfeld, 1203.1204
53

• 衰变常数与纯轻衰变的实验测量结合起来可确定CKM矩阵元，如|���|、|���|和|���|

• 或反过来比较理论和实验给出的衰变常数

2022/11/19 刘朝峰

介子衰变常数

• 例如���

• 2013年之前的情况

• 灰颜色：2+1味格点平均(FNAL/MILC, 

HPQCD, PACS-CS)

• 黄颜色：实验平均(BaBar, Belle, CLEO-c)

• 青色点：ETMC 2味格点计算, 未计入平均



 �|� � ����� � |� �  = �����,      � = �, �

542022/11/19 刘朝峰

赝标粲介子衰变常数

• 定义 �� � 

• 利用部分守恒轴矢量流关系（PCAC）���� =  �� +�� �，可得：

 �� +��  �|� � ��� � |� �  = �����
�

使用手征格点费米子可避免重正化常数的计算：���� = �

图片来自
arXiv:2103.00908

• The local current ������ on the 

lattice needs renormalization ��



�� 、���格点QCD结果

• 赝标粲介子衰变常数的LQCD计算精度已达到1%或更高, 例如���

FLAG Review 2021, [arXiv:2111.09849]

552022/11/19 刘朝峰 BESIII新结果：��� = ���. � �. �  �. �  MeV [PRL127.171801.2021]

• �� = � + �: 
 ��� = ���. � �. �  MeV
�� = ���. � �. �  MeV

• �� = � + � + �:
��� = ���. � �. �  MeV
�� = ���. � �. �  MeV

• PDG2016 (CPC40):

���
+

��� = ���. � �. �  MeV
• 格点结果与实验在��之内一致

PDG2020 [PTEP2020.083C01]:
��|���| = 4�. � �. �  MeV
���

|���| = ���. � �. �  MeV



• Determine CKM elements

• �� not easy to be measured

• Leptonic decay BRs are small; ��
∗ → �� expected soon (BESIII, Belle)

• Test the accuracy of HQET:  ��/�� = � + � �/�� 

• ��
�/�� for �∗ and ��

∗ are inputs for LCSR in calculations of � → � form factors at low �� 

• Input parameters for QCD factorization in studies of nonleptonic B decays, e.g., � → � ∗ �

• ��
�/��(��, 2 GeV)

• �� � 
 ∗  and their ratios

 �|� � ����� � |� �  = �����,      � = �, �

2022/11/19 刘朝峰 56

矢量粲介子衰变常数



• Overlap valence and domain wall fermion sea

• Partial quenching effects are small: ���� = �. ��� �  �  ���� [chiQCD, PRD86.014501, 2012]

• 4 light val. quark masses: ��~��� − ��� MeV

• ��� = �. �/�. �/�. �/�. �

• 2 strange val. quark masses, slightly < ��
���.

• 2+1-flavor ensemble [RBC/UKQCD 

Collab., PRD93.074505, 2016]

• Physical sea quark mass:  

��
��� = ���. � �  MeV

• 45 configurations

572022/11/19 刘朝峰

Lattice setup chiQCD, Chin. Phys. C45, no.4 (2021) 023109, arXiv:2008.05208



��, ��, ��

• �� & �� are extracted from pseudoscalar density 2-point functions
• To fix the physical light and strange valence quark masses

���
��� �. ���� �. ���� �. ���� �. ����

��/MeV 114(2) 135(2) 149(2) 208(2)

��/MeV 130.3(9) 131.0(9) 131.6(8) ---

• A linear interp. in ��
�  gives �� = ���. � �  MeV

• Consistent with the RBC/UKQCD result on the same ensemble [arXiv:1411.7017(hep-lat)]

582022/11/19 刘朝峰
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D-meson 2-point functions

• Coulomb gauge wall source propagators are used to improve overlapping with 

the ground state

• Sink operators are with spacial displacement

�� �, �;  � = �� �, � ��� � + �, � 

� = �� or ��             

� = �: local operator

• Same � = |�| averaged to get the correct ��
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Data analysis

1. Simultaneous correlated fittings to several correlators

Common parameter: ��

2. Fit combined correlators

� �, � = � � = �, � + �� �, � 

Adjust � and � to get the best mass plateau

üThe two methods give consistent ��

üThe result of �� is insensitive to �

Combine the spectral weights from � � = �, �  and �� �  to get the decay constants
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Mass plateau, ���� � = �� [� � /� � + � ]

• Black circles: � �, � = � � = �, � + �� �, � 

• ����: 
�� � 
� � 

<10%(5%) for V(PS) mesons

• ����: varied to get stable results, ��/dof ≲ 1.0



• Supported by the data with good ��/dof

∆��
� = ��

� −��
� ��� ,   ∆���

� = ���
� −���

�  ��� ,   ∆��� = ��� −���
���

622022/11/19 刘朝峰

Interp./extrap. to physical point

• ��
� , ���

� ≡ ���
� −��

�  and ��� are used to set the physical quark masses (�, �, �)

• Our quark masses are close to their physical values

• Linear Interp./extrap. in ��
� , ���

�  and ���

• For a meson mass or decay constant:



��∗ ���
∗

632022/11/19 刘朝峰

Interp./extrap. to physical point



� �∗ �� ��
∗ �

��/MeV 213(2)(4) 234(3)(5) 249(5)(5) 274(5)(5) 241(9)(2)

���/�� 0.91(3)(2) 0.92(3)(2)

• ��+|���| = 45.91 1.05  MeV (PDG2018) ⟹ |���| = 0.2155 51  lat 49 exp

• First lattice QCD results for �� � 
∗

� /�� � 
∗

• 1st error from stat. and interp./extrap. (& Z-factors)

Ø Dominant errors from Z-factors (~3%) and finite � (~2%)

• Heavy quark symmetry breaking (~10%) 
• ��/��� = 1 + � 1/�� 

• ��∗/�� = 1.10(2)(2),   ���
∗/��� = 1.10(3)(2)

• SU(3) flavor symmetry breaking (~17%)

• ��� �� = 1.163 14  23 ,   ���
∗ ��∗ = 1.17 2  2 

chiQCD, Chin. Phys. C45, no.4 (2021) 023109, arXiv:2008.05208

Ø 提高重正化常数的计算精度
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粲介子衰变常数



• Becirevic et al., JHEP02 (2012) 042

• Gambino et al., J. Phys. Conf. Ser. 
1137, 012005 (2019)

• Blossier, Heitger, Post 
PRD98.054506 (2018)

• HPQCD, PRL112.212002 (2014)

• ETMC, PRD96.034524 (2017)

652022/11/19 刘朝峰

矢量粲介子衰变常数

Large sea quark effects from the Strange quark? 
More checks are needed

• this work: chiQCD, Chin. Phys. 
C45, no.4 (2021) 023109
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��
∗

HPQCD, PRL 112, 212002 (2014)

��
∗ → ���三点关联函数

= �. ��� ��  keV

由��
∗ → ���分支比的实验值94.2(7)%

给出��
∗总宽度：0.070 28  keV

BABAR, PRD72.091101(2005)

���
∗ = ��� �  MeV ���

∗→�� = 2.4 1 × 10−6 keV Br = 3.4 1.4 × 10−5

• BESIII可能给出首个矢量介子纯轻衰变的测量  ��
∗ → ��  � = �, � 
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粲偶素衰变常数：���， ��/�， ��/��
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粲介子半轻衰变（树图过程）

• � → ���， � → ���可用于确定 |���|和|���| 

• 需要形状因子�+ �� 

对于� = �,  �, 形状因子��的贡献可忽略（对衰变宽度的贡献正比于��
�）

• 其它衰变道：�� → ���，�� → � ′ ��

• 初末态强子四动量：�、�′

• �� =  � − �′ �，格点计算中3-动量取分立值（周期性边界

条件）

K/� D

三点关联函数



手征格点费米子有���� = �, 无需计算重整化常数

• 但不能考察�+随��的变化行为

69

• The local current ���� on the 

lattice needs renormalization ��

形状因子的格点计算

• 直接算�+需要��的重整化常数，会引入额外误差

• 可利用�+ � = �� �  [HPQCD]

• 利用PCVC：���� =  �� −�� �, 可得

计算三点函数抽取形状因子, 例如：

�� �, �′, �, � =  
�

 
�

 � �� �, � � �, � ��
†   �, �  � �−��∙����∙�

�→∞
�→∞

 �−� →∞
 �|��|�  �|�|�  � ��

†  � �−����−�� �−� 

K/� D

三点关联函数
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ETMC, LAT2010
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�+ �� = �  for � → �/�

FLAG Review 2021, [arXiv:2111.09849]

2+1味结果

• JLQCD 17: LAT2017 [1711.11235]

• FNAL/MILC/HPQCD 04: 一个格距，

��大于500 MeV

• �+
�� � = �. ��� ��  [HPQCD 11 , 

PRD84,114505, 1109.1501]

• �+
�� � = �. ��� ��  [HPQCD 10B, 

PRD82,114506, 1008.4562]

2+1+1味结果

• �+
�� � = �. ��� ��  [ E T M  1 7 D : 

PRD96 (2017) 054514, 1706.03017]

• �+
�� � = �. ���� ��  [ ET M  17D : 

PRD96 (2017) 054514, 1706.03017. 

H P Q C D  2 1 A :  P R D 1 0 4  ( 2 0 2 1 ) 

034505, 2104.09883]
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��的半轻衰变

• ��的半轻衰变主要是到�、� ′ 

• 但格点计算牵涉到(费米子线)非连通图, 更困难

• �� → ��� [HPQCD, PRD90, 1311.6669] 
• 除了在��-bin中比较截面, 还有更多观测量, � → ��
• 忽略了非连通图贡献(OZI压低)

• 数据中�不衰变; �宽度较窄, 预期阈效应小

• 形状因子�, ��, ��, ��;  z-expansion

• 2+1味；两个格距；HISQ价夸克作用量

• 和BABAR, CLEO � → �∗的结果做比较（假设spectator quark

的影响很小）

两点函数中的非连通图

• �� → � ′ �� [Bali, Collins, Durr, Kanamori, PRD91,014503 (2015) 1406.5449]
• 2+1味；一个格距：~0.075 fm
• 两个轻夸克质量点：�� = 370和470 MeV
• 计算了非连通图
• 用标量算符计算��
• 单极点ansatz参数化��依赖
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粲重子半轻衰变
• �� → ��� [S. Meinel, PRL (2017), 1611.09696]

• 2+1味；两个格距；�� = ~139 -- 352 MeV(4个取值)；
•  (轴)矢量流：6个形状因子
• z-expansion

• �� → ���/��+�− [S. Meinel, PRD97 (2018) 034511, 1712.05783]
• 2+1味，domain-wall fermions；两个格距；
• �� = ~230 -- 350 MeV（3个取值/格距）；
•  (轴)矢量流 + 张量流 形状因子
• modified BCL z-expansion

• �� → ��� [Q.-A. Zhang et al., Chin. Phys. C46, 011002 (2022), 2103.07064]
• 2+1味clover fermions；两个格距；�� = ~290, 300 MeV；无手征外推
•  (轴)矢量流 形状因子
• z-expansion

• �� → �∗ ���� �� [Meinel & Rendon, PRD105 (2022) 054511, 2107.13140]

• 2+1味；两个格距；�� = ~303, 340, 431 MeV；
• (轴)矢量流 + 张量流 形状因子
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BESIII, PRL(2015) 1510.02610
BESIII, PLB(2017) 1611.04382

2022/11/19 刘朝峰

S. Meinel, PRL(2017) 1611.09696

• 给出的|���|和从�� → ��得到的一致

�� → ���

BESIII, 2207.14149 � �� → ��+�� = �. ���� ��  �  using a 4.5 ��−� data sample

最新的BESIII结果

(轴)矢量流的6个形状因子



2022/11/19 刘朝峰 74

�� → ���

矢
量
流
形
状
因
子

• 末态含中子以及中微子，不利于实验测量

• 可和其他理论计算比较

（误差来自形状因子）

S. Meinel, PRD97 (2018) 034511, 1712.05783
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�� → �∗ ���� ��
• 形状因子的��依赖用 � − � 的幂次函数描写

BESIII, 2207.11483

BESIII reports the first evidence (4�) of �� → �∗ ���� �+��  × ��−� 

� = �对应�� = ����
� =  ��� −��∗ �

手征外推 离散效应

Meinel & Rendon, PRD105 (2022) 
054511, 2107.13140
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�� → ��� Q.-A. Zhang et al., Chin. Phys. C46, 011002 (2022), 2103.07064

离散效应

z-expansion

结合ALICE实验结果

结合Belle实验结果

实验误差主导
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|���|和|���|
��|���| = ��. � �. �  MeV,   ���|���| = ���. � �. �  MeV PDG2020, PTEP2020, 083C01

�+
�� � |���| = �. ���� �� ,   �+

�� � |���| = �. ���� �� HFLAV, EPJC81(2021) 226, 1909.12524

• 纯轻过程，LQCD误差比实验误差小

（2+1，2+1+1味）

• 介子半轻过程，LQCD误差比实验误差

大

• 使用形状因子的��依赖显著降低|���|

的误差

• 重子半轻过程，实验误差主导

CKM幺正性（第二行）在��−�精度上成立
（2+1味）

FLAG Review 2021, [arXiv:2111.09849]
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D-meson mixing
• D-mixing 被doubly Cabibbo压低（ |������

∗ |�）, long distance contribution dominates

• 但标准模型里long distance contribution中的CP破坏可忽略，所以可以考虑新物理中local有效算符

带来的CP破坏

• 最一般的∆� = �有效哈密顿量(dimenson-6)：

• In the SUSY basis, they are:

标准模型里，
只有��有贡献



• ETMC (2味, 精度3-5%, bag parameters, 4a’s; PRD90(2014), 1403.7302)

• ETMC (2+1+1味, 4-8%, 3a’s; PRD92(2015), 1505.06639)

79

D-meson mixing

2022/11/19 刘朝峰
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Isospin-breaking effects

• 精度达到约1%时，需开始考虑同位旋破缺效应

• 上下夸克质量差：�  �� −�� /���� ∼ �%

• QED效应：� ��� ∼ �%

• 1+1+1+1味QED+QCD模拟 [Borsanyi et al., Science 2015]

• 质量差：� − �, �± −��, ……

• Wilson-clover, 4 � ∼ [�. �� − �. ��] fm

• ��� = �, �/���, �/��, �/�

• Quenched QED

• 海夸克不带电荷

• 价夸克带电

• 3味QED+QCD模拟 [Horsley et al., J. Phys. G 2016]

• 质量差：� − �, �+ − ��

• de Divitiis et al., PRD87.114505.2013

• 质量差：� − �, �+ − ��

• 2味ETMC组态

• Giusti et al., Lattice2017

• 质量差：�+ − ��, �+ −��, �± −��

• ����
+

• 2+1+1味ETMC组态

• Di Carlo et al., PRD100.034514.2019

• �+, �+的纯轻衰变，2+1+1味ETMC组态

• HPQCD, PRD102.054511.2020

• ��/� = ���. � �. �  MeV

• HISQ作用量

• 2+1+1味MILC组态
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夸克双线性算符的非微扰重整

lNonperturbative: not using lattice perturbation theoy (LPT)

lLattice Perturbation Theory

ØComplicative, most calculation at 1-loop

ØConverges slowly

lSchrödinger functional [Lüscher et al., NPB384(1992)168, lat/9207009]

lUsing Ward Identities

E.g., �� from ���� = ���� for chiral fermions

lRI/(S)MOM [Martinelli et al., NPB445,81,1995, arXiv:hep-lat/9411010]

Regularization Independent (RI)

Momentum subtraction scheme (MOM)

l 格点计算中，格距倒数是一个自然的紫外截断：格点正规化

l 一般来说，算符的强子矩阵元需要重整以消除对格距的发散依赖

2022/11/19 刘朝峰

Sint, NPB421(1994)135, lat/9312079
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RI/(S)MOM

• Why RI?

• Works with both dimensional regularization � and lattice regulator �

• Match to �� scheme (continuum perturbation theory)

• (S)MOM: imposed on off-shell Green functions

(quark massless limit)

=    (tree-level) + (1-loop) + ……

Perturbative

2022/11/19 刘朝峰

Nonperturbative：

Lattice simulation
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RI/(S)MOM
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• RI/MOM（forward格林函数）

• �� = �� = �,     �� = ��

• RI/SMOM（S: symmetric）

• ��
� = ��

� = �� = �� = ��

• Nonperturbative effects are more suppressed in SMOM (1/�� vs. 1/��) [Aoki et al., 

PRD78.054510(2008)]

• Nonperturbative effects: infrared effects

• Irrelevant to ultraviolet behavior, need to be subtracted

• Conversion ratio ���/����� may converge faster than ���/����, true for �� 

[PRD82.114001, 054017(2010)]

外腿动量的选取不同 更一般情形
Interpolating MOM

��
� = ��

� = ��

� = ��/��

� ∈ [�, �]
• � = � (MOM)
• � = � (SMOM)

[2112.11140]
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总结

• 包含动力学夸克自由度的全QCD格点模拟近年来取得了很多进展

• 强子谱学、强子结构、极端条件QCD、软件和组态产生、强子矩阵元精确计算、......

• 粲物理相关的格点QCD计算可精确检验标准模型

• 衰变常数

• 形状因子

• 新物理模型低能有效算符的强子矩阵元

• 计算精度在向 1% 以内努力

• 提高统计量

• 控制各项系统误差（离散效应、手征外推、......）

• 考虑同位旋破缺效应、电磁效应

• 提高重正化常数的计算精度

• 考虑高阶电弱修正进一步提高精度


