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物理学中的散射过程

散射过程是研究量子物理的一个最重要的实验手段

卢瑟福的散射实验：α→ 金箔，发现了原子核。
弗兰克-赫兹实验：电子在水银蒸汽中散射 — 原子能级。

原子核的结构：α+ 14N→ p + 17O
粒子物理中：高能粒子散射—产生新的粒子。LHC, 重离子
碰撞等。

p + p→ p + p + π0



散射理论

研究散射理论不同的方式：

非相对论和相对论性散射：我们这里主要讨论非相对论散射

单道散射和多道散射。

时间依赖和时间无关的方式。



单道散射和多道散射

散射道 (Channel): 同样的入射态，可以有不同组散射末态,
每一组末态 — 散射道。
单道散射（Single channel scattering）：只有一组散射末态。
多道散射（Multichannel scattering）：可以有不止一组散射
末态。
例：多道散射.

α+ 14N→α+ 14N
p + 17O
α+ α+ 10B
etc.

单道散射: e.g. low energy
e + p→ e + p, n + α→ n + α

量子力学中的势散射。
单道散射：实际上是理想化的近似。
n− α collision above 20MeV, n knock α apart.
e− p always produce photons.



时间依赖 & 时间无关的散射描述

量子力学教科书中: 势散射, 时间无关的表述

ψ+
p

r→∞−−−−→ (2π)−3/2[eip·x + f(E, θ)eipr

r ]

入射动量为 p 的粒子束 + 散射的球面波，振幅为 f(E, θ).
微分散射截面（Differential cross section）:

dσ
dΩ =

scattered flux/solid angle
incident flux/area = |f(E, θ)|2

时间依赖的描述：free particles→ collision → free particles.
可归一化的时间相关的波函数：不同定态 ψ+

p 的叠加态。



Section 2

单粒子势散射的时间相关的描述



Classical scattering
这一章，我们主要考虑一个粒子打到靶上的弹性散射。靶子看成
质量很大，不动的，粒子质量很小。

典型的经典散射：设想经典的电子和原子散射, 分成三段
电子入射
相互作用阶段
电子出射

每一个散射轨道由入射和出射的渐近线完全刻画: 如果给定入射
的渐近线 xin，我们能够求出出射的渐近线 xout(t)，那么这个散
射问题就解决了。

入射渐近线：(ain(t = 0), vin),
出射渐近线：(aout(t = 0), vout),

}
由真实的轨道 x(t) 联系起来

系统除了散射态外，可能还有束缚态，没有有入射和出射的渐
近线。



系统所有的可能的解包括两种轨道：

散射轨道：

入射渐近线→散射轨道→出射渐近线

束缚态轨道：不对应入射渐近线和出射渐近线。

说明：

不是所有的势对应的散射轨道都有渐近线: 如果相互作用势
在趋于无穷时下降的不是足够快，则即使粒子相隔很远也不
能像自由粒子一样运动。例如，库仑势。

如果在近距离吸引相互作用足够强, 例如 V = −1/r3，则入
射粒子可能会被俘获，则有入射渐近线, 没有出射的渐近线,
或者反过来。

我们的散射理论主要考虑有入射和出射渐近线的过程, 这种
类型的势基本上几乎包括了所有我们关心的势。

我们极限中的 t→∞ 轨道与自由轨道无法区分，实际上微
观粒子的散射过程时间非常短 ∼ 10−10 秒，所以说对于微观
散射过程, 散射发生的 t < −10−10 和 t > 10−10 可以看成是
−∞ 和 ∞。



量子散射

我们考虑无自旋的单粒子处于一个特定的相互作用势中的散射问
题。波函数 ⟨x|ψ⟩ ∈ L2(R3), 模方可积的波函数空间 (H)。
对于量子散射过程，波函数随时间演化满足

i d
dt |ψt⟩ = H|ψt⟩, ⇒ |ψt⟩ = U(t)|ψ⟩ = e−iHt|ψ⟩

|ψ⟩ 是初始时刻系统的波函数。U(t)|ψ⟩, 类似于经典情形，我们
也称之为轨道 (orbit)。

初始时刻波函数决定了轨道。

假设相互作用势是定域的, 只与粒子的坐标有关，
H = H0 + V(x).
相互作用空间趋于 ∞ 时势趋于 0 的速度足够快，粒子远离
相互作用趋向于自由粒子运动。



渐近入射、出射态

在散射发生之前很长时间 U(t)|ψ⟩ 表示的是一个离相互作用
中心很远的一个波包，与某一个自由粒子的波包无法分辨,
对应于自由粒子态，|ψ0,t⟩ = U0|ψin⟩ = e−iH0t|ψin⟩, 所以我
们有

U(t)|ψ⟩ t→−∞−−−−→ U0(t)|ψin⟩

而在发生散射很长时间之后, 也与某自由粒子的波包无法分
辨

U(t)|ψ⟩ t→+∞−−−−→ U0(t)|ψout⟩

类似于经典情形的渐近线，U0(t)|ψin⟩ 和 U0(t)|ψout⟩, 可以
称为渐近入射、出射态, 分别由|ψin⟩ 和 |ψout⟩决定, 我们也
称 |ψin⟩ 和 |ψout⟩ 为相应的渐近入射、出射态。
与经典类似，不是所有的轨道都有渐近态。束缚态则没有渐
近态。

我们期望有渐近态的散射态和没有渐近态的束缚态张成整个
Hilbert 空间。



Interlude: 矢量的极限

在散射理论里面我们经常要考虑 t→∞ 时 Hilbert 空间中态矢的
极限。

强极限：我们说 |ψt⟩ 在 t→∞ 时强收敛于极限矢量 |ψ⟩ 当
且仅当

||ψt − ψ||
t→∞−−−→ 0.

其中范数 ||ψ|| = ⟨ψ|ψ⟩1/2.
弱极限：我们说 |ψt⟩ 在 t→∞ 时弱收敛于极限矢量 |ψ⟩ 当
且仅当

lim
t→∞
⟨χ|ψt⟩ = ⟨χ|ψ⟩, for ∀|χ⟩ ∈ H

强收敛 ψt → ψ，则一定弱收敛，limt→∞⟨ϕ|ψt⟩ = ⟨ϕ|ψ⟩, 反
之则不一定成立。弱极限存在的话不一定存在强极限。
例如: 自由波包 |ψ0⟩, 随时间演化 e−iH0t|ψ0⟩, 在空间会弥散
开来 limt→∞⟨x|ψt⟩ = 0, 但是, 始终 ||ψt|| = 1, 没有强极限.
物理上, 前面渐近态的定义是强极限意义下的。



散射理论适用条件：
很不幸，我们并没有一个散射理论适用的充分必要条件。我们只
列出对于球对称势, 散射理论可以适用的条件

1 当 r→∞, V(r) = O(r−3−ϵ), ϵ > 0, 比 r−3 更快趋于 0。库
仑势不满足。

2 当 r→ 0, V(r) = O(r−3/2+ϵ), ϵ > 0, 不比 r3/2 更奇异. 不满
足此条件的称之为奇异势 (singular).

3 在 0 < r <∞ 时 V(r) 连续，或有有限个有限的不连续性。
实际上，散射理论可以适用于更广泛的相互作用势，比如对于非
球对称的势，有好几个散射中心的时候, 或与自旋相关的，或非
局域的势等。

我们后面先假设满足上面的三个条件。例如，方形势，Yukawa
势，电子和原子散射等。

注意以上条件下，
∫

d3x|V(r)|2 <∞。



渐近条件
H 中的每一个矢量都可以对应一个真实的轨道的渐近态:
∀|ψin⟩ ∈ H, ∃ |ψ⟩, s.t. 当 t→ −∞,

U(t)|ψ⟩ − U0(t)|ψin⟩
t→−∞−−−−→ 0,

对于 t→ +∞, |ψout⟩ 同样。此条件称为渐近条件。

如果 V(r) 满足上页的条件，那么渐近条件成立。(证明跳过 goto
pg. 17)
证明：上面式子可以写为

|ψ⟩ − U(t)†U0(t)|ψin⟩
t→−∞−−−−→ 0

我们只需证明 ∀|ψin⟩ ∈ H, U(t)†U0(t)|ψin⟩ 存在极限。考虑
d
dtU†(t)U0(t) = ieiHt(H− H0)e−iH0t = iU†(t)VU0(t)

那么

U(t)†U0(t)|ψin⟩ = |ψin⟩+ i
∫ t

0
dτU†(τ)VU0(τ)|ψin⟩



期望 t→ −∞

U(t)†U0(t)|ψin⟩ = |ψin⟩+ i
∫ t

0

dτU†(τ)VU0(τ)|ψin⟩

存在，只需要积分在 t→ −∞ 时收敛, 一个充分条件是∫ 0

−∞
dτ∥U†(τ)VU0(τ)|ψin⟩∥ =

∫ 0

−∞
dτ∥VU0(τ)|ψin⟩∥ <∞ (1)

我们先考虑 ⟨x|ψin⟩ = e−(x−a)2/(2ξ2) 是高斯型∣∣⟨x|U0(τ)|ψin⟩
∣∣2 =

(
1 +

τ2

m2ξ4

)−3/2

exp
[
− (x− a)2
ξ2 + τ2/m2ξ2

]

∥VU0(τ)|ψin⟩∥2 =

∫
d3x|V(x)|2

(
1 +

τ2

m2ξ4

)−3/2

exp
[
− (x− a)2
ξ2 + τ2/m2ξ2

]
≤
[ ∫

d3x|V(x)|2
](

1 +
τ2

m2ξ4

)−3/2

所以，(1) 中积分,∫ 0

−∞
dτ∥VU0(τ)|ψin⟩∥ <

[ ∫
d3x|V(x)|2

]1/2 ∫ 0

−∞

(
1+

τ2

m2ξ4

)−3/4

<∞



上面对高斯型波函数证明了渐近条件。

数学上可以证明，对于非高斯型的 L2(R3) 中的波函数，总
可以通过有限的高斯型函数线性叠加来无穷逼近。

由范数的性质 ∥ψ + χ∥ ≤ ∥ψ∥+ ∥χ∥ 可以证明对一般的
L2(R3) 中的波函数，渐近条件都满足。

上面证明中我们只需要用到
∫

d3x|V(x)|2 <∞。
对出射态，同样也可以证明渐近条件。



Møller operators
证明中，我们实际上看到，实际的态 |ψ⟩ 在 t = 0 时线性依
赖于渐近态 |ψin⟩

|ψ⟩ = lim
t→−∞

U†(t)U0(t)|ψin⟩ ≡ Ω+|ψin⟩

同样，对于出射态，

|ψ⟩ = lim
t→+∞

U†(t)U0(t)|ψout⟩ ≡ Ω−|ψout⟩

我们定义了 Ω± = limt→∓∞ U†(t)U0(t), 称为 Møller wave
operators, 是幺正算符的极限，所以是 isometric operator.
意义：对于 H 中的任意态 |ψin⟩, Ω+ 作用后得到 t = 0 时刻
的有相互作用系统的态，此态是由 |ψin⟩ 所标记的渐近态演
化而来。对出射态同理。



实际实验中，

加速器中制备好入射的渐近态波包 U0(t)|ψin⟩, |ψin⟩ = |ϕ⟩
由加速器特性决定。我们引入

|ϕ+⟩ ≡ Ω+|ϕ⟩, ∀|ϕ⟩

测量仪器测量特定的出射渐近态 |ψout⟩ = |χ⟩

|χ−⟩ ≡ Ω−|χ⟩, ∀|χ⟩

|ϕ+⟩ 代表 t = 0 时刻, 由 t→ −∞ 的渐近态 U0(t)|ϕ⟩ 演化
来的态。

|χ−⟩ 代表 t = 0 时刻, 将要在 t→ +∞ 演化为渐近态
U0(t)|χ⟩ 的态。



Interlude: 幺正算符 (Unitary) 和 Isometric
operator

Hilbert 空间 H 中的幺正算符定义：
定义域和值域都是整个空间：D(U) = R(U) = H.
保内积:∀u, v ∈ H, ⟨Uu|Uv⟩ = ⟨u|v⟩.

Isometric operator:
定义域是整个空间：D(U) = H.
保 norm :∀u ∈ H, ||Uu|| = ||u||.



注意 Isometric operator 没有说值域是整个空间, 一般来说
R(U) ̸= H。
幺正算符都是 isometric operators. 但是反之不一定成立。
对于有限维空间，幺正算符和 isometric operators 没有区别.
只有在无穷维空间中两者有区别。

例如：a set of basis, |1⟩, |2⟩ . . . , Ω|1⟩ = |2⟩, Ω|2⟩ = |3⟩ …,

|Ωn⟩ = |n + 1⟩

Ω has an inverse.

Ω−1|n⟩ = |n− 1⟩, for n ≥ 2,

However, Ω−1|1⟩ is not defined.
Ω−1Ω = I, however ΩΩ−1 ̸= I. Ω−1 的定义域只包含
|2⟩, |3⟩ . . . 张成的空间。



Unitary operator:

Isometric operator:



Interlude: 算符的极限
算符的弱收敛：

lim
t→∞
⟨ψ|At|χ⟩ = ⟨ψ|A|χ⟩ , for ∀|ψ⟩, |χ⟩ ∈ H

算符的强收敛：∀|χ⟩ ∈ H, ∃|ϕχ⟩ ∈ H, s.t.
lim

t→∞

∥∥At|χ⟩ − |ϕχ⟩
∥∥ = 0,

定义算符 A, for ∀|χ⟩, Aχ ≡ ϕχ, limt→∞ At ≡ A.
后面我们要用到的是算符的强极限。
在无穷维空间中，At → A 并不意味着 A†

t → A†.
在无穷维空间中，At → A, Bt → B, 并不意味着
AtBt → AB.
幺正算符的极限并不一定是幺正算符。

Ut|ψ⟩ → Ω|ψ⟩, ∀|ψ⟩ ∈ H
⇒∥Ωψ∥ = lim

t
∥Utψ∥ = ∥ψ∥

所以仅仅得到 Ω 是 isometric 的, Ω†Ω = 1。但是 ΩΩ† = 1
一般来说不一定成立。



散射态和束缚态

前面说过 H 中任何一个态都可以标记一个（有相互作用的)
真实态 U(t)|ψ⟩(轨道) 对应的 (自由) 渐近态 |ψin⟩。

∀ψin ∈ H, ∃|ψ⟩, s.t. U(t)|ψ⟩ t→−∞−−−−→ U0(t)|ψin⟩

那么，H 中任何一个态 |ϕ⟩ 对应的轨道 U(t)|ϕ⟩ 是否对应有
渐近态呢？

∀|ψ⟩ ∈ H, ∃ |ψin⟩, s.t. U(t)|ψ⟩ t→−∞−−−−→ U0(t)|ψin⟩?

类似于经典情形，答案是否定的。对于足够强的吸引势还可
以有束缚态。

对于束缚态 |ϕ⟩ 对应的轨道 U(t)|ϕ⟩ 是定态，粒子束缚在势
的局部, 不会变成自由态。所有束缚态张成的空间 B.
我们期望散射态: 有渐近入射态的轨道都有渐近出射态。
R± : |ψ±⟩ = Ω±|ψ⟩, |ψ⟩ ∈ H, range of Ω±

我们期望所有散射态和束缚态张成整个 Hilbert 空间。



正交性

定理: 满足前面适用条件的势，散射态空间和束缚态空间正交,
R± ⊥ B。
证明：考虑 R+。若 |ψ⟩ ∈ R+, |ϕ⟩ ∈ B, 我们需要证明 ⟨ψ|ϕ⟩ = 0
由于

⟨ϕ|ψ⟩ =⟨ϕ|U†(t)U(t)|ψ⟩, for ∀t
=eiEt⟨ϕ|U(t)|ψ⟩
= lim

t→−∞
eiEt⟨ϕ|U(t)|ψ⟩

= lim
t→−∞

eiEt⟨ϕ|U0(t)|ψin⟩

=0

由于 U(t)|ϕ⟩ 是定态，始终局域在势里，而散射态渐近的入射态
U0(t)|ψin⟩ 是自由的波包，会渐渐弥散开来所以最后的内积趋于
0。



渐近完备

一个散射理论是渐近完备的如果

R+ = R− = R

(
all states with
in asymptotes

)
=

(
all states with
out asymptotes

)
=

(
all states orthogonal
to the bound states

)
这时，R ⊕B = H。

对于某些相互作用理论是渐近完备的证明很复杂，我们这里就不
讨论了。我们后面用另一种方式证明。这里只是陈述满足前面适
用性条件的相互作用下的散射理论都是渐近完备的。



我们对散射的描述，

整个 Hilbert 空间分成互相正交的两部分：散射态 R 和束缚
态空间 B。

∀|ψ⟩ ∈ R, 轨道 U(t)|ψ⟩ 描述一个具有入射渐近态和出射渐
近态的散射过程，

U(t)|ψ⟩ t→−∞−−−−→ U0(t)|ψin⟩
t→+∞−−−−→ U0(t)|ψout⟩

对于 ∀|ψin⟩(|ψout⟩) ∈ H, 唯一标记一个轨道 U(t)|ψ⟩ 的渐近
入射 (出射) 态, 由 Møller operator 联系起来

|ψ⟩ = Ω+|ψin⟩ = Ω−|ψout⟩

Møller operator 是 isometric 的，但是如果有束缚态时不是幺
正的。只有在没有束缚态时, 即 R = H 时，才是幺正的。
Bound state |ϕ⟩ ∈ H 也唯一标记一个散射态的入射态：
U0(t)|ϕ⟩ 也会弥散掉, 但 U(t)|ϕ⟩ 不会弥散掉。



Ω 是 isometric operator, Ω†
±Ω± = 1, 但是 Ω±Ω

†
± ̸= 1。

Ω±Ω
†
±R = R, Ω†

±B = 0。



Section 3

散射算符



散射算符
实验上的散射只关心渐近的入射渐近态对应的出射渐近态:
入射渐近态 → 相互作用决定 → 出射渐近态。

问题主要是将出射渐近态用入射渐近态表示出来，而不去关
心中间态是什么。
由 Ω†

−Ω− = 1

|ψ⟩ = Ω−|ψout⟩ ⇒ |ψout⟩ = Ω†
−|ψ⟩ = Ω†

−Ω+|ψin⟩
我们定义散射算符 (scattering operator)

S = Ω†
−Ω+

则 |ψout⟩ = S|ψin⟩。如果我们得到 S 算符那么就给出了散射
问题的解。
实验上，加速器制备 |ψin⟩ = |ϕ⟩ → t = 0, |ϕ+⟩ = Ω+|ϕ⟩,
探测器希望探测 |ψout⟩ = |χ⟩ ← t = 0,|χ−⟩ = Ω−|χ⟩。
那么探测到信号的概率

w(χ← ϕ) = |⟨χ− |ϕ+⟩|2 = |⟨χ|Ω†
−Ω+|ϕ⟩|2 = |⟨χ|S|ϕ⟩|2

概率振幅 ⟨χ|S|ϕ⟩ 就是 S-矩阵元。
实际上，我们后面会定义更加实用的可观测量，散射截面。



S 算符的幺正性

Ω± 渐近完备：Ω+H = R = Ω−H ⇒ SH = H,
D(S) = R(S) = H.
Ω± 都是 isometric ⇒ S is isometric.

所以，S 是幺正的。实际上，上面的渐近完备性是关键。
幺正性的意义：概率守恒

⟨ψin|ψin⟩ = 1 ⇒ ⟨ψout|ψout⟩ = ⟨ψin|S†S|ψin⟩ = 1

这是散射算符最重要的性质。



Intertwining relation
总的哈密顿量：H = H0 + V
Møller 算符的一个性质：

HΩ± = Ω±H0

证明：

eiHτΩ± =eiHτ [ lim
t→∓∞

eiHte−iH0t]

= lim
t→∓∞

eiH(t+τ)e−iH0t

= lim
t→∓∞

eiH(t+τ)e−iH0(t+τ)eiH0τ

=[ lim
t→∓∞

eiHte−iH0t]eiH0τ

=Ω±eiH0τ

对 τ 求导, τ → 0

eiHτHΩ± = Ω±H0eiH0τ → HΩ± = Ω±H0



由前面的 intertwine 关系，及 Ω†
±Ω± = 1

Ω†
±HΩ± = H0

Ω± 将完全哈密顿量和自由哈密顿量联系起来。

在有束缚态时，Ω± 并不是幺正变换，所以 H 的谱和 H0 的
谱可以不一样。

注意：不能得到 Ω±H0Ω
†
± = H



A property of S-Matrix: conservation of
energy

H = H0 + V 不显含时间, 总能量守恒。
但是，我们关心的是入射和出射的渐近态，渐近态的能量是
H0 表示的，可以想象在渐近态处没有相互作用势，总能量
就是自由粒子的能量，所以也是守恒的。

实际需要证明这件事。

由 S = Ω†
−Ω+, Ω±H0 = HΩ±, H0Ω

†
± = Ω†

±H,

[S,H0] = [Ω†
−Ω+,H0] =Ω†

−Ω+H0 − H0Ω
†
−Ω+

=Ω†
−HΩ+ − Ω†

−HΩ+ = 0

能量平均值：由 [S,H0] = 0, S†S = SS† = 1

⟨ψout|H0|ψout⟩ = ⟨ψin|S†H0S|ψin⟩ = ⟨ψin|H0|ψin⟩



换一种方式：由 [S,H0] = 0, 有共同本征态，
自由粒子能量本征态，可以选自由平面波作为基矢，

ψp(x) = ⟨x|p⟩ =
1

(2π)3/2
eik·x, ⟨p′|p⟩ = δ3(p− p′),

H0|p⟩ =
p2

2m

平面波 ψp(x) 并不属于 L2(R3), 并不是现实中可实现的态,
但是 L2(R3) 的态可以用平面波进行叠加。

|φ⟩ =
∫

d3pφ(p)|p⟩, ⟨φ|φ⟩ =
∫

d3p|φ(p)|2 <∞

S 矩阵元可以在从 |p⟩ 基矢的表象下表示，⟨p′|S|p⟩, 由
ψin(p) 散射到 |p′⟩ 上的概率振幅 ψout(p′)

ψout(p′) =

∫
d3p⟨p′|S|p⟩ψin(p)



由 0 = [H0, S],

0 = ⟨p′|[H0, S]|p⟩ = (E′ − E)⟨p′|S|p⟩,
⇒ ⟨p′|S|p⟩ = δ(E− E′)× (remainder)

这也是能量守恒在动量空间中的表现。



T 矩阵元与散射振幅
进一步我们定义 R 算符，S = 1 + R, 矩阵元

⟨p′|R|p⟩ = −2πiδ(E− E′)t(p′ ← p)

即
⟨p′|S|p⟩ = δ3(p′ − p)− 2πiδ(E− E′)t(p′ ← p)

第一项代表没有相互作用时粒子穿过去的振幅。
第二项代表由于相互作用散射的振幅, 总能量守恒，但是动
量分量并不守恒。
对于一大类相互作用势，t(p′ ← p) 是动量的解析函数，我
们这里先假设至少是连续的。
t(p′ ← p) 只有在 E = E′, 即 p2 = p′2 时有定义，我们称之
为能量在壳的 (on the energy shell) 或在壳的 T 矩阵元
(on-shell T matrix element)。（非相对论）
显然在壳的 t(p′ ← p) 并不能定义一个算符，后面我们会看
到实际上我们可以定义一个 T 算符，其在壳矩阵元 ⟨p′|T|p⟩
给出 t(p′ ← p)。



对于实验来说，只有在壳的 T 矩阵元才与可观测量相关。我们
定义散射振幅

f(p′ ← p) = −(2π)2mt(p′ ← p)

后面会看到这个定义和量子力学课程中定义的散射振幅是一致
的。S 矩阵用 f 写则为

⟨p′|S|p⟩ = δ3(p′ − p)− i
2πmδ(E− E′)f(p′ ← p)



Section 4

散射截面



经典散射截面
假设我们可以测量入射动量
和出射动量, 无法测量碰撞
参数 (impact factor) ρ。我们
要获得尽量多的靶的信息。

如果一次实验，只能知道是否发生了散射：如果动量没变,
没有发生散射; 如果动量改变了，则发生散射了。
多次散射实验，随机的碰撞参数: 已知垂直 p0 方向上每单
位面积的入射粒子数 ninc，那么总的发生散射的粒子数 Nsc

Nsc = nincσ

σ 可以看成是靶子在垂直于 p0 方向上的横截面积, 称为散
射截面 (scattering cross section)。
还可以数散射到不同方向立体角 ∆Ω 内的粒子数
Nsc(∆Ω) = nincσ(∆Ω), 对于无穷小的 dΩ,

σ(dΩ) = dσ
dΩdΩ

dσ
dΩ 称为微分散射截面 (differential cross section)。



说明：

入射粒子必须足够多，入射的碰撞参数足够随机, 均匀，这
样入射的粒子数面密度才真实。

我们入射粒子束的截面只要比散射截面大就可以了。

向前散射的微分散射截面并没有好的定义，因为向前散射的
粒子跟没有散射的粒子没法区分。但是实际上数学上我们可
以通过连续的延拓其他方向的微分散射截面外推来定义向前
的微分散射截面。



量子的散射截面

入射渐近态, 动量空间 ψin(p) = ⟨p|ψin⟩。
出射渐近态，动量空间 ψout(p) = ⟨p|ψout⟩。
给定相互作用势，ψin 决定 ψout → 在 t→∞ 在动量 p̂ 方向
附近探测到粒子的概率：

w(dΩ← ψin) = dΩ
∫ ∞

0
p2dp|ψout(p)|2, p = pp̂

加速器制备的态我们只知道是一个波包，动量分布集中在
p0 附近，与经典类似，我们要对随机的碰撞参数 ρ ⊥ p0 的
态取平均 |ψin⟩ = |ϕρ⟩ = e−ip·ρ|ϕ⟩, 动量表象

ϕρ(p) = e−ip·ρϕ(p)



足够多次散射实验, 随机的 ρi, i = 1, 2, . . ., 散射到 dΩ 中的
粒子数

Nsc(dΩ) =
∑

i
w(dΩ← ϕρi) → Nsc(dΩ) =

∫
d2ρnincw(dΩ← ϕρ)

=nincσ(dΩ← ϕ)

dσ = σ(dΩ← ϕ) =

∫
d2ρw(dΩ← ϕρ) (2)

dσ = σ(dΩ← ϕ) ∝ dΩ, dσ
dΩ 为微分散射截面。

换一种方式：对每一块面元 d2ρ 以权重 w(dΩ← ϕρ) 求和
→ ϕρ 当 ρ 均匀随机分布时，散射到 dΩ 立体角内粒子对应
的靶子的等效的散射截面。



说明：(跳过)
加速器产生的粒子的波函数可能不同，我们实际还要对不同
的波函数对应的 w(dΩ← ϕ) 求平均。

对于足够集中于平均动量 p0 的动量分布，截面 σ(dΩ← ϕ)
与 ϕ(p) 分布的细节关系不大, 可以写成 σ(dΩ← p0)。

实际的实验中，加速器产生粒子束打到金属薄片的靶子上，
入射粒子很多，而且靶粒子散射中心也很多，若入射粒子和
靶粒子都是均匀分布的，则等效于对入射粒子随机的碰撞参
数做平均。

要达到我们计算散射截面的理想情况必须入射粒子束和靶粒
子都比较稀薄，这样保证入射粒子之间的相互作用可以忽
略，而且每一个入射粒子主要是和一个靶粒子进行散射。



散射截面的计算
散射截面：入射波包动量集中在 p0 附近，

σ(dΩ← ϕ) =

∫
d2ρw(dΩ← ϕρ)

w(dΩ← ϕρ) =dΩ
∫ ∞

0
p2dp|ψout(p)|2

可以用散射振幅来表示。ψout(p) 是对于入射态为 |ψin⟩ = |ϕρ⟩
的态散射后的波函数。又由散射矩阵元定义，以及

⟨p|S|p′⟩ = δ3(p′ − p)− i
2πmδ(E− E′)f(p← p′)

ψout(p) =
∫

d3p′⟨p|S|p′⟩ψin(p′)

=ψin(p) +
i

2πm

∫
d3p′δ(E− E′)f(p← p′)ψin(p′)

其中 ψin(p) = e−iρ·pϕ(p). 下面假设出射 p 不在 p0 方向的小邻
域内, 则第一项 ψin(p) 没有了。用 (2) 求微分散射截面。



σ(dΩ← ϕ) =
dΩ

(2π)2m2

∫
d2ρ

∫ ∞

0
p2dp

×
∫

d3p′δ(Ep − Ep′)f∗(p− p′)eiρ·p′
ϕ∗(p′)

×
∫

d3p′′δ(Ep − Ep′′)f(p− p′′)e−iρ·p′′
ϕ(p′′)

利用
∫

d2ρe−iρ·(p′−p′′) = (2π)2δ2(p′
⊥ − p′′

⊥),
δ(Ep′′ − Ep′) = 2mδ(p′2 − p′′2)

δ2(p′
⊥ − p′′

⊥)δ(Ep′′ − Ep′) =
m
p′∥
δ3(p′ − p′′)

σ(dΩ← ϕ) =
dΩ
m

∫ ∞

0
p2dp

∫
d3p′ 1p′∥

δ(Ep − Ep′)
∣∣f(p− p′)ϕ(p′)

∣∣2
=dΩ

∫
d3p′ p′

p′∥

∣∣f(p− p′)ϕ(p′)
∣∣2, |p| = |p′|

ϕ(p)sharply=========
peaks at p0

dΩ
∣∣f(p− p0)

∣∣2 ∫ p2dp
∣∣ϕ(p′)

∣∣2 = dΩ
∣∣f(p− p0)

∣∣2



当 ϕ(p) 主要集中在 p0 附近时,

σ(dΩ← ϕ) =dΩ
∣∣f(p← p0)

∣∣2 ≡ dσ
dΩ(p← p0)dΩ

==⇒ dσ
dΩ(p← p0) = |f(p← p0)|2

这就是我们熟悉的量子力学里面给出的微分散射截面的公式。剩
下的工作则是如何利用相互作用势计算出 S 矩阵元或 f。



说明：

上面我们的波包 ϕ(p) 要求足够集中在 p0 其目的就是可以
将 f(p← p0) 从积分中拿出来; f(p← p0) 必须在 ϕ(p) 不为
零区域 p0 附近足够连续, 变化缓慢。
f(p← p0) 往往和 V(r) 的傅氏变换有关。所以上面条件实际
上要求在坐标空间中，波包必须比势的变化要缓慢，比势要
更宽。

我们的散射方向不包括向前的方向，p ̸= p0。如果包含的话，
对 ρ 积分会发散。但是 f 是连续的, 数学上我们可以从其他
方向上连续外推到 p0 方向上来定义向前的散射振幅。

这里只和 |f|2 有关，跟相位没有关系。



光学定理
可以由 S 的幺正性 S†S = 1，将向前散射振幅的虚部和散射截面
联系起来。由 S = 1 + R 带入幺正性关系，

(1 + R†)(1 + R) = 1⇒ R + R† = −R†R
矩阵元

⟨p′|R|p⟩+ ⟨p|R|p′⟩∗ = −
∫

d3p′′⟨p′′|R|p′⟩∗⟨p′′|R|p⟩

由

⟨p′|R|p⟩ = i
2πmδ(Ep′ − Ep)f(p′ ← p)

代入得 ( Ep = E′
p 时)

f(p′ ← p)−f(p← p′)∗ =
i

2πm

∫
d3p′′δ(Ep′′−Ep)f∗(p′′ ← p′)f(p′′ ← p)

设 p′ = p,

Imf(p← p) = p
4π

∫
dΩp′′

∣∣f(p′′ ← p)
∣∣2 = p

4π
σ(p)

σ(p) 是总散射截面，σ(p) =
∫

dΩp′ dσ
dΩ(p′ ← p)。



光学定理告诉我们

散射振幅一般来说不是实的, 向前散射振幅的虚部是正定的。
微分散射截面只能得到 |f|, 但是由光学定理可以得到向前散
射的 Imf, 所以可以得到 Ref。
后面我们会讲到色散关系，将振幅的实部和虚部的积分产生
关系, 由光学定理，跟散射截面产生关系。
可以推广到非弹性散射。

因为只用到 S 的幺正性，可以推广到相对论情形。



Section 5

两无自旋粒子散射

Summary (pg. 64)



两无自旋粒子的散射

前面我们讨论了单粒子在靶粒子产生的相互作用势下的散
射。面讨论两无自旋的粒子的弹性散射。

我们先只考虑非全同粒子的散射。

前面单粒子的讨论可以很容易的推广到这个情形: 在质心系，
两粒子弹性散射和单粒子情形一样。



两粒子波函数

Hilbert 空间，H1 ⊗H2, (ψ(x1, x2) = ϕ(x1)χ(x2), 对应的态
|ψ⟩ = |ϕ⟩ ⊗ |χ⟩)
两非全同粒子系统波函数 |ψ⟩ =

∑
mn cnm|n⟩1 ⊗ |m⟩2, 特殊

情形 |ψ⟩ = |ϕ⟩1 ⊗ |χ⟩2。
内积:(1⟨ϕ′| ⊗ 2⟨χ′|)(|ϕ⟩1 ⊗ |χ⟩2) = ⟨ϕ′|ϕ⟩⟨χ′|χ⟩
这种张量积空间实际上只要多了一个自由度就可以用张量积
空间表示, 例如，空间和自旋的张量积空间
H = Hspace ⊗Hspin。

算符的张量积：(A⊗ B)(|ϕ⟩ ⊗ |χ⟩) = (A|ϕ⟩)⊗ (B|χ⟩)
H1 中的算符 A 在 H1 ⊗H2 空间中应看成是 A⊗ 12, 同理对
于 H2 中的算符 B 在 H1 ⊗H2 空间中应看成是 11 ⊗ B,

AB = A⊗ B = (A⊗ 12)(11 ⊗ B), 且 [A,B] = 0

例如，总动量算符 P = P1 + P2 = P1 ⊗ 12 + 11 ⊗ P2.



H = H1 ⊗H2, H 因子化为两个 Hilbert 空间。但是因子化
的方式可以不同。每个波函数可以用两粒子坐标表象来写，
也可以用质心系的坐标来写, H = H1 ⊗H2 = Hcm ⊗Hrel,

x̄ =
m1x1 + m2x2

m1 + m2
, x = x1 − x2



考虑两粒子 Hamiltonian:

H =
P2
1

2m1
+

P2
2

2m2
+ V(x1 − x2) = H0 + V

可以用总动量 P̄ 和相对动量 P 表示：

P̄ = P1 + P2, P =
m2P1 −m1P2

m1 + m2
.

质心坐标，相对坐标：

X̄ =
m1X1 + m2X2

m1 + m2
, X = x = X1 −X2

定义总质量 M = m1 + m2, 约化质量 m = m1m2
m1+m2

H =
P̄2

2M +
[ P2

2m + V(x)
]
≡ Hcm + Hrel

P̄, X̄,Hcm 只作用到 Hcm 上，X,P,Hrel 只作用到 Hrel 上。
[Hcm,Hrel] = 0。



时间演化算符也因子化成

U(t) ≡ e−iHt =e−i(Hcm+Hrel)t

=e−iHcmte−iHrelt

=e−iHcmt ⊗ e−iHrelt

质心的运动和相对运动是独立的。

质心部分哈密顿量 Hcm = P̄2

2M , 质量为 M 的自由运动粒子。
相对运动部分，与单粒子在势中运动相同。

自由两粒子演化算符也可以分成两部分：

H0 =
P2
1

2m1
+

P2
2

2m2
= H1 + H2

=
P̄2

2M +
P2

2m = Hcm + H0,rel (3)

U0(t) =e−iH0t = e−iH1te−iH2t = e−iHcmte−iH0,relt



两粒子散射算符
两粒子散射问题实际上跟单粒子势散射等价。我们期望会有散射
态随时间演化 U(t)|ψ⟩, 在 t→ ∓∞ 时趋于自由态 U0(t)|ψin/out⟩

渐近态条件：对于每一个 |ψin⟩ ∈ H, ∃U(t)|ψ⟩
lim

t→∓∞
∥U(t)|ψ⟩ − U0(t)|ψin/out⟩∥ = 0

即 |ψ⟩ = U†(t)U0(t)|ψin/out⟩ 存在极限，

lim
t→∓∞

U†(t)U0(t) = lim
t→∓∞

(eiHcmt ⊗ eiHrelt)(e−iHcmt ⊗ e−iH0,relt)

= lim
t→∓∞

1cm ⊗ (eiHrelte−iH0,relt)

Hrel =
P2

2m + V(x), H0,rel =
P2

2m
Hrel , H0,rel 与单粒子情形下的哈密顿量和自由哈密顿量相
同。所以，如果势满足之前单粒子散射时的条件的话，
(eiHrelte−iH0,relt) 存在极限 Ω± = limt→∓∞eiHrelte−iH0,relt

与 |ψin⟩ 对应的轨道 (对于 |ψout⟩ 类似)
|ψ⟩ = limt→−∞U(t)U0(t)|ψin⟩ = (1cm ⊗ Ω+)|ψin⟩ ≡ Ω+|ψin⟩



渐近完备

渐近完备的性质可以由单粒子势散射直接搬过来。跟单粒子情形
满足同样的适用条件的势时，

所有有入射态的轨道空间与有出射态的轨道空间相等构成散
射态空间 R

Ω+H = Ω−H = R,

散射态空间和束缚态空间一起张成整个两粒子态的 Hilbert
空间。

H = R ⊕B

我们同样定义散射算符 S = Ω†
−Ω+, 类似于单粒子情形，S 是幺

正算符，将 |ψin⟩ 映射到对应的出射渐近态 ψout = S|ψin⟩。由
Ω± = 1cm ⊗ Ω±, 我们有

S = 1cm ⊗ S

S = Ω†
−Ω+ 就是 Hrel 作为单粒子哈密顿量计算的散射算符是一

样的。



能量动量守恒

由 S = 1cm ⊗ S, 可得 [S, P̄] = 0, 所以质心总动量守恒。
与单粒子时相同, [S,H0] = 0, 能量守恒。
S 矩阵元应该满足

⟨p′
1p′

2|S|p1p2⟩ ∼ δ(E1 + E2 − E′
1 − E′

2)δ3(p1 + p2 − p′
1 − p′

2)

对于非相对论系统 Ei =
p2

i
2mi

.
P1,P2; P̄,P, 共同本征态：|p1p2⟩ = |p̄, p⟩

ei(p1·x1+p2·x2) = ei(p̄·x̄+p·x) (4)

由 S = 1cm ⊗ S.

⟨p′
1, p′

2|S|p1, p2⟩ = ⟨p̄′, p′|1cm ⊗ S|p̄, p⟩ = δ3(p̄− p̄′)⟨p′|S|p⟩

相对运动 S 矩阵可以定义相对运动的 t 矩阵元

⟨p′|S|p⟩ = δ3(p′ − p)− 2πiδ(Ep − Ep′)t(p′ ← p)



⟨p′
1, p′

2|S|p1, p2⟩ =δ3(p̄− p̄′)δ3(p′ − p)
− 2πiδ3(p̄− p̄′)δ(Ep − Ep′)t(p′ ← p)

=δ3(p′
1 − p1)δ3(p′

2 − p2)

− 2πiδ3(
∑

i
pi −

∑
p′

i)δ(
∑

i
Ei −

∑
i

E′
i)t(p′ ← p)

注意：
∑

i Ei = Ecm + Erel.



在不同参考系中的散射截面
常用的参考系：

实验室系 (laboratory frame of reference)：初始靶粒子处于静
止的参考系。

质心系 (center of mass frame): 质心处于静止的参考系。
任意参考系: 两个粒子都是运动的参考系，到某立体角 ∆Ω 的散
射截面

Nsc(∆Ω← p1, p2) = ninc(p1, p2)σ(∆Ω← p1, p2)

总的散射到 ∆Ω 的粒子数与参考系选取无关，

Nsc(∆Ω← p1, p2) = Nsc(∆Ω′ ← p′
1, p′

2)

ninc 取与相对动量垂直方向的截面上的密度, 与参考系选取
无关。ninc(p1, p2) = ninc(p′

1, p′
2)

所以,
σ(∆Ω← p1, p2) = σ(∆Ω′ ← p′

1, p′
2)



对于微分散射截面：

σ(dΩ← p1, p2) =
dσ
dΩ(dΩ← p1, p2)

由于在不同参考系变换前后散射角不同，对应的立体角 dΩ 则会
变换, 导致微分散射截面会差一个变换( dσ

dΩ

)′
(dΩ′ ← p′

1, p′
2) =

( dσ
dΩ

) dΩ
dΩ′

非相对论情形：质心系到实验室系变换( dσ
dΩ

)
lab

=
( dσ

dΩ

)
cm

(1 + 2λ cos θcm + λ2)3/2

|1 + λ cos θcm|

λ = m1/m2



质心系散射截面
质心系: 波包主要集中在 p̄ = 0, p1 = −p2 = p。

w(dΩ← ψin) = dΩ
∫

d3p̄
∫ ∞

0
p2dp|ψout(p̄, p)|2

此处对 p̄ 积分是因为实验并不关心总动量。其中 ψout

ψout(p̄, p) = ψin(p̄, p)+
i

2πm

∫
d3p′δ(Ep−Ep′)f(p← p′)ψin(p̄, p′)

ψin(p̄, p) ∼ ϕ1(p1)ϕ2(p2), ϕ1(p1) 和 ϕ2(p2) 分别集中在
p1 = p0,p2 = −p0, 相当于总分布 ψin(p̄, p) 主要集中在
p̄ = 0, p = p0。
考虑入射态 p1 可以有随机的非零碰撞参数 ρ ⊥ p0，
ψin(p̄, p) = e−iρ·p1ϕ1(p1)ϕ2(p2),

Nsc(dΩ← ϕ) =
∑

i
w(dΩ← ϕρi) = ninc

∫
d2ρw(dΩ← ϕρ)

=nincσ(dΩ← ϕ)



与前面类似考虑到 ψin 主要集中在 p̄ = 0, p = p0, dΩ 不包
含向前散射 p0，可得

σ(dΩ← ϕ) = dΩ|f(p← p′)|2

由于这个表达式与 ϕ 无关，我们可以写成

σ(dΩ← p0) =
dσ
dΩ(p← p0)dΩ,

dσ
dΩ(p← p0) =

∣∣f(p← p′)
∣∣2



Summary:
两粒子态空间 H 可以写成质心运动态空间和相对运动态空
间的张量积— 质心自由运动 ⊗ 单粒子散射 (pg.52): 选择不同
表象,{P1,P2}, {P̄,P}, H = H1 ⊗H2 = Hcm ⊗Hrel
Møller 算符和 S: Ω± = 1cm ⊗ Ω±, S = 1cm ⊗ S. (pg.56)

渐近完备：Ω±H = R, H = R ⊕B. (pg.57)

散射初末态总能量动量守恒: [S, P̄] = [S,H0] = 0, (pg.58)

⟨p′
1, p′

2|S|p1, p2⟩ =δ3(p̄− p̄′)δ3(p′ − p)
− 2πiδ3(p̄− p̄′)δ(Ep − Ep′)t(p′ ← p)

=δ3(p′
1 − p1)δ3(p′

2 − p2)

− 2πiδ3(
∑

i
pi −

∑
p′

i)δ(
∑

i
Ei −

∑
i

E′
i)t(p′ ← p)

质心系散射振幅 f(p← p′) = −4π2mt(p← p′), 质心系的散
射截面 (pg.62)

dσ
dΩ(p← p0) =

∣∣f(p← p′)
∣∣2

质心系到实验室系变换 (pg.61)：(非相对论)λ = m1/m2( dσ
dΩ

)
lab

=
( dσ

dΩ

)
cm

(1 + 2λ cos θcm + λ2)3/2

|1 + λ cos θcm|



Section 6

两个带自旋粒子的散射

Summary: page (76)



两个有自旋粒子的散射

与无自旋对比：

Hilbert 空间会比较复杂: 包括空间和自旋两部分。
哈密顿量可能会跟自旋有关, 如自旋轨道耦合。
对不同自旋分量的初末态可能会有不同的散射振幅。



带自旋的两粒子 Hilbert space
H = H1 ⊗H2 = (Hspace ⊗Hspin)1 ⊗ (Hspace ⊗Hspin)2.

波函数 ⟨x1m1; x2m2|ψ⟩ = ψm1m2(x1, x2),
mi = −si,−si + 1, . . . , si。
分解为质心运动和相对运动,

H =(Hspace,cm ⊗Hspace,rel)⊗ (Hspin1 ⊗Hspin2)

=Hspace,cm ⊗Hrel;

Hrel =(Hspace,rel ⊗Hspin1 ⊗Hspin2)

⟨x̄; xrel;m1,m2|ψ⟩ = ψm1m2(x̄, x)
两粒子自旋空间的态，可以用耦合表象 S = S1 + S2,
{S2,S3;S2

1,S2
2}：|s,m; s1, s2⟩ ≡ |s,m⟩,

|s,m⟩ =
∑

m1,m2

|m1,m2⟩⟨s1s2m1m2|sm⟩

⟨s1s2m1m2|sm⟩ Clebsch-Gordon 系数。我们用 ξ 表示一个一
般的表象下的基矢指标, 或者 (s,m), 或者
(m1,m2),χ =

∑
ξ χξ|ξ⟩。

动量空间基矢:|p1p2, ξ⟩ = |p̄p; ξ⟩ = |p̄⟩ ⊗ |p; ξ⟩



哈密顿算符

哈密顿量 H = H0 + V, 决定粒子随时间演化 U(t)|ψ⟩ = e−iHt|ψ⟩

H0 =
P2
1

2M1
+

P2
2

2M2
= P̄2

2M + P2

2m
相互作用项 V: 可以包含纯空间项，也可以包含自旋和空间
耦合项，例如典型的核子核子耦合

V = V1(r)+S1·S2V2(r)+S1·x1S2·x2V3(r), x = x1−x2, r = |x|.

或者自旋轨道耦合项

V = V1(r) + S · LV2(r)

其中的空间部分 Vi(r) 随 r 下降的足够快的趋于 0。



渐近条件，渐近完备，Møller,S 算符

与前面类似，在我们要求的势条件下，可以证明渐近条件：
每一个态 |ψin⟩ ∈ H, 存在一个轨道 U(t)|ψ⟩ 在 t→ −∞ 时
趋于 U0(t)|ψin⟩.
仍然类似前面，我们有 Møller 算符

Ω±(t) = lim
t→∓∞

U(t)†U0(t)

Ω± 将 |ψin/out⟩ 映射成 t = 0 时的态。

我们假设后面我们遇到的势都使得我们的散射理论满足渐近
条件和渐近完备性Ω+H = Ω−H = R, R ⊕B = H。
我们定义 S = Ω†

−Ω+, 由渐近完备性，S 是幺正算符,
|ψout⟩ = S|ψin⟩。
与前面两粒子讨论类似，S = 1cm ⊗ S。只是这里S 作用到相
对运动的空间上，包含两个粒子的自旋。

我们将两带自旋粒子的问题变成了单个准粒子的问题, 将一
个带 s1 自旋的粒子与一个带自旋 s2 的固定靶散射。



散射振幅

类似于前面，S 保证总能量守恒和总动量守恒
∼ δ3(p̄′ − p̄)δ(Ep′ − Ep) = δ(

∑
i Ei −

∑
i E′

i)δ3(
∑

i pi −
∑

i p′
i)，

定义 T 矩阵元和散射振幅

⟨p′
1, p′

2, ξ
′|S|p1, p2, ξ⟩ = δ3(p′

1 − p1)δ3(p′
2 − p2)

− 2πiδ3(
∑

i
pi −

∑
p′

i)δ(
∑

i
Ei −

∑
i

E′
i)t(p′ξ′ ← p, ξ)

f(p′, ξ′ ← p, ξ) = −(2π)2m t(p′, ξ′ ← p, ξ)

这里ξ代表不同表象基矢的量子数(m1,m2) 或 (s,m),
(2s1 + 1)(2s2 + 1) 个。同前面，我们可以得到微分散射截面

dσ
dΩ(p′, ξ′ ← p, ξ) =

∣∣f(p′, ξ′ ← p, ξ)
∣∣2



一般的过程，初末态的自旋态 |χ⟩,|χ′⟩ 可以用 ξ 展开

|χ⟩ =
∑
ξ

χξ|ξ⟩

微分散射截面

dσ
dΩ(p′, χ′ ← p, χ) =

∣∣∣∑
ξ,ξ′

χ∗
ξ′f(p′, ξ′ ← p, ξ)χξ

∣∣∣2
我们可以将振幅写成一个矩阵形式，
fξ′ξ(p′ ← p) ≡ f(p′, ξ′ ← p, ξ),

F(p′ ← p) = {fξ′ξ(p′ ← p)}

dσ
dΩ(p′, χ′ ← p, χ) =

∣∣∣χ′†F(p′ ← p)χ
∣∣∣2



例子：自旋 1/2 和自旋 0 的粒子散射, Sz|±⟩ = ±1/2|±⟩

F(p′ ← p) =
(

f++(p′ ← p) f+−(p′ ← p)
f−+(p′ ← p) f−−(p′ ← p)

)

f+−, f−+ 称为 spin-flip amplitude,
f++, f−− 称为 spin-nonflip amplitude,

对于初末态是一般的 χ =

(
χ+

χ−

)
, χ′ =

(
χ′
+

χ′
−

)
(p′ ← p) 的振幅为 χ′†F(p′ ← p)χ
微分散射截面

dσ
dΩ(p′, χ′ ← p, χ) =

∣∣∣χ′†F(p′ ← p)χ
∣∣∣2



自旋求和及平均
在现实的实验中，入射粒子的自旋态并不是确定的，探测器也不
能区分出射粒子的不同的自旋状态。
我们先假设，入射粒子自旋 s1, 靶粒子自旋 s2, 相对动量 p,完全
非极化，散射后我们考虑相对动量为 p′, 有确定自旋
ξ′ = (m′

1,m′
2) 的态。

入射粒子束和靶粒子都是完全非极化的：粒子的自旋方向完
全随机, 自旋在某个方向的投影均匀分布。
在入射粒子束中具有确定自旋态 ξ的粒子数占总粒子数密度
ninc 的 1/(2s1 + 1)(2s2 + 1), 对最后结果的贡献

ninc
(2s1 + 1)(2s2 + 1)

dσ
dΩ(p′, ξ′ ← p, ξ)dΩ

总的事例数 ninc
dσ
dΩ(p′, ξ′ ← p)dΩ 要对所有入射态求和：

dσ
dΩ(p′, ξ′ ← p)dΩ =

1

(2s1 + 1)(2s2 + 1)

∑
ξ

dσ
dΩ(p′, ξ′ ← p, ξ)dΩ

入射粒子和靶粒子非极化，出射到确定 ξ′ 自旋态的等效的散射
截面是对基本的散射过程的散射截面的入射粒子的自旋求平均。



考虑入射粒子具有确定的极化 |ξ⟩，但是我们的探测器不能分辨
出射粒子的极化。

进入我们探测器中具有确定某个极化 ξ′ 的粒子数

ninc
dσ
dΩ(p′, ξ′ ← p, ξ)dΩ

我们对所有 ξ′ 的末态都进行计数，即对 ξ′ 求和, 等效散射
截面

dσ
dΩ(p′ ← p, ξ) =

∑
ξ′

dσ
dΩ(p′, ξ′ ← p, ξ)dΩ

对于末态自旋态不敏感的探测器，我们计算散射截面的时候要对
基础散射过程 (p′, ξ′ ← p, ξ) 的散射截面的末态求和。

实际实验中，往往初态是非极化的，探测器对末态自旋也不敏
感，此时等效散射截面

dσ
dΩ(p′ ← p) = 1

(2s1 + 1)(2s2 + 1)

∑
ξ,ξ′

dσ
dΩ(p′, ξ′ ← p, ξ)dΩ



入射和出射的旋量
考虑 blue 入射粒子态为归一化的旋量 χin, 我们定义出射旋量

χout = F(p′ ← p)χin

表示的是入射动量为 p, 自旋态旋量为 χ 的粒子对应的出射态为
p′ 的粒子的自旋态的没有归一化的旋量。

这可以由散射截面公式看出

dσ
dΩ(p′, χ′ ← p, χ)dΩ = |χ′†F(p′ ← p)χin|2 = |χ′†χout|2

χout 是没有归一化的

∥χout∥2 =
∑
ξ′

∣∣∑
ξ

fξ′ξ(p′ ← p)χin
ξ

∣∣2
=
∑
ξ′

dσ
dΩ(p′, ξ′ ← p, χin)

=
dσ
dΩ(p← p, ξin), [out− spin not monitored]



Summary:
Hilbert space and wave function: (pg.66)

H =Hspace,cm ⊗Hrel;

Hrel =(Hspace,rel ⊗Hspin1 ⊗Hspin2)

⟨x̄; xrel;m1,m2|ψ⟩ = ψm1m2(x̄, x)
渐近条件, 渐近完备，Møller 算符, S 算符：S = 1cm ⊗ S，包
含自旋空间, 化成带自旋的准单粒子散射。(pg.69)

散射振幅，带自旋自由度 (pg.70): ξ 标记自旋部分基矢，振幅
矩阵形式 F(p′ ← p) = {fξ′ξ(p′ ← p)} ≡ {f(p′, ξ′ ← p, ξ)}
微分散射截面 (pg.71)：初末态极化 χ,χ′ 在基矢 ξ 下的矢量形
式,

dσ
dΩ(p′, χ′ ← p, χ) =

∣∣∣χ′†F(p′ ← p)χ
∣∣∣2

实验上不区分初态极化末态极化的话，等效散射截面为对初
态求平均，末态求和，(pg.73-74)

dσ
dΩ(p′ ← p) = 1

(2s1 + 1)(2s2 + 1)

∑
ξ,ξ′

dσ
dΩ(p′, ξ′ ← p, ξ)dΩ
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