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Section 1

分波散射态、分波散射振幅

Summary: go to page (15)



The partial-Wave S Matrix
前面我们考虑两无自旋粒子的散射，相互作用是球对称的，

那么 S 是对角的

⟨E′l′m′|S|Elm⟩ = δ(E′ − E)δll′δmm′sl(p), sl(p) = e2iδl(p),

δl(p) 相移：有一个 nπ 不确定性, n ∈ Z (modulo π
ambiguity)
平面波 |p⟩ 可以用 |Elm⟩ 展开

⟨p|E, l,m⟩ = (mp)−1/2δ(Ep − E)Ym
l (p̂)

由此可得

f(p′ ← p) =
∑

l
(2l + 1)fl(p)Pl(p̂′ · p̂),

fl(p) =
sl − 1

2ip =
eiδl(p) sin δl(p)

p , sl(p) = e2iδl(p)

fl(p) 为分波振幅。



微分散射截面 dσ
dΩ = |f|2, 及总截面 σ =

∑
l σl(p)

σl(p) = 4π(2l + 1)|fl(p)|2 = 4π(2l + 1)
sin2 δl(p)

p2

Unitary bound
σl(p) ≤

4π(2l + 1)

p2



自由的径向波函数
自由的空间波函数 ⟨x|Elm⟩ = y(r)

r Ym
l (x̂)[ d2

dr2 −
l(l + 1)

r2 + p2
]
y(r) = 0, p = (2mE)1/2

有两个独立解, 有物理意义的解在r→ 0 时趋于 0。在 r→ 0 的
极限下，l(l + 1)/r2 项主导，两个独立解的行为 rl+1, r−l, 物理上
可接受的解的行为应该是 rl+1, 解应为 Riccati-Bessel 函数

ȷ̂l(z) ≡ zjl(z) ≡
(πz
2

)1/2
Jl+1/2(z) = zl+1

∞∑
n=0

(−z2/2)n

n!(2l + 2n + 1)!!

jl: 球贝塞尔函数。在0附近的行为ȷ̂l = zl+1

(2l+1)!!

[
1 + O(z2)

]
, 有内

积，
∫∞
0 drȷ̂l(p′r)ȷ̂l(pr) = π

2 δ(p
′ − p)，由此得到归一化的波函数

⟨x|E, l,m⟩ = il
(2m
πp

)1/2 1

r ȷ̂l(pr)Ym
l (x̂)

Notice: l = 0, r→ 0, ⟨x|E, l,m⟩ → finite. l ≥ 1, ⟨x|E, l,m⟩ → 0.



另一个解，r→ 0, r−l 行为，Riccati-Neumann 函数 n̂l(pr)

n̂l(z) ≡znl(z) ≡ (−)l
(πz
2

)1/2
J−l−1/2(z)

=z−l
∞∑

n=0

(−z2/2)n(2l− 2n− 1)!!

n!

∼z−l(2l− 1)!![1 + O(z2)] , [z→ 0]

方程的一般解为此两个函数的线性叠加。



r→∞ 时, l(l + 1)/r2 → 0, 只有 p2 主导，方程解为e±ipr的线性
叠加，趋于 e±ipr 的函数为 Riccati-Hankel 函数 ĥ±l (pr)

ĥ±l (z) = n̂l(z)± iȷ̂l(z) = e±i(z−lπ/2)[1 + O(z−1)]

所以，

ȷ̂l(z) =
ĥ+l (z)− ĥ−l (z)

2i = sin(z− 1

2
lπ) + O(z−1) , [z→∞, z ∈ R]

n̂l(z)→ cos(z− 1

2
lπ)

Riccati Functions:
l = 0 l = 1 l = 2

ȷ̂l(z) sin z 1
z sin z− cos z

(
3
z2 − 1

)
sin z− 3

z cos z
n̂l(z) cos z 1

z cos z− sin z
(
3
z2 − 1

)
cos z− 3

z sin z
ĥ+l (z) eiz (1 + 1

z )e
i(z−π/2)

(
1 + 3i

z −
3
z2
)
ei(z−π)

ĥ−l (z) e−iz (1− 1
z )e

−i(z−π/2)
(
1− 3i

z −
3
z2
)
e−i(z−π)

ȷ̂l(−z) = (−)l+1ȷ̂l(z) , n̂l(−z) = (−)ln̂l(z)
ĥ±l (−z) = (−)lĥ∓l (z), [ĥ±l (z)]

∗ = ĥ∓l (z
∗)



平面波用球面波展开：

|p⟩ =
∫

dE
∑
l,m
|E, l,m⟩⟨E, l,m|p⟩ = (mp)−1/2

∑
l,m
|Ep, l,m⟩Ym

l (p̂)∗,

⟨x|p⟩ =
( 2

π

)1/2 1

pr
∑
l,m

ilȷ̂l(pr)Ym
l (x̂)Ym

l (p̂)∗

=(2π)−3/2 1

pr
∑

l
(2l + 1)ilȷ̂l(pr)Pl(x̂ · p̂)



分波散射态
我们有了 |E, l,m⟩ 自由的球面波，可以定义有相互作用的散射态
的球面波 |E, l,m+⟩
|E, l,m+⟩ = Ω+|E, l,m⟩, ⟨E′, l,m + |E, l,m+⟩ = δ(E− E′)δl′lδm′m

|E, l,m+⟩ 是 H 的本征态: 由 HΩ+ = Ω+H0 可得,
H|E, l,m+⟩ = Ω+H0|E, l,m⟩ = E|E, l,m+⟩。
可以认为 |E, l,m+⟩ 是 |E, l,m⟩ 对应的 t = 0 时的散射态。
L 与 Ω+ 对易，|E, l,m+⟩ 是 L2, L3 的本征态,
L2|E, l,m+⟩ = l(l + 1)|E, l,m+⟩, L3|E, l,m⟩ = m|E, l,m⟩:

⟨x|E, l,m+⟩ = il
(2m
πp

)1/2 1

rψ
+
l,p(r)Y

m
l (x̂)

当 V = 0 时，ψ+
l,p(r)→ ȷ̂l(pr)

Normalization, 由 ⟨E′, l,m + |E, l,m+⟩ = δ(E− E′)δl′lδm′m,∫ ∞

0
drψ+∗

l,p′(r)ψ+
l,p(r) =

π

2
δ(p′ − p)

ψ+
l,p(r) 称作归一化的径向波函数。(对 out-态也是类似的)



|p+⟩ 可以用 |E, l,m+⟩ 展开：

|p⟩ =(mp)−1/2
∑
l,m
|Ep, l,m⟩Ym

l (p̂)∗

⇒ |p+⟩ =(mp)−1/2
∑
l,m
|Ep, l,m+⟩Ym

l (p̂)∗

坐标空间, 利用 Pl(x̂ · p̂) = 4π
2l+1

∑
m Ym∗

l (x̂)Ym
l (p̂)

⟨x|p+⟩ = (2π)−3/2 1

pr
∑

l
(2l + 1)ilψ+

l,p(r)Pl(x̂ · p̂)

ψ+
lp 满足薛定谔方程：边界条件 ψl,p(0) = 0 (后面省略上指标 +)[ d2

dr2 −
l(l + 1)

r2 − U(r) + p2
]
ψl,p(r) = 0, U(r) ≡ 2mV(r)

同时满足归一化条件：∫ ∞

0
drψ+∗

l,p′(r)ψ+
l,p(r) =

π

2
δ(p′ − p)



⟨x|p+⟩ = (2π)−3/2 1

pr
∑

l
(2l + 1)ilψl,p(r)Pl(x̂ · p̂)

r→∞ 时，我们可以得到散射振幅 f(px̂← p) 的分波展开

⟨x|p+⟩ r→∞−−−→(2π)−3/2
[
eip·x + f(px̂← p)1r eipr

]
=(2π)−3/2 1

pr
∑
l,m

(2l + 1)[ilȷ̂l(pr) + pfl(p)eipr]Pl(x̂ · p̂)

⇒ ψl,p(r)
r→∞−−−→ȷ̂l(pr) + pfl(p)ei(pr−lπ/2)

r→∞−−−→ȷ̂l(pr) + pfl(p)ĥ+l (pr)
r→∞−−−→eiδl(p) sin[pr− lπ

2
+ δl(p)]

ȷ̂l(pr) 对应渐近的自由的入射态的 l 分波波函数，pflĥ+l 对应的散
射后的渐近的自由的出射波 l 分波。
(利用 ȷ̂(pr)→ sin(pr− 1

2 lπ), pfl = eiδl sin δl, ĥ+l (pr)→ ei(pr−lπ/2))



ψl,p(r)
r→∞−−−→ eiδl(p) sin[pr− lπ

2
+ δl(p)]

对比自由的分波波函数 ȷ̂l(pr)→ sin(pr− 1
2 lπ), 振幅的模相差一

个位相 δl(p), 所以称 δl(p) 为相移。我们可以从径向薛定谔方程
及边界条件的解得到散射振幅和相移.

例：对于方势阱, 吸引势, 阱内 V < 0, 动能比外面大，所以阱内
的位相变化的比阱外的快，位相比自由平面波超前，“pull the
wave function inward”, 给出一个正的相移。反之，排斥势，“push
the wave function outward”, 给出一个负的相移。



我们可以脱离三维讨论，只考虑单个分波的径向方程，

由 ȷ̂ = (ĥ+ − ĥ−)/2i, pfl = 1
2i(sl − 1), 无穷远渐近条件

ψl,p →
i
2
[ĥ−l − sl(p)ĥ+l (pr)]

第一项可以看成是内行波，第二项可以看成是散射之后的外
行波。

由于没有粒子产生湮灭，所以 |s| = 1, s = e2iδl 只是纯相位。



Summary
无自旋分波散射态径向波函数: (pg. 10)

⟨x|E, l,m+⟩ = il
(2m
πp

)1/2 1

rψ
+
l,p(r)Y

m
l (x̂),

⟨x|p+⟩ = (2π)−3/2 1

pr
∑

l
(2l + 1)ilψl,p(r)Pl(x̂ · p̂)∫ ∞

0

drψ+∗
l,p′(r)ψ+

l,p(r) =
π

2
δ(p′ − p)

与分波散射态波函数及相移关系 (pg. 12)

ψ+
l,p(r)

r→∞−−−→ȷ̂l(pr) + pfl(p)ĥ+l (pr)
r→∞−−−→eiδl(p) sin[pr− lπ

2
+ δl(p)]

与分波 sl 关系 (pg. 13)

ψ+
l,p

r→∞−−−→ i
2
[ĥ−l − sl(p)ĥ+l (pr)]



Section 2

分波的 Lippmann-Schwinger 方程及分波
振幅

Summary: go to page (22)



分波的 Lippmann-Schwinger 方程
我们可以将径向薛定谔方程 +边界条件化为 ψl,p(r)的积分方程。
由 |p±⟩ = (mp)−1/2

∑
l,m |Ep, l,m±⟩Ym

l (p̂)∗

|p±⟩ =|p⟩+ G0(Ep ± iϵ)V|p±⟩
⇒ |Ep, l,m±⟩ =|Ep, l,m⟩+ G0(Ep ± iϵ)V|Ep, l,m±⟩

⟨x|E, l,m±⟩ = ⟨x|E, l,m⟩+
∫

d3x′G0(x, x′)V(x′)⟨x′|E, l,m±⟩

定义 U(r) = 2mV(r), r> = max{r, r′}, r> = min{r, r′} 利用

⟨x|E, l,m±⟩ = il
(2m
πp

)1/2 1

rψ
±
lp(r)Y

m
l (x̂)

ψ+
lp(r) =ȷ̂l(pr) +

(1
p

)∫
dr′ ĥ+

l (pr>)ȷ̂l(pr<)U(r′)ψ+
lp(r

′),

=ȷ̂l(pr) +
∫

dr′ G0
l,p(r, r′)U(r′)ψ+

lp(r
′), G0

l,p(r, r′) = −
ĥ+

l (pr>)ȷ̂l(pr<)
p
(1)



分波的 Lippmann-Schwinger 方程可以简写成算符形式：

ψl,p = ȷ̂l + G0
l,pUψl,p

可以有迭代的级数解

ψl,p = ȷ̂l + G0
l,pUȷ̂l + (G0

l,pU)2ȷ̂l + . . .



利用

⟨x|p+⟩ =
( 2

π

)1/2 1

pr
∑
l,m

ilψl,p(r)Ym
l (x̂)Ym∗

l (p̂)

可以得到分波的振幅

f(p′ ← p) =
∑

l
(2l + 1)fl(p)Pl(p̂′ · p̂) = −(2π)2m⟨p′|V|p+⟩,

=− (2π)2m
∫

d3x⟨p′|x⟩⟨x|p+⟩V(r)

=− (8π)
m
p2

∫
dr

∑
l,m

Ym
l (p̂′)Ym∗

l (p̂)ȷ̂l(p′r)ψ+
lp(r)V(r)

=− 1

p2
∑

l

∫
dr(2l + 1)Pl(p̂ · p̂′)ȷ̂l(p′r)ψ+

lp(r)U(r)

得

fl(p) = −
1

p2
∫ ∞

0
drȷ̂l(pr)ψ+

lp(r)U(r)



利用前面 ψlp 的迭代解, 可得：

fl(p) = −
1

p2
(∫ ∞

0
drȷ̂lUȷ̂l +

∫ ∞

0
drȷ̂lUG0

l,pUȷ̂l + . . . )

上式也可以由玻恩级数

f(p′ ← p) =− (2π)2m(⟨p′|V|p⟩+ ⟨p′|VG(E + iϵ)V|p⟩+ . . . )

分波展开得到。
玻恩近似：

fl(p) = −
1

p2
∫ ∞

0
drȷ̂lUȷ̂l



说明：

玻恩近似是实的。

由于幺正性，严格的振幅 fl(p) = 1
peiδl sin δl 是复的。

只有在 δ （mod π) 很小的时候, 玻恩近似才成立。



Summary

ψl,p 的分波的 Lippmann-Schwinger 方程：(1)

ψl,p = ȷ̂l + G0
l,pUψl,p, G0

l,p(r, r′) = −
ĥ+l (pr>)ȷ̂l(pr<)

p

迭代的级数解

ψl,p = ȷ̂l + G0
l,pUȷ̂l + (G0

l,pU)2ȷ̂l + . . .

分波振幅 fl 的级数展开：(pg. 19)

fl(p) =−
1

p2
∫ ∞

0
drȷ̂l(pr)ψ+

lp(r)U(r)

=− 1

p2
(∫ ∞

0
drȷ̂lUȷ̂l +

∫ ∞

0
drȷ̂lUG0

l,pUȷ̂l + . . . )

第一项为 Born 近似



Section 3

分波波函数及振幅的性质

Summary ( go to 31)



分波振幅的性质

分波径向波函数满足方程[ d2
dr2 −

l(l + 1)

r2 + p2 − λU(r)
]
ψl,p(r) = 0

我们引入了一个 λ 参数, 代表相互作用强度。假设 V(r) 除了特
殊说明以外满足 (实际上大多数只要满足括号中条件即可)

r→∞, V(r) = O(r−3−ϵ), ϵ > 0。(V(r) = O(r−2−ϵ))
r→ 0, V(r) = O(r−3/2+ϵ). (V(r) = O(r−2+ϵ))
V(r) 除了在有限点处有有限的跳跃外在 0 < r <∞ 上连续。



若 λU(r)≪ |l(l + 1)/r2 − p2| 项的话，方程近似自由的径向方程。
ψl,p(r)→ ȷ̂(pr), pfl(p) ∼ eiδl sin δl → 0。

λ→ 0 时, fl(p)→ 0, δl → nπ, n ∈ Z。
给定 l, E→∞ 时, pfl(p)→ 0, δl → nπ, n ∈ Z。
若 p→∞, 规定 δl → 0，则没有 nπ 的不确定性，λ→ 0 时，
δl → 0。

给定势和能量，l→∞,fl(p)→ 0, δ → nπ, n ∈ Z。
l(l + 1)/2mr2 离心势越来越强, 粒子穿入势的深度越来越小，
感受到相互作用越小，相移越小。
我们可以估算有明显相移的 l:
势的范围 a, 离心势高度 l2/2ma2, 能量
E = p2/2m≪ l2/2ma2，则粒子不容易进入的势的范围，
l≫ pa。

上述条件下, 分波振幅的 Born 近似有效。即使是对于完全振幅
f(p′ ← p) Born 近似不成立时，也存在 l0, 当 l > l0 分波振幅
Born 近似比较好。对于低分波可以用其他方法估算。



分波波函数的低能性质

考虑 ψlp(r) 满足的 Lippmann-Schwinger 方程

ψl,p(r) =ȷ̂l(pr) +
∫

dr′ G0
l,p(r, r′)U(r′)ψ+

lp(r
′),

G0
l,p(r, r′) =−

ĥ+l (pr>)ȷ̂l(pr<)
p

p→0−−−→ −(r<)l+1(r>)−l

2l + 1

p 很小时，G0
l,p 与 p 无关。由 Lippmann-Schwinger 方程，ψl,p 与

ȷ̂l(pr) 在 p→ 0 时对 p 依赖关系相同，pl+1.



分波散射振幅的低能性质

fl(p) = −
1

p2
∫ ∞

0
drȷ̂l(pr)U(r)ψl,p(r)

若在 r > a, U(r) = 0 那么 p→ 0 时，ȷ̂l 和 ψl,p(r) 都可用 p→ 0
时的行为来替代，我们得到

fl(p)
p→0−−−→ −alp2l, eiδl(p) sin δl(p)→ −p2l+1al (2)

al 称作散射长度 (scattering length)，只有在 l = 0 时候才具有长
度量刚。

如果势延伸到无穷远，我们后面会看到，如果 V(r) 比 1/rn

∀n 下降的都更快，上面结论仍然成立。
如果 V(r) ∼ 1/rν , 则上面只有在 l ≥ (ν − 3)/2 时成立。

后面我们会看到在某些条件下，al →∞。
注：有些文献定义散射长度与上面定义差一个符号，即

fl(p)
p→0−−−→ alp2l。一般来说，只是将 l = 0 分波的 a0 称为散射长

度。



假设 (2) 成立，p→ 0 时

l = 0, s 波，f0 → −a0 ̸= 0。

l ̸= 0, fl → 0

f(p′ ← p) =
∑

(2l + 1)fl(p)Pl(cos θ)→ −a0
limp→0 dσ/dΩ→ a20。
fl = 1

peiδl sin δl ∼ −alp2l, δl → nπ − alp2l+1。al ∈ R。

如果约定 p→∞, δl → 0，那么 δl 没有 nπ 的不确定性，在
p→ 0 时，δl 则不一定趋于 0。
我们后面会讲到在满足我们上面 V(r) 条件时，有 Levinson
定理，δl(0)− δl(∞) = nlπ, nl 是角动量为 l 的束缚态的个
数, δl(0) = nlπ。

有一个例外是当 s-波散射长度 a0 =∞ 时，
δl(0) = (n0 +

1
2)π。



作业: 计算球方势阱 (2ma2V0)
1/2 = 4.8 时, l = 0 有两个束缚态,

l = 1, 2 各一个束缚时的波函数以及散射振幅, 验证如下性质

1 δ0(0) = 2π, δ1(0) = δ2(0) = π，其他分波 δl(0) = 0。分波散
射截面 σ0(0) = 0。

2 当 l 变大，p→ 0 时, δl → nπ − alp2l+1, 越来越平缓。
0 ≤ pa ≲ 1, σ0 给出 90% 的散射截面的贡献。1 ≲ pa ≲ 2
时，σ0 + σ1 + σ2 主要贡献。

3 在 pa = 10 时，所有的相移小于 60 度, pa = 50, 小于 15 度。



4 pa = 2.7 时，s-波相移过 π, σ0 = 0。这是因为此时波函数在
势阱内正好比自由的波函数多了一个周期，出了势阱之后跟
自由波函数一样没有区别。

5 某些情况下此现象发生在所有其他 l > 0 的截面可以忽略的
时候，此时在此能量处几乎没有散射现象，这叫做
Ramsauer-Townsend 效应。

6 在 pa = 2.6, l = 3 的相移很快的通过 π/2，σ3 有一个很尖
锐的峰。这是一个共振态现象，势几乎能够束缚住一个态，
但还没有完全束缚住。



Summary

ψl,p(r): λ→ 0, or E→∞, or l→∞ 时 sin δl → 0, δ → nπ,
玻恩近似成立。(pg.25)
ψl,p(r)

p→0−−−→ pl+1. (pg. 26)

V(r) 满足一定条件时，fl(p)
p→0−−−→ −alp2l, al 散射长度。

eiδl(p) sin δl(p)→ −p2l+1al. (pg. 27)
例子：球方势阱。(pg. 29)



Section 4

正则 (Regular) 解, Jost 函数及玻恩展开
收敛性

Summary (go to pg. 48)



正则 (Regular) 解：

我们定义一个新的解 ϕlp(r) ∝ ψl,p(r), 只有归一化不同。
归一化的 ψl,p(r),

∫∞
0 drψl,p′(r)∗ψl,p(r) = π

2 δ(p
′ − p)。

边条件是 ψl,p(0) = 0; 在 r→∞ 时，ψl,p → ȷ̂l + pflĥ+l 。
我们定义 ϕl 的边条件, 定义在一点 r→ 0 处，包括值和导数

ϕl,p(r)
r→0−−−→ ȷ̂l(pr)

显然，正则解是实的：边界条件和方程都是实的。

Go to (page (37))



Variable Phase Method ∗
为简单起见，我们只考虑 s 波。我们先引入 Vρ(r),

Vρ =

{
V(r) , r ≤ ρ
0 , r > ρ

势 V(r) 的 s 波的 regular 解记为 ϕ(r), 相移 δ,
Vρ(r) 的记为 ϕρ(r), δ(ρ)。
在 ρ = 0, 没有势了，约定 δ(0) = 0。
显然limρ→∞ δ(ρ) = δ。
∀ρ, ϕ(r) 和 ϕρ(r) 在 r = 0 有同样的边界条件，满足同样的
微分方程，

ϕ(r) = ϕρ(r), [0 ≤ r ≤ ρ]
对比: 归一化的 ψl,p 则没有此性质。

r > ρ, 两个解则有区别：ϕρ(r) 满足自由 (此时 l = 0) 的径
向方程

ϕρ(r) = α(ρ) sin[pr + δ(ρ)], [r ≥ ρ]



由在 ρ 处的连续性：

ϕ(ρ) = α(ρ) sin[pρ+ δ(ρ)]

由导数 ϕ′ 的连续性，

ϕ′(ρ) = pα(ρ) cos[pρ+ δ(ρ)]

上两式对任意 r = ρ 处都成立, 可以给所有的 ρ 都换成 r, 带
入定态径向方程, 消掉 α

δ′(r) = −1

pU(r) sin2[pr + δ(r)]

我们得到了 s-波相移方程。
由此方程, 利用 δ(r = 0) = 0 边界条件：若当 r→∞,
V(r) = O(r−1−ϵ), 上式积分有限，δ(r→∞) 有限，是所期
望的相移。

δ(r) 的方程是非线性的。



δ′(r) = −1

pU(r) sin2[pr + δ(r)]

由于右边的符号只取决于 U(r) 的符号: 吸引势 V(r) ≤ 0, 给
出正的相移; 排斥势 V(r) ≥ 0, 给出负的相移。
如果两个势 V1(r) ≥ V2(r), 对所有 r, 那么 δ1(r) ≤ δ2(r), ⇒
δ1 ≤ δ2。
V→ λV,

δ = −λp

∫ ∞

0
drU(r) sin2[pr + δ(r)]

假设 V(r) ∼ 1/r1−ϵ,

|δ| ≤
∣∣∣λp ∣∣∣

∫ ∞

0
dr|U(r)| ⇒ δ → 0, [as λ→ 0, or p→∞]

此方法直接讨论 δ, 没有 nπ 的不确定性。当 λ→ 0 或
p→∞, δ → 0。

此方法可以推广到任意 l-分波。



正则解波函数的迭代解
正则波函数由于边界条件定义在 r = 0, 径向方程可以化为如下
积分方程

ϕl,p = ȷ̂l(pr) + λ

∫ r

0
dr′gl,p(r, r′)U(r′)ϕl,p(r′) (3)

gl,p(r, r′) =
1

p [ȷ̂l(pr)n̂l(pr′)− n̂l(pr)ȷ̂l(pr′)]

注意：积分上限是 r, 即 Green 函数在 r′ > r 时为 0。

定理：

积分方程 (8) 对任意 λ 都可以迭代求解，如下级数解收敛

ϕ(r) =
∞∑
0

λnϕ(n)(r) , ϕ(0) = ȷ̂l(pr),

ϕ(n)(r) =
∫ r

0

dr′g(r, r′)U(r′)ϕ(n−1)(r′)

=

∫ r

0

drn

∫ rn

0

drn−1 · · ·
∫ r2

0

dr1g(r, rn)U(rn)g(rn, rn−1) · · ·U(r1)ȷ̂l(pr1)

证明跳过 ( go to page 42).



证明：我们仅以 l = 0 分波为例，其他分波类似，需要用到
Riccati-Bessel 函数的性质。j0(pr) = sin(pr),
G0,p(r, r′) = p−1 sin p(r− r′)。首先证明积分有限

ϕ(n)(r) = 1

pn

∫ r

0
drn

∫ rn

0
drn−1 · · ·

∫ r2

0
dr1 sin p(r−rn)U(rn) sin p(rn−rn−1) · · ·U(r1) sin(pr1)

由于积分上限有限，积分发散只有可能是由于被积函数的奇点,
U 的奇点 0 点, 在 0 点附近

| sin pr1| ≤ pr1, | sin p(r2 − r1)| ≤ pr2, . . . | sin p(r− rn)| ≤ pr
(4)

|ϕ(n)(r)| ≤ pr
∫ r

0
drn

∫ rn

0
drn−1 · · ·

∫ r2

0
dr1|U(rn)rn · · ·U(r1)r1|

只要在 r→ 0 时，V ∼ O(r−2+ϵ), ϕ(n) 积分有限。



下面证明级数
∑
λnϕ(n) 收敛。由于积分区域

0 ≤ r1 ≤ r2 ≤ · · · ≤ rn ≤ r

|ϕ(n)(r)| ≤pr
∫ r

0
drn

∫ rn

0
drn−1 · · ·

∫ r2

0
dr1|U(rn)rn · · ·U(r1)r1|

=
1

n!pr
∫ r

0
drn

∫ r

0
drn−1 · · ·

∫ r

0
dr1

∏
i
|U(ri)ri|

=
1

n!pr
(∫ r

0
dri|U(ri)ri|

)n

≤ 1

n!prαn , α =

∫ ∞

0
dr|U(r)r|

|ϕ(r)| ≤
∣∣∣ ∞∑

0

λnϕ(n)
∣∣∣ ≤ pr

∞∑
0

|λα|n

n! = pre|λα| (5)

所以级数收敛, 而且是一致收敛 (在有限的区域内)，eλα 与 p,r
无关。



下面来看此级数解 ϕ(r) =
∑
λnϕ(n) 确实是积分方程的解 (l = 0)

ϕ(r) = sin pr + λ

p

∫ r

0
dr′ sin(p(r− r′))U(r′)ϕ(r′)

ϕ(n)(r) = 1

pn

∫ r

0
drn

∫ rn

0
drn−1 · · ·

∫ r2

0
dr1 sin p(r−rn)U(rn) sin p(rn−rn−1) · · ·U(r1) sin(pr1)

可以很容易看出，

λn+1ϕ(n+1) =
λ

p

∫ r

0
dr′ sin(p(r− r′))U(r′)λnϕ(n)(r′)

积分方程右边第二项给出级数 λn，n ≥ 1 项, 第一项给出 λ0 项。



前面的 bound (4,5) 对于 pr 很大时过于保守，我们可以利用

| sin x| ≤ βx
1 + x , [x ≥ 0, β > 0]

β 不重要的常数。

| sin p(r− rn)| ≤
βpr

1 + pr , |ϕ(n)(r)| ≤ βpr
1 + pr

αn

n!

|ϕ(r)| ≤ βpr
1 + preλα



Jost Function
由 ϕl,p(r) 的级数解，我们要得到散射振幅。首先要看 ϕl,p(r) 在
r→∞ 的性质。由于 ϕl,p 是实的，

ϕl,p
r→∞−−−→ i

2
[fl(p)ĥ−l (pr)−f∗l (p)ĥ+l (pr)] ∼ i

2
[fl(p)e−i(pr−lπ/2)−c.c.]

fl(p) 称为 Jost 函数。而由于 ϕl,p(r) ∝ ψl,p(r), 且

ψl,p(r)
r→∞−−−→ i

2
[ĥ−l (pr)− sl(p)ĥ+l (pr)]

我们得到，

sl(p) =
f∗l (p)
fl(p)

, ϕl,p(r) = fl(p)ψl,p(r)

上式可以看到

Jost 函数就是 ϕl,p(r)/ψl,p(r)。
很容易看出 |sl| = 1, 幺正性。
sl = e2iδl ⇒ fl(p) = |fl(p)|e−iδl(p)



下面由 ϕl,p(r) 得到 Jost 函数，由积分方程 (8)

ϕl,p = ȷ̂l(pr) + λ

∫ r

0
dr′gl,p(r, r′)U(r′)ϕl,p(r′)

gl,p(r, r′) =
1

p [ȷ̂l(pr)n̂l(pr′)− n̂l(pr)ȷ̂l(pr′)],

由 ȷ̂ = i
2(ĥ

− − ĥ+), n̂ = 1
2(ĥ

− + ĥ+), 得到 r→∞,

ϕl,p →
i
2

{[
1+

λ

p

∫ ∞

0
dr′ĥ+l (pr′)U(r′)ϕl,p(r′)

]
ĥ−l (pr)−

[
. . .

]∗
ĥ+l (pr)

}
所以，

fl(p) = 1 +
λ

p

∫ ∞

0
dr′ĥ+l (pr′)U(r′)ϕl,p(r′) (6)

可以验证fl(p) 积分是收敛的，例如，对于 l = 0,

f0(p) =1 +
λ

p

∫ ∞

0
dr′e+ipr′U(r′)ϕ0,p(r′)

|f0(p)− 1| ≤βe|λα|
∣∣∣λp ∣∣∣

∫ ∞

0
dr′U(r′) pr′

1 + pr′ (7)

由此我们能够得到当 λ→ 0 或 p→∞ 时，fl(p)→ 1。



由 ϕl,p(r) 的级数展开 ϕ =
∑

n λ
nϕ(n) 代入到 (9)，我们可以得到

Jost 函数的展开

fl(p) = 1 +

∞∑
n=1

λnf
(n)
l (p), f

(n)
l =

1

p

∫ ∞

0
ĥ+Uϕ(n−1)

可以证明对任何 λ 此级数收敛。



一个定理

一个级数 g(λ) =
∑∞

n=0 λ
ng(n) 如果对任何复 λ 都收敛，当且仅

当 g(λ) 在任何 λ 处解析 (entire 整函数)。

ϕl,p(r) 和 fl(p) 作为级数对任意 λ 都收敛，不管 λ 是实的还
是复的, 所以ϕl,p(r) 和 fl(p) 都是关于 λ 的整函数 (entire)。
或者说，因为 ϕ 和 f 选的比较好是关于 λ 的整函数，所
以他们的级数展开收敛。



我们可以来考虑对应的归一化的 ψl,p(r), sl(p) 关于 λ 的级数展
开的性质。由

ψl,p =
ϕl,p(r)
fl(p)

, sl(p) =
f∗l (p)
fl(p)

在 fl(p) 不为零处 ψl,p(r) 和 sl(p) 都是关于 λ 解析的。

λ = 0 时，fl(p) = 1, 所以至少在 λ = 0 附近，ψl,p(r) 和
sl(p) 是关于 λ 解析的。

所以，在 λ = 0 附近 ψl,p(r) 和 sl(p) 可以展开成关于 λ 的
级数，且级数收敛。即对于足够小的 λ, 玻恩级数收敛。



当 λ ̸= 0, Jost 函数可以有零点。ψl,p(r) 和 sl(p) 可以有极点。
若 λ0 = λ̄eiθ 是离 λ = 0 最近的 f 有零点的情形。则由
circle of convergence theorem,

在 |λ| < λ̄ 圆内，ψl,p(r) 和 sl(p) 的玻恩级数是收敛的。
在收敛圆外,ψl,p(r) 和 sl(p) 的玻恩级数发散。

实际上玻恩级数在 λ > λ̄ 时发散是因为在 |λ| = λ̄ 收敛圆
上，存在复的 λ0, 玻恩级数发散。
真实的 V 对应 λ = 1, 玻恩级数是否收敛取决于是否 λ̄ > 1

对于足够高的 p, 分波 ψlp, sl(p) 的玻恩级数 (λ = 1) 收敛:
由 (7), 当 p→∞ 时，fl(p)→ 1, 而且是在 λ < λ0 区域内
(∀λ0 <∞) 一致收敛到 1。所以存在 p̄, 在 λ 的单位圆内，
fl(p) ̸= 0。



Summary

正则解：(pg. 33)
(1) 实的，满足边界条件：值和导数

ϕl,p(r)
r→0−−−→ ȷ̂l(pr)

(2) Variable phase method. (pg. 34)
(3) 迭代解对所有 λ 收敛, 是关于 λ 的整函数. (pg. 37, 45)
Jost 函数：(pg. 42)

ϕl,p
r→∞−−−−→ i

2 [fl(p)ĥ−
l (pr)− f∗l (p)ĥ

+
l (pr)]

sl(p) = f∗l (p)
fl(p) , ϕl,p(r) = fl(p)ψl,p(r), fl(p) = |fl(p)|e−iδl(p)

由 ϕlp 得到 fl(p) 的积分表示, λ→ 0, p→∞ 时, fl(p)→ 1.
(pg.43)
对 λ 的级数展开收敛, 是 λ 的整函数。(pg.44 45)

ψlp, sl(p): (pg.47)
(1) 在 λ = 0 附近, 对于足够小的 λ, 玻恩级数收敛。
(2) 在 λ = 1, 对于足够高的 p, 玻恩级数收敛。



Section 5

正则解、Jost 函数、sl 的解析性质 (关于 p)

Summary (go to page (62))



Analytic function of a complex variable

复函数 f(z) 在区域 R 上解析, 如果在 R 上任一点都可微。
Cauchy 定理:f(z) = 1

2πi
∮

ds f(s′)
s′−s

解析函数都无穷可微。

在整个 C 上解析的函数称为整函数 (entire function)。
在解析区域内可以级数展开。

除了某些极点之外解析，
∮

dzf(z) =
∑

residuals of poles
两解析函数在某段线上相等: 如果 f1(z) 在一线段上定义，
f2(z) 在一个包含此线段的区域 R 解析，且在线段上
f1(s) = f2(z)，则 f2(z) 是 f1(z) 在 R 上的唯一的解析延拓。
f(z) 在 R 区域解析，f∗(z) 在 R∗ 上并不解析，但是 [f(z∗)]∗
在 R∗ 上解析。

Schwartz 反射原理: 若 f(z) 在一个包含实轴上一线段的区域
内解析，则 f(z) = f(z∗)。

Go to page (52 )



两个定理：

级数求和:
f(z) =

∑
n

fn(z)

若 fn(z) 在区域 R 上解析，且级数在 R 上一致收敛, 则 f(z) 在 R
上解析。

积分:
f(z) =

∫ b

a
dr g(z, r)

若 ∀r ∈ (a, b), g(z, r) 在 R 解析，且 g(z, r) 在 R× (a, b) 上连续,
则 f(z) 在 R 上解析。

第二个定理推广: a = 0，g(z, r = 0) 函数发散，或者 b =∞, 或
者 r = r0 ∈ (a, b) 处 g(z, r0) 发散这两种情形，若可以证明在端
点和 r0 处积分一致收敛，则上面结论仍成立。



正则解的解析性质

正则解 ϕl,p 满足积分方程

ϕl,p = ȷ̂l(pr) + λ

∫ r

0
dr′gl,p(r, r′)U(r′)ϕl,p(r′) (8)

gl,p(r, r′) =
1

p [ȷ̂l(pr)n̂l(pr′)− n̂l(pr)ȷ̂l(pr′)]

z→ 0 时，ȷ̂(z)→ zl+1, n̂(z)→ z−l: 格林函数关于 p 解析。

定理：

对于任意的 p (实的或复的), 上面积分方程 (8) 的迭代解 ϕl,p(r)
(page 37) 是关于 p 的整函数。

两种看法：

ϕl,p 是对任何复 p 方程的解, 关于 p 解析，回到物理区
p ≥ 0, ϕlp 回到物理解。

ϕl,p 从物理区 p ≥ 0 解析延拓到复平面上，给出复 p 的解。
证明跳过 ( Go to page(54))



证明与前面讨论关于 λ 解析性类似：

对应 l = 0 分波：

ϕ(n)(r) = 1

pn

∫ r

0
drn

∫ rn

0
drn−1 · · ·

∫ r2

0
dr1 sin p(r−rn)U(rn) sin p(rn−rn−1) · · ·U(r1) sin(pr1)

利用 | sin(pr)| ≤ β pr
1+pr ,

|ϕ(n)| ≤ β
( |pr|
1 + |pr|

)
e|Impr|α

n

n! , α =

∫ r

0
dr |U(pr)r|

在 p 有限区域内, 级数一致收敛 (给定 r, 收敛与 p 无关)。
ϕ(0) = ȷ̂l(pr) 解析，利用递推关系和前页定理，
ϕ(n) = 1

p
∫ r
0 dr′ sin(p(r− r′))ϕ(n−1),ϕ(n) 关于 p 解析。

对于一般的 l

|ϕl,p| ≤ γl
( |pr|
1 + |pr|

)l+1
e|Impr|

γl 是常数。对于 z→ 0, |pr|l+1 对应 ȷ̂(z) ∼ zl+1 的行为。当
Imz→∞, e|Impr| 对应 ȷ̂(z)→ sin(z− 1

2 lπ) 的行为。



几个性质：由

ȷ̂l(−pr) = (−1)l+1ȷ̂l(pr), n̂l(−pr) = (−1)ln̂l(pr)

得到
gl,−p(r, r′) = gl,p(r, r′)

所以, 由积分方程 (8)

ϕl,−p(r) = (−1)l+1ϕl,p(r)



Jost 函数的解析性
由

fl(p) = 1 +
λ

p

∫ ∞

0
dr′ĥ+l (pr′)U(r′)ϕl,p(r′) (9)

该式定义了 f 到复平面的解析延拓。p 复数时，

|ϕl,p(r)| ≤
( β|pr|
1 + |pr|

)l+1
e|Impr|

|ĥ+l | ≤
( β|pr|
1 + |pr|

)−l
eImpr

所以

|fl(p)− 1| ≤ const
|p|

∫ ∞

0
dr|U(r)| β|pr|

1 + |pr|e
(|Imp|−Imp)r

若 Imp > 0, 积分收敛，所以在上半平面解析。
下半平面则依赖于势的行为。
截断势，对于 r > a, U(r) = 0, 则 f 在整个复平面上解析
对于 V ∝ e−µr, f 在 Imp > −µ/2 解析。



对于 p 为实数，由

ϕl,−p = (−1)l+1ϕl,p(r),
ĥ+l (−pr) = (−1)lh+∗

l (pr)

得
fl(−p) = [fl(p)]∗

解析延拓的话：
fl(−p) = [fl(p∗)]∗

若 p 纯虚数的话，fl(−p) = [fl(−p)]∗, 实的，fl(p) 关于虚轴对称
点互为复共轭。



Jost 函数和 sl 矩阵的解析性

对于 p 由实数解析延拓到复平面

sl(p) =
fl(p)∗
fl(p)

=
fl(p∗)∗
fl(p)

=
fl(−p)
fl(p)

后两式, 分母对于 Imp ≥ 0 解析，分子对于 Imp ≤ 0 解析。

对于截断势，r > a, V(r) = 0, 则 sl 亚纯 (除了极点之外解
析)。
若 V ∼ O(e−µr), sl(p) 在 −µ/2 < Imp < µ/2 内亚纯。



若在 Rer > 0 时 V(r) 解析，且在此半平面上任意射线 ρeiθ 也满
足我们对势的要求时, 我们称之为解析势。由此，对 r 的积分路
径可以变形到复平面上

fl(p) = 1 +
1

p

∫ ∞eiθ

0
drĥ+Uϕ

仍然利用 |ϕl,p(r)| ≤
(

β|pr|
1+|pr|

)l+1
e|Impr|，|ĥ+l | ≤

(
β|pr|
1+|pr|

)−l
eIm(pr)

|fl(p)− 1| ≤ const
|p|

∫ ∞

0
dr|U(reiθ)| β|pr|

1 + |pr|e
(|Im(peiθ)|−Im(peiθ))r

相当于对 p 解析区域转过 −θ 角，当 θ 取遍 −π/2 < θ < π/2 区
域，p 的解析区域向下延拓到除负虚轴以外区域：



其实不一定要求 Rer > 0 内完全解析，例如 r > a 解析，我们可
以选取积分路径:



若势同时解析且 e 指数衰减，例如 e−µr, 结合前面两种情形

若 V ∼ γe−µr/r, fl(p) 在 p = −iµ/2,−iµ, . . . 有割线
若 V ∼ γe−µr, fl(p) 在 p = −iµ/2,−iµ, . . . 有极点。
sl 在 (b) 图区域内亚纯。



两点说明：

对于满足我们的要求的势，fl 在上半平面解析。要解析延拓
到下半平面，需要一些额外的要求。

fl(p) 在下半平面的解析性物理上并不是很重要，在负虚轴
上面的性质对于势的长程性质很敏感。
例如：e−µr/r 势，负虚轴上会有割线，但是如果在 r > a 截
断，则在整个复平面上解析。而当 a 很大时，这两个势物理
上是不能区分的。



Summary

正则解：对于任意的 p (实的或复的), 正则解的积分方程 (8)
的迭代解 ϕl,p(r) (page 37) 是关于 p 的整函数。满足
ϕl,−p(r) = (−1)l+1ϕl,p(r). (pg. 52, 54)
Jost 函数: fl(−p) = [fl(p∗)]∗。在上半平面 (Imp > 0) 解析。
下半平面则依赖于势的行为。(pg.55)

截断势，对于 r > a, U(r) = 0, 则 f 在整个复平面上解析
若 V ∼ O(e−µr), fl(p) 在 Imp > −µ/2 内解析。
解析势，f 在除 Imp < 0 解析。(pg.58)
对于 V ∝ γe−µr, f 在除 Imp < −µ/2 解析。(pg. 60)

sl(p):sl(p) = fl(p)∗
fl(p) = fl(p∗)∗

fl(p) = fl(−p)
fl(p) , (pg.57)

对于截断势，r > a, V(r) = 0, 则 sl 亚纯 (除了极点之外解
析)。
若 V ∼ O(e−µr), sl(p) 在 −µ/2 < Imp < µ/2 内亚纯。
若 V ∝ γe−µr, sl(p) 在除 Imp < −µ/2, Imp > µ/2 外区域亚
纯。(pg. 60)



Section 6

束缚态与 Levinson 定理

Summary (go to page (80 ))



束缚态
由在 p, r ∈ R, 上渐近行为：

ϕl,p →
i
2
[fl(p)ĥ−l (pr)− fl(−p)ĥ+l (pr)]

p 解析延拓到上半平面时，我们假设上式仍然成立，
假设，某种势使得在 p̄ 处，(Imp̄ > 0), fl(p̄) = 0,

ϕl,p → −
i
2
fl(−p̄)ĥ+l (p̄r)→ − i

2
fl(−p̄)ei(pr−lπ/2)

当 Imp > 0, r→∞, ĥ+l 指数下降。
此时，ϕl,p̄ 是可归一化的波函数，满足 ϕl,p̄(r = 0) = 0, 对应
Schrödinger 方程的束缚态的解。
由于 H 是厄米算符，只有实的本征值 E = p2/2m，所以 p̄
只能是纯虚数 p̄ = iα, E = −α2/2m.
反过来，H 有束缚态，E = −α2/2m, 角动量 l, 则在 p = iα,
解 ϕl,p 必然指数衰减，f(iα) 为零。
若 f(−p) 在 −p = −p̄ 处也解析 (且不为零)，由
sl(p) = f(−p)/f(p), p̄ 为 sl(p) 的极点。



现在，我们对束缚态作为 sl(p) 的极点的理解：
sl(p) 是在波函数 ϕ 中的 outgoing 和 incoming 波的系数即 Jost
函数的比。当 Imp > 0, outgoing 波在 r→∞ 指数下降，而
incoming 的上升。由于束缚态的 ϕ 只是下降的，outgoing 不为零
incoming 为零，所以 sl(p) 无穷大。

(go to (68))



更严格一点：定义径向方程的解 χ±
l,p(r)，对应纯的 outgoing 和

incoming 解
χ±

l,p(r)
r→∞−−−→ ĥ±l (pr)

一般来说 χ±
l,p(r) 在 r = 0 处不为零, 并不 ∝ϕl,p。满足积分方程

χ±
l,p = ĥ±l (pr)−

∫ ∞

r
dr′gl,p(r, r′)U(r′)χ±

l,p(r
′)

注意：积分是从 r→∞。可以迭代求解。
可以证明 χ+

l,p(r) 在 Imp ≥ 0 时存在, 是径向方程的解，且关
于 r 连续，且在 Imp > 0 关于 p 解析。
对于 χ−

l,p(r) 则在 Imp ≤ 0 时存在且关于 r 连续，且在
Imp < 0 关于 p 解析。
对于 p ∈ R,

ϕl,p(r)=
i
2

(
fl(p)χ−

l,p(r)− fl(−p)χ+
l,p(r)

)



Wronskian 朗斯基行列式
两个函数 α(r), β(r),

W(α, β) = α(r)β′(r)− α′(r)β(r) = det
(
α β
α′ β′

)

若两个函数线性相关，则 W(α, β) = 0.
如果两个函数 α(r), β(r) 满足径向方程, 则

dW(α, β)

dr = α(r)β′′(r)− α′′(r)β(r) = 0.

W(jl(pr), n̂(pr)) = −p, W(χ+
l,p, χ

−
l,p) = −2ip.

W(χ+, ϕ) = pfl(p), 即

fl(p) =
1

pW(χ+, ϕ)

当 fl(p̄) = 0, Imp̄ > 0, 则 W(χ+, ϕ) = 0, ϕl,p̄ = λχ+
l,p̄(r),

χ+
l,p(r) 随 r 指数衰减，平方可积，所以是束缚态解,

E = −α2/2m。



束缚态对应 fl(r) 的一阶极点。

dfl
dp (p̄) =

∫ ∞

0
drχ+

l,p̄(r)ϕl,p̄(r) = λ

∫ ∞

0
dr(χ+

l,p̄)
2 > 0

fl 的零点处，分波振幅 fl 的留数 Γ = (−1)l+1γ2, γ 是由归
一化的束缚态波函数在无穷远处渐近形式定义
η(r) r→∞−−−→ γe−αr, 其中 E = −α2/2m。



Levinson 定理

两个定理：

1. Jost 函数不能在实轴上有零点, 除非在 p = 0 处。
2. p→∞, in Imp > 0 plane, fl → 1.

证明简要说明：
1. p ∈ R, 若 fl(p) = 0, 则 f∗l (p) = 0, ϕlp(r) 恒为零, 而由
ϕ

r→0−−−→ jl(pr)→ (pr)l+1

(2l+1)!!，除非 p = 0, ϕ 不能恒为 0.
2. 前一章的结果可以推广到复平面。
3. 一个推论：对于确定的 l, fl(p) 在 Imp > 0 平面只有有限的零
点，即有有限个束缚态。(对于 p = 0 点需特殊考虑)
( ∃p0 > 0, s.t. |p| > p0, fl(p) 无零点。再由解析函数性质，有限
区域的解析函数不可能有有限多的零点。)



Levinson 定理

对于球对称势 (满足我们要求的)，相移除了下面的例外情形外满
足

δl(0)− δl(∞) = nlπ

nl 是束缚态的个数。
一个例外情况是，l = 0 且 f0(0) = 0 时，

δl(0)− δl(∞) = (n0 +
1

2
)π

证明简要说明 (p ̸= 0): 主要是考虑上半平面圈积分，

I =
∮

d ln fl(p) =
∮

dp ḟl(p)
fl(p)

= 2πinl,

又由在 p ∈ R, (p > 0), ln fl(p) = ln |fl(p)|−iδl(p),
fl(−p) = f∗l (p), ln fl(−p) = ln |fl(p)|+ iδl(p)

I =
∮

d ln fl(p) = −2i
∫ ∞

0
dδ(p) = 2i[δ(0)−δ(∞)]



阈 (p = 0) 附近的行为

分波振幅:

fl(p) =
sl(p)− 1

2ip =
fl(−p)− fl(p)

2ipfl(p)
=
−1

p2fl(p)

∫ ∞

0
drȷ̂l(pr)U(r)ϕl,p(r)

=− 1

p2
∫ ∞

0
drȷ̂l(pr)U(r)ψl,p(r), ψl,p(r) = ϕl,p(r)/fl(p)

利用 |ȷ̂l(pr)|, |ϕl,p(r)| ≤ const
(

pr
1+pr

)l+1
, 若 fl(0) ̸= 0, 在 p = 0

邻域

|fl(p)| ≤
const
fl(0)

1

p2
∫ ∞

0
dr|U(r)|

( pr
1 + pr

)2l+2

对于 e 指数压低的势，分母 (1 + pr)2l+2 → 1 可以忽略，fl(p) 在
零点处解析，fl(p) = O(p2l), p→ 0,

fl(p) = −alp2l + blp2l+1 + . . .

al 有限的 (也有可能是 0) 常数，散射长度 scattering length.



V(r) = O( 1
rν ), (r→∞), tail 型

当 l < (ν − 3)/2 时，积分中分母 1 + pr→ 1 上面积分收敛，

fl(p) = O(p2l), [p→ 0, l < (ν − 3)/2]

若 l > (ν − 3)/2, 分母 (1 + pr) 需保留，积分后

fl(p) = O(pν−3), [p→ 0, l > (ν − 3)/2]

在 p = 0 处解析行为未知，不一定能级数展开。



阈 (p = 0) 附近的行为
下面考虑在 p = 0 处解析可以进行展开的情形, 主要是 e 指数压
低的势。引入分波振幅的 K 矩阵表示:

sl(p) =
1 + ikl(p)
1− ikl(p)

其中 p > 0, kl(p) 实的。sl(p) 自动幺正。
可以反解出

kl(p) = i1− sl(p)
1 + sl(p)

= tan δl(p)

除 sl(p) = −1 的点以外，kl(p) 在 sl(p) 解析的点处解析, 特
别的在 p = 0 处解析。
解析延拓至 −p, p > 0, 由 sl(p) = fl(−p)/fl(p),
sl(−p) = 1/sl(p), kl(−p) = −kl(p), 奇函数。
p→ 0, 由 δl(p)→ −alp2l+1, kl = tan δl, kl(p)

p→0−−−→ −alp2l+1.
kl/p2l+1 关于 p 偶函数:

p2l+1

kl(p)
= p2l+1 cot δl(p) = −

1

al
+

rl
2

p2 + O(p4)



Effective range expansion:

p2l+1

kl(p)
= p2l+1 cot δl(p) = −

1

al
+

rl
2

p2 + O(p4)

对于 l = 0, r0 近似的可以看成势的有效的力程。只取前两项则
称之为有效力程近似 Effective range approximation。n− p 散射
中到 10MeV 以下，Effective range approximation 近似的比较好。

Remarks:
对于 1/rν tail 型势, sl, fl(p), kl(p) 一般在 p = 0 含有支点, 将不
能关于 p2 进行的 effective range expansion，例如 1/r4tail,

p cot δ0(p) =
−1
a0

+ bp + cp2 ln p + O(p2)



fl(p) 在阈处的零点

p = 0 时，径向方程：[ d2
dr2 −

l(l + 1)

r2 − U(r)
]
y(r) = 0,

r→ 0 和 r→∞, l(l+1)
r2 主导

r→ 0, y(r) ∼ rl+1

r→∞, y(r) ∼ 1/rl.
对于 l = 0, r→∞, y ∼ 1/r0, 不可归一，不是束缚态。
对于 l > 0, 则可以是束缚态。

只有可能对特殊的势满足。



是否一个 p = 0 处的束缚态解对应约一个 fl(p) 的零点？
选择解的形式：(自由时候两个独立解 rl+1, 和 r−l)r→ 0,

j̃l(r) ≡
ȷ̂l(pr)
pl+1

→ rl+1

(2l + 1)!!
, ñl(r) ≡ pln̂l(pr) ∼ 1

rl ,

有相互作用时，

(r→ 0), ϕ̃l,p(r) ≡
ϕl,p(r)
pl+1

∼ rl+1,

(r→∞), χ̃+
l,p(r) ≡plχ+

l,p ∼ 1/rl, χ̃−
l,p(r) ≡ χ

−
l,p/pl+1 ∼ rl+1

fl(p) =
1

pW(χ+
lp, ϕlp) = W(χ̃+

lp, ϕ̃lp)

只有特殊的势下，当 χ̃+
l,p=0 ∼ ϕ̃l,0 时，fl(0) = 0, 当 l > 0 时，

ϕ̃l,p 确实是束缚态。l = 0, 不可归一化。



下面看 fl(p) 在 0 点附近的如何趋于 0 的。考虑 e 指数衰减势，
p = 0 处解析，可以在积分内级数展开

fl(p) =1 +
λ

p

∫ ∞

0
dr′ĥ+l (pr′)U(r′)ϕl,p(r′)

=1 +
1

p

∫ ∞

0
dr′n̂+

l (pr′)U(r′)ϕl,p(r′) + i1p

∫ ∞

0
dr′ȷ̂+l (pr′)U(r′)ϕl,p(r′)

p→0−−−→1 + [αl + βlp2 + O(p4)] + i[γlp2l+1 + O(p2l+3]

注意到 ȷ̂l(r), n̂l(r),ϕl,p(r) 是实的，所以 αl, βl, γl 都是实的。其中
用到
ȷ̂l(pr) ∼ (pr)l+1(

∑
n=0 αnp2n),n̂l(pr) ∼ 1/(pr)l(

∑
n=0 αnp2n),

ϕlp(r) ∼ (pr)l+1, p→ 0. 利用 fl(p = 0) = 0, αl = −1:

fl(p) = [βlp2 + O(p4)] + i[γlp2l+1 + O(p2l+3)]

所以

l = 0 f0(p) = iγlp + O(p2),
l > 0 fl(p) = βp2 + O(p3 or p4)

l = 0 是单根，而 l > 0 是二重根。



继续 Levinson 定理：

I =
∮

d ln fl(p) =
∮

dp ḟl(p)
fl(p)

= 2πinl(Imp > 0),

积分的环路变为:

I =− 2i
∫ ∞

0
dδ(p) = 2i[δ(0)− δ(∞)] + lim

ϵ→0

∫
Γϵ

dp ḟl(p)
fl(p)

=2i[δ(0)− δ(∞)] +

{
−πi [l = 0]
−2πi [l > 0]

l = 0, p = 0 不是束缚态，l > 0,p = 0 是束缚态：

δ(0)− δ(∞) =

{
(n0 +

1
2)π [l = 0]

nlπ [l > 0]



分波振幅 fl 在 fl(p = 0) = 0 时的阈处的行为。

fl(p) =
sl(p)− 1

2ip =
fl(−p)− fl(p)

2ipfl(p)
=
−1

p2fl(p)

∫ ∞

0
drȷ̂l(pr)U(r)ϕl,p(r)

当 fl(0) ̸= 0 时，我们前面得到 fl(p) = −alp2l + O(p2l+1).
l = 0, 当 f0(0) = 0 时，f0(p) ∼ iγp, j0(pr) ∼ p, ϕl,p ∼ p, 所
以

f0(p) = ia0p + O(1), a0 ∈ R

也可由 Levinson 定理: 此时，δ0(0) = π/2( mod π),
f0(p) = 1

p exp(iδ0) sin δ0 → i∞, 截面 σ0 = 4π|f0|2 →∞.
l > 0, fl(p) ∼ p2

fl(p) = alp2l−2 + O(p2l−1)

与前面相比幂次减少两次。



Summary

束缚态：fl(p) 的一阶零点，sl(p) 的一阶极点。(page 64)
Jost 函数两个性质 (page 69)
1. Jost 函数不能在实轴上有零点, 除非在 p = 0 处。
2. p→∞, in Imp > 0 plane, fl → 1.
Levinson 定理: (page 70) 球对称情形，

δl(0)− δl(∞) = nlπ

nl 是束缚态的个数。
一个例外情况是，l = 0 且 f0(0) = 0 时，

δl(0)− δl(∞) = (n0 +
1

2
)π

sl 的 K 矩阵参数化 (pg.73)：sl(p) = 1+ikl(p)
1−ikl(p) , kl(p) 实的,

kl(p) = tan δl(p)。
p ∈ R, sl(−p) = 1/sl(p)。



对 r→∞, e 指数压低的势
阈附近行为: fl(0) ̸= 0 时 (pg.71)，
fl(p) = −alp2l + blp2l+1 + . . .
有效力程 effective range 展开 (pg. 74)

p2l+1

kl(p)
= p2l+1 cot δl(p) = −

1

al
+

rl
2

p2 + O(p4)

若 fl(p = 0) = 0 处解性质：(pg. 75)
l > 0 时, 可以归一，是束缚态;
l = 0 时，解不可归一，不是束缚态。
fl(p = 0) = 0, 在 p = 0 展开: (pg.77)

l = 0 f0(p) = iγlp + O(p2),
l > 0 fl(p) = βp2 + O(p3 or p4)

此时分波振幅 fl 在 p = 0 展开：(pg.79)

l = 0, f0(p) = ia0p + O(1), a0 ∈ R

l > 0, fl(p) = alp2l−2 + O(p2l−1)

l = 0 时可以看成散射长度发散。


	分波散射态、分波散射振幅
	分波的  S  矩阵
	自由的径向波函数
	分波散射态

	分波的Lippmann-Schwinger 方程及分波振幅
	分波波函数及振幅的性质
	正则(Regular) 解, Jost 函数及玻恩展开收敛性
	正则解、Jost函数、 sl 的解析性质 (关于p)
	单变量解析函数
	正则解的解析性质 (关于p)
	Jost 函数和分波 S  矩阵元的解析性

	束缚态与Levinson 定理
	阈(p=0)附近的行为


