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研究背景

即使这两个对象在几何形状上有所不同，但它们在拓扑上完全等价。

对于三维对象，我们可以用来区分二者的主要是它们具有的孔数。

将这种不破坏既定规则的拉伸称为同胚。

具有拓扑结构的场可以看作是拓扑空间到另一个拓扑空间的映射。

=

什么是拓扑？
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研究背景

拓扑在物理学的各个领域都有着广泛的应用。

凝聚态领域：拓扑超导，拓扑绝缘体，孤子，涡旋等，高能领域：瞬子，拓扑荷
Instanton

A. A. Belavin, et al., Phys. Lett. B 59, 85 

𝜃 真空
C. G. Callan,et al., Phys. Lett. B 63, 334

η 质量

G. Veneziano, 1979, Nucl. Phys. B 159, 213

拓扑在物理领域中的应用
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研究背景

可以采用 Cartan-Maurer 形式来表征拓扑不变量

考虑四维欧氏空间 SU(3) 规范场的情形，杨-米尔斯方程有如下的经典解

𝑖𝐴𝑖 𝑥 =
𝑟2

𝑟2 + 𝑅2
𝑔1
−1 ො𝑥 𝜕𝑖𝑔1 ො𝑥

什么是拓扑荷？

ℐ 𝑔 = න 𝑑𝜃1𝑑𝜃2⋯𝑑𝜃𝑑𝜖𝑖1𝑖2⋯𝑖𝑑

× T r 𝑔−1 𝜃
𝜕𝑔 𝜃

𝜕𝜃𝑖1
𝑔−1 𝜃

𝜕𝑔 𝜃

𝜕𝜃𝑖2
⋯𝑔−1 𝜃

𝜕𝑔 𝜃

𝜕𝜃𝑖𝑑
,
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研究背景

该形式解具有非平庸的拓扑结构，对应的拓扑不变量为

ℐ[𝑔] = −(3N/8)𝜖𝑖𝑗𝑘𝑙න d4𝑥𝐹𝛼𝑖𝑗𝐹𝑘𝑙
𝛼

对应的缠绕数即为拓扑荷，

𝑞(𝑥) =
𝑔2

16𝜋2
𝜖𝜇𝑣𝜌𝜎Tr𝐹

𝜇𝜈𝐹𝜌𝜎

𝑄(𝑥) = න𝑞(𝑥) d4𝑥

拓扑荷可以用于区分不同拓扑结构的规范场。

什么是拓扑荷？
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研究背景

QCD 的非平庸真空拓扑结构吸引了大量研究者的兴趣：

E. Witten, Nucl. Phys. B 156, 269 (1979) 171，拓扑磁化率与 η′质量的联系

Sz. Borsanyi et al, Nature 539 (2016) 7627, 用高温下拓扑磁化率来估计轴子质量

此外，规范场的非平庸拓扑性质也可以解释 𝑈(1)𝐴 反常问题。

什么是拓扑荷？

7/26



研究背景

强相互作用中赝标量道最轻的粒子是八个赝标介子，

根据夸克模型，它们是八重态。

为什么这些粒子质量如此轻？

是对称性自发破缺产生的戈德斯通玻色子。在夸克质

量为 0 时，我们期望它们的质量严格为0。

由于QCD 拉氏量还具有 𝑼(𝟏)𝑨 对称性，它的自发破缺

应该给出味单态，即第九个戈德斯通玻色子。但是最

轻的单态赝标介子𝜂′质量远重于八重态的赝标介子。

拓扑荷与𝑈(1)𝐴
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研究背景

这一疑难的解决与量子反常有关。1969 年，Adler-Bell-Jackiw 在研究𝝅𝟎 → 𝜸 + 𝜸

时，计算三角图发现轴矢流不守恒。Fujikawa 用路径积分测度变换的方法重新导出了反常轴

矢流。

在路径积分量子化中，费米子场积分测度改变导致相应的轴矢流对称性被破坏。

𝑍 = ∫𝒟[𝜓, ᪄𝜓, 𝑈]e−𝑆[𝜓,
᪄𝜓,𝑈] = ∫𝒟 𝜓′, ᪄𝜓′, 𝑈′ e−𝑆 𝜓′, ᪄𝜓′,𝑈′

ℒ = i ᪄𝜓(𝑥)i𝜕 𝜓(𝑥) −
1

2
Tr 𝐹𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈

𝜓′ = 𝟙 + i𝜀𝑀𝛾5 𝟙 −
𝑎

2
𝐷 𝜓, ᪄𝜓′ = ᪄𝜓 𝟙 + i𝜀𝑀 𝟙 −

𝑎

2
𝐷 𝛾5

𝒟 𝜓, ᪄𝜓 = 𝒟 𝜓′, ᪄𝜓′ det 𝟙 + i𝜀𝑀𝛾5 𝟙 −
𝑎

2
𝐷

2

拓扑荷与𝑈(1)𝐴
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研究背景

d𝜓 d ത𝜓 → ex p i𝛼න q(x)d4𝑥 d𝜓 d ത𝜓

𝑞(𝑥) =
1

32𝜋2
𝜖𝜇v𝜌𝜎𝐹𝛼

𝜇𝑣
𝑥 F𝜌𝜎,𝛼 𝑥

进一步可以给出轴矢流对应的 Ward 恒等式（考虑夸克质量项）：

𝜕𝜇J5
𝜇
(x) = 2m ᪄𝜓(x)𝛾5𝜓(x) − Nfq(x),

表明在存在海夸克的情形下，𝐪(𝐱)与同位旋单态的赝标量介子算符 ᪄𝛙(𝐱)𝛄𝟓𝛙(𝐱)存在

联系，从而该算符可能会与同位旋单态赝标量介子存在耦合。

那么是否可以通过拓扑荷密度算符来研究 η 及 η′ 的性质？

拓扑荷与𝑈(1)𝐴
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研究背景

𝜂 𝑥 =
1

2
᪄u𝑥𝛾5𝑢𝑥 + ᪄d𝑥𝛾5𝑑𝑥

𝐶𝒑
𝜂
𝑡, 𝑡0 = ෤𝜂 𝑡 𝒑 ෤𝜂 𝑡0, 𝒑

†

𝐶𝒑
𝜂
𝑡, 𝑡0 =

1

𝑉3
෍

𝒙,𝒚

ei𝒑⋅ 𝒚−𝒙 ർ𝒬𝛽,𝑏,𝑡0,𝒚;𝛼,𝑎,𝑡,𝒙
−1 𝒬𝛼,𝑎,𝑡,𝒙;𝛽,𝑏,𝑡0,𝒚

−1

ൿ−𝒬𝛽,𝑏,𝑡0,𝒚;𝛽,𝑏,𝑡0,𝒚
−1 𝒬𝛼,𝑎,𝑡,𝒙;𝛼,𝑎,𝑡,𝒙

−1

通常情况，格点上利用费米子场计算η和η′
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研究背景

RQCD Collaboration,JHEP 08 (2021) 2106.05398v3

格点上利用费米子场计算η和η′
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研究背景

传统格点计算必须包括断开的非连通图

这要求数据上有很高的统计量

在具有动力学海夸克组态上，可以用拓扑荷密度算符计算同位旋单态赝标量介子

JLQCD Collaboration,Phys. Rev. D92 (2015) 111501

Wei Sun,et al.,Chin. Phys. C 42 (2018) 093103

Petros Dimopoulos,et al.,Phys. Rev. D 99,no.3,(2019)034511 

需要进一步在物理点海夸克组态上验证该方法；另外在2+1味组态上，才能对应到物理的

η′。所以在物理点的2+1味组态上进行模拟计算才是十分必要的。

格点上利用拓扑荷密度算符计算η和η′
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一 研究背景

二 计算细节及结果

总结与展望三
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计算细节及结果

我们通过计算由拓扑荷密度算符构成的两点关联函数来抽取相应的物理信息

𝑞(𝑥) =
1

32𝜋2
𝜖𝜇𝑣𝜌𝜎Tr𝐹

𝜇𝜈𝐹𝜌𝜎

其中 𝑟 为两个时空点 𝑥、𝑦 之间距离， 𝑟0、 𝑟′ 为四维时空点，𝐾1为修正的贝塞尔

函数。

𝐶2(|𝑟|) = ⟨𝑞(𝑦)𝑞(𝑥)⟩ = ∑𝑟′∑𝑟0𝑞 𝑟0 + 𝑟′ 𝑞 𝑟0

𝑓 𝑟,𝑚𝜂′ = 𝐴
𝐾1 𝑚𝜂′𝑟

𝑟
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计算细节及结果

Table: 模拟计算相关的参数

我们采达到物理π介子质量的2+1味海夸克组态进行模拟计算。具体参数见表格。

格点上使用wilson loop构造场强张量，进而构造拓扑荷密度算符，使用快速傅里

叶变换的方法（FFT）拼接关联函数

𝐹𝜇𝜈(𝑥) = Im 𝑈𝜇(𝑥)𝑈𝜈(𝑥 + 𝑎 ƶ𝜇)𝑈𝜇
†(𝑥 + 𝑎 ƶ𝜈)𝑈𝜈

†(𝑥)

16/26



计算细节及结果

两点关联函数会随 𝑟 由一个正数变成负数，并按指数衰减，到达某个最低点后会

有上升的趋势。该两点关联函数在r=0时，即为拓扑磁化率(topological 

susceptibility)，因此是一个正的数；而在r>0时，两点关联函数的符号为负。

理论上讲，𝐂𝟐(|𝐫|)在大r区域的行为来自赝标量粒子的贡献。
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计算细节及结果

定义的 𝑞(x) 直接计算的关联函数在 𝑟 比较大时统计噪音太大，得不到有统

计意义的信号。
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计算细节及结果

对规范场做Wilson flow，能有效改进拓扑荷密度算符关联函数的信号。

随着流时间𝐭𝐟增大，在大r的信号会增强，两点函数的由正变负的位置也会后移。不过

当r>6时，不同流时间的两点函数的衰减行为类似，表明此时都以相近的质量衰减。
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计算细节及结果

利用公式𝐟 𝐫,𝐦𝛈′ = 𝐀
𝐊𝟏 𝐦

𝛈′
𝐫

𝐫
拟合

上图表示不同流时间下的 𝜂′ 质量随拟合起点 r 值的变化，拟合终点为 10.5。

单质量项形式给出的拟合结果为 𝑚 = 920(5)(10)MeV，实验值 𝐦𝜂′= 

957.78(6)MeV 是接近的。 20/26



计算细节及结果

考虑到 𝜂′ 和 𝜂 都会具有同位旋单态 𝜂𝟏的成分，那么我们应该可以从

拓扑荷密度算符两点关联函数中，看到这两个态。

𝐴

𝑟
𝐾1 𝑚𝜂′𝑟 →

𝐴1

𝑟
𝑒
2𝑚

𝜂′
2 𝑡
𝑚𝜂′𝐾1 𝑚𝜂′𝑟 +

𝐴2

𝑟
𝑒2𝑚𝜂

2𝑡𝑚𝜂𝐾1 𝑚𝜂𝑟

不同流时间下的 𝜂′ 𝜂质量随拟合起点 r 值的变化，拟
合终点为 12.6

不同流时间下的 𝐴1𝐴2 随拟合起点 r 值的变化，拟合
终点为 12.6 21/26



计算细节及结果

两态拟合给出最轻的态的质量为 𝐦𝛈 = 615(95)MeV，与实验上 𝜂 质量

547.86(1)MeV接近；激发态的质量为𝐦𝛈′ = 918(160)MeV与 𝜂′介子质量是相

容的。

考虑到 𝐀𝟏, 𝐀𝟐 物理含义为

𝐀𝟏 ∼ 𝟎|𝐆 ƿ𝐆|𝛈′
𝟐

𝐀𝟐 ∼ 𝟎 𝐆 ƿ𝐆 𝛈
𝟐

𝐭𝐚𝐧 𝛉 =
𝟎 𝐆 ƿ𝐆 𝛈

𝟎|𝐆 ƿ𝐆|𝛈′

⟨0 |𝐆 ƿ𝐆| 𝜂⟨ 为拓扑荷密度算符在赝标量介子态与真空态之间的矩阵元，我

们就可以用𝛉 = 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧
𝐀𝟐

𝐀𝟏
估计 |𝜃| 的取值范围。
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计算细节及结果

我们给出了混合角为𝟐𝟎 − 𝟑𝟎°，和基于Gell-Mann-Okubo线性质量关系得到的混合角𝟐𝟒. 𝟓°是

符合的。

不同流时间下的混合角随拟合起点r值的变化，拟合终点为12.6。
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一 研究背景

二 总结与展望

计算细节及结果二
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总结与展望

我们基于物理点的2+1味组态计算了拓扑荷密度算符的关联函数，拟合给出𝜂′的质量

为 920(5)(10)MeV。

验证了基于拓扑荷密度关联函数获取𝜂′质量的可行性，并进一步给出了𝜂和𝜂′的质量

及混合角。

未来基于更大统计规模的组态，可以进一步提升结果的精度。
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感谢各位老师的聆听
欢迎批评指正

Thanks
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