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1 研究动机

重大科学难题：非微扰问题

强相互作用是四种基本相互作用之一，

其基本理论是量子色动力学(QCD)。

QCD具有高能微扰和低能非微扰的性质。

非微扰物理量难以计算，是世纪难题

粒子物理：标准模型内最后的难题。夸克禁闭和新物理？

核物理：核科学都能溯源到核力，核力本质是强相互作

用，强作用的非微扰问题是制约核科学的根本问题之一。

现有的非微扰方法各有优缺点

格点QCD(LQCD)：第一性原理的计算方法，但需要超级计算机且对激发态等物理量计算难度大。

其他方法：如QCD求和规则、Dyson-Schwinger方程等都有模型依赖性。唯象方法预言能力有限。
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图1：高能微扰与低能非微扰



2 反问题介绍

基于量子场论的色散关系，通过已知的微扰计算反解未知的非微扰物理量：

熊傲昇（兰州大学）

已知积分结果求被积函数需要用到反问题理论。

H.N.Li, H.U, F.R.Xu, F.S.Yu, 

Phys.Lett.B 810(2020)

𝑲𝒇 = න
𝒂

𝒃 𝒇 𝒙

𝒚 − 𝒙
𝒅𝒙 = 𝒈 𝒚 , 𝒚 ∈ 𝒄, 𝒅 , 𝒄 > 𝒃
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2 反问题介绍

反问题理论是成熟的数学分支领域：
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与反问题对比的是正问题；

1950年左右发展至今；

在众多重要的前沿科学领域中广泛运用； න
𝑎

𝑏 𝑓 𝑥

𝑦 − 𝑥
𝑑𝑥 = 𝑔 𝑦 , 𝑦 ∈ 𝑐, 𝑑 , 𝑐 > 𝑏

线性方程组的求解、地质探勘、缪子成像、CT……

微扰论
色散关系

反问题方法

反问题理论

非微扰
物理量



3 适定性研究

适定性是研究反问题的基础：

熊傲昇（兰州大学）

解的存在性；解的唯一性；解的稳定性；

线性方程组的一般形式为：𝐴𝑛×𝑛𝑥𝑛×1 = 𝑏𝑛×1。
上述方程组的解存在当且仅当𝑟𝐴 = 𝑟(𝐴,𝑏)；当解存在时，解唯一当且仅当𝑟𝐴 = 𝑛；

ቊ
2𝑥1 + 3𝑥2 = 8

2𝑥1 + 3.00001𝑥2 = 8.00002

解为𝑥1 = 1, 𝑥2 = 2;
当对方程组的右端加上微小的误差时

ቊ
2𝑥1 + 3𝑥2 = 8

2𝑥1 + 3.00001𝑥2 = 8.00003

解却变成 𝑥1 = −0.5, 𝑥2 = 3 。解却发生了巨大的变化，上述线性方程组不满足解的稳定性。

反问题的简单例子：

න
𝑎

𝑏 𝑓 𝑥

𝑦 − 𝑥
𝑑𝑥 = 𝑔 𝑦 , 𝑦 ∈ 𝑐, 𝑑 , 𝑐 > 𝑏
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3 适定性研究

熊傲昇（兰州大学）

න
𝑎

𝑏 𝑓 𝑥

𝑦 − 𝑥
𝑑𝑥 = 𝑔 𝑦 , 𝑦 ∈ 𝑐, 𝑑 , 𝑐 > 𝑏☺
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解的存在性：



3 适定性研究

熊傲昇（兰州大学）

解的存在性： 解的唯一性：☺ ☺
න
𝑎

𝑏 𝑓 𝑥

𝑦 − 𝑥
𝑑𝑥 = 𝑔 𝑦 , 𝑦 ∈ 𝑐, 𝑑 , 𝑐 > 𝑏
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3 适定性研究
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☺ ☺解的存在性： 解的唯一性： 解的稳定性：


不稳定性是求解该反问题的难题！
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න
𝑎

𝑏 𝑓 𝑥

𝑦 − 𝑥
𝑑𝑥 = 𝑔 𝑦 , 𝑦 ∈ 𝑐, 𝑑 , 𝑐 > 𝑏

两个相似的𝑔(𝑦)

对应的解却有着

有很大差别

实际物理中，数据一定存在误差： 𝑔𝛿 − 𝑔
𝐿2
≤ 𝛿



4 正则化方法

熊傲昇（兰州大学）

正则化方法：

Tikhonov正则化方法： L-curve法：

不适定问题 近似的适定问题正则化方法

第一项可看作𝜒2拟合，第二项是罚项；

罚项的形式可根据实际问题做改进;

𝛼 > 0是正则化参数，对结果有影响，不能过大或过小。
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Andreas Kirsch.2011

基于严格的数学理论和逻辑，不引入可调参数，有成为第一性原理的潜力

||𝑓𝛼
𝛿 − 𝑓∗||𝐿2 → 0, 𝑎𝑠 𝛿 → 0

𝑓𝛼
𝛿 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛

1

2
||𝐾𝑓 − 𝑔𝛿||𝐿2

2 +
𝛼

2
||𝑓||𝐿2

2
𝛼 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛 ||𝑓𝛼

𝛿||𝐿2||𝐾𝑓𝛼
𝛿 − 𝑔𝛿||𝐿2



5 数值结果

熊傲昇（兰州大学）

Toy Models:
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构造真实解𝑓 𝑥 = 𝑎1𝑓1 𝑥 + 𝑎2𝑓2(𝑥)和对应的输入数据𝑔(𝑦)，并对数据加误差得到误差数据

𝑔𝛿(𝑦)，以此来测试正则化方法的可靠性。

model 1 model 2 model 3



5 数值结果

熊傲昇（兰州大学）

使用经典方法的结果：

验证问题的不稳定性；

无法使用经典的方法求解，必须要使用正则化方法。
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5 数值结果
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对正则化参数进行遍历：

正则化参数𝛼的选取比较重要；

正则化方法可以很好地解决该反问题。

model 1 model 2 model 3
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5 数值结果
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Tikhonov正则化方法和L-curve法的结果：

输入误差分别为30%,10%和1%；

对于Model 1能够很好的反演，而Model 2和

Model 3的反演效果不是特别好；

随着输入误差降低，解的误差也逐渐降低。

误差水平基本一致

积分方程将解磨平

可对正则化方法进行改进，使得解变得更好。
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5 数值结果
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限制解的空间： 𝒇
𝑳𝟐
𝟐

→ 𝒇
𝑯𝟏

𝟐
反问题方法优势：

1.基于严谨的数学框架；

2.能够系统性地控制误差；

3.不需要过大的计算资源；

4.能够计算全部非微扰能区、激发态等；

5.针对具体问题进行改进；

6.可以与实验或格点QCD结合并互补；

实验或格点QCD的结果
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6 总结与展望

熊傲昇（兰州大学）

总结：

展望：

⚫ 计算非微扰量的新方法；

⚫ 严格证明色散关系反问题的不适定性；

⚫ 运用正则化方法将不适定问题转化为适定性问题；

⚫ 数值试验验证正则化方法的有效性。

⚫ 数学框架的进一步搭建；

⚫ 物理问题的深入应用，解决重大基本问题；

⚫ 寻找反问题方法运用的新方向。
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