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第 1 章 QCD 的对称性

QCD 的拉氏量为

LQCD = −1

4
Ga,µνGa

µν +
∑
f

q̄if (i 6Dij −mfδij)q
j
f +

g2sθ

64π2
ϵµναβG

a,µνGa,αβ, (1.1)

其中 qif 为夸克场, i = 1, 2, 3 (通常表示为 r, g 和 b) 为颜色指标, f = u, d, s, c, b, t 为夸克的味

指标, a = 1, 2, . . . , 8 为胶子场的颜色指标, 表示胶子有 8 种颜色; 重复的指标表示对指标求和

(其中对味指标的求和已经明显写出). ϵµναβ 为全反对称 Levi-Civita 张量, 我们取其符号约定

为 ϵ0123 = +1. 胶子场强张量为

Gµν = ∂µAν − ∂νAµ + i gs [Aµ, Aν ] , Aµ ≡ Aa
µ

λa
2
, (1.2)

λa 为 Gell-Mann 矩阵, λa/2 为 SU(3) 群的生成元. 6D = γµDµ, 规范协变导数为

(Dµ)ij = δij∂µ + i gs
λaij
2
Aa

µ, (1.3)

gs 为耦合常数.

QCD 的一个重要特点是在渐近自由. QCD 的精细结构常数 αs ≡ g2s/(4π) 随着能标的跑

动为：

dαs(µ)

d log µ2
= −αs

[
b0αs +O

(
α2
s

)]
, (1.4)

其中 b0 = (11Nc − 2Nf )/(12π) > 0, Nc = 3 为夸克颜色的数目, Nf 为夸克味的数目. 可以看

到, αs 随着能标的升高越来越小 (见图 1.1) , 从而在高能区域远小于 1 使得 QCD 可以在此区

域内能够微扰展开; 而随着能标的降低, αs 越来越大, 使得在能标大约为 ΛQCD 的低能 (红外)

区域内 QCD 完全非微扰. ΛQCD 的值可从 2018 年版《粒子数据表》[1] 中关于 QCD 的综述中

找到: Λ(3)

QCD,MS
= (332± 17) MeV, Λ(4)

QCD,MS
= (292± 16) MeV. 这里 MS 表示重整化的修正最

小减除方案 (modified minimal subtraction scheme), 上标里的数字表示圈图计算中考虑的夸

克味的数目.

前面已经讲到, QCD 在低能区的非微扰本质对我们精确理解强子结构及其相互作用造成

表 1.1: 标准模型中夸克的电荷和质量. 其中, 电荷单位为质子电荷 e, 夸克质量取自最新版的
《粒子数据表》[2]. u, d, s 夸克质量为 MS 减除方案下能标为 µ ≈ 2 GeV 时的质量, c, b 夸克质
量为 MS 方案下的跑动质量, t 夸克质量来源于实验直接测量.

夸克味 u d s c b t

电荷 (e) 2
3

−1
3

−1
3

2
3

−1
3

2
3

质量 (MeV) 2.16+0.49
−0.26 4.67+0.48

−0.17 93+11
− 5 1270± 20 4018+30

−20 (172.76± 0.30)× 103



DRAFT图 1.1: QCD 耦合常数 αs 随能标的跑动. 取自《粒子数据表》[2] 中关于 QCD 的综述.

了障碍并带来挑战. 研究非微扰强相互作用常用的理论方法包括下列几种:

唯象模型, 如夸克模型, QCD 求和规则等:

在夸克模型中, 所考虑的自由度并不是 QCD 拉氏量里的流夸克和胶子, 而是组分夸

克, 其质量并不是表 1.1中给出的流夸克质量, 而是所谓的组分夸克质量. 对于质量小

于 ΛQCD 的轻夸克来说, 组分夸克的质量远大于流夸克质量, 通常通过拟合强子磁矩或

者强子质量谱来确定 (参见第 ?? 章 [赵老师讲的部分]).

在 QCD 求和规则中, 非微扰的 QCD 效应被参数化为一系列真空凝聚, 如夸克凝聚, 胶

子凝聚, 夸克胶子混合凝聚等. 对于给定的关联函数, 利用 QCD 的算符乘积展开在深度

类空区将之表达为微扰 QCD 部分以及各种真空凝聚的和, 而在类时区, 则可用强子质

量和衰变常数等表示出来. 接下来,利用色散关系建立两个区域之间的联系,从而估算出

强子性质相关的物理量.

基于第一性原理的格点 QCD:

考虑欧式空间里的 QCD, 将时空离散化, 写出在连续极限下与 QCD 一致的作用量. 在

超级计算机上, 利用蒙特卡洛方法进行极大维度的路径积分, 计算各种非微扰的物理量.

格点 QCD 的计算通常有以下系统误差需要考虑: 1) 格子大小是有限的, 即时空体积是

2
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1.1 QCD 的严格与近似对称性

有限的, 而现实世界的时空是无限大的 (对强作用来说); 2) 两个相邻格点之间的格距是

有限的, 而现实世界的时空是连续的; 3) 在很多格点计算中, 轻夸克质量的取值大于其

物理值, 因此, 要将计算结果外推到物理的夸克质量情形 (此过程称为手征外推).

有效场论:

如果我们考察的物理系统中可以构造出一个无量纲的小量, 那么我们便可以构造按照其

幂次展开的有效场论. 通常, 这样的小量可以选为一个小的能量或动量标度和一个大的

能量或动量标度之间的比值. 这样,我们便可以逐阶进行计算,在截断到有限阶时可以估

计忽略掉高阶贡献带来的误差. 同时, 我们要求有效场论具有的对称性与底层理论 (本

书中为 QCD) 的严格或近似对称性一致, 并通过构造满足这些对称性最普遍的拉氏量,

从而保证有效场论的计算结果是模型无关的. 我们将在第 2 章中介绍 QCD 最重要的低

能有效场论: 手征微扰论.

色散关系:

基于幺正性 (即几率守恒) 和解析性 (即因果性) 等基本原理构造. 解析性将不同运动学

区间的物理量联系起来, 幺正性将产生过程和散射过程的物理量联系起来. 我们将在第

3 中介绍色散关系.

在研究非微扰强相互作用时, 经常需要结合使用上述不同方法。例如，我们可以利用手征

微扰论将格点 QCD 在非物理的轻夸克质量上计算的物理量进行手征外推, 利用非相对论有

效场论研究与格点 QCD 计算相关的有限体积的效应; 而有效场论中的未知参数 (称为低能常

数) 则可以通过格点 QCD 来计算, 在没有相关格点 QCD 计算结果的时候, 也可以通过夸克

模型等唯象方法来估计; 在一些情况下, 通过色散关系构造的散射振幅在低能区可以匹配到手

征有效场论的振幅, 从而限制前者的参数; 对实验数据进行分析的时候, 也可以通过考虑对称

性的限制和色散关系来构造分波分析需要的振幅.

本章中, 我们将介绍 QCD 的近似对称性及其在研究强子结构中的应用.

1.1 QCD 的严格与近似对称性

QCD 的拉氏量 (1.1) 具有如下严格对称性: Lorentz 对称性; SU(3) 色规范对称性; 电荷

共轭 (C) (将粒子变成它们的反粒子) 不变; 如果 θ 严格为 0, 那么还有宇称变换 (P) 不变和电

荷-宇称联合变换 (CP) 不变.

下面我们讲一下拉氏量 (1.1) 中各项的宇称变化. 利用场的宇称变换性质:

qf (t, x⃗)
P7→ γ0qf (t,−x⃗), Gµν(t, x⃗)

P7→ Gµν(t,−x⃗), (1.5)

3



DRAFT

1.1 QCD 的严格与近似对称性

我们可以验证 (1.1) 中前两项是宇称变换下不变的:1.1

Ga,µν(t, x⃗)Ga
µν(t, x⃗)

P7→ Ga
µν(t,−x⃗)Ga,µν(t,−x⃗),

q̄f (t, x⃗) (i 6D −mf ) qf (t, x⃗)
P7→ q̄f (t,−x⃗)γ0 (iDµγµ −mf ) γ

0qf (t,−x⃗)

= q̄f (t,−x⃗) (iDµγ
µ −mf ) qf (t,−x⃗)

= q̄f (t,−x⃗) (i 6D −mf ) qf (t,−x⃗), (1.6)

其中, 在宇称变换下, 矢量的空间分量改变符号, 时间分量不变. 对于协变导数就有 Dµ P7→ Dµ,

注意这里我们将上指标变成了下指标. 这是因为我们采取的是 Minkowski 空间的度规, 其

度规张量 gµν = diag(1,−1,−1,−1). 改变矢量的空间分量的符号相当于将 gµν 作用于其上:

Dµ = gµνD
ν . 然而, 最后一项, 即所谓的 θ 项却会改变符号, 即其 P 和 CP 联合变换都为奇

(P-odd, CP-odd):

Ga,µν(t, x⃗)G̃a
µν(t, x⃗) ≡

1

2
ϵµναβG

a,µν(t, x⃗)Ga,αβ(t, x⃗)

P7→ −Ga,µν(t,−x⃗)G̃a
µν(t,−x⃗), (1.7)

此处, 我们用到了 Levi-Civita 张量的性质: ϵµναβ = −ϵµναβ; 这是由于我们考虑的是 4 维时空,

即 1 维时间和 3 维空间, 因此利用闵氏时空的度规张量将它的所有指标都同时升或降将改变

其符号. 可以看到, 只有当 θ = 0 时, QCD 的拉氏量才是 P 和 CP 不变的. 目前, 通过测量中

子的电偶极矩的上限给出来的 θ 与夸克质量矩阵Mq 的相位的线性组合1.2为

θ̄ ≡ θ + arg(detMq) ≲ 10−10. (1.8)

然而, 由于 θ̄ 是一个无量纲的参数, 没有理由要求它一定为零, 因此它的值如此之小以至于目

前还没发现一个非零的中子电偶极矩是令人困惑的. 这个问题被称为强 CP 问题, 目前还没有

一个很好的解答. 在提出的解决方案中, 有一个建议最轻的夸克 (即 u 夸克) 是无质量的, 然

而, 我们在第 2.1 节中通过分析轻赝标介子的质量会看到这个可能性与实验不符. 另一个有很

大影响的方案为轴子 (axion) 模型[3–4], 由于轴子也是一种暗物质候选者, 因此, 对于轴子的研

究以及实验寻找是目前的热点方向; 我们也将在第 2 章习题 2.2中进行简要的介绍.

除了上述严格对称性之外, QCD 还具有一些近似对称性. 从表 1.1 中可以看到, 质量较轻

的三种味的夸克的质量远小于 ΛQCD, 而质量较大的夸克的味则远大于 ΛQCD:

mu,d,s � ΛQCD � mc,b,t . (1.9)

我们将 u, d, s 夸克称为轻夸克, 将 c, b, t 夸克称为重夸克 (顶夸克由于其衰变宽度很大, 不能

形成近稳定的强子, 接下来我们将不再考虑). 轻夸克部分存在近似的手征对称性及其自发破

1.1我们说拉氏量在某种变换下不变, 实际上指的是相应的作用量 S =
∫
d4xL(x) 不变.

1.2由于 U(1)A 反常, 夸克质量矩阵的整体相位总是可以转为 Ga,µνG̃a
µν 项, 因此只有这个线性组合才是可观测量.

4



DRAFT

1.2 手征对称性

gluon

ψR ψR

mass

ψR ψL
图 1.2: 夸克的动能项及其与胶子的相互作用不改变其手性, 而其质量项则将左手和右手的部
分耦合起来.

缺, 而重夸克部分则有近似的重夸克对称性. 我们在本章下面的几节中将分别讲述.

1.2 手征对称性

考虑 u, d, s 3 个味的轻夸克 (Nf = 3), 这部分的拉氏量为

Llight =
∑

f=u,d,s

q̄f (i 6D −mf ) qf = q̄ (i 6D −Mq) q, (1.10)

这里, 我们将轻夸克场和夸克质量项写成了矩阵形式:

q =


u

d

s

 , Mq = diag(mu,md,ms) ≡


mu 0 0

0 md 0

0 0 ms

 . (1.11)

我们定义左手 (PL) 和右手 (PR) 投影算符:

PL =
1

2
(1− γ5), PR =

1

2
(1 + γ5). (1.12)

利用 Dirac γ 矩阵的性质, (γ5)2 = 1, {γ5, γµ} = 0 和 γ†5 = γ5, 容易证明它们满足下列性质:

P 2
L = PL, P 2

R = PR, PLPR = PRPL = 0, PL + PR = 1, (1.13)

P †
L = PL, P †

R = PR. (1.14)

PL,R 作用在旋量空间, 与味空间对易. 按照下式分解夸克场:

q = qL + qR, qL ≡ PLq, qR ≡ PRq, (1.15)

q̄L = q†Lγ
0 = q†P †

Lγ
0 = q̄PR, q̄R = q̄PL. (1.16)

我们会发现在夸克的动能项中,

iq̄ 6Dq = iq̄L 6DqL + iq̄R 6DqR, (1.17)

而夸克的质量项则会将左手和右手的部分耦合起来 (如图 1.2所以):

q̄Mqq = q̄LMqqR + q̄RMqqL. (1.18)
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1.2 手征对称性

因此, 如果忽略夸克的质量, 那么夸克场的左手和右手的部分会退耦.

利用 (1.5), 宇称将左 (右) 手场变成右 (左) 手场:

qR(t, x⃗)
P7→ PRγ

0q(t,−x⃗) = γ0PLq(t,−x⃗) = γ0qL(t,−x⃗),

qL(t, x⃗)
P7→ γ0qR(t,−x⃗).

(1.19)

我们对左手和右手的夸克场分别做整体的连续变换:

qL 7→ LqL, qR 7→ RqR, (1.20)

其中 L 和 R 是分别作用在左右手夸克场上的味空间的 3 × 3 的矩阵. 如果 L 和 R 是幺正矩

阵, 即是 U(3) 群的群元, 那么夸克的动能项 (1.17) 保持不变, 即

iq̄L 6DqL 7→ iq̄LL
† 6DLqL = iq̄L 6DqL (1.21)

意味着 L†L = 1; 类似地, R†R = 1. 因此, 它们可以写为

L = exp(iαL) ≡ exp

(
i

8∑
a=1

αa
LT

a + iα0
L

)
,

R = exp(iαR) ≡ exp

(
i

8∑
a=1

αa
RT

a + iα0
R

)
,

(1.22)

其中, αL,R 为 3 × 3 的厄密矩阵, T a = λa/2 (a = 1, . . . , 8) 是 SU(3) 群的生成元, λa 是 Gell-

Mann 矩阵, 见附录 A.2. 因此, 忽略掉 u, d, s 轻夸克质量的 QCD 的作用量具有手征对称性:

U(3)L × U(3)R.

根据 Noether 定理: 如果作用量具有某种连续对称性，则一定存在与此变换相应的的守

恒流, 满足流守恒方程. U(N) 群的生成元的个数为 N2, 因此上述手征对称性对应的 Noether

守恒流的个数为 9 + 9 = 18. 守恒流为:

Ja,µ
L = q̄Lγ

µT aqL, Ja,µ
R = q̄Rγ

µT aqR, a = 0, 1, 2, . . . , 8, (1.23)

其中, T 0 是味空间 3× 3 的单位矩阵, 它们满足流守恒方程:

∂µJ
a,µ
L = 0, ∂µJ

a,µ
R = 0. (1.24)
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1.2 手征对称性

为方便起见, 我们构造有确定宇称的流. 为此, 我们将对轻夸克场的手征变换改写为:1.3

q = qL + qR
U(3)L×U(3)R7−−−−−−−−→ eiαL

1− γ5
2

q + eiαR
1 + γ5

2
q

= (1 + iαL + · · · ) 1− γ5
2

q + (1 + iαR + · · · ) 1 + γ5
2

q

= q +
i

2
(αL + αR) q +

i

2
γ5 (αR − αL) q + · · ·

= eiαV eiαAγ5q

= ei
∑8

a=1 α
a
V Ta︸ ︷︷ ︸

SU(3)V

ei
∑8

a=1 α
a
ATaγ5︸ ︷︷ ︸

SU(3) 的轴矢部分

eiα
0
V︸︷︷︸

U(1)V

eiα
0
Aγ5︸ ︷︷ ︸

U(1)A

q, (1.25)

其中, αV ≡ 1
2
(αL + αR), αA ≡ 1

2
(αR − αL), α0

V ≡ 1
2
(α0

L + α0
R), α0

A ≡ 1
2
(α0

R − α0
L)，即 U(3)L ×

U(3)R = SU(3)L × SU(3)R × U(1)V × U(1)A. 相应的 18 个守恒流及其宇称变换为 (矢量和轴

矢的名称变来源于它们不同的宇称变换性质):

SU(3) 矢量流 : V a
µ = Ja,µ

R + Ja,µ
L = q̄γµT

aq
P7−→V a,µ, a = 1, . . . , 8, (1.26)

SU(3) 轴矢流 : Aa
µ = Ja,µ

R − Ja,µ
L = q̄γµγ5T

aq
P7−→ − Aa,µ, a = 1, . . . , 8, (1.27)

U(1)V 矢量流 : Vµ = Jµ
R + Jµ

L = q̄γµq
P7−→V µ, (1.28)

U(1)A 轴矢流 : A5µ = Jµ
R − Jµ

L = q̄γµγ5q
P7−→ − Aµ

5 . (1.29)

V a
µ , Aa

µ 和 Vµ 在经典和量子层次都满足流守恒方程:

∂µV a
µ = 0, ∂µAa

µ = 0, ∂µVµ = 0. (1.30)

U(1)V 矢量流的守恒荷

QV ≡
∫
d3x⃗V 0(t, x⃗) =

∫
d3x⃗ q†(t, x⃗)q(t, x⃗) (1.31)

是夸克数算符, 即 U(1)V 对称性对应于重子数或夸克数守恒. 然而，由于量子效应，U(1)A 轴

矢流的散度却是不为零的（见图 1.3）：

∂µA
µ
5 =

Nfg
2
s

32π2
ϵµναβGa

µνG
a
αβ (1.32)

即 U(1)A 轴矢流的散度不为零. 这被称为 U(1)A 反常, 也叫 ABJ (Adler, Bell, Jackiew) 反

常[5–6]. 因此, 即使我们在构造 QCD 的拉氏量时不包括 (1.1) 中的 θ 项, 由于圈图修正, 对夸

1.3要注意到，虽然有些文献中将所有的 ei
∑8

a=1 αa
ATaγ5 变换的集合写为 SU(3)A, 但它们实际上并不构成一个群:

eiα
a
A1

Taγ5eiα
a
A2

Taγ5 = exp

{
i
(
αa
A1

+ αa
A2

)
T aγ5 −

1

2
αa
A1

αb
A2

[
T a, T b

]
+ · · ·

}
,

其中第二项并不包含 γ5, 即连续进行两次这样的变换给出来的新的变换并不在这个集合中, 不满足群的封闭的
性质. 我们用到了 Baker-Compbell-Hausdorff 公式:

eXeY = exp

(
X + Y +

1

2
[X,Y ] + · · ·

)
.
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1.3 强子谱中的 SU(3) 对称性

图 1.3: 轴矢流与两个胶子的耦合.

克场做 U(1)A 转动也会对 QCD 的作用量带来 Ga
µνG̃

a,µν 形式的项.

对称性意味着相应的守恒荷与 QCD 的哈密顿量对易, 即

Qa
V = Qa

L +Qa
R, Qa

A = Qa
R −Qa

L,
[
Qa

V,A,H0
QCD

]
= 0, (1.33)

此处 a = 1, . . . , 8, H0
QCD 表示忽略掉夸克质量项的 QCD 的哈密顿量密度, Qa

R 和 Qa
L 分别指

左手和右手 SU(3) 守恒流对应的守恒荷,

Qa
L =

∫
d3x⃗Ja,0

L (t, x⃗), Qa
R =

∫
d3x⃗Ja,0

R (t, x⃗), (1.34)

Qa
V 和 Qa

A 则分别是矢量流和轴矢流的守恒荷,

Qa
V =

∫
d3x⃗V a,0(t, x⃗), Qa

A =

∫
d3x⃗Aa,0(t, x⃗), (1.35)

它们满足对易关系:[
Qa

V , Q
b
V

]
= ifabcQc

V ,
[
Qa

V , Q
b
A

]
= ifabcQc

A,
[
Qa

A, Q
b
A

]
= ifabcQc

V , (1.36)

其中 fabc 是 SU(3) 群的结构常数. 左手和右手流的守恒荷满足下列对易关系:[
Qa

R, Q
b
R

]
= ifabcQc

R,
[
Qa

L, Q
b
L

]
= ifabcQc

L,
[
Qa

R, Q
b
L

]
= 0, (1.37)

与 SU(3)L × SU(3)R 的李代数相同.

下面我们不再考虑 U(1)V 和 U(1)A 的部分, 只关注 SU(3)L × SU(3)R.

1.3 强子谱中的 SU(3) 对称性

下面我们来看一下 QCD 的近似对称性 SU(3)L × SU(3)R 是否反应在了强子谱中.

前面已经讲到,强子可以填充到不同的 SU(3)味多重态里. 例如, u, d, s轻夸克处于 SU(3)

味群的基础表示, 一对正反轻夸克可以形成 SU(3) 八重态和一个 SU(3) 单态 (如图 1.4 所示),

即

3⊗ 3̄ = 8⊕ 1. (1.38)

表 1.2 列出了一些轻强子的夸克组分和质量, 同一个多重态中的强子质量相差都不大. 特别
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1.4 对称性的 Wigner-Weyl 实现和 Nambu-Goldstone 实现

图 1.4: 正反夸克对形成的介子 SU(3) 八重态和单态. uū, dd̄ 和 ss̄ 组成一个同位旋 I =

1, 同位旋第 3 分量 I3 = 0 的八重态中的介子 (uū − dd̄)/
√
2, 一个 I = 0 的 SU(3) 单态

(uū + dd̄ + ss̄)/
√
3, 与一个 I = 0 的八重态介子 (uū + dd̄ − 2ss̄)/

√
6. 横轴表示 I3, 纵轴表示

奇异数 S.

是，同一个同位旋多重态里的强子质量通常最多只有几个 MeV 的差别, 例如[2]:1.4

mπ± −mπ0 = (4.5936± 0.0005) MeV, mK0 −mK± = (3.937± 0.028) MeV, (1.39)

mρ0 −mρ± = (−0.7± 0.8) MeV, mK∗0 −mK∗± = (6.7± 1.2) MeV, (1.40)

其它一些强子的同位旋劈裂参见表 1.2以及《粒子数据表》[2]. 在所有的强子中, π 介子的质量

最小, 而且远小于其他任何强子的质量. 我们接下来会看到这个现象有具有深刻的原因.

考虑一个包含轻夸克的单粒子强子态 |ψα〉, 其质量为 m, 宇称为 ηP ,

H0
QCD |ψα〉 = m |ψα〉 , P |ψα〉 = ηP |ψα〉. (1.41)

由 (1.27) 可知, 轴矢荷 Qa
A 在宇称变化下改变符号, 可得 Qa

A|ψα〉 的宇称与 |ψα〉 相反:

PQa
A|ψα〉 = PQa

AP
−1P |ψα〉 = −Qa

AηP |ψα〉 = −ηPQa
A|ψα〉. (1.42)

由 (1.33) 可知 Qa
A |ψα〉 的质量与 |ψα〉 相同:

H0
QCDQ

a
A|ψα〉 = Qa

AH0
QCD|ψα〉 = mQa

A|ψα〉. (1.43)

然而, 实验上观测到的最轻的自旋宇称为 JP = 1
2

− 的核子激发态为 N∗(1535), 括号中的

数字即是其以 MeV 为单位的大约的质量, 远大于表 1.2 中列出来的质子和中子的质量. 与 π

介子宇称相反其余量子数相同的最轻的介子为 a0(980), 其质量远大于 π 介子的质量. 如此大

的质量差很难让人相信它们可以被看成近似简并的粒子. 因此, 强子谱中并没有出现质量简

并或近似简并但是宇称相反的强子对 (parity doublet), 也就是说 QCD 拉氏量的近似对称性

SU(3)L × SU(3)R 并没有在强子谱中体现出来. 我们不禁要问其原因何在.

1.4这里矢量介子的同位旋劈裂与从表 1.2 中计算得到的不同, 原因在于它们的实验数据来源不同.
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1.4 对称性的 Wigner-Weyl 实现和 Nambu-Goldstone 实现

表 1.2: 一些轻强子的夸克组分和质量[2]. 最后一列给出来的是不同质量测量的来源过程.

JP (C) 强子 夸克组分 质量 (MeV) 备注

0−+ π+/π− ud̄/dū 139.57039± 0.00018

π0 1√
2
(uū− dd̄) 134.9768± 0.0005

K+/K− us̄/sū 493.677± 0.016

K0/K̄0 ds̄/sd̄ 497.611± 0.013

η ∼ 1√
6
(uū+ dd̄− 2ss̄) 547.862± 0.017

η′ ∼ 1√
3
(uū+ dd̄+ ss̄) 957.78± 0.06

1−− ρ+/ρ− ud̄/dū 775.11± 0.34 τ 衰变和 e+e− 对撞

766.5± 1.1 强生过程 (hadroproduction)
ρ0 1√

2
(uū− dd̄) 775.26± 0.23 e+e− 对撞

769.2± 0.9 光生过程 (photoproduction)
K∗+/K∗− us̄/sū 891.67± 0.26 强生过程

895.5± 0.8 τ 轻子衰变

K∗0/K̄∗0 ds̄/sd̄ 895.55± 0.20

ω 1√
2
(uū+ dd̄) 782.66± 0.13

ϕ ss̄ 1019.461± 0.016
1
2

+ 质子 p uud 938.272081± 0.000006

中子 n udd 939.565413± 0.000006

Λ0 uds 1115.683± 0.006

Σ+ uus 1189.37± 0.07

Σ0 uds 1192.642± 0.024

Σ− dds 1197.449± 0.030

Ξ0 uss 1314.86± 0.20

Ξ− dss 1321.71± 0.07

1.4 对称性的 Wigner-Weyl 实现和 Nambu-Goldstone 实现

粒子态通过产生算符作用到真空上来构造, 因此讨论对称性需要考虑一个重要的问题: 作

用量的对称性一定是真空的对称性吗?

我们考虑一个系统, 其作用量具有某种连续对称性 G, 守恒荷为 Qa (a = 1, . . . , NG, NG

为生成元的个数). 从 (1.36) 和 (1.37) 可以看到, Qa 的群论结构与生成元 T a 相同, 因此可以

将 Qa 看做群的生成元. 相应的转动为 U ≡ exp (iQaαa). 作用量具有这种对称性意味着哈密

顿量在 U 的作用下不变, 即

UHU−1 = H, [Qa,H] = 0. (1.44)
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因此,

0 = [Qa,H]|0〉 = Qa H|0〉︸︷︷︸
=0

−HQa|0〉 ⇒ HQa|0〉 = 0. (1.45)

上式意味着作用量的对称性作用在真空上有两种不同的可能性.

如果 Qa|0〉 = 0, 那么真空在 U 的作用下不变: U |0〉 = (1 + iQaαa + . . .) |0〉 = |0〉. 这种

情况称为 Wigner-Weyl 实现.

考虑某个单粒子态, 由相应的产生算符作用到真空上产生: b†α|0〉. 这个态是哈密顿量的

本征态, 粒子质量对应于哈密顿量的本征值:

Hb+α |0〉 = mαb
+
α |0〉. (1.46)

考虑一个无穷小转动 U = 1 + iQaϵa +O(ϵ2),

Ub+α |0〉 = Ub+αU
−1U |0〉 = Ub+αU

−1|0〉 = (1 + iQaϵa) b†α (1− iQaϵa) |0〉+O
(
ϵ2
)

= b†α|0〉+ i ϵa
[
Qa, b†α

]
|0〉+O

(
ϵ2
)

= b†α|0〉+ i ϵa(T a)αβb
†
β|0〉+O

(
ϵ2
)
, (1.47)

即对这个态做转动得到这个粒子所在的多重态里单粒子态的线性组合, 其中 (T a)αβ 是

组合系数.1.5 Wigner-Weyl 模式的对称性是线性实现的.

转动后得到的态也是哈密顿量的本征态, 且本征值与 ψα 相同:

HUb†α|0〉 = UHU−1Ub†α|0〉 = UHb†α|0〉

= mαUb
†
α|0〉.

(1.49)

也就是说如果对称性是以 Wigner-Weyl 模式实现的, 那么真空在这种对称性下不变, 粒

子谱里也会出现简并的通过对称性联系的单粒子态.

如果 Qa|0〉 6= 0, 即 U |0〉 6= |0〉, 那么 (1.45) 必定意味着

H (Qa|0〉) = 0, HU |0〉 = 0. (1.50)

这种情况称为 Nambu-Goldstone 实现. 既然 U |0〉 6= |0〉, 那么真空在变换后必定产生了

一些粒子. (1.50) 意味着这些粒子与真空简并, 是无质量的. 产生的无质量粒子的个数等

于使得 Qa|0〉 6= 0 的生成元的个数, 这些粒子被称为 Goldstone 玻色子. 这时, 我们说对

称性发生了自发破缺. Goldstone 定理:

对于每一个自发破缺的连续对称性的生成元 Qa, Qa|0〉 6= 0, 都必定存在一个无质量的粒

1.5之所以用生成元的符号 T a 表示, 是因为它满足对称群 G 的李代数:[
Qa, Qb

]
b†α|0〉 =

[
T a, T b

]
αβ

b†β |0〉 = ifabc (T c)αβ b
†
β |0〉, (1.48)

其中用到了守恒荷的对易关系, 见 (1.37).
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子.

由于真空无自旋, J = 0, 宇称 (P ) 和 C 宇称都是正的, 因此, Goldstone 玻色子的量子数 JPC

与 Qa 的量子数相同.

1.5 手征对称性的自发破缺

现在回顾 (1.43), 如果将 Qa
A |ψα〉 解释为单粒子态, 那么就需要有 Qa

A|0〉 = 0:

Qa
Ab

†
α | 0

〉
= [Qa

A, b
†
α]|0〉+ b†αQ

a
A|0〉 = (ta)αβ b

†
β−|0〉, (1.51)

其中 b†β−是与 |ψα〉宇称相反态的产生算符,即对称性以Wigner-Weyl的模式实现. 而 1.3节中

提到的强子谱中缺乏近似简并而宇称相反的强子态则意味着手征对称性 SU(Nf )L × SU(Nf )R

(Nf = 2, 3) 是以 Nambu-Goldstone 模式实现的, 即虽然 SU(Nf )L × SU(Nf )R 是 QCD 拉氏量

的近似对称性, 但它并不是真空和强子谱的对称性.1.6 表 1.2 显示强子谱的近似对称性是矢量

的 SU(Nf ), 即 QCD 的手征对称性自发破缺到了它的矢量子群:

SU(Nf )L × SU(Nf )R
SSB−−→ SU(Nf ). (1.52)

强相互作用世界里并没有无质量的强子. 既然手征对称性发生了自发破缺, 那么相应的

Goldstone 玻色子在哪里呢? 轴矢流的守恒荷 Qa
A 没有任何 Lorentz 指标, 具有负宇称和正的

C 宇称, 所以, 手征对称性自发破缺的 Goldstone 玻色子的量子数为 JPC = 0−+, 与赝标介子

的相同. Goldstone 玻色子的个数为破缺的对称性对应的生成元的个数: N2
f − 1. 而从表 1.2

中可以看到, 最轻的赝标介子八重态 π±, π0, K±, K0, K̄0 和 η (尤其是 π 介子同位旋三重态)

的质量远小于其它强子. 因此, 它们是很好的手征对称自发破缺的 Goldstone 玻色子的候选

者: 3 个 π 介子是 SU(2)L × SU(2)R
SSB−−→ SU(2) 的 Goldstone 玻色子, 上述赝标介子八重态

则是 SU(3)L × SU(3)R
SSB−−→ SU(3) 的 Goldstone 玻色子. 因为 QCD 中夸克不是严格无质量

的, 所以这些 Goldstone 玻色子也获得了不为零的质量, 它们有时也被称为赝 Goldstone 玻色

子 (pseudo-Goldstone bosons).

目前, 如何从 QCD 出发解析证明手征对称性必定会发生自发破缺仍是未解决的问题.

1.6自发破缺的对称性并没有像明显破缺一样真正被破坏掉, 它只是被隐藏起来了, 仍然在系统的动力学中发挥着强
大的作用. 这一点我们从下面的简单的线性 σ 模型中看到.

12
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图 1.5: v2 ≤ 0 和 v2 > 0 两种情况下的 V (Φ).

1.5.1 线性 σ 模型

具有 O(4) 对称的线性 σ 模型的拉氏量:

LLSM =
1

2
∂µΦ

T∂µΦ− V (Φ),

V (Φ) =
λ

4

(
ΦTΦ− v2

)2
, 其中 ΦT = (σ, π1, π2, π3) ,

(1.53)

ΦTΦ = σ2 + π⃗2. v2 ≤ 0 和 v2 > 0 两种情况下的势能 V (Φ) 示意见图 1.5.

当 v2 > 0 时, σ = πa = 0 不对应于 V (Φ) 的极小值, 即不对应于理论的真空. V (Φ) 的极

小值位于

ΦT
minΦmin = v2, (1.54)

真空是简并的, 我们选择一个方向让 Φmin = (v, 0, 0, 0)T . 虽然拉氏量 (1.53) 具有 O(4) 对称

性, 真空仅具有 O(3) 对称性. 因此发生了对称性自发破缺: O(4)→O(3).

量子场应该在真空构型上做扰动来得到. 让 Φ = Φmin + (σ′, π1, π2, π3)
T , 拉氏量 (1.53)变

为

LLSM =
1

2
∂µπa∂

µπa +
1

2
∂µσ

′∂µσ′ − λ

4

(
σ′2 + πaπa + 2vσ′)2 . (1.55)

由于实标量场的质量项在拉氏量中的形式应为 −1
2
m2ϕ2, 因此, 从这个拉氏量我们可以发现理

论中存在 3 个无质量的 Goldstone 玻色子: π1, π2, π3; 存在一个有质量的 σ′ 粒子, 其质量为

m2
σ′ = 2λv2. (1.56)

此外, 拉氏量 (1.55) 还包含五种相互作用耦合项: (σ′)4, (πaπa)
2, (σ′)3, σ′πaπa 和 (σ′)2πaπa, 它

们仅取决于两个参数 λ 和 v. 这是对称性带来的结果, 由此对于给定的散射过程, 不同的相互

作用项对振幅的贡献会相互抵消.

我们以 π3 (p1) π3 (p2) → π3 (p3) π3 (p4) 为例来看一下. 这个过程的树图散射 Feynman 图

13
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p1 p1 p1p1

p2 p2 p2 p2

p3 p3 p3 p3

p4 p4 p4 p4

图 1.6: 线性 σ 模型中 π3 (p1) π3 (p2) → π3 (p3) π3 (p4) 散射在树图阶的 Feynman 图. 从左到右
分别为接触项, s-道, t-道和 u-道 σ′ 交换的贡献, 其中虚线表示 π3, 实线表示 σ′.

如图 1.6 所示由 4 项不同的贡献组成. 对于 2 → 2 的散射过程, 四个动量 pi(i = 1, . . . , 4) 可

以组成 C2
4 = 6 个 Lorentz 不变的变量,1.7 由于能动量守恒 (p1 + p2)

µ = (p3 + p4)
µ 给出 4 个

限定条件, 因此, 一共只有两个独立的 Lorentz 不变的变量. 通常, 我们定义 Mandelstam 变量

s, t, u:

s = (p1 + p2)
2 , t = (p1 − p3)

2 , u = (p1 − p4)
2 , (1.57)

容易证明, 它们满足关系

s+ t+ u =
∑
i

p2i =
∑
i

m2
i , (1.58)

其中第二个等式只对在壳粒子成立.

所谓的 s-道, t-道和 u-道依次如图 1.6 后 3 个图所示.

从拉氏量 (1.55), 我们可以得到与此散射过程相关的 Feynman 规则:

− i
λ

4
· 4! = −6iλ,

− i
λ

4
4v · 2 = −2ivλ,

其中, 因为同一个顶点上出现了多个 π3, 它们是全同玻色子, 我们需要考虑多种可能的 Wick

收缩相应的对称因子, 即第一行中的因子 4! 和第二行中的因子 2.

利用上面的 Feynman 规则, 我们可以得到 π3 (p1) π3 (p2) → π3 (p3) π3 (p4) 的树图振幅:

iA = −i6λ+
i(−2iλv)2

s− (2λv2)
+
i(−2iλv)2

t− (2λv2)
+
i(−2iλv)2

u− (2λv2)

= −i6λ+
i

2λv2
(2λv)2

(
3 +

s+ t+ u

2λv2

)
+O

(
p4π
m4

σ′

)
= O

(
p4π
m4

σ′

)
. (1.59)

这里,我们用到了 s+ t+u = 0 (因为 π3 是无质量的),并且考虑小能动量的情形,即 p2i � m2
σ′ ,

将散射振幅做了 Taylor 展开. 我们发现不同的图的贡献很大程度上都相互抵消掉了, 导致

1.7散射过程初末态粒子在壳, Lorentz 不变量 p2i = m2
i 取值是固定的.
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Aaµ

ψ1 ψ2 ψ1 ψ2

Aaµ

πa

T

图 1.7: 自发破缺的对称性的流与任意强子 ψ1 和 ψ2 的相互作用, 此处 ψ1,2 也可指多个强子.
左图不含 Goldstone 玻色子 πa 的单粒子极点, 右图则包含.

π3π3 弹性散射的振幅在低能区直到 O(p2i ) 都为零.

总结一下我们从线性 σ 模型中发现的几个现象:

只要真空是简并的, 就会发生对称性的自发破缺; 此处的自发对称破缺为 O(4)→O(3).

连续对称性的自发破缺产生了无质量的 Goldstone 玻色子, 其个数与发生了自发破缺的

对称性的生成元的个数相同;因为 O(N)群的生成元个数为 N(N−1)/2,此处 Goldstone

玻色子的个数为 3.

存在某个 Hermitian 算符, 其真空期望值不为零; 此处为 〈σ〉 = v.

Goldstone 玻色子在其零动量的低能极限下不发生相互作用.

1.5.2 Goldstone 玻色子的导数耦合

下面我们论证涉及到 Goldstone玻色子的强作用振幅在低能极限 (p→ 0)下必定为零,即

Goldstone 玻色子的耦合形式必定是导数耦合的.

由

〈πa |Qa
A| 0〉 =

∫
d3x 〈πa |Aa

0(x)| 0〉 6= 0 (1.60)

可知对应于自发破缺的对称性的流作用到真空上可以产生 Goldstone 玻色子, 因此, 下面的矩

阵元不为零, 根据 Lorentz 结构它可以写为:〈
πb
∣∣Aa

µ

∣∣ 0〉 = −iqµFπδ
ab, (1.61)

其中 Fπ 是具有质量量纲的一个量, 称为 π 介子的衰变常数. 流 Aa
µ 与任意强子之间的强相

互作用 (只要对称性允许) 有不包含和包含 Goldstone 玻色子 πa 的单粒子极点两种贡献, 如

图 1.7 所示. 因此, 其相应的矩阵元可以写为:

〈ψ1|Aa
µ(0)|ψ2〉 = Ra

µ + Fπqµ
1

q2
T a, (1.62)

其中, T a 是 Goldstone 玻色子与 ψ1ψ2 耦合的振幅. 将上式两侧同与流携带的四动量 qµ 收缩,

利用流守恒方程 (即使对称性已经自发破缺了, 所对应的流仍然满足流守恒方程), qµAa
µ = 0,
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可以得到

qµRa
µ + FπT a = 0 ⇒ lim

qµ→0
T a = 0. (1.63)

即 Goldstone 玻色子与物质场 (非规范场或 Goldstone 玻色子的场) 以及 Goldstone 玻色子之

间的耦合在低能极限 qµ → 0 时为零, 即 Goldstone 玻色子的耦合必须是导数形式的.

� 习题 1.1 从拉氏量 (1.55)出发,证明

A (π3σ
′ → π3σ

′) = O
(
p2π
m2

σ

)
. (1.64)
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ϕ

x

y

z

θ

A

A

q

q̄ q

q̄C

图 1.8: 左图为宇称变换示意图: 在宇称变换下, A 点变到 A′ 点, 其立体角 (θ, φ) 变为 (π −
θ, π + φ). 右图为 C 宇称变换示意图.

1.6 介子的量子数与 PDG 命名规则

在此插播介绍由一对正反夸克组成的介子的量子数以及粒子数据组 (Particle Data Group,

PDG) 的命名规则.

如图 1.8 左图所示, 在宇称变换下, 立体角 (θ, φ) 变为 (π − θ, π + φ). 介子的坐标空间波

函数中包含的球谐函数满足性质:

YLm(π − θ, φ+ π) = (−1)LYLm(θ, φ), (1.65)

而且正反费米子的宇称相反, 因此, 轨道角动量为 L 的正反费米子对的宇称为 P = (−1)L+1.

重子数, 电荷, 同位旋第 3 分量 I3, 奇异数, 粲数和底数等为相加性量子数. 相加性量子数

为零的介子是 C 宇称的本征态. 考虑这样的由一对正反夸克组成的介子, 其中的正反夸克互

为反粒子, 在 C 宇称变换下, 它们互换位置. 因此, 其空间波函数的变化与上述宇称变换带来

的效应相同, 给出 (−1)L+1 的因子. 同时, 它们的自旋空间波函数也会有变化. 如果正反夸克

的总自旋 S = 0,
1√
2
|↑q↓q̄ − ↓q↑q̄〉

C7−→ 1√
2
|↑q̄↓q − ↓q̄↑q〉 ; (1.66)

而如果总自旋为 S = 1 (例如考虑自旋第 3 分量为 0 的自旋波函数),
1√
2
|↑q↓q̄ + ↓q↑q̄〉

C7−→ 1√
2
|↑q̄↓q + ↓q̄↑q〉 . (1.67)

因此, 自旋空间波函数的变化可以带来的因子可以写为 (−1)S+1. 于是, 正反夸克对组成的介

子的 C 宇称为

C = (−1)L+1(−1)S+1 = (−1)L+S. (1.68)

对于 S = 0 的介子, 能够形成的量子数包括

JPC = 偶−+
, 奇+−

. (1.69)
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表 1.3: 现在的 PDG 对不显含奇异夸克或重夸克的介子的命名规则[2]. 括号中显示的是目前
尚无实验报道的介子, ψ∗ 表示粲偶素命名中有个特例: J/ψ.

JPC = 0−+ 1+− 1−− 0++

2−+ 3+− 2−− 1++

...
...

...
...

最小夸克组分

ud̄, uū− dd̄, dū (I = 1) π b ρ a

dd̄+ uū 及/或 ss̄ (I = 0) η, η′ h, h′ ω, ϕ f, f ′

cc̄ ηc hc ψ∗ χc

bb̄ ηb hb Υ χb

含 cc̄, I = 1 (Πc) Zc Rc (Wc)

含 bb̄, I = 1 (Πb) Zb (Rb) (Wb)

对于 S = 1 的介子, 能够形成的量子数包括

JPC = 1−−︸︷︷︸
L=0

, (0, 1, 2)++︸ ︷︷ ︸
L=1

, (1, 2, 3)−−︸ ︷︷ ︸
L=2

, . . .. (1.70)

可以看到, 有些 JPC 组合是 (1.69) 和 (1.70) 没有包含的, 这些被称为奇特量子数 (exotic

quantum numbers). 具有这种量子数的介子无法由正反夸克对作为价夸克形成, 因此是奇特

强子 (exotic hadron). 对它们的寻找几十年来一直是高能物理实验的重要目标之一. 奇特量子

数包括:

JPC = 0−−, 偶+−
, 奇−+

. (1.71)

根据介子的 JPC 和同位旋量子数, PDG 对各种介子命名, 如表 1.3 所示. 具有奇特量

子数的介子的命名规则是类似的, 例如具有 JPC = 1−+ 的同位旋为 1 的介子被称为 π1, 如

π1(1400)
[2].

需要指出的是, 虽然一个同位旋多重态中带电的粒子与中性粒子属于同一个味多重态, 但

是只有其中相加性量子数为 0 的粒子具有确定的 C 宇称, JPC 中的 C 宇称部分才有意义. 对

于一个包含相加性量子数为 0 的同位旋多重态, 只有其中同位旋第 3 分量 I3 = 0 的粒子是 C

宇称的本征态, 即具有确定的 C 宇称, 其余粒子互为反粒子, C 宇称变换将 I3 = m 的粒子变

为 I3 = −m 的粒子. 因此, 我们还经常引入另一个量子数, G 宇称, 其定义为:

G = Ce−i π I2 , (1.72)

其中, C 表示 C 宇称, I2 为同位旋 y 分量的算符; 即我们将粒子态在同位旋空间绕 y 轴转

动 180◦, 然后再将之变为它的反粒子. 参照图 1.8 中左图所示的坐标系, 容易想象绕 y 轴旋转

180◦ 的后果也是将 I3 = m 的态变成 I3 = −m 的态; 这样的一个变换在进一步做 C 变换后
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又变回了 I3 = m 的态, 只是跟变换前的态相比这时可能会有一个相位因子的差别. 也就是说,

G 算符与同位旋算符是对易的, [G, I⃗ ] = 0, 同一个同位旋多重态中的粒子具有相同的 G 宇称.

我们可以选取其中电中性的粒子来确定整个同位旋多重态的 G 宇称.

对于同位旋为 I, I3 = m 的态来说, 在同位旋空间沿 y 轴的转动可表示为

e−i π I2 |I m〉 =
∑
m′

dIm′m(π)|I m′〉 = (−1)I−m|I,−m〉, (1.73)

其中, dIm′m(α) ≡ 〈I m′| exp(−i I2 α)|I m〉为转动矩阵的矩阵元,我们用到了它的性质: dIm′m(π) =

(−1)I−mδm,−m′ . 考虑同位旋 3 分量 m = 0 的介子, (−1)I−m = (−1)I ; 其价夸克为一对互为反

粒子的正反夸克, 由 (1.68) 可知其 C = (−1)L+S. 因此, 我们可以得到包含这样的介子的同位

旋多重态的 G 宇称:

G = (−1)L+S+I . (1.74)

例如, π 介子: G(π) = −1; ρ 介子: G(ρ) = 1; ω 介子: G(ω) = −1; n 个 π 介子的系统:

G(nπ) = (−1)n.

对于 C 宇称守恒的强相互作用过程, 可以简单地通过判断 G 宇称是否守恒来判断同位旋

是否守恒.

1.7 重夸克对称性

与轻夸克不同, 粲夸克和底夸克的质量远大于 ΛQCD. 所以当研究的物理过程中涉及到的

能动量标度为 O(ΛQCD) 时, 我们便可以将 ΛQCD/mQ 看做一个小量 (其中, mQ 表示重夸克质

量) 做幂级数展开. 领头阶由重夸克极限 (mQ → ∞) 给出, 此时, 存在重夸克对称性. 实际

情况下, 重夸克对称性是近似的对称性, 分为以下几种: 重夸克自旋对称性 (heavy quark spin

symmetry, HQSS), 重夸克味对称性 (heavy quark flavor symmetry, HQFS) 和重反夸克-双夸

克对称性 (heavy antiquark-diquark symmetry, HADS).

重夸克自旋对称性: 与重夸克自旋相关的相互作用正比于其磁矩:

∝ σ⃗ · B⃗a

mQ

mQ→∞
−−−−→ 0, (1.75)

其中, σ⃗ 为重夸克的自旋算符, B⃗a 为色磁场, 因此, 重夸克的自旋在重夸克极限下退耦. 考虑

一个包含重夸克的系统, 其总角动量包含三部分: 重夸克的自旋 s⃗Q, 轻自由度 (包括轻夸克和

胶子) 的自旋 s⃗q 和轨道角动量 L⃗:

J⃗ = S⃗Q + L⃗+ s⃗q ≡ S⃗Q + s⃗ℓ. (1.76)
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在重夸克极限下, 因为重夸克的自旋退耦, 所以总角动量守恒意味着轻自由度的总角动量 s⃗ℓ

守恒, 是好量子数. 于是, 我们可以利用 sℓ 对包含重夸克的强子分类, 属于同一个自旋多重态

的重味强子或重夸克偶素的质量在重夸克极限下是简并的. 举例说明如下 (见表 1.4):

S 波重介子: 包括 JP = 0− 的赝标重介子和 JP = 1− 的矢量重介子, 它们组合成一个自

旋多重态; 例如基态粲介子 (D,D∗) 以及基态底介子
(
B̄, B̄∗). 轻夸克的自旋为 sq = 1

2
,

轨道角动量为 L = 0, 它们耦合得到 sℓ =
1
2
, 宇称为 P = (−1)L+1 = −, 因此, S 波重介

子的量子数可以写为 sPℓ = 1
2

−, 这里的 P 指的是整个介子的宇称.

P 波重介子: L = 1, 宇称为 +; 轻夸克自旋与轨道角动量耦合有两种, 因此, P 波重

介子有两种不同的自旋多重态, 分别为 sPℓ = 1
2

+ 和 3
2

+. sPℓ = 1
2

+ 的粲介子多重态中

包含 JP = (0+, 1+) 的介子 (D∗
0, D1); sPℓ = 3

2

+ 的多重态中包含 JP = (1+, 2+) 的介子

(D1, D
∗
2). 底介子类似.

包含一个重夸克的 S 波重子: 包括 JP = 1
2

+ 和 3
2

+ 的基态重重子. 两个轻夸克的总自旋

sq = 0 或 1, 轨道角动量为 0, 因此, 也存在两类自旋多重态, 其量子数分别为 sPℓ = 0+

和 1+. 考虑夸克组分为 Qud 的重子 ΛQ 和 ΣQ, 它们的同位旋分别为 I = 0 和 I = 1.

考虑同位旋对称性, u, d 夸克可以看做全同粒子, Fermi-Dirac 统计要求它们的波函数必

须全反对称. 波函数包含色空间, 味 (此处为同位旋) 空间, 坐标空间和自旋空间四部分.

色空间的波函数总是全反对称的, 基态重子的坐标空间波函数为 S 波, 是对称的, 总同

位旋为 0 (1) 的两个轻夸克的同位旋空间波函数是反对称 (对称) 的. 因此, ΛQ (ΣQ) 中

的两个轻夸克的自旋波函数反对称 (对称), 为 sq = 0(1); 也就是说, ΛQ 和 ΣQ 分别有

sPℓ = 0+ 和 sPℓ = 1+. 前者为自旋单态, 没有自旋伴子; 而后者 sℓ 与重夸克的自旋耦合之

后, 其自旋多重态中会有 JP = 1
2

+ 和 JP = 3
2

+ 两种重子.

S 波重夸克偶素: 其中不含轻夸克, 因此 sℓ = 0. S 波粲偶素的自旋多重态中包含自旋单

态赝标介子 ηc 和自旋三重态矢量介子 J/ψ. 此处, 自旋单态和三重态指的是正反重夸克

对的总自旋分别为 0 和 1.

P 波重夸克偶素: sℓ = L = 1. 对粲偶素来说, 自旋多重态中包含自旋单态介子 hc (其

JPC = 1+−) 和自旋三重态介子 χc0, χc1 和 χc2 (其 JPC 分别为 0++, 1++ 和 2++).

重夸克味对称性: 在只包含一个重夸克的强子中, 其余的夸克都是轻夸克, 强子内部的动力

学能标由非微扰 QCD 的能标 ΛQCD 给出, 也就是说夸克之间交换胶子的能动量为 O(ΛQCD).

放出或吸收胶子对重夸克的速度带来的改变为

∆v =
∆p

mQ

= O
(
ΛQCD

mQ

)
mQ→∞
−−−−→ 0, (1.77)
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表 1.4: 一些含粲夸克的强子以及它们的量子数. J 表示该强子的自旋, sQ 表示其中重夸克
部分的自旋, sℓ 表示强子自旋中除去重夸克自旋之外的部分, 包括轨道角动量和轻自由度的自
旋.

粒子 (D,D∗) (D∗
0, D1) (D1, D

∗
2) Λc (Σc,Σ

∗
c) (ηc, J/ψ) (hc, χc0, χc1, χc2)

JP (C) (0−, 1−) (0+, 1+) (1+, 2+) 1
2

+
(

1
2

+
, 3
2

+
)

(0−+, 1−−) (1+−, 0++, 1++, 2++)

sQ
1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

(0, 1) (0, 1, 1, 1)

sℓ
1
2

1
2

3
2

0 1 0 1

即在重夸克极限下,单重强子内的重夸克是静止的,其作用就是提供一个色三重态 (color triplet)

的源 (如果是反重夸克, 则相应为色反三重态). 既然如此, 那么重夸克的质量就无关紧要了,

粲夸克和底夸克的表现在重夸克极限下就一样了. 这就是重夸克味对称性, 可利用它将动力学

能标为 O(ΛQCD) 的包含单个粲夸克和底夸克的系统联系起来.

图 1.9: 重介子的尺度约为 1/ΛQCD; 双重重子中, 两个重夸克之间的距离尺度约为 1/(mQv),
重子的尺度约为 1/ΛQCD.

重反夸克-双夸克对称性: 既然重夸克仅是提供色源, 只要其是色 SU(3)c 的同样的不可约表

示, 在重夸克极限下就可近似等价来处理, 那么我们就可以进一步推广 HQFS. 包含两个重

夸克的双重重子中, 由于轻夸克必定是色三重态, 强子整体色单态的限制就意味着这两个重

夸克必定处于色反三重态中. 如图 1.9 所示, 它们之间的距离大约是其交换动量大小的倒数

∼ 1/(mQv), 其中 v 表示重夸克的速度, 在 mQ 很大时, 其尺度远小于它们与轻夸克之间的距

离, 即 1/(mQv) � 1/ΛQCD, 这两个重夸克可近似看做类点粒子, 形成一个重双夸克 (diquark)

体系, 在重夸克极限下与重反夸克类似. 这便是重反夸克-双夸克对称性[7], 可利用它将双重重

子与包含反重夸克的介子联系起来. 由于双夸克的自旋为整数, 是玻色子; 而单个夸克的自旋

为 1/2, 是费米子; 这种对称性将它们联系起来, 有时也被称为重夸克的超对称.
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1.8 重夸克对称性在强子谱中的应用

自 2003 年以来, 世界各地的高能物理实验中发现了大量性质与夸克模型理论预期不符的

共振或者类共振结构, 它们是所谓的奇特强子态的候选者, 从而引发了大量研究. 关于这些研

究的内容, 可参见近几年的综述文章 (各有所侧重)[8–18].

下面我们讨论重夸克对称性在研究重味强子性质中的应用, 侧重于新发现的强子态, 我们

将看到利用这些简单的原理就可以得到一些有意义的重要结果.

1.8.1 重介子

基态重介子: 同一个自旋多重态中重味强子质量之间的超精细劈裂 (hyperfine splitting)反比

于重夸克的质量. 因此, 对于基态 S 波的底介子和粲介子来说,
mB∗ −mB

mD∗ −mD

' mc

mb

' mD∗ +mD

mB∗ +mB

, (1.78)

上面第二个约等于号是因为单重强子的质量可以写作 mH = mQ +m0, m0 = O(ΛQCD). 于是,

m2
B∗ −m2

B︸ ︷︷ ︸
≃0.48 GeV2

' m2
D∗ −m2

D︸ ︷︷ ︸
≃0.55 GeV2

. (1.79)

实验测量的数值之间的差别与我们预期的 HQFS 的误差

O
(
ΛQCD

mc

− ΛQCD

mb

)
= O(15%) (1.80)

是相符的.

D1(2420)和D1(2430): 《粒子数据表》[2]列有两个质量差不多,但是宽度相差一个量级的具

有同样量子数 JP = 1+ 的粲介子: D1(2420)和 D1(2430),它们的宽度分别是 (31.7± 2.5) MeV

和 (314± 29) MeV[2]. 为什么它们的衰变宽度会有这么大的差别?

第 1.7 节中提到, P 波重介子有两种不同的自旋多重态, 分别具有 sPℓ = 1
2

+ 和 3
2

+ 的量子

数. 虽然它们都衰变到同样的末态 D∗π, 但是在重夸克极限下, 它们的衰变方式不同:
1

2

+

(D1) →
1

2

−
(D∗) + 0−(π) : S波,

3

2

+

(D1) →
1

2

−
(D∗) + 0−(π) : D波,

(1.81)

其中, 括号外的量子数为各粒子的 sPℓ . 两体衰变的衰变宽度的公式为

dΓ =
|q⃗|

32π2M2

∑
(λ)

|A(λ)|2dΩ, (1.82)

其中 M 为初态粒子的质量, m1,m2 为末态粒子的质量,

|q⃗| ≡ 1

2M

√
λ (M2,m2

1,m
2
2) (1.83)
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DK

D∗K

D∗
s0(2317)

Ds1(2460)

图 1.10: 各 JP 量子数的粲-奇异介子的质量谱. 黑色的谱线为 Godfrey-Isgur 夸克模型计算的
cs̄ 介子质量的理论结果[22], 红线表示 2003 年以前实验已经发现的介子, 蓝线表示 2003 年以
来发现的介子. 阴影表示它们质量的误差, 实验测量值取自《粒子数据表》[2].

为末态粒子在质心系中的 3 动量的大小, λ(x, y, z) ≡ x2 + y2 + z2 − 2xy− 2yz − 2xz 是 Källén

函数, dΩ = dφd cos θ 为立体角元, A(λ) 为衰变振幅,
∑

(λ) 表示对末态粒子的极化方向求和,对

初态粒子的极化方向求平均. 令衰变末态之间的轨道角动量为 L, 则 |A(λ)| ∝ |q⃗|L, 两体衰变

的衰变宽度 Γ ∝ |q⃗|2L+1. (1.81) 中的 S 和 D 波衰变的宽度分别正比于 |q⃗| 和 |q⃗|5. 后者与前者

相比, 会受到很大的压低, 压低因子为 (|q⃗|/Λ)4 ' (0.36 GeV/Λ)4 ∼ 0.05, 其中 Λ ∼ mρ 表示典

型的强子能标. 因此, 我们可以推论两个 D1 介子中宽度较小的 D1(2420) 应该属于 sPℓ = 3
2

+

这个自旋多重态, 其自旋伴子 (spin partner) 是自旋为 2 的 D∗
2(2460).1.8

D∗
s0(2317) 和 Ds1(2460): 下面我们讨论 2003 年 B 介子工厂实验中观测到的两个引起广

泛关注的介子: D∗
s0(2317) 和 Ds1(2460), 它们分别由 BABAR[23] 和 CLEO[24] 合作组发现. 如

图 1.10所示,它们的质量比 Godfrey-Isgur夸克模型[22] 对具有相同量子数的最轻 cs̄介子的质

量预言低很多. 而且, 它们的质量差与基态 D 和 D∗ 介子的质量差几乎相同:

MDs1(2460) −MD∗
s0(2317)︸ ︷︷ ︸

=(141.8±0.8) MeV

' MD∗± −MD±︸ ︷︷ ︸
=(140.67±0.08) MeV

, (1.84)

这是巧合还是有其物理原因? 这两个粒子随后得到了其它实验组的证实. 它们分别位于 DK

和 D∗K 的阈下, 因此, 它们或者通过同位旋破坏的过程衰变到强子末态, 或者放出光子发生

辐射跃迁, 另外, Ds1 也可以有不破坏同位旋对称性的三体强子末态 Dsππ 的衰变 (但是由于

1.8D1(2430) 的参数是通过利用 Breit-Wigner 形式的振幅分析实验数据得到的[19], 对于 D1(2430) 来说, 这样的做
法有问题, 参见 [20–21] 中关于 D∗

0(2300) 的讨论, 在此不赘述.

23



DRAFT

1.8 重夸克对称性在强子谱中的应用

三体相空间的压低, 其分宽度只有同位旋破坏的 D∗
sπ 道的分宽度的 10% 左右[2]):

D∗
s0(2317) → Dsπ,D

∗
sγ,

Ds1(2460) → D∗
sπ,Dsππ,Dsγ,D

∗
s0(2317)γ.

(1.85)

它们的总宽度目前只测到了上限.

针对它们的内部结构, 提出了各种模型, 例如修改夸克模型的势得到与实验相符的 cs̄ 介

子, 手征双重态模型, 四夸克态 (tetraquark) 模型以及强子分子态 (hadronic molecule) 模型等

(参见综述 [20,25]). 先不论它们的内部结构究竟是什么, 我们仍可以利用 HQFS 来预言最轻

的 B∗
s0 标量介子和 Bs1 轴矢介子的质量. 将 [D∗

s0(2317), Ds1(2460)] 作为一个自旋多重态, 可

得

MB∗
s0
= M̄c +∆b−c +

(
MD∗

s0
− M̄c

) mc

mb

' 5.71 GeV,

MBs1 = M̄c +∆b−c +
(
MDs1 − M̄c

) mc

mb

' 5.76 GeV,
(1.86)

其中, M̄c = 1
4

[
MD∗

s0(2317)
+ 3MDs1(2460)

]
' 2.424 GeV 是自旋多重态 [D∗

s0(2317), Ds1(2460)]

的自旋平均质量 (对多重态中 0 自旋粒子的质量以及自旋为 1 的粒子的三个自旋分量的质

量求平均), ∆b−c ≡ mb − mc ' M̄Bs − M̄Ds ' 3.33 GeV 是底夸克和粲夸克之间的质量差,

M̄Bs = 5.403 GeV, M̄Ds = 2.076 GeV 分别是 (Bs, B
∗
s ) 和 (Ds, D

∗
s) 的自旋平均质量. 上述简单

估计的结果与格点 QCD 的计算结果[26]

M lat.
B∗

s0
= (5.711± 0.013± 0.019) GeV,

M lat.
Bs1

= (5.750± 0.017± 0.019) GeV,
(1.87)

符合得很好.

在强子分子态模型中, D∗
s0(2317)和 Ds1(2460)的主要成分分别为 DK 和 D∗K 的束缚态,

(1.84) 中所示质量差的关系便是 HQSS 的自然结果[27–28]: K 介子中只包含轻夸克, 从而其与

D 和 D∗ 在低能区的相互作用几乎相同, 而且 D 与 D∗ 在重夸克极限下简并, DK 和 D∗K 束

缚态的束缚能也便近似相等了. D∗
s0(2317) 和 Ds1(2460) 主要成分是 DK 和 D∗K 强子分子态

的图像得到了不同的格点 QCD 合作组计算结果的支持[29–31].

X(5568): 2016年, D0合作组宣布在正反质子对撞的半单举反应 pp̄→ Bsπ
±+anything (其

中 anything 表示探测到的 Bsπ
± 之外的其它粒子) 的 Bsπ

± 的不变质量谱中观测到一个窄共

振结构,将之称为 X(5568);它的质量为 (5567.8±2.9+0.9
−1.9) MeV,宽度为 (21.9±6.4+5.0

−2.5) MeV[32].

这样的衰变宽度说明其同位旋必定为 1. 这是因为同位旋破坏有两种来源: 虚光子带来的电磁

贡献 (因为 u, d 夸克的电荷不同); u, d 夸克的质量差. 前者和后者通常被分别称为同位旋破坏

的 QED 和 QCD 贡献. 与同位旋守恒的强衰变过程 (宽度大约为 O(100 MeV)) 相比, 由这两
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种贡献给出的同位旋破坏衰变的衰变宽度分别被压低 O(α2) 和 O
(
[(md −mu)/ΛQCD]

2), 量级
都是 10−4, 即同位旋破坏的强子末态的衰变宽度大约为 O(10 keV).

如果 X(5568) 确实对应于一个强子共振态, 那么它的最小夸克组分是 b̄sd̄u (或 b̄sūd) 四

个夸克 (及反夸克). 然而, 我们可以判断不可能存在质量约为 5.57 GeV 的四夸克态[33]. 首先,

X(5568)只比基态底-奇异介子 Bs重大约 200 MeV,却要多两个轻夸克;在所有的强子中,只有

π 介子的质量与 200 MeV 相仿, 不过其小质量是由于它是手征对称自发破缺的赝 Goldstone

玻色子, 在其它情况下, 两个轻夸克所提供的质量至少应该为 2ΛQCD ∼ mf0(500) ∼ 0.5 GeV. 因

此, 我们预期如果存在 b̄sd̄u 这样的四夸克态, 其质量也应该至少为 5.9 GeV 左右, 与夸克模型

的估计相符[34]. 再者, 如果在 5.57 GeV 附近存在 b̄sd̄u, 那么利用 HQFS 可以预期在

MX(5568) −∆b−c +O
(
Λ2

QCD

(
1

mc

− 1

mb

))
' (2.24± 0.15) GeV (1.88)

附近存在 c̄sd̄u 四夸克态. 然而, 这个区间之内在 Dsπ 末态发现的介子只有同位旋为 0 的

D∗
s0(2317), 它不可能是 X(5568) 的粲伴子. 综上, 我们可以得出结论, D0 实验组观测到的结

构不可能是由一个 b̄sūq 四夸克态造成的. 随后, LHCb[35], CMS[36], CDF[37] 和 ATLAS[38] 这

几个实验组都公布了没找到 X(5568) 信号的实验结果.

1.8.2 双重四夸克态

2017 年, LHCb 实验组首次发现了包含两个粲夸克的双粲重子 Ξcc(3620)
++[39]. 利用其质

量和 HADS,可以预言包含两个重夸克的四夸克态的质量. 将含一个重反夸克的介子的质量写

为 mQ + A, 那么, 与之通过 HADS 相关的双重重子的质量就大约为 mQQ + A, 其中 mQQ 为

重双夸克的质量, A = O(ΛQCD). 与双重重子不同, 含有两个重夸克的双重四夸克态里的两个

重夸克的色波函数有两种可能: 3 ⊗ 3 = 3̄ ⊕ 6, 既包含色反三重态, 也包含色六重态. 考虑到

重夸克之间的胶子交换携带的动量 mQv 较大, 两个重夸克之间的相互作用可以认为由单胶子

交换 (one-gluon exchange, OGE) 近似给出. OGE 依赖于两个夸克的色波函数, 色反三重态的

OGE 是吸引的, 而色六重态的 OGE 是排斥的. 因此, 在重夸克极限下, 基态双重四夸克态中

的两个重夸克应该处于能量较低的色反三重态中, 可以通过 HADS 与含有一个反重夸克的反

重子建立联系, 它们的质量可以分别写为 mQQ +B 和 mQ +B, 其中 B = O(ΛQCD) 但是与上

面的 A 是不同的参数. 于是, 便可以得到下面的近似关系:

MQQq̄q̄ −MQ̄q̄q̄ 'MQQq −MQ̄q. (1.89)

通过这样的关系, 利用 LHCb 测量的 Ξcc(3620)
++ 质量以及夸克模型中预言的双底重子的质

量, Eichten和 Quigg经过分析预言最轻的双粲四夸克态 (JP = 1+)的质量约为 3978 MeV,最

轻的双底四夸克态质量约为 10482 MeV, 甚至比 BB∗ 的阈值低约 120 MeV, 因此它只能够通
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过弱作用衰变, 极其稳定[40]. 其它一些文献中也给出了类似的预言[41–44]. LHC 上的实验正在

寻找理论预言的稳定双底四夸克态.

值得一提的是, 最近 LHCb 实验组发现了含有两个粲夸克的双粲四夸克态 T+
cc

[45–46], 其质

量约为 3875 MeV. 然而, 这个粒子很可能是 D∗D 强子分子态[46–47], 其中的两个粲夸克之间的

距离大约为 1/
√
2µD∗DEB ' 7.5 fm� 1/ΛQCD (这里, 我们用到了 1~c ' 197 MeV·fm, 且在自

然单位制中将 ~c 取为 1); 此处 µD∗D 为 D∗D 的约化质量, EB ' 360 keV 为 D∗+D0 阈值与

T+
cc 质量的差. 因此, 这两个粲夸克不能看做近似的类点结构, 上述通过 HADS 所做的预言也

就不成立了.

1.8.3 类粲偶素

图 1.11: 各 IG(JPC)量子数的粲偶素与类粲偶素质量谱. 黑线表示 Godfrey-Isgur夸克模型[22]

计算的粲偶素质量, 红线表示 2003 年以前实验已经发现的粲偶素, 蓝线表示自 2003 年以来实
验发现的粲偶素与类粲偶素. 阴影表示它们质量的误差, 实验测量值取自《粒子数据表》[2].
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2003 年, Belle 合作组在 B± → K±J/ψπ+π− 衰变的 J/ψπ+π− 不变质量谱中发现了一个

宽度非常小的粒子 X(3872)[48], 其质量低于夸克模型对 2P 粲偶素的预言 (见图 1.11). 十年

后, LHCb 实验组确定了它的量子数为 JPC = 1++[49]. 它具有几个非常独特的性质:

质量与 D0D̄∗0 阈值几乎完全重合. 如果取 LHCb 组 2020 年利用 Breit-Wigner 参数化

进行振幅分析抽取的质量值, 那么1.9

mD0 +mD∗0 −mX(3872) =

(0.01± 0.14) MeV [51],

(0.12± 0.13) MeV [52],

(1.90)

这两个测量的加权平均为 (0.07± 0.12) MeV[52].

虽然相空间非常小, 但是 X(3872) 仍然有很大几率衰变到 D0D̄∗0 + c.c. (c.c. 表示电荷共

轭道, 下面我们不再将 c.c. 明显写出来), 其分支比为 (37 ± 9)%[2]. 这说明 X(3872) 与

D0D̄∗0 有很强的耦合. 我们后面会看到, 这是强子分子态的重要特征.

实验上没有观测到 X(3872) 的带电的同位旋伴子, 因此, 其同位旋为 0. 它到 π+π−J/ψ

(根据习题 1.2, 此处 π+π− 的同位旋为 1, 该过程主要通过 ρ0J/ψ 发生), 破坏同位旋对

称性. 然而, 其分支比却与保持同位旋对称性的 ωJ/ψ 分支比相当[2]:
B(X → ωJ/ψ)

B (X → π+π−J/ψ)
= 1.1± 0.4. (1.91)

这看起来似乎与第 1.8.1 节中讨论 X(5568) 时分析的同位旋破坏的压低相矛盾. 其主

要原因在于 ωJ/ψ 的阈值在 X(3872) 的质量之上, 因此该衰变只能通过 ω 共振态的

质量分布的尾端发生, 相空间极小[53]. 不过考虑了相空间的因素之后, 文献[54] 中定

出的 X(3872) 到 J/ψω 和到 J/ψρ 的耦合常数的比值仍然有可观的同位旋破坏效应:

gXρ/gXω = 0.26+0.08
−0.05. 这一点可以通过 X(3872) 离 D0D̄∗0 的阈值比离 D+D∗− 的阈值近

很多来理解: 即使 X(3872) 与 D0D̄∗0 和 D+D∗− 具有同样大小的耦合常数, 其波函数里

也会包含更多的 D0D̄∗0 成分, 从而导致由带电和中性的粲介子的质量差带来的同位旋

破坏.

X(3872) 是迄今被研究最多的新强子态.

随后, 大量与夸克模型预期不符的结构在粲偶素区间被各实验组相继发现, 因为其内部结

构不清楚, 它们在文献中被称作 XY Z 态或者类粲偶素 (charmonium-like states). 图 1.11 给

出了截至目前实验测量的粲偶素与类粲偶素的质量谱与 Godfrey-Isgur 夸克模型预言的粲偶

素质量谱[22] 的比较.

XY Z 结构中特别值得一提的还包括: 2005 年 BABAR 实验组通过初态辐射 (initial state

1.9需要注意的是, 对于 X(3872) 这种非常靠近强耦合道的阈值的粒子, 用 Breit-Wigner参数化是不合适的, 因为它
并不能将阈值的效应正确地包含进来. 更合适的做法是采取 Flatté 参数化[50]. 而实际上[51] 中也采取 Flatté 参
数化的方法抽取了 X(3872) 的极点.
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radiation)在 J/ψπ+π−末态中发现的矢量 (JPC = 1−−)类粲偶素 Y (4260) (也被按照量子数称

为 ψ(4260))[55]; 2011 年 Belle 实验组在几个不同的末态同时发现的带电类底偶素 Zb(10610)
±

和 Zb(10650)
±[56] (它们的同位旋为 1, JPC = 1+−); 2013 年 BESIII[57]和 Belle[58]实验组在

J/ψπ± 末态发现的带电的类粲偶素 Zc(3900)
± (同位旋为 1, JPC = 1+−[59]); 以及 BESIII 在

hcπ
± 末态中发现的 Zc(4020)

±[60].

上面提到的几个 XY Z 态都位于一对正反重介子的阈值附近, 因此, 它们被广泛地猜测是

强子分子态[12] (当然, 也存在其它模型, 如由双夸克-反双夸克组成的四夸克态[61]). 实际上, 上

世纪 90 年代, Törnqvist 就通过单 π 交换模型预言了 DD̄∗ 强子分子态的存在[62–63], 并且预言

其质量为约 3870 MeV, 非常接近 X(3872) 的实验测量值. 下面我们利用 HQSS 分析一对基态

sPℓ = 1
2

− 的正反重介子之间在阈值附近的相互作用.

在阈值附近, 粒子可以通过非相对论近似处理, 相互作用由最低的分波 (即 S 波) 主导.

sPℓ = 1
2

− 的粲介子包括赝标介子 D 和矢量介子 D∗. 考虑 S 波的情况, 它们能够组成的 JPC

组合为:
0++ : DD̄, D∗D̄∗;

1+− :
1√
2

(
DD̄∗ +D∗D̄

)
, D∗D̄∗;

1++ :
1√
2

(
DD̄∗ −D∗D̄

)
;

2++ : D∗D̄∗.

(1.92)

需要注意的是, 因为粲介子不是 C 宇称的本征态, 上面的两个不同 C 宇称的 DD̄∗ 和 D∗D̄ 的

线性组合的相对相位依赖于对 C 宇称变换的相位约定. 此处, 我们采取的约定是 D
C7−→ D̄ 和

D∗ C7−→ −D̄∗.1.10

描述一对重味强子 (下面将 sPℓ = 1
2

− 的粲介子和反粲介子分别表示为 H(c) 和 H(c̄)) 的自

旋有两种不同的基: 

∣∣ s1c, s1ℓ, j1︸ ︷︷ ︸
H(c) 的自旋

; s2c, s2ℓ, j2︸ ︷︷ ︸
H(c̄) 的自旋

; J
〉
,

∣∣ s1c, s2c, scc̄︸ ︷︷ ︸
cc̄ 的自旋

; s1ℓ, s2ℓ, sL︸ ︷︷ ︸
轻qq̄ 的角动量

; J
〉
,

(1.93)

其中 j1,2 为两个介子的自旋, s1c 和 s1ℓ (s2c 和 s2ℓ) 为 H(c) (H(c̄)) 中粲夸克和轻夸克的自旋,

scc̄ 为 H(c)H(c̄) 介子对中 cc̄ 的总自旋, sL 为 H(c)H(c̄) 介子对中轻自由度的总角动量, J 为

H(c)H(c̄) 的总自旋. 两种基之间通过幺正变换相联系:

|s1c, s1ℓ, j1; s2c, s2ℓ, j2; J〉

1.10有些文献中后者的相位也取正号. 在这种相位约定下, 1+− 的组合为
(
DD̄∗ −D∗D̄

)
/
√
2, 1++ 的组合为(

DD̄∗ +D∗D̄
)
/
√
2. 只要在计算中用自洽的相位约定, 最终的物理结果是一样的.
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=
∑
scc̄,sℓ

|s1c,, s2c, scc̄; s1ℓs2ℓ, sL; J〉 〈s1c,, s2c, scc̄; s1ℓs2ℓ, sL; J |s1c, s1ℓ, j1; s2c, s2ℓ, j2; J〉

=
∑
scc̄,sℓ

√
(2j1 + 1) (2j2 + 1) (2scc̄ + 1) (2sℓ + 1)


s1c s2c scc̄

s1ℓ s2ℓ sL

j1 j2 J

 |s1c,, s2c, scc̄; s1ℓ, s2ℓ, sL; J〉 ,

(1.94)

其中我们将 Clebsch-Gordan (CG) 系数用 Wigner 9j 符号来表示了.

在重夸克极限下, 重夸克的总自旋 scc̄ 守恒而且退耦, 轻自由度的总角动量 sL 也守恒, 因

此, H(c)H(c̄) 相互作用的矩阵元在重夸克展开的领头阶可写为〈
s1c, s2c, scc̄; s1ℓ, s2ℓ, sL; J

∣∣∣Ĥ∣∣∣ s′1c, s′2c, s′cc̄; s′1ℓ, s′2ℓ, s′L; J ′
〉

=
〈
s1ℓ, s2ℓ, sL

∣∣∣Ĥ∣∣∣ s′1ℓ, s′2ℓ, sL〉 δscc̄,s′cc̄δsL,s′LδJJ ′ , (1.95)

其中 Ĥ 表示相互作用的哈密顿量. 我们考虑的 H(c)H(c̄) 介子内部夸克之间和介子之间的轨道

角动量都为 0. 因此, 其中的 cc̄ 和轻夸克对的量子数都只可能是: sPℓCℓ
L , sPcCc

cc̄ = 0−+ 或 1−−;

此处, 为了避免与其余讨论中 sPℓ 中的 P 表示整个强子系统的宇称相混淆, 我们将 H(c)H(c̄) 中

的轻夸克部分的宇称和 C 宇称记为 Pℓ 和 Cℓ, cc̄ 部分的记为 Pc 和 Cc. 同位旋为 0 和 1 的

H(c)H(c̄) 的相互作用在领头阶都只依赖于两个参数:

F0I ≡
〈
1

2
,
1

2
, 0
∣∣∣ĤI

∣∣∣ 1
2
,
1

2
, 0

〉
, F1I ≡

〈
1

2
,
1

2
, 1
∣∣∣ĤI

∣∣∣ 1
2
,
1

2
, 1

〉
, (1.96)

其中,下标 I 表示 H(c)H(c̄) 系统的同位旋,每个 Dirac括号中的三个数分别为初态或末态两个

介子各自的轻自由度角动量 s1ℓ, s2ℓ 和两个介子的轻自由度总角动量 sL. 这意味着 (1.92) 中

的 6 对粲介子可以分配到 sL = 0 和 sL = 1 的两个自旋多重态中 (对于每个同位旋都如此).

sL = 0 的多重态包括

0−+
L ⊗ 0−+

cc̄ = 0++, 0−+
L ⊗ 1−−

cc̄ = 1+−; (1.97)

sL = 1 的多重态包括

1−−
L ⊗ 0−+

cc̄ = 1+−, 1−−
L ⊗ 1−−

cc̄ = 0++ ⊕ 1++ ⊕ 2++. (1.98)

我们看到 JPC = 1++ 的组合只出现在 sL = 1 的多重态中. 因此, 在强子分子态图像下,

我们可以得到关于 X(3872) 的如下结论:

在重夸克极限下, X(3872) 应该有三个自旋伴子, 其量子数分别为 JPC = 0++, 1+− 和

2++[64–65];

X(3872) 衰变的选择定则 (因为 scc̄ = 1)[66]:

X(3872) → J/ψππ(π), X(3872) → χcJπ, X(3872) → χcJππ;

X(3872) 6→ ηcππ, X(3872) 6→ hcππ.
(1.99)
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上述禁戒仅在重夸克极限下严格成立, 由于粲夸克的质量有限, 它们在实际情况中是被

压低的, 相应衰变宽度的压低因子为 O
(
Λ2

QCD/m
2
c

)
.

而如果 Zb(10610) 和 Zc(10650) 是 BB̄∗ 和 B∗B̄∗ 相互作用形成的 JPC = 1+− 的同位

旋为 1 的强子分子态, 由于 JPC = 1+− 存在于 sL = 0 和 sL = 1 两个多重态中, 我们可以

推论这两个 I = 1 的多重态内 B(∗)B̄(∗) 的 S 波相互作用必定都是吸引的, 而且在重夸克极

限下除这两个 Zb 之外还可以产生 4 个强子分子态, 分别记为 Wb0 [0
++] ,W ′

b0 [0
++] ,Wb1 [1

++]

和 Wb2 [2
++][67–68]. Zc(3900) 和 Zc(4020) 的情况与之类似, 也应该存在另外 4 个自旋伴子:

Wc0 [0
++] ,W ′

c0 [0
++] ,Wc1 [1

++] 和 Wc2 [2
++].

利用 (1.94) 可以将 (1.92) 中的介子对之间的领头阶短程相互作用表达为 (1.96) 中定义的

参数的线性组合:  DD̄

D∗D̄∗

 : V (0++) =

 CIA

√
3CIB

√
3CIB CIA − 2CIB

 ,

DD̄∗

D∗D̄∗

 : V (1+−) =

CIA − CIB 2CIB

2CIB CIA − CIB

 ,

DD̄∗ : V (1++) = CIA + CIB,

D∗D̄∗ : V (2++) = CIA + CIB,

(1.100)

其中,

CIA =
1

4
(3FI1 + FI0) , CIB =

1

4
(FI1 − FI0) . (1.101)

从而, 我们可以通过求解 Lippmann-Schwinger 方程来定量预言 X(3872), Zc 和 Zb 的自旋伴

子的质量; 具体结果参见[68–70].

LHC 上的实验组 CMS 和 ATLAS 开展了底偶素区间的类似 X(3872) 的粒子的寻找 (称

为 Xb). 他们在 Υ(1S)π+π− 的末态中未发现任何信号[71–72] (下面将 Υ(1S) 简称为 Υ). 然

而, 在这样的末态中看不到任何 Xb 的信号是可以预期的. 这是因为 Xb → Υπ+π− 的衰变

破坏同位旋对称性 (见前面的讨论), 而 Xb 的衰变几乎不可能像 X(3872) 那样有强烈的同位

旋破坏[70,73], 这是因为上面讨论的两种引起 X(3872) 衰变的大同位旋破坏的效应在此都要小

得多: 一方面, 理论预期 Xb 的质量在 BB̄∗ 阈下几十 MeV, 比 Υ 的质量高约 1.1 GeV, 因

此, Xb → Υρ 和 Xb → Υω 的相空间差不多, 不会对同位旋守恒的后者带来相对压低; 另一方

面, 带电和中性 B 介子的质量差也远小于 D 介子的情况: MB0 −MB± = (0.31 ± 0.05) MeV,

MD± −MD0 = (4.822± 0.015) MeV[2],1.11 Xb 中带电和中性的 BB̄∗ 成分的差别也几乎可以忽

略. 然而,从另一方面来看,上述预言的WbJ 粒子到 Υπ+π− 的衰变并不破坏同位旋对称性,因

1.11这是由于 c 夸克和 b 夸克电荷符号不同, 导致了对同位旋质量破裂 的 QED 和 QCD 贡献的不同的相干行为.
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此, CMS 和 ATLAS 的实验结果可以被重新解释为没看到上述同位旋为 1 的 WbJ 态的信号.

1.8.4 隐粲五夸克态

表 1.5: LHCb 实验组发现的 3 个隐粲五夸克态的质量和宽度[74].

M [MeV] Γ [MeV] (95%CL)

Pc(4312)
+ 4311.9± 0.7+6.8

−0.6 9.8± 2.7+ 3.7
− 4.5 (< 27)

Pc(4440)
+ 4440.3± 1.3+4.1

−4.7 20.6± 4.9+ 8.7
−10.1 (< 49)

Pc(4457)
+ 4457.3± 0.6+4.1

−1.7 6.4± 2.0+ 5.7
− 1.9 (< 20)

2015 年, LHCb 实验组在 Λ0
b → J/ψK−p 衰变的 J/ψp 不变质量谱中发现了共振结构

Pc(4450) 和 Pc(4380)
[75], 其中 Pc(4450) 对应于 4.45 GeV 附近的一个窄结构, 宽度为 (39± 5±

19) MeV, Pc(4380) 则是振幅分析中引入的一个较宽的 Breit-Wigner 结构, 其宽度为 (205 ±

18± 86) MeV. 因为它们质量都在 4 GeV 以上, 而且衰变末态中含有 J/ψ, 因此其内部结构应

该含有 cc̄, 很可能是隐粲五夸克态. 2019 年, LHCb 组采用 LHC 两轮运行的数据, 观测到了

Pc(4450) 的更精细的结构, 发现它实际上由两个更窄的峰组成, 分别为 Pc(4440) 和 Pc(4457),

并且观测到一个质量更小的窄共振结构 Pc(4312)
[74]; 它们的质量和宽度见表 1.5.

Pc(4312) 靠近 ΣcD̄ 的阈值, Pc(4440) 和 Pc(4457) 则靠近 ΣcD̄
∗ 的阈值, 并且分别在这两

个阈值以下. 因此, 它们被广泛地猜测分别是 ΣcD̄ 和 ΣcD̄
∗ 组成的强子分子态. 实际上, 2010

年, 吴佳俊等人就预言了 4 GeV 以上强子分子态类型的隐粲五夸克态的存在[76]. 随后, 多个理

论组也都在 LHCb 实验发现之前得出了类似的理论预言 [77–83].

sℓ = 1 的粲重子自旋多重态 (Σc,Σ
∗
c) (它们的 JP 分别为 1

2

+ 和 3
2

+) 和 sℓ =
1
2
的粲介子

自旋多重态 (D̄, D̄∗) 之间的 S 波短程相互作用可以用与第 1.8.3 节中讨论的类似方法来处理.

总同位旋 I = 1/2 的 S 波 Σ
(∗)
c D̄(∗) 可以有以下 7 组:

JP =
1

2

−
: ΣcD̄, ΣcD̄

∗, Σ∗
cD̄

∗;

JP =
3

2

−
: Σ∗

cD̄, ΣcD̄
∗, Σ∗

cD̄
∗;

JP =
5

2

−
: Σ∗

cD̄
∗.

(1.102)
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它们的线性组合会分配到 sℓ =
1
2
和 3

2
两个不同的自旋多重态中:

sPℓ
ℓ sPc

cc̄ JP

1
2

+
0− 1

2

−

1
2

+
1− 1

2

−
, 3
2

−

3
2

+
0− 3

2

−

3
2

+
1− 1

2

−
, 3
2

−
, 5
2

−

其中, sPℓ
ℓ 是 Σ

(∗)
c D̄(∗) 系统中所有轻夸克的总自旋和宇称, sPc

cc̄ 是其中正反粲夸克对的总自旋和

宇称, JP 是系统的总自旋和宇称.

总同位旋为 I 的 Σ
(∗)
c D̄(∗) 之间的 S 波短程相互作用在领头阶可以写成下面两个参数的线

性组合: 〈
1,

1

2
,
1

2

∣∣∣ĤI

∣∣∣ 1, 1
2
,
1

2

〉
,

〈
1,

1

2
,
3

2

∣∣∣ĤI

∣∣∣ 1, 1
2
,
3

2

〉
, (1.103)

其中每个 Dirac 括号中的三个数分别为初态或末态中 Σ
(∗)
c 的轻自由度角动量 s1ℓ, D̄(∗) 中的轻

自由度角动量 s2ℓ 和 Σ
(∗)
c D̄(∗) 的轻自由度总角动量 sL. LHCb 合作组发现的三个 Pc 的同位旋

为 I = 1/2, 因此, 在强子分子态的图像下, 可以选取这三个 Pc 中的任意两个来确定参数, 从

而可以预言另外 5 组的相互作用. 计算发现, 如果任意两个 Pc 是 ΣcD̄
(∗) 组成的强子分子态,

那么利用 HQSS 可以预言总是存在 7 个 Σ
(∗)
c D̄(∗) 强子分子态; 参见 [81,84–88].

� 习题 1.2 1)思考矢量介子 ρ0是否可以衰变到两个 π0,并说明原因.

2) C宇称为正和为负的 π+π−对的同位旋分别是多少? 说明原因.

� 习题 1.3考虑一对 sPℓ = 3
2

+和 sPℓ = 1
2

−的正反重介子在正负电子对撞中的近阈产生过程,利用

HQSS分析说明它们通过 S波的产生在重夸克极限下是禁戒的.1.12 此处, sℓ指的是重介子中轻

自由度的总角动量, P 是重介子的宇称.

提示: 在正负电子对撞中,正反重介子对主要通过与虚光子耦合的正反重夸克矢量流 Q̄γµQ产

生: e+e− → γ∗ → Q̄Q,其中 Q̄Q之间为 S 波.

1.12这是 [89] 中的主要结论; 实际上, 这一点早在 Cornell 模型的文章中就有所讨论, 见 [90] 中的表 VI.
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1.8.5 再看重夸克对称性

现在我们来看一下如何从 QCD 的拉氏量来推导出重夸克对称性. 重夸克部分的拉氏量

为:

LQ = Q̄ (i 6D −mQ)Q, Dµ = ∂µ + igsA
a
µT

a, (1.104)

其中隐含了对重夸克的味求和. 由此, 我们可以得到重夸克的传播子为
i

6p−mQ + iϵ
=

i (6p+mQ)

p2 −m2
Q + iϵ

. (1.105)

将重夸克的动量写为 p = mQv + k, 其中 v 是重夸克的 4 速度, 满足 v2 = 1, k = O(ΛQCD) 称

为剩余动量, 则上面的传播子变为
i [mQ(1+6v)+6k]

2mQv · k + k2 + iϵ

mQ→∞
======

1+6v
2

i

v · k
+O

(
k

mQ

)
. (1.106)

上式中的 (1+6v)/2 将重夸克的传播子投影到了重夸克极限下领头阶的部分. 于是, 我们定义

P± ≡ 1±6v
2
, (1.107)

容易证明, 它们满足下列关系:

P 2
± = P±, P+P− = P−P+ = 0, (1.108)

可以被用作投影算符. 由 (1.77) 可知, 在重夸克极限下, 重夸克的速度维持不变. 因此, 我们可

以定义

Qv ≡ eimQv·x1+6v
2
Q, qv ≡ eimQv·x1−6v

2
Q, (1.109)

前面的指数因子是为了将重夸克场的质量部分剥离出去, 相当于我们重新将重夸克能动量的

零点定义为 mQv. 于是, 我们有

P+Qv = Qv, P−qv = qv, P−Qv = P+qv = 0, (1.110)

以及 (见习题 1.4)

Q̄vγµQv = Q̄vvµQv. (1.111)

从 (1.106) 可知 qv = O
(
m−1

Q

)
, 于是

Q = e−imQv·x (Qv + qv) = e−imQv·xP+Qv +O
(
m−1

Q

)
,

Q̄ = eimQv·xQ̄vP+ +O
(
m−1

Q

)
,

∂µQ = e−imQv·xP+ (−imQvµ + ∂µ)Qv +O
(
m−1

Q

)
.

(1.112)

将这几部分代入 (1.104), 我们发现

LQ = Q̄v (mQ6v + i 6D −mQ)Qv = Q̄v(iv ·D)Qv +O
(
m−1

Q

)
. (1.113)
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重夸克对称性在拉氏量的这个形式中明显体现了出来: 在重夸克展开的领头阶, 拉氏量中既没

有重夸克质量项, 也没有 Dirac γ 矩阵; 前者体现了 HQFS, 后者体现了 HQSS.

在计算重味强子的性质时, 可以用双旋量 (bispinor) 形式的场来描述重味强子[91], 从而

方便地将 HQSS 的限制自动地包含进去. 包含一个重夸克 Q 的赝标和矢量的 S 波重介子

(sPℓ = 1
2

−) 可以被统一进下面的双旋量场中:

H(Q)
a ≡ 1+6v

2
[P ∗µ

a γµ − Paγ5] , H̄(Q)a ≡ γ0H
(Q)a†γ0, (1.114)

这里 v 表示重介子的 4 速度, 指标 a = u, d, s 是轻夸克的味指标, Pa 和 P ∗µ
a 分别湮灭赝标和

矢量重介子, H̄(Q)a 是 H
(Q)
a 的共轭场, 产生重介子. 对于任意自旋重强子的双旋量场的构造,

参见 [92]. 我们可以写出自由重介子的拉氏量:

LH, free = −iTr
[
H̄(Q)avµ∂

µH(Q)
a

]
= 2iP a†vµ∂

µPa − 2iP ∗a†
ν vµ∂

µP ∗ν
a (1.115)

其中, Tr 表示在旋量空间求迹. 由于作用量 S =
∫
d4xL 是无量纲的, 可知这里的重介子场的

质量量纲为 3/2, 与相对论场论中的玻色子场 (量纲为 1) 不同. 这是由它们的归一化不同造成

的. (1.115) 意味着在重赝标介子的传播子为:
i

2v · k + iϵ
, (1.116)

k 为重介子的剩余动量. 从相对论介子场的传播子出发
i

p2 −m2
H + iϵ

=
i

(mHv + k)2 −m2
H + iϵ

=
i

2mHv · k + k2 + iϵ
' 1

mH

i

2v · k + iϵ
, (1.117)

可以看到 (1.116) 表示 (1.115) 中的重介子场与相对论归一化的场 Hrel
a 之间的关系为1.13

H(Q)
a =

√
mH

[
H(Q), rel

a +O
(
m−1

Q

)]
. (1.118)

含有一个重夸克的重味介子不是 C 宇称的本征态, 因此, 对它们做 C 宇称变换之后得到

的态的符号依赖于相位约定. 我们采取与 (1.92) 相同的相位约定, 即

Pa
C7−→ +P̄ a, P ∗

a,µ
C7−→ −P̄ ∗a

µ , (1.119)

其中 P̄a和 P̄ ∗
a,µ表示含反夸克 Q̄的赝标和矢量介子. 利用旋量场的 C宇称变换算符 C = iγ2γ0,

由 (1.114) 可得

H(Q̄)a = C
[
P+

(
−P̄ ∗a

µ︸ ︷︷ ︸
P ∗
a,µ

C7−→

γµ − P̄ a︸︷︷︸
Pa

C7−→

γ5

)]T
C−1

=
(
+P̄ a∗

µ γµ − P̄ aγ5
)
P−.

(1.120)

很多计算可以通过选取重介子的静止系来简化: vµ = (1, 0⃗). 有质量的矢量场总是满足

1.13文献中也经常出现不同的归一化约定: 将自由拉氏量写为 Lfree = − i
2 Tr

[
H̄(Q)avµ∂

µH
(Q)
a

]
, 相应的重赝标介子

的传播子为 i/(v · k + iϵ), 其归一化与相对论场的关系为 H
(Q)
a =

√
2mH

[
H

(Q), rel
a +O

(
m−1

Q

)]
. 在计算中需要

注意用自洽的归一化约定.
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ϵµp
µ = 0, 即 ϵ0p0 = ϵ⃗ · p⃗, 其中 ϵµ 和 pµ 分别是它的极化矢量和 4 动量. 于是, 在其静止系下,

ϵ0 = 0. Dirac γ 矩阵可以有不同的表示方式, 这里我们选取 Dirac 基下的表示:

γ0 =

1 0

0 −1

 , γi =

 0 σi

−σi 0

 , γ5 =

0 1

1 0

 , (1.121)

其中 σi 是 Pauli 矩阵, 可得

P+ =
1

2
(1+6v) = 1

2
(1 + γ0) =

1 0

0 0

 ,

H(Q)
a = P+

 0 −P⃗ ∗
a · σ⃗ − Pa

P⃗ ∗
a · σ⃗ − Pa 0

 =

0 −P⃗ ∗
a · σ⃗ − Pa

0 0

 . (1.122)

类似地, 我们有

P− =
1

2
(1−6v) =

0 0

0 1

 ,

H(Q̄)a =

0 − ⃗̄P ∗a · σ⃗ − P̄ a

0 0

 .

(1.123)

我们可以定义两分量双旋量场[93]

Ha ≡ P⃗ ∗
a · σ⃗ + Pa, H̄a ≡ ⃗̄P ∗a · σ⃗ + P̄ a, (1.124)

来简化计算. 前面的厄米共轭场为

H̄(Q)a =

 0 0

Ha† 0

 , H̄(Q̄)
a =

 0 0

H̄†
a 0

 . (1.125)

1.8.6 重强子对相互作用的有效拉氏量

通过双旋量场, 我们可以构造描述一对重强子低能相互作用的有效拉氏量. 本小节中以一

对基态 S 波重介子之间的相互作用为例来讨论拉氏量的构造. 为简便起见, 我们在本小节中

采用两分量双旋量场.

在非相对论展开的最低阶, 一对重介子和反重介子的 S 波相互作用的拉氏量可以写为[94]

L4H =− 1

4
Tr
[
Ha†Hb

]
Tr
[
H̄cH̄†

d

] (
FA δ

b
aδ

d
c + F λ

A λ⃗
b
a · λ⃗ d

c

)
+

1

4
Tr
[
Ha†Hbσ

m
]
Tr
[
H̄cH̄†

dσ
m
] (
FB δ

b
aδ

d
c + F λ

B λ⃗
b
a · λ⃗ d

c

)
, (1.126)

上式中同时考虑了重夸克自旋对称性和轻夸克之间的 SU(3)味对称性,其中 FA, FB, F
λ
A 和 F λ

B

为参数, λ⃗ 为 SU(3) 味空间的 Gell-Mann 矩阵.
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Pauli 矩阵和 Gell-Mann 矩阵满足下面的完备性关系

δ l
i δ

j
k =

1

2
δ j
i δ

l
k +

1

2
σ⃗ j
i · σ⃗ l

k, δ d
a δ

b
c =

1

3
δ b
aδ

d
c +

1

2
λ⃗ b
a · λ⃗ d

c . (1.127)

下面我们来证明第一个式子. 任何 2× 2 的复矩阵都可以用单位矩阵和 Pauli 矩阵 (σm = σm)

为基做展开

X = X0 +Xmσm, (m = 1, 2, 3), (1.128)

其中 X0 和 Xm 为复数. 利用 Tr[σiσj] = 2δij, 易得

X0 =
1

2
Tr[X] =

1

2
X i

i ,

Xm =
1

2
Tr [Xσm] =

1

2
X k

l (σm)
l
k . (1.129)

代入 (1.128) 式, 可以得到

X j
i =

1

2
X k

k δ
j
i +

1

2
X k

l (σm)
l
k (σm)

j
i , (1.130)

即

X k
l δ

l
i δ

j
k =

1

2
X k

l δ
l
kδ

j
i +

1

2
X k

l (σm)
l
k (σm)

j
i , (1.131)

从而

δ l
i δ

j
k =

1

2
δ l
kδ

j
i +

1

2
(σm)

l
k (σm)

j
i .

于是, (1.127) 中的第一式得证; 第二式也可用类似的方法证明. 实际上, 对于 SU(N) 群, 易证

若其生成元 Tm (m = 1, 2, . . . , N 2 − 1) 满足 Tr [TmTn] = C δmn, 则相应的完备性关系为:

δ l
i δ

j
k =

1

N
δ j
i δ

l
k +

1

C
(Tm)

j
i (Tm)

l
k. (1.132)

下面, 我们来证明利用完备性关系可将 (1.126) 中两个求迹相乘的项写为只包含一个求迹

的项的线性组合:

Tr
[
Ha†Ha

]
Tr
[
H̄bH̄†

b

]
= (Ha†Ha)

i
l δ

l
i (H̄

bH̄†
b )

k
j δ

j
k

= (Ha†Ha)
i
l (H̄

bH̄†
b )

k
j

[
1

2
δ l
kδ

j
i +

1

2
(σm)

l
k (σm)

j
i

]
=

1

2
Tr
[
Ha†HaH̄

bH̄†
b

]
+

1

2
Tr
[
Ha†HaσmH̄

bH̄†
bσm

]
, (1.133)

Tr
[
Ha†Haσm

]
Tr
[
H̄bH̄†

bσm

]
= (Ha†Ha)

k
l (σm)

l
k (H̄bH̄†

b )
i
j (σm)

j
i

= (Ha†Ha)
k
l (H̄bH̄†

b )
i
j

(
2δ l

i δ
j
k − δ l

kδ
j
i

)
= 2Tr

[
Ha†HaH̄

bH̄†
b

]
− Tr

[
Ha†Ha

]
Tr
[
H̄bH̄†

b

]
=

3

2
Tr
[
Ha†HaH̄

bH̄†
b

]
− 1

2
Tr
[
Ha†HaσmH̄

bH̄†
bσm

]
. (1.134)

文献 [68] 中给出的拉氏量便是只包含一个旋量空间求迹的形式.
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1.9 大 Nc 展开与 OZI 规则

夸克

胶子

图 1.12: 大 Nc 极限下, 胶子的传播子可以用双线的形式表示 (左上); 在这种图示下, QCD 中
的各种相互作用顶点: 夸克胶子耦合 (右上); 三胶子顶点 (左下); 四胶子顶点 (右下).

现实世界中的 QCD 的规范对称性是 SU(3), 即色的数目为 Nc = 3. 我们可以将色的数目

作为参数, 研究任意 Nc 的规范理论; 而且, ’t Hooft 发现在 Nc 取无穷大的极限下, 我们可以

得到一些很有意思的结果, 并且能够定性理解很多介子相关的强相互作用的现象[95]. Witten

随后将之推广到了重子的情况, 并发现重子可以理解为 Nc → ∞ 极限下的拓扑孤立子[96] ([96]

的前半部分是非常好的关于介子的 Nc 行为的综述, 推荐阅读).

我们考虑在 Nc 取无穷大的极限不会改变 QCD 的色禁闭, 保持 ΛQCD 有良好的极限, 即

ΛQCD = O(N0
c ). 由

αs(µ) =
4π(

11Nc

3
− 2Nf

3

)
log µ2

Λ2
QCD

(1.135)

可知, 这样的极限等价于

g2sNc ≡ λ = O
(
N0

c

)
, 即 gs = O

(
Nc

−1/2
)
. (1.136)

在 SU(Nc) 的 QCD 中, 夸克处于基础表示, 其色的数目为 Nc: qi, i = 1, . . . , Nc 为色指标;

胶子处于伴随表示, 其色的数目为 N2
c − 1: Ai

j,µ, 并且迹为零, Ai
i,µ = 0. 当 Nc → ∞, N2

c − 1

与 N2
c 之间的差别可以忽略不计, SU(Nc) 的对称性趋向于 U(Nc) 的对称性. 用一条直线表示

夸克的传播, 夸克带一个色指标, 这条线也可看做表示色流; 而胶子带两个色指标, 便可以用双

线来表示胶子的传播[95], 共有 N2
c 种; 如图 1.12中左上图所示. 类似地, QCD的相互作用顶点

中也都可以用双线来表示胶子, 见图 1.12.

我们来考虑胶子的单圈自能图, 其费曼图如图 1.13 左侧三个图所示. 将胶子线都用双线

表示,我们得到右侧的图. (a)图中有两个夸克胶子顶点,因此其振幅在大Nc下为O
(
(N

−1/2
c )2

)
=
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O(N−1
c Nc) = O(N0

c )

O(N−1
c Nc) = O(N0

c )

O(N−1
c )

(a)

(b)

(c)

图 1.13: 胶子单圈自能图在大 Nc 极限下的行为, 其中 (a) 为夸克圈, (b) 和 (c) 为胶子圈.

O(N−1
c ), 每条线上的色流都是守恒的, 即每条线表示的色指标是不变的. (b) 和 (c) 中则除了

从初态到末态的连续色流之外, 还出现了一条封闭的色线. 这条色线的指标不受到初末态的限

制, 因此, 它可以是任意色的. 我们需要对所有的可能性求和, 于是一条封闭的色线贡献 Nc 因

子, (b) 和 (c) 在大 Nc 下的 Nc 标度行为是 O
(
(N

−1/2
c )2Nc

)
= O(N0

c ). 这样的标度与一条没

有任何圈图修正的自由胶子传播子是一样的. 我们看到每个夸克圈会贡献一个 O(N−1
c ) 的压

低因子, 而胶子圈则不改变大 Nc 的标度行为, 其原因在于胶子色的数目是夸克的 O(Nc) 倍.

1.9.1 大 Nc 极限下的介子

下面我们考虑一个夸克双线性 (quark bilinear) 算符的两点关联函数:〈
Jāb(x)J

†
āb(y)

〉
, (1.137)

其中 Jāb = q̄a,iq
i
b, a, b 是夸克味指标, a 6= b, i 表示色指标; 算符中 q 和 q̄ 处于同一个时空点,

因此这个算符是局域的 (local). 在图 1.14 中我们给出了一些 Feynman 图和相应的双线表示

的图. 关联函数中, 夸克的色指标求和给出 (a) 是 O(Nc) 阶的; 其余图的大 Nc 标度行为也很

容易从双线图中分析得到, 见图 1.14. 可以看到, (b), (c) 和 (d) 中夸克间交换胶子形成的圈图

的大 Nc 标度行为与没有任何交换的 (a) 图是一样的. 与上类似, (e) 图中的夸克圈则带来了

N−1
c 的相对压低因子. 而对于 (f) 图, 注意到其中的两条胶子线并不相交, 即它们可被看做并

不处于同一平面上, 图中只有一个封闭的色圈, 因此, 与 (a-d) 相比, 其压低因子则为 N−2
c . 如

果我们将每个胶子对应的双线粘起来, 那么 (b, c, d)看起来就与 (a)一样, 是一个没有洞的面;

(e) 图的平面上则出现了一个夸克圈带来的洞; (f) 图则不再是平面图, 可看做平面的两端连上
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(a)

(c)

(b)

(e)

O(N−1
c N2

c ) = O(Nc)

(f)

O(Nc)

(d)

O(N−2
c N2

c ) = O(N0
c )

O(N−2
c N3

c ) = O(Nc) O(N−2
c N3

c ) = O(Nc)

O(N−2
c Nc) = O(N−1

c )

图 1.14: 夸克双线性算符的两点关联函数的一些 Feynman 图及其双线表示. 图中的大黑点表
示插入算符, 小黑点表示 Feynman 图中的顶点. (f) 中的两条胶子线及相对应的双线并不相
交.

了一个手柄. 上面所有图的外部夸克线也可看做围成了一个向外的洞. 于是, 任给一个关联函

数的 Feynman 图, 我们可以通过将胶子画为双线的办法得到其大 Nc 极限下领头阶标度行为

的普适公式:

N2−B−2H
c ≡ Nχ

c , (1.138)

其中, B 是洞的数目, H 是手柄的数目, χ 称为 Euler 示性数 (Euler characteristic) (参见 [97]

第 8 章附录 1). 由夸克圈形成的洞的数目和非平面的胶子圈给出的手柄的数目都是拓扑不变

量. 从上式可知, 大 Nc 极限下, 领头阶的图是只包含胶子内线的平面图. 在 Nc 的每一阶, 对

应的交换胶子的 Feynman 图都有无穷多个; 这导致我们只能定性分析 Nc 的行为, 却无法从

QCD 出发计算对一个物理量以 1/Nc 作为小量级数展开每一阶前面的系数.

我们从能够与介子耦合的算符的关联函数出发来研究大 Nc 极限下介子的性质, 由一个

夸克和一个反夸克组成的规范不变的局域夸克双线性算符便是这样的算符, 其两点关联函数,

如 (1.137), 在大 Nc 极限下的领头阶图都只包含两条夸克线, 如图 1.14 中的 (a-d). 也就是说,
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在算符中间插入完备基, 这些中间态只可能是单介子态,∫
d4xeip·x

〈
J(x)J†(0)

〉
=
∑
n

iF 2
n

p2 −m2
n + iϵ

= O (Nc) , (1.139)

其中介子的衰变常数 Fn ≡ 〈0|J |n〉是算符 J 在真空态和介子态 |n〉之间的矩阵元, mn 是介子

|n〉 的质量. 首先, 上式左侧在高能下的渐近行为可以通过微扰论来得到, 它包含对数项 log p2,

由此我们可以推论在 Nc → ∞ 极限下一定存在无穷多个可以与算符 J 耦合的介子, 因为有限

个 ∝ 1/p2 的项相加无法得到对数. 其次, 由于关联函数在大 Nc 极限下为 O (Nc), 上式右侧的

最自然的解要求

mn = O
(
N0

c

)
, Fn = O

(√
Nc

)
. (1.140)

用一条线来表示介子, (1.139) 也可以用图形化的方式表示为:

JJ =
n Fn Fn

N1/2
c N1/2

c

.
(1.141)

O(Nc) O(Nc)

图 1.15: 夸克双线性算符的三点和四点关联函数的平面图, 在大 Nc 极限下表现为 O(Nc).

类似地, 我们可以研究夸克双线性算符的三点和四点关联函数, 它们的领头阶行为都是

O(Nc), 如图 1.15 所示. 三点关联函数用介子传播子和相互作用顶点表示为:

N1/2
c N1/2

c

N1/2
c

N−1/2
c

N1/2
c N1/2

c

+JJJ =

N0
c

(1.142)

其中, 我们用到了 Fn = O
(
N

1/2
c

)
, 左图表示三介子耦合 (如一个介子 M1 衰变到另外两个介

子 M2 和 M3) 的振幅在大 Nc 极限下的行为是 O
(
N

−1/2
c

)
, 即

AM1→M2M3 = O
(
N−1/2

c

)
, ΓM1→M2M3 = O

(
N−1

c

)
, (1.143)

介子在大 Nc 极限下是稳定粒子. 右图的 O(N0
c ) 的顶点表示夸克双线性算符在两个介子和真

空之间的矩阵元 〈0|J |M1M2〉.

40



DRAFT

1.9 大 Nc 展开与 OZI 规则

四点关联函数的介子表示为:

N1/2
c N1/2

c N1/2
c

N1/2
c N1/2

c N1/2
c N1/2

c

N1/2
c N1/2

c N1/2
c

N1/2
c N1/2

c

JJJJ = +N−1
c

N−1/2
c

N−1/2
c

N−1/2
c

N−1/2
c

N−1/2
c

+

N1/2
c

N1/2
c N1/2

c

+ + · · ·

(1.144)

最左侧的图中有一个四介子顶点, 它描述了介子两体散射 M1M2 → M3M4 的接触项. 第二个

图和第三个图都涉及到两个三介子顶点, 将介子外腿 (即 N
1/2
c 的因子) 截掉之后, 给出了介子

两体散射的介子交换过程. 我们发现介子散射振幅表现为

AM1M2→M3M4 = O
(
N−1

c

)
. (1.145)

第四个图中的顶点表示夸克双线性算符在真空和三个介子之间的矩阵元 〈0|J |M1M2M3〉. 还

存在有 〈0|J |M1M2〉 这种矩阵元的图, 在此没再画出.

综上, 色数 Nc 趋于无穷大的极限情况下, 假设色禁闭仍然存在, 那么 QCD 的介子部分

(重子部分的讨论见 [96]) 就变成了一个有无穷多个无相互作用的稳定介子的理论.

通过大 Nc 分析,也可以研究多夸克态的性质. 在大 Nc 极限下四夸克态算符 (q̄aqbq̄cqd)的

两点关联函数中领头阶的部分仅对应于两个介子的自由传播, 而包含了四个夸克之间相互作

用的项只出现在次领头阶, 因此此前的观点一直认为在大 Nc 极限下不存在四夸克态[96–97]. 然

而, 2013 年 Weinberg 提出这并不能作为判据来说明在大 Nc 极限下四夸克态不存在[98], 他认

为正确的问题应该是大 Nc 极限决定了四夸克态什么样的性质. 文献 [99] 综述了 Weinberg 的

文章引发的一系列后续研究, 在此不赘述.

1.9.2 OZI 规则

O(Nc) O(N−2
c N2

c ) = O(N0
c )

图 1.16: 看看双线性算符两点关联函数 (1.146) 中的两种 Wick 收缩的大 Nc 标度的分析. 中
间图上的虚线表示这种 Wick 收缩中的夸克线可以被这样的一条线隔开, 两侧都是色单态.
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虽然现实世界中色的数目为 Nc = 3, 大 Nc 的分析仍然可以帮助我们定性理解强子物理

中的一些现象. 例如它提供了唯象上很成功的 Okubo-Zweig-Iizuka (OZI) 规则[100–102] 的唯一

模型无关的普适解释.

我们来考虑 u 夸克双线性算符 J(x) = ū(x)u(x) (可以通过在 ū 和 u 之间插入 Dirac γ 矩

阵和导数等来构造耦合到不同量子数的介子上的算符, 因为这些额外的结构不影响下面的讨

论, 我们在此不将之写出), 它有两种不同的 Wick 收缩:

〈ūi(y)ui(y) ūj(x)uj(x)〉 = 〈ūi(y)ui(y) ūj(x)uj(x)〉+ 〈ūi(y)ui(y) ūj(x)uj(x)〉

= −
〈
Si
u,j(y, x)S

j
u,i(x, y)

〉
+
〈
Si
u,i(y, y)

〉 〈
Sj
u,j(x, x)

〉
, (1.146)

= O(Nc) +O
(
N0

c

)
,

其中, Su(x, y) 表示 u 夸克从 y 到 x 的传播子. 这两种 Wick 收缩对应的大 Nc 的行为不同.

如图 1.16 所示, 第一种 Wick 收缩中, 夸克和反夸克都从 x 点产生在 y 点湮灭, 其领头阶行为

即是前面分析得到的 O(Nc); 而第二种 Wick 收缩中 x 点和 y 点的夸克和反夸克分别在同一

点收缩, 并没有从初态传播到末态,
〈
Si
u,i(y, y)

〉
和
〈
Sj
u,j(x, x)

〉
分别都是色单态. 第二种 Wick

收缩与第一种相比, 色单态的集团可以被一条割线隔开. 这样的 Wick 收缩对应于被 OZI 规

则压低的过程.

OZI 规则: 对于一个强子反应的过程, 只画出其夸克线, 如果一个图可由一条线分割成不

同的色单态集团, 那么它对应的过程就是被压低的.

从上面的分析我们可以看到, 被 OZI 规则压低的过程与不违反 OZI 规则的过程相比会有

1/Nc 的压低因子. OZI 规则本来是一个唯象规则, 与很多实验观测相一致, 大 Nc 的分析为其

提供了模型无关的普适解释. 下面我们举几个 OZI 规则的例子:

由不同味的夸克组成的同位旋为 0 的中性介子之间的混合很小. 例如, I = 0 的矢量介

子中包括 ω 和 ϕ, 它们的味波函数分别是

|ω〉 = 1√
2

(
ūu− d̄d

)
, |ϕ〉 = s̄s, (1.147)

而不是 SU(3) 的单态以及八重态中的同位旋单态:

|ϕ0〉 =
1√
3

(
ūu+ d̄d+ s̄s

)
, |ϕ8〉 =

1√
6

(
ūu+ d̄d− 2s̄s

)
. (1.148)

(1.147) 中的两个味波函数包含的夸克味不同, 这两者之间的混合破坏 OZI 规则. 因此,

OZI 规则导致介子处于 U(3) 的九重态, 而不是 SU(3) 的八重态和单态. 最轻的赝标介

子是个例外, 这是因为其中的 SU(3) 八重态是手征对称自发破缺 SU(3)L × SU(3)R →

SU(3)V 的赝 Goldstone 玻色子, 而单态的 η0 则由于 U(1)A 反常获得了即使在手征极限

下也不为零的较大的质量. 物理的 η′(958) 中包含了 SU(3) 八重态中的 η8 和单态 η0 的

混合.
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φ φ

K

K̄

ρ

π

图 1.17: ϕ→ KK̄ 和 ϕ→ ρπ 衰变.

ϕ 介子的衰变. ϕ 介子衰变最大的几个分支比及相应的衰变道如下[2]:

K+K− : (49.2± 0.5)%

K0
LK

0
S : (34.0± 0.4)%

ρπ + π+π−π0 : (15.24± 0.33)%.

(1.149)

可以看到, 虽然 ϕ → KK̄ 的相空间小于 ϕ → ρπ, 但是其分支比却占绝对主导地位. 这

是因为 KK̄ 中包含初态 ϕ 中的 s̄ 和 s 夸克, 从而这个过程的夸克线没法被一条线隔成

色单态的独立集团 (见图 1.17); 而 ρπ 以及 π+π−π0 中的价夸克中则不包含 s̄ 和 s, 从

而初态的 s̄s 必须湮灭, 再通过胶子产生末态的 ρ 和 π 介子. ϕ → π+π− 的衰变则除了

OZI 压低之外, 还有额外的同位旋破坏的压低, 因此, 其分支比只有 (7.3± 1.3)× 10−5[2].

ψ(3770) 的衰变. ψ(3770) 的质量只在 D0D̄0 阈上 43 MeV, 然而其衰变到 DD̄ (包括

D0D̄0 和 D+D−) 的分支比却有
(
93+8

−9

)
%[2], 比其衰变到 J/ψππ 和 J/ψη 的分支比大三

个数量级. 其原因是后两种衰变需要产生不含粲夸克的轻介子, 因此是 OZI 压低的.

没有共同的夸克味的介子之间的散射过程, 如 Dsπ → Dsπ. 这类散射过程的散射振幅在

大 Nc 下为 O(N−2
c ), 比 (1.145) 有额外的 1/Nc 的压低, 其相互作用强度通常都远弱于

OZI 规则允许的过程.

OZI 规则在有些情况下由于介子圈的效应会被削弱[103–105].

� 习题 1.4 利用 Dirac γ 矩阵满足的关系式 γ0γµ†γ0 = γµ, {γµ, γν} = 2gµν , 证明 (1.108) 和

(1.111).

� 习题 1.5 写出图 1.17所示的两个过程对应的衰变振幅 (即将关联函数的介子外腿截掉之后剩

下的部分)的领头阶 Nc行为.
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第 2 章 手征微扰论

手征微扰论 (chiral perturbation theory, CHPT) 是 QCD 的低能有效场论 (effective field

theory, EFT), 是在手征对称性自发破缺的基础上建立的. 1979 年, Weinberg 发表了现代

手征微扰论的奠基性文章[1], 在文章中提出他的 ‘‘大众定理” (folk theorem).2.1 其基本思想

是: 如果我们写出包含满足理论对称性要求的所有可能算符的拉氏量, 并用这个拉氏量来计

算矩阵元到微扰论的任意给定阶, 那么我们就可以得到满足解析性 (analyticity), 微扰幺正性

(perturbative unitarity), 集团分解 (cluster decomposition)和对称性这些基本原理的最普遍的

S 矩阵元. 对于上述基本原理, 解析性是因果律 (causality) 的要求, 幺正性对应于几率守恒

(微扰幺正性是指对于微扰有效场论, 幺正性只能逐阶保持, 而不能严格保持), 集团分解指分

离很远的两个测量相互之间没有影响. 我们总是可以通过插入导数项来构造越来越多的算符,

因此, 会有无穷多个满足对称性的算符, 这样构造出来的量子场论是不可重整的. 而要处理无

穷多可能的算符, 就必须有一个规则来允许选取有限个算符, 才有可能进行实际的计算, 并逐

阶进行重整化 (renormalization). 有效场论有以下几个要素:

能标分离 (scale separation): 有效场论的构造首先需要有一个小量, 对这个小量进行级

数展开, 从而我们可以决定要达到一定的计算精度需要考虑的级数展开的幂次. 这样的

小量通常是两个能标的比值, 即我们考虑的有效场论是低能有效场论, 涉及到的物理过

程的能动量 p 与某个大的能量标度 Λ (通常称为硬标度 (hard scale)) 相比较小的时候,

p/Λ < 1, 我们便能以 p/Λ 作为小量做展开.

有效自由度: 根据不确定关系, 小的能动量对应于大的尺度, 能动量为 p 的粒子无法探

测尺度小于 1/p 的结构. 因此, 描述低能过程的理论便不需要选取基本理论中的粒子来

作为有效场论中的自由度. 手征微扰论中的有效自由度便是强子, 而不是被禁闭在强子

内部的夸克和胶子.

计幂规则 (power counting): 有效场论必须有一定的规则,将其中所有涉及到的场和能动

2.1Weinberg 的原文如下[1]:

This remark is based on a "theorem", which as far as I know has never been proven, but which
I cannot imagine could be wrong. The "theorem" says that although individual quantum field
theories have of course a good deal of content, quantum field theory itself has no content beyond
analyticity, unitarity, cluster decomposition, and symmetry. This can be put more precisely in
the context of perturbation theory: if one writes down the most general possible Lagrangian,
including all terms consistent with assumed symmetry principles, and then calculates matrix
elements with this Lagrangian to any given order of perturbation theory, the result will simply
be the most general possible S-matrix consistent with analyticity, perturbative unitarity, cluster
decomposition and the assumed symmetry principles. As I said, this has not been proved, but
any counterexamples would be of great interest, and I do not know of any.
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2.1 赝标介子的手征微扰论

量标度按照 p/Λ 的幂次分类, 从而可以确定任一物理量以 p/Λ 作为小量展开的幂次.

对称性: 有效场论必须遵从基本理论的对称性. 从这个意义上来说, 一个有效场论仅从

形式上看可以是具有相同对称性的更高能标下的任意理论的有效场论, 具体的基本理论

体现在了有效场论中涉及到的参数的数值中.

手征微扰论是标准模型的低能有效场论, 用来研究物理过程中涉及到的 QCD 的低能部

分. 它是基于手征对称性及其自发破缺 SU(Nf )L × SU(Nf )R
SSB−−→ SU(Nf )V 构造的, 因此, 其

基本自由度是 Goldstone 玻色子. 我们将 Goldstone 玻色子及其它外场的小的能动量统一记

为 p, 并计数 p 的幂次来确定微扰展开的阶数 O(pn). 手征微扰论中的小动量展开涉及到的硬

标度记为 Λχ ∼ 1 GeV (见第 2.3 节); 下面, 我们按照惯例不再明显写出展开的小量中的硬标

度, 直接以 p 的幂次表示展开的阶数.

1983-1984 年, Gasser 和 Leutwyler 构造了到次领头阶的 SU(2)[2] 和 SU(3)[3] 手征微扰论

的拉氏量, 利用路径积分的方法进行了单圈重整化, 并计算了质量, 衰变常数, 散射振幅等一些

重要物理量, 奠定了后来理论发展及应用的基础. 部分或者专门讲述手征微扰论的书: [4–6].

本章中, 我们将介绍手征微扰论的基本内容. 第 2.1 节介绍只包含 Goldstone 玻色子的领

头阶的手征微扰论, 第 2.3 节介绍单圈修正, 第 2.2 节介绍如何将物质场引入手征微扰论.

2.1 赝标介子的手征微扰论

2.1.1 Goldstone 玻色子场的参数化

我们首先来讨论如何描述 Goldstone 玻色子, 或者说如何使有效场论中体现对称性的自

发破缺 G
SSB−−→ H, 其中 G 表示基本理论拉氏量的对称群, H 表示真空的对称群. 对于 g ∈ G,

h ∈ H, 根据第 1.4 节,

h|0〉 = |0〉, g|0〉 6= |0〉 (g /∈ H), (2.1)

我们得到

g|0〉 = gh|0〉 6= |0〉. (2.2)

第 1.4 节中讲到, g|0〉 6= |0〉 的操作产生了 Goldstone 玻色子, 我们可以使用所有满足上式的

G 的群元来描述 Goldstone 玻色子. 而上式中的 h 可以是 H 中的任意一个群元, 即对于给定

的 g, 所有的 gh 作用到真空上产生的 Goldstone 玻色子场的构型相同, 它们构成一个等价类

g ∼ gh. 因此, Goldstone 玻色子可以用所有 gh 的集合, 即左陪集 gH = {gh | h ∈ H}, 来参数

化, 或者说 Goldstone 玻色子定义在陪集空间 G/H ≡ {gH | g ∈ G} 中.

对 QCD 来说, G = SU(Nf )L × SU(Nf )R, H = SU(Nf )V . 令 g = (gL, gR), 其中 gL ∈
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SU (Nf )L, gR ∈ SU (Nf )R. 利用群元的乘法规则

g1g2 = (gL1 , gR1) (gL2 , gR2) = (gL1gL2 , gR1gR2) , (2.3)

我们有

gH = (gL, gR)H = (gL, gR)
(
g†R, g

†
R

)
︸ ︷︷ ︸

∈H=SU(Nf)
V

H =
(
gLg

†
R,1

)
H. (2.4)

因为左陪集中的所有元素对于 (2.2) 都是等价的, 我们可以选取 gH 中的任意元素来代表整个

左陪集. 选择 H 中的单位元来代表 H, 于是, 我们便可以用 U ≡ gLg
†
R 来参数化 Goldstone 玻

色子. 由

(L,R)
(
gLg

†
R,1

)
H =

(
LgLg

†
R, R

)
H =

(
LgLg

†
RR

†,1
)
H, (2.5)

U 在手征对称性 G = SU(Nf )L × SU(Nf )R 中的群元 (L,R) 作用下的变换为2.2

U
(L,R)∈G7−−−−−→ LUR†. (2.6)

因为 U = gLg
†
R 是 SU(Nf ) 群的群元, 我们可以将 U 写作

U = exp

(√
2i

Φ

F ′

)
, Φ ≡

√
2T aϕa, (2.7)

其中, 对于 SU(2), T a = σa/2 (a = 1, 2, 3), 对于 SU(3), T a = λa/2 (a = 1, 2, . . . , 8) 是群的生

成元, ϕa 是 N2
f − 1 个 Goldstone 玻色子实标量场, F ′ 是一个质量量纲的量. 将相加性量子数

不为零的 Goldstone 玻色子表达为复标量场, 利用 Pauli 和 Gell-Mann 矩阵的明显形式 (见附

录 A.2), 我们有

ΦSU(2) =

 1√
2
π0 π+

π− − 1√
2
π0

 , ΦSU(3) =


ϕ3
√
2
+ ϕ8

√
6

π+ K+

π− − ϕ3
√
2
+ ϕ8

√
6

K0

K− K̄0 −2ϕ8
√
6

 . (2.8)

SU(3) 的复标量场与实标量场 ϕa 之间的关系为:

π± =
1√
2

(
ϕ1 ∓ iϕ2

)
, K± =

1√
2

(
ϕ4 ∓ iϕ5

)
,

K0 =
1√
2

(
ϕ6 − iϕ7

)
, K̄0 =

1√
2

(
ϕ6 + iϕ7

)
.

(2.9)

中性的 SU(3)味本征态 ϕ3 和 ϕ8 并不直接对应于中性介子 π0 和 η (它们是质量本征态), 而是

它们混合的结果, 我们将在第 2.1.3 节中讨论.

(2.7) 是 Goldstone 玻色子场的非线性函数, 因此, 在手征对称性 (2.6) 下, Goldstone 玻色

子场的变换规则是非线性的. 而在 h ≡ (V, V ) ∈ H 变换下, U h7−→ V UV †, 容易发现 Φ 的变换

2.2在有些文献中, U 的变换规则写为 U
(L,R)∈G7−−−−−−→ RUL†, 这是因为那里暗含采用了

(
1, gRg

†
L

)
H 来参数化 Gold-

stone 玻色子场.
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是线性的,

Φ
h7−→ V ΦV †, (2.10)

即 Goldstone玻色子是 SU(Nf )V 的线性实现, 按照伴随表示变换: 对于 Nf = 2 它们构成三重

态, 对于 Nf = 3 构成八重态.

2.1.2 领头阶的手征微扰论

我们先在 SU(3) 手征极限 (chiral limit, mu,d,s = 0) 下, 按照动量 p 的幂次展开来构造手

征有效拉氏量. U = O(p0), p 的幂次对应于作用在 Goldstone 玻色子场上的导数的幂次. 按照

有效场论的原理, 拉氏量中的算符需要满足 QCD 的对称性, 包括 G = SU(3)L × SU(3)R, C, P

以及 CP 联合变换 (这里我们不考虑 θ 6= 0 的情况). U 在上述对称变换下的性质为:

U
g=(L,R)∈G7−−−−−−→ LUR†, U

C7−→ UT , U
P7−→ U †, (2.11)

其中, P 和 C 变换的性质对应于赝标介子的 PC = −+.

因为 U 不携带任何洛伦兹指标, 拉氏量中的导数项只可能出现偶数幂次. 因此, 只包含

Goldstone 玻色子场的拉氏量按照 p 的幂次展开可以写为:

L = L(0) + L(2) + L(4) + . . . , (2.12)

其中上标表示 p 的幂次.

由 U 构造的不含任何导数而又满足 (2.11) 中的变换性质的算符只有下列可能 (或其乘

积): 〈(
UU †)n〉 g7−→

〈(
LUR†RU †L†)n〉 = 〈(UU †)n〉 , (2.13)

〈, 〉 表示味空间求迹. 然而, 由于 U 是幺正矩阵, 这样的项是常数项, 不包含任何动力学. 因

此, 描述 Goldstone 玻色子动力学的手征有效拉氏量中至少需要包含两个导数项 (后面我们会

看到, 当考虑物质场时, 我们也可以构造出只包含一个导数项的算符), 即只包含 Goldstone 玻

色子的手征微扰论的领头阶为 O(p2), 这与我们在第 1.5.2 节中做出的 Goldstone 玻色子需要

导数耦合的结论是一致的.

在 O(p2) 阶, 我们可以构造下面的手征以及 C, P 不变的算符:〈
∂µU∂

µU †〉 g7−→
〈
L∂µUR

†R∂µU †L†〉 = 〈∂µU∂µU †〉 . (2.14)

可以证明,
〈
U∂µU †〉 = 0, 因此不存在

〈
U∂µU

†〉 〈U∂µU †〉 这样的项. 在手征极限下, 领头阶的

手征拉氏量只包含一项:

L(2) =
F 2

4

〈
∂µU∂

µU †〉 , (2.15)
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其中 F 是一个质量量纲的量.

将 U 按照 Goldstone 玻色子场的幂次做 Taylor 展开,

U = eiλ
aϕa/F ′

= 1 +
i

F ′λ
aϕa +O

(
Φ2
)
, (2.16)

并将之代入 (2.15), 我们可以得到 Goldstone 玻色子场的动能项

L(2) = −F
2

4

〈(
i

F ′

)2

∂µϕ
a∂µϕbλaλb

〉
+O

(
Φ4
)

(2.17)

=
F 2

2
· 1

F ′2∂µϕ
a∂µϕa +O

(
Φ4
)
, (2.18)

这里我们用到了
〈
λaλb

〉
= 2δab. 可以看到, 只要取 F ′2 = F 2, 我们便可以得到标量粒子的动能

项的正则形式. 因此, 我们取 F ′ = F .

由拉氏量 (2.15), 我们可以得到用 Goldstone 玻色子场构成的矢量和轴矢 Noether 流:

V a
µ = Ra

µ + La
µ = i

F 2

4

〈
λa
[
∂µU,U

†]〉 ,
Aa

µ = Ra
µ − La

µ = i
F 2

4

〈
λa
{
∂µU,U

†}〉 , (2.19)

它们的宇称变换性质为:

V a
µ

P7−→ V a,µ, Aa
µ

P7−→ −Aa,µ. (2.20)

将 Taylor 展开的 U 代入上式, 我们发现矢量流中包含偶数个 Goldstone 玻色子场, 而轴矢流

中包含奇数个, 且

Aa
µ = −F∂µϕa +O

(
Φ3
)
. (2.21)

于是, 我们发现 F 实际上便是 π 介子在手征极限下的衰变常数:

〈0|Aa
µ(x)

∣∣πb(p)
〉
= −F∂µe−ip·xδab = iFpµe

−ip·xδab. (2.22)

通过 π 的轻子衰变宽度 Γ(π+ → µ+νµ) 可以测量 π+ 的衰变常数 Fπ+ 与 Cabibbo-Kobayashi-

Maskawa (CKM) 矩阵元 |Vud| 的乘积, Fπ+ 也可以通过格点 QCD 精确计算. PDG 采用的理

论值为[7]2.3

Fπ+ = (92.1± 0.8) MeV . (2.23)

前面说过, 仅从对称性上来看, 手征微扰论可以是任何具有相同对称性的更高能标下的理

论的低能有效场论. 而正是其中涉及到的参数的取值, 如此处的 π 介子衰变常数的数值, 体现

了 QCD 的动力学.

2.3这里我们取欧洲约定. PDG 采用的衰变常数为 fπ+ =
√
2Fπ+ = (130.2 ± 1.2) MeV[7], 其中心值来源于 FLAG

合作组 2019 年对 Nf = 2+ 1 (即格点计算中考虑的海夸克包括 u, d, s) 格点 QCD 结果的平均[8], 误差则稍微扩
大以包括这些计算中的海夸克里没考虑粲夸克的效应.
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2.1.3 赝 Goldstone 玻色子的质量

我们来考虑如何将不为零的轻夸克质量项的效应包含进手征微扰论. 在夸克质量项中, 手

征对称性发生了明显破缺, 见 (1.18):

L QCD
m = −q̄Mqq = −q̄LMqqR − q̄RMqqL, (2.24)

其中 q = (u, d, s)T , Mq = diag(mu,md,ms) 是夸克质量矩阵. 因为 mu,d,s � ΛQCD, 我们可以

将 mq/ΛQCD 作为另一个小量来作级数展开. 手征微扰论是按照小动量和小夸克质量的双重展

开来构造的.

我们可以用所谓的伪场 (spurion field) 方法在保持对称性的有效拉氏量中引入对称破坏

的项. 伪场方法分三步:

将基础理论中破坏对称性的算符替换成伪场, 并规定伪场的变换规则, 使得用伪场算符

表示的项满足对称性. 例如, 我们引入伪场 χ ∝ Mq, 并要求

χ
g7−→ LχR†, χ

C7−→ χT , χ
P7−→ χ†, (2.25)

将 (2.24) 中的Mq 代换成伪场 χ 得到的项 −q̄LχqR − q̄Rχ
†qL 在手征变换下不变.

利用伪场构造有效拉氏量中所有可能的保持对称性的算符. 只包含一个 χ 场的算符只

有如下形式:

∝
〈
χU †〉+ 〈χ†U

〉
, (2.26)

其中, 两项相加保证了拉氏量的宇称不变和厄米性.

将有效拉氏量中伪场的值取为基础理论拉氏量中破坏对称性的算符的值. 此处, χ ∝

Mq, 于是, 我们有

χ = 2BMq, (2.27)

其中 B 为质量量纲的参数.

通过这样的操作, 我们可以保证在有效场论中的对称性明显破缺具有与基础理论 QCD 中的

明显破缺同样的结构.

考虑轻夸克质量项之后的手征微扰论领头阶拉氏量为:

L(2) =
F 2

4

〈
∂µU∂

µU † + χU † + χ†U
〉
, (2.28)

其中除夸克质量外只包含两个参数: F 和 B, F 为手征极限下的 π 介子衰变常数, B 则正比于

夸克凝聚 〈q̄q〉 (〈q̄q〉 = 〈q̄LqR + q̄RqL〉, 如果真空也具有手征对称性, 其值应该为零, 因此夸克凝

聚可以作为手征对称自发破缺的序参量). 由上式可知, 手征微扰论领头阶的真空能量密度为

H(2)
vac = −F

2

4

〈
2B
(
Mq +M†

q

)〉
= −F 2B (mu +md +ms) . (2.29)
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对夸克质量求导得到 B:
∂H(2)

vac

∂mq

= −F 2B. (2.30)

另一方面, 在 SU(3) 极限下对 QCD 的真空能量密度求导,
∂

∂mq

〈0|HQCD|0〉 =
∂

∂mq

〈
0
∣∣muūu+mdd̄d+mss̄s

∣∣ 0〉 = 1

3
〈q̄q〉, (2.31)

其中 1
3
〈q̄q〉 = 〈ūu〉 = 〈d̄d〉 = 〈s̄s〉. 因为手征微扰论是 QCD 的低能有效场论, 所以两种方法求

出来的 (2.30) 和 (2.31) 相等, 在 SU(3) 手征极限下,

B = −〈q̄q〉
3F 2

. (2.32)

实际上, 因为 U 是幺模幺正矩阵, 所以 (2.7) 式中定义的 U 可以任乘一个指数因子, U0 ≡

eiα, 即可将 U 定义为 U ≡ U0 exp
(√

2iΦ/F
)
. 将所有的 Goldstone 玻色子场设为零, 则 U0 表

示真空的构型. 因为真空不带任何相加性量子数, 因此, α 只能是对角矩阵, 且由于 detU0 = 1,

我们可以将 U0 一般性地写为

U0 = exp(iα) = diag
(
eiαu , eiαd , e−i(αu+αd)

)
, (2.33)

其中 αu, αd 为两个实参数. 真空能量密度为:

H(2)
vac = −F

2

4
Tr
(
χU †

0 + χ†U0

)
= −F

2B

2
Tr
[
Mq

(
e−iα + eiα

)]
= −F 2B [mu cosαu +md cosαd +ms cos (αu + αd)] . (2.34)

因为真空能量必定是最小化的, 因此, αu,d 必定满足:

0 =
∂H(2)

vac

∂αu

= F 2B [mu sinαu +ms sin (αu + αd)] ,

0 =
∂H(2)

vac

∂αd

= F 2B [md sinαd +ms sin (αu + αd)] ,

(2.35)

且二阶导数大于零. 对于任意的夸克质量, U0 = 1 满足上述要求. 因此, 我们可取 (2.7)来描述

Goldstone 玻色子. 在 QCD 的 θ 项不为零的情况下, 真空不再由 U0 = 1 给出, 上述步骤就变

得不可或缺了 (可参见 [9–11]).

将 U 展开到 Φ2 阶代入 (2.28),我们可以将 Goldstone玻色子的质量用夸克质量和手征拉

氏量中的参数表达出来:
M2

π± = B (mu +md) ,

M2
K± = B (mu +ms) ,

M2
K0 = B (md +ms) .

(2.36)

可以看到, mq = O(p2). 由于夸克质量项造成的手征对称明显破缺, Goldstone 玻色子获得了

非零质量, 而且其质量的平方正比于夸克质量, 此即 Gell-Mann–Oakes–Renner 关系. 由于上
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述关系, 格点 QCD 中采取大于物理值的 u, d 夸克质量进行计算, 其结果通常表达为 π 介子质

量 Mπ 取某个非物理值时的结果, 我们需将这样的结果外推到物理的情况. 因为手征微扰论是

按照夸克质量的幂次构造出来的有效场论, 其中的夸克质量也是参数, 所以, 当格点 QCD 计

算中的 π 介子质量远小于 1 GeV 时, 可以采用手征微扰论进行模型无关的外推, 这种操作被

称为手征外推 (chiral extrapolation).

我们还会发现 (2.8) 中的 ϕ3 和 ϕ8 不是质量的本征态. 拉氏量中它们的二次项为

−B
2

(
ϕ3 ϕ8

) mu +md
1√
3
(mu −md)

1√
3
(mu −md)

1
3
(mu +md + 4ms)

ϕ3

ϕ8

 . (2.37)

质量本征态 π0 和 η 是它们的线性组合:2.4π0

η

 =

 cos ϵπ0η sin ϵπ0η

− sin ϵπ0η cos ϵπ0η

ϕ3

ϕ8

 . (2.38)

对角化 (2.37), 可以得到 π0–η 的混合角 ϵπ0η (见习题 2.1) 以及 π0 和 η 的质量:

M2
π0 = B (mu +md)−O

(
(mu −md)

2)
M2

η =
B

3
(mu +md + 4ms) +O

(
(mu −md)

2) . (2.39)

因为 π0 的同位旋为 1, 而 η 的同位旋为 0, 它们之间的混合破坏同位旋对称性, ϵπ0η 是一个同

位旋破坏的参数.

在同位旋极限 mu = md 下, 我们得到了 Gell-Mann–Okubo 关系:

4M2
K = 3M2

η +M2
π . (2.40)

利用上述介子质量, 我们可以得到夸克质量的比值:
mu

md

=
M2

K+ −M2
K0 +M2

π+

M2
K0 −M2

K+ +M2
π+

≈ 0.67,

ms

md

=
M2

K0 +M2
K+ −M2

π+

M2
K0 −M2

K+ +M2
π+

≈ 22.

(2.41)

mu/md 的比值与 1 有着显著的偏离, 为什么同位旋破坏的效应通常还如此之小? 其原因在于

一般情况下, 同位旋破坏的大小并不由 mu/md 给出, 而是由 (md −mu) /ΛQCD (无同位旋破

坏的过程的振幅不必须正比于夸克质量, 此时, 合适的能标为非微扰 QCD 的能标 ΛQCD) 或

(md −mu) /ms (如习题 2.1 中 π0-η 的混合角) 给出.2.5

此外, 我们发现

M2
π0 =M2

π+

{
1− (md −mu)

2

8m̂ (ms − m̂)
+ . . .

}
, (2.42)

2.4实际上, 这里的 η 还只是 SU(3) 八重态中的 η8. 质量本征态 η 和 η′ 是 η8 和 SU(3) 单态 η0 的混合. 在此, 我们
不考虑这一复杂性.

2.5在有些过程中, 同位旋守恒的振幅正比于轻夸克质量, 可以出现同位旋破坏的压低为 (md −mu)/(mu +md) 的
情况, 如轴子过程 aN → πN [12].
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π+ π+π+ π+ π+

γ

图 2.1: 虚光子对 π+ 介子自能的贡献. 左图: 虚光子-π+ 圈图; 右图: 积掉虚光子带来的算符.

其中, m̂ ≡ (mu+md)/2. 上式给出的Mπ+−Mπ0 ≈ 0.2 MeV远小于实验测量的值 (Mπ+ −Mπ0)exp ≈

4.6 MeV. 原因何在?

2.1.4 手征微扰论中的虚光子

第 1.8.1 节中提到同位旋破坏有两种来源. QCD 中的同位旋破坏由 u, d 夸克的质量差引

起, (2.37) 中的非对角元以及 (2.36) 中 K0 和 K± 的质量差是两个例子. 因为 u, d 夸克的电荷

不同, QED 也会引起同位旋破坏, 并通过虚光子对带不同电荷的强子的质量给出不同贡献.

在手征微扰论中, 我们可以通过将导数变为规范协变导数来引入电弱相互作用:

∂µU → DµU = ∂µU − iℓµU + iUrµ

= ∂µU − i [vµ, U ] + i {aµ, U} , (2.43)

其中, ℓµ = vµ − aµ 和 rµ = vµ + aµ 分别为左手和右手外场, 在手征对称性下的变换规则为:2.6

ℓµ
g7−→ LℓµL

† + iL∂µL
†,

rµ
g7−→ RrµR

† + iR∂µR
†,

(2.44)

vµ 和 aµ 分别为矢量和轴矢外场. 电磁外场可写为

vµ = −AµQ, aµ = 0, Q = e · diag
(
2

3
,−1

3
,−1

3

)
, (2.45)

其中 Aµ 是光子场, Q 是夸克的电荷矩阵.

虚光子对 π+ 自能的贡献如图 2.1 所示. 虽然左图中圈图的贡献从次领头阶才会出现 (利

用后面要讲的计幂规则), 我们仍然要看是否在领头阶会出现包含虚光子效应的算符. 我们通

过第 2.1.3 中介绍的伪场方法可将夸克的电荷矩阵引入有效拉氏量. 为此, 我们需要先确定相

应的伪场在手征对称性下的变换规则. 光子与夸克的耦合为

Lem = −q̄Q 6Aq = −q̄LQ 6AqL − q̄RQ 6AqR. (2.46)

因此, 我们引入伪场 QL 和 QR, 并规定它们在手征对称性下的变换规则为

QL
g7−→ LQLL

†, QR
g7−→ RQRR

†. (2.47)

2.6虽然手征变换是全局变换, Gasser 和 Leutwyler 将外场的变换做局域处理, 从而方便地利用生成泛函的方法导出
对称性的结果[2–3,13].
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(2.46) 中的 Q 替换成伪场得到的算符 −q̄LQL 6AqL − q̄RQR 6AqR 是手征不变的. 然后, 构造包含

QL 和 QR 的有效场论中的手征不变的算符; 最后再令 QL = QR = Q 进行计算. 在不引入导

数也不引入夸克质量矩阵的情况下, 可以构造出唯一的一项[14]:

L(2)
em = C

〈
QLUQRU

†〉 , (2.48)

其中, C 为待定参数. 如果我们要求电荷单位 e 为与 p 同量级的小量, 即 e = O(p), 那么上式

便也是 O(p2) 的算符.

利用 (2.48), 可以得到虚光子对带电的 Goldstone 玻色子质量在领头阶的贡献:

M2
π±, em =M2

K±, em =
2Ce2

F 2
. (2.49)

从而得到了 Dashen 定理[15]:(
M2

π+ −M2
π0

)
em

=
(
M2

K+ −M2
K0

)
em
. (2.50)

参数 C 的值为

C =
F 2

2e2
(
M2

π+ −M2
π0

)
. (2.51)

考虑了虚光子的效应之后, 通过介子质量得到 u, d 夸克的质量比值为

mu

md

=
M2

K+ −M2
K0 + 2M2

π0 −M2
π+

M2
K0 −M2

K+ +M2
π+

= 0.56, (2.52)

与 (2.41) 相比, 有显著的修正. 我们也可以得到 π0-η 混合角的值:

ϵπ0η '
√
3

2

md −mu

2ms −mu −md

'
√
3

2

M2
K0 −M2

K± −M2
π0 +M2

π±

M2
K0 +M2

K± −M2
π0 −M2

π±
' 0.0099. (2.53)

2021 版 FLAG 合作组对格点 QCD 结果的总结中, 夸克质量的比值为[16]

mu

md

=

0.465(24), Nf = 2 + 1 + 1,

0.485(19), Nf = 2 + 1,

(2.54)

ms

m̂
=

27.23(10), Nf = 2 + 1 + 1,

27.42(12), Nf = 2 + 1,

(2.55)

这里, 括号中的数字表示误差, 如 0.465(24) 表示 0.465 ± 0.024. mu = 0 这种对强 CP 问题的

解释已经被完全排除了.

2.1.5 ππ 散射

π 介子作为最轻的强子, 其 2 → 2 的散射是一个基本的强相互作用过程, 是除核子散射外

被研究最多的强子散射. 两体散射 A (p1)B (p2) → C (p3)D (p4) 的 Lorentz 不变的散射振幅

是 (1.57) 式中定义的 Mandelstam 变量的函数, 将其记为 T (s, t, u). 在相对论量子场论中, 粒
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表 2.1: 《粒子数据表》中的 CG 系数, 球谐函数和 d 函数表[7]. 表的读法: 其中的每个系数中
的正数部分都需要再开根号; 如 ±1/2 表示 ±1/

√
2.

子和反粒子是由同一个场产生或湮灭的, 将初 (末) 态的某个粒子变成它的反粒子, 并将其四

动量反号, 则相应的过程与原来的过程的散射振幅是 Mandelstam 变量的同一个解析函数 (因

为这几个过程的物理区域不同, 实际上它们的振幅对应于同一个函数的解析延拓):

T (s, t, u) : A (p1)B (p2) → C (p3)D (p4) ,

T (t, s, u) : A (p1) C̄ (−p3) → B̄ (−p2)D (p4) ,

T (u, t, s) : A (p1) D̄ (−p4) → C (p3) B̄ (−p2) ,

(2.56)

这个性质称为交叉对称性 (crossing symmetry).

π 介子是同位旋三重态, 利用交叉对称性和同位旋对称性, 我们发现在同位旋对称的情况

下, 所有的 ππ → ππ 散射振幅可以用一个振幅表示出来. 定义

A(s, t, u) ≡ Aπ+(p1)π−(p2)→π0(p3)π0(p4), (2.57)

由交叉对称性, 可得
A(t, s, u) = Aπ+(p1)π0(−p3)→π+(−p2)π0(p4),

A(u, t, s) = Aπ+(p1)π0(−p4)→π0(p3)π+(−p2).
(2.58)
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π± 位于同一个同位旋多重态, 将粒子基中的 π 介子用同位旋基 |I, I3〉 表示出来, 需要相

位约定, 我们取 (对应于 |d̄〉 = −|q̄; I = 1/2, I3 = 1/2〉)∣∣π+
〉
= − |π; 1, 1〉 ,

∣∣π0
〉
= |π; 1, 0〉,

∣∣π−〉 = |π; 1,−1〉. (2.59)

利用表 2.1 中的 CG 系数, 有∣∣π+π−〉 = −
(

1√
6
|ππ; 2, 0〉+ 1√

2
|ππ; 1, 0〉+ 1√

3
|ππ; 0, 0〉

)
,

∣∣π0π0
〉
=

√
2

3
|ππ; 2, 0〉 − 1√

3
|ππ; 0, 0〉,∣∣π+π0

〉
= − 1√

2
(|ππ; 2, 1〉+ |ππ; 1, 1〉),∣∣π0π+

〉
= − 1√

2
(|ππ; 2, 1〉 − |ππ; 1, 1〉).

(2.60)

根据同位旋对称性, 我们可以将 (2.57) 和 (2.58) 中的散射振幅表达为具有给定同位旋的 ππ

散射振幅:

A(s, t, u) =
1

3

[
T I=0(s, t, u)− T I=2(s, t, u)

]
,

A(t, s, u) =
1

2

[
T I=1(s, t, u) + T I=2(s, t, u)

]
,

A(u, t, s) =
1

2

[
T I=2(s, t, u)− T I=1(s, t, u)

]
.

(2.61)

最后, 我们得到
T I=0(s, t, u) = 3A(s, t, u) +A(t, s, u) +A(u, t, s),

T I=1(s, t, u) = A(t, s, u)−A(u, t, s),

T I=2(s, t, u) = A(t, s, u) +A(u, t, s).

(2.62)

利用拉氏量 (2.28), 从其中包含四个 π 介子的项, 我们可以得到领头阶手征微扰论中的

ππ 散射振幅:

A(s, t, u) =
s−M2

π

F 2
. (2.63)

在阈值处, ππ 质心系中 π 介子的三动量为零, s = 4M2
π , t = u = 0. S 波 ππ 散射长度正

比于散射振幅在阈值处的值:2.7

aI0 ≡
1

32π
T I
(
s = 4M2

π , t = 0, u = 0
)
, (2.64)

上标 I 表示同位旋. 手征微扰论的领头阶预言为

a00 =
7M2

π

32πF 2
π

= 0.16, a20 = − M2
π

16πF 2
π

= −0.045, (2.65)

其中, 我们将手征极限下的 F 取为了 π 衰变常数的物理值 Fπ, 在领头阶两者相等.

2.7手征微扰论中将散射长度定义为无量纲量, 将它乘以 M−1
π 对应于通常定义的散射长度 (见第 3 章).
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实验上通过两种方法对 ππ 的 S 波散射长度进行了精确测量.

阈值效应. 在第 3 章中我们会看到, 由于幺正性, 在每个 S 波耦合的反应道的两体阈

值处, 散射振幅都会有一个根号支点, 从而导致在不变质量谱上出现阈值尖点 (threshold

cusp) 的可观测效应 (综述见 [17]). 阈值尖点的形状受到阈值附近相互作用强度的影

响, 因此, 可以利用阈值尖点来测量两个稳定强子散射的散射长度[18–20]. K± → π0π0π±

衰变的 π0π0 不变质量谱在
√
s = 2Mπ+ 处存在阈值尖点. 利用这样的阈值效应和对

K± → π+π−e±νe 的测量, NA48/2 实验给出[21–22]:

a00 = 0.2210± 0.0047stat ± 0.0015syst ,

a20 = −0.0429± 0.0044stat ± 0.0016syst ,

a00 − a20 = 0.2639± 0.0020stat ± 0.0004syst .

(2.66)

π 原子. 一对带符号相反电荷的强子主要通过电磁力吸引形成的束缚系统称为强子原

子. 由于 Bohr 半径远大于强相互作用的尺度: rB = 1/(αµ) � 1/ΛQCD, 其中 µ 为这对

强子的约化质量, 通过精确测量强子原子的性质可以获取强子之间强相互作用的长程部

分的信息, 即散射长度 (综述见 [23–24]). π+π− 原子的主要衰变道是 π0π0, 由 (2.57) 和

(2.61) 可知 π+π− → π0π0 的散射振幅是 I = 0 和 I = 2 ππ 散射振幅的差, 从而, 通过测

量 π+π− 原子的寿命可以得到 |a00 − a20|. DIRAC 实验组的测量结果为[25]:∣∣a00 − a20
∣∣ = 0.2533+0.0080

−0.0078

∣∣
stat

+0.0078
−0.0073

∣∣
syst

. (2.67)

(2.65) 中预言的 a00 与实验值相比有明显偏差, 表明了次领头阶修正的重要性.

� 习题 2.1 推导 π0–η的混合角:

ϵπ0η =
1

2
arctan

( √
3 (md −mu)

2ms −mu −md

)
'

√
3

2

md −mu

2ms −mu −md

. (2.68)

� 习题 2.2 轴子质量:

强 CP 问题的一个解决方案是所谓的 Peccei-Quinn (PQ) 机制[26–27], 其中引入了一种新的整体

U(1)对称性,称为 PQ对称性. 轴子是 PQ对称性自发破缺产生的赝 Goldstone玻色子,它从与

胶子的耦合中获得质量. 它与标准模型粒子的耦合非常弱,是暗物质的候选者,因此,目前受到

很大的关注 (能解决强 CP问题的轴子称为 QCD轴子). QCD轴子的性质可以用手征微扰论研

究. 将 (2.28)中的夸克质量矩阵Mq 代换成Mqe
iXa/fa ,其中 a是轴子场, fa 是轴子的衰变常

数,矩阵 X 满足 〈X〉 = 1的限制,可以得到包含 QCD轴子的手征有效拉氏量. 为简单起见,考
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虑 SU(2)的手征微扰论,其领头阶拉氏量为

L(2)
a =

F 2

2
B〈Mqe

iXa/faU † + h.c.〉,

其中, h.c. 表示厄米共轭项.

1)证明 a-π0混合可以通过取 X = M−1
q /〈M−1

q 〉来去掉;

2)证明轴子的质量平方为

m2
a =

F 2M2
π

f 2
a

mumd

(mu +md)2
.
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2.2 含物质场的手征微扰论

上一节中的手征微扰论中只包含了 Goldstone 玻色子, 其它强子也可以作为物质场引入

手征微扰论, 扩充其应用范围. 下面是一些例子:

重子手征微扰论: 研究核子以及其它基态重子的低能性质[28–36].

重味强子手征微扰论: 研究含重夸克的强子的低能性质[37–40].

SU(2) K 介子手征微扰论: 将 K 介子作为物质场而不是作为 Goldstone 玻色子来处

理[41].

在手征极限下, Goldstone 玻色子的质量为零, 因此它们的质量可以作为小量来处理. 然

而, 物质粒子在手征极限下的质量不等于 0; 例如, 结合格点 QCD 的结果 (如 [42]) 和手征

微扰论, 可知即使所有夸克的质量都设为零, 核子的质量仍然有 900 MeV 左右. 这些手征极

限下不为零的质量带来了新的能标, 需要给它一个相应的计幂规则, 通常将之与手征展开的硬

标度作为同一阶的能标来处理. 在计算圈图修正时, 物质场的质量又会带来所谓的计幂规则

破坏 (power counting breaking) 的问题[28], 相应的有不同的处理方式; 对于重子手征微扰论来

说,方法包括类比于重夸克展开的重重子手征微扰论 (heavy baryon chiral perturbation theory,

HBCHPT)[29–30] (此处的重重子实际指的仍然是轻夸克组成的轻味重子, 只是将其质量 m 作

为大量处理做了 1/m 的幂次展开), 红外正规化 (infrared regularization) 方法[32–34], 拓展在壳

重整化 (extended on-mass-shell renormalization) 方法[35–36]. 而如果引入的物质场不止一种,

就可能会引入不止一个新能标, 如何处理不同的能标是一个复杂的问题. 如在 SU(2) 重子手

征微扰论中, 除核子之外再引入 ∆(1232) 共振态, 它与核子之间的质量差便是一个新的在手征

极限下不为零的能标, 在小能标展开 (small scale expansion) 框架中, 这个质量差被作为一个

额外的小量进行级数展开[43–44]. 关于重子手征微扰论的各种处理方式, 可以参见综述 [45]. 这

些方法也可以处理包含其余物质场的手征微扰论的圈图计算.

2.2.1 物质场的手征变换

物质场的手征微扰论仍然按照小动量和轻夸克质量的双重展开来构造. QCD 真空的对

称群是 SU(Nf )V 而不是 SU(Nf )L × SU(Nf )R, 利用产生算符作用到真空上产生的强子态是

SU(Nf )V 群里的多重态. 例如, 核子同位旋二重态, 中子和质子 NT = (n, p), 形成同位旋对称

群 SU(2)V 的基础表示, 即

N
V ∈SU(2)V7−−−−−−→ V N. (2.69)
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而基态重子八重态

B =


Σ0
√
2
+ Λ√

6
Σ+ p

Σ− −Σ0
√
2
+ Λ√

6
n

Ξ− Ξ0 − 2Λ√
6

 (2.70)

是 SU(3)V 味对称群的伴随表示, 即

B
V ∈SU(3)V7−−−−−−→ V BV †. (2.71)

那么它们该如何在 G ≡ SU(Nf )L × SU(Nf )R 下变换呢? 答案是变换规则并不唯一确定, 只要

变换规则使得这些强子在手征对称群的矢量子群 SU(Nf )V 下按照合适的多重态变换, 那么这

种变换规则就是可以采取的. 下面我们以基态粲介子为例说明变换规则.

含一个粲夸克的基态粲介子是 SU(3)V 下的反三重态:

H(Q) =
(
D(∗)0, D(∗)+, D(∗)+

s

) V ∈SU(3)V7−−−−−−→ H(Q)V †. (2.72)

可以定义出多种粲介子场, 在 G 的群元的作用下, 它们有不同的变换规则, 但是在矢量子群

群元的作用下都可以按照上式变换. 这些不同的粲介子场之间可以通过场的重新定义 (field

redefinition) 相联系. 我们考虑两种不同定义的粲介子场, H1 和 H2, 它们在 g = (L,R) ∈ G

作用下的变换规则分别为

H1
g→ H1L

†, H2
g→ H2R

†. (2.73)

如果群元属于 G 的矢量子群, 即 L = R = V , 上述变换都与 (2.72) 一致, 因此, H1 和 H2 都可

以用来表示味反三重态的重介子场. H1 和 H2 之间的差别是场的重新定义:

H2 = H1U = H1 +H1
iλaϕa

F
+ · · ·

g7−→ H1L
†LUR† = H1UR

†.

(2.74)

虽然 H2 是 H1 和 Goldstone 玻色子场的非线性函数, 但是用 H1 和 H2 构造出来的手征不变

的拉氏量计算得到的物理量是相同的. 其原因是 Haag 的表示等价 (representation indepen-

dence) 定理[5,46–48]:

如果场 ϕ 和 χ 满足非线性但是定域的关系 ϕ = χF [χ], 其中 F [χ] 是 χ 的函数且 F [0] = 1, 那

么尽管 Feynman 规则不同, 但是用基于 ϕ 的拉氏量 L[ϕ] 和基于 χ 的拉氏量 L[χF [χ]]计算得

到的可观测量 (在壳 S 矩阵) 是相同的.

这主要是因为 F [0] = 1 保证了 ϕ 和 χ 场具有同样的自由场的行为和单粒子极点, 从而它们

的渐近单粒子态对应于具有同样质量和其他量子数的粒子, 保证了用基于它们构造的拉氏量

L[ϕ] 和 L[χF [χ]] 给出相同的 S 矩阵元.

然而,不管是 H1 还是 H2 对于我们构造满足对称性要求的手征有效拉氏量来说都不方便,

这是因为它们的宇称变换性质比较复杂[4,49]. (2.73) 中的变换规则实际上表明 H1 和 H2 中的
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轻反夸克场分别是左手和右手的反夸克场. 根据 (1.19), 在宇称变换下, 左右手的夸克场相互

转换, 从而, H1 和 H2 的宇称变换规则中也必须体现这一点. 为此, 我们要规定 H1 的宇称变

换之后得到的场在 g ∈ G 的作用下要按照右手场来变换, 即

H1,a
P7−→ γ0H1,bγ

0Uba
g7−→ γ0H1,bγ

0UbaR
†. (2.75)

类似地, H2 的宇称变换可规定为

H2,a
P7−→ γ0H2,bγ

0U †
ba. (2.76)

Coleman-Callan-Wess-Zumino (CCWZ) 提出了一种方便的构造方案[47–48]. 定义 u, U ≡

u2. 从 U 的变换规则,

U
g7−→ U ′ ≡ LUR†

= u′u′ ≡ Luh−1u′ = Luh−1huR†, (2.77)

可以给出 u 的变换规则:

u
g7−→ u′ = Luh−1(g, U) = h(g, U)uR†, (2.78)

其中引入的 h 称为补偿场 (compensator field). 我们将 h 写为 h(g, U) 是因为它是 G 的群元

g = (L,R) 和 Goldstone 玻色子场的函数. 从 (2.78) 可知,

h(g, U) =
√
LUR†R

√
U † =

√
RU †L†L

√
U, (2.79)

即 h 是 Goldstone 玻色子场的非线性函数, 从而也是时空坐标的函数, h(x). 当变换属于矢量

子群时, g = (V, V ), 我们有,

U
(V,V )7−−−→ V UV † = u′2 = V uV †V uV †, (2.80)

从而 u
(V,V )7−−−→ u′ = V uV †, 此时 h = V 是矢量子群中的元素, 不再依赖于时空坐标.

我们可以利用按照下式变换的重介子场:

H(Q) g→ H(Q)h−1, (2.81)

它与上面的 H1 和 H2 之间也可以通过场的重新定义相联系,

H(Q) = H1u = H2u
†. (2.82)

利用 (2.75) 以及 u
P7−→ u†, 可以看到这样定义的重介子场具有良好的宇称变换性质, 不再需要

额外引入 U 或 U †:

H(Q) P7−→ γ0H1γ
0Uu† = γ0H1γ

0u = γ0H(Q)γ0. (2.83)

因为 h 依赖于时空坐标, 因此通过这种方式来定义的场的手征变换像是一种局域变换, 于是,

我们可以定义对应于局域变换的协变导数, 并利用其构造手征不变的有效拉氏量.
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按照 (2.81) 定义的重介子场的导数项 ∂µH
(Q) 的手征变换为

∂µH
(Q) g7−→ ∂µ

(
H(Q)h−1

)
=
(
∂µH

(Q)
)
h−1 +H(Q)

(
∂µh

−1
)
, (2.84)

因此, 我们定义手征协变导数

DµH
(Q) ≡ ∂µH

(Q) −H(Q)Γµ, (2.85)

使其变换规则与 H(Q) 相同:

DµH
(Q) g7−→ DµH

(Q)h−1. (2.86)

这要求 Γµ 的变换规则像是规范场的规范变换一样:

Γµ
g7−→ hΓµh

−1 + h∂µh
−1. (2.87)

而 Γµ 并不真的是规范场, 我们只是引入了补偿场这种构造手征拉氏量的方式, 从而使得物质

场的手征变换依赖于时空坐标. Γµ 需要用 Goldstone 玻色子场构造出来.

利用 (2.87) 以及 DµH
(Q) 的宇称变换性质

DµH
(Q) P7−→ DµH(Q), (2.88)

可以将 Γµ 的形式完全确定下来. 由 (2.78) 以及

u†
g7−→ Ru†h−1 = hu†L†, (2.89)

容易得到

u∂µu
† g7−→ h

(
u∂µu

†)h−1 + h∂µh
−1,

u†∂µu
g7−→ h

(
u†∂µu

)
h−1 + h∂µh

−1.
(2.90)

在宇称变换下, u P7−→ u†, 从而

u∂µu
† P7−→ u†∂µu. (2.91)

因此, 在不引入任何外场的情况下, Γµ 的形式必定为

Γµ =
1

2

(
u†∂µu+ u∂µu

†) , (2.92)

其厄米共轭 Γ†
µ = −Γµ. 如果引入 (2.43) 中的左手和右手外场, Γµ 可扩展为

Γµ =
1

2

[
u† (∂µ − i ℓµ) u+ u (∂µ − i rµ) u

†] . (2.93)

处于 SU(Nf )V 下不同多重态的物质场的手征协变导数也不同. SU(Nf )V 基础表示中的物

质场 N 在 V ∈ SU(Nf )V 下的变换和相应的手征协变导数为

N
V7−→ V N, DµN = ∂µN + ΓµN. (2.94)
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伴随表示中的物质场 B 在 V ∈ SU(Nf )V 下的变换和相应的手征协变导数为

B
V7−→ V BV †, DµB = ∂µB + [Γµ, B] . (2.95)

我们还可以定义另外几个在 CCWZ框架下构造手征拉氏量的基本单元 (building blocks):

uµ ≡ i
[
u† (∂µ − i ℓµ) u− u (∂µ − i rµ) u

†] ,
χ± ≡ u†χu† ± uχ†u.

(2.96)

容易验证, u†µ = uµ, χ†
± = ±χ±, 它们的手征变换规则为

uµ
g7−→ huµh

−1, χ±
g7−→ hχ±h

−1. (2.97)

左手和右手外场的宇称和 C 宇称变换规则为

ℓµ
P7−→ rµ, ℓµ

C7−→ −rTµ ,

rµ
P7−→ ℓµ, rµ

C7−→ −ℓTµ ,
(2.98)

从而, uµ 和 χ± 的变换规则为

uµ
P7−→ −uµ, uµ

C7−→ uTµ ,

χ±
P7−→ ±χ±, χ±

C7−→ χT
±.

(2.99)

手征算符 uµ, χ± 以及协变导数的手征变换都是以 h 表示的, 从而可以很方便地用它们构

造手征对称不变的拉氏量. 例如, 不含物质场的领头阶手征微扰论的拉氏量 (2.28) 可以重新

写为[50]

L(2) =
F 2

4
〈uµuµ + χ+〉 . (2.100)

2.2.2 重介子手征微扰论

利用上面的构造方案, 我们可以写出重介子作为物质场的手征微扰论的有效拉氏量. 将

(1.115) 中的导数项变为 (2.85) 中的手征协变导数,

L(1)
H, kin = −iTr

[
H̄(Q)

a vµ
(
DµH(Q)

)
a

]
= −iTr

[
H̄(Q)

a vµ∂
µH(Q)

a

]
+ iTr

[
H̄(Q)

a vµH
(Q)
b

]
Γµ
ba, (2.101)

其中, Tr 表示在旋量空间求迹, 下标 a, b 表示轻夸克味指标, 味空间求迹体现了在对味指标的

求和中. 上式第一项为自由场部分, 第二项中包含了手征对称性决定的重介子与 Goldstone 玻

色子场之间的相互作用. 与只包含 Goldstone 玻色子的手征微扰论不同, 含物质场的手征拉

氏量可以有奇数个作用在 Goldstone 玻色子上的导数项, 领头阶的拉氏量是 O(p) 的. 注意到

(不考虑外场)

Γµ =
1

2

(
u†∂µu+ u∂µu

†) = 1

4F 2
[Φ, ∂µΦ] +O

(
Φ4
)
, (2.102)
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我们可以得到重介子与 Goldstone 玻色子两体散射的 Weinberg-Tomozawa (WT) 项[51–52]:

LWT =
i

4F 2
Tr
[
H̄(Q)

a vµH
(Q)
b

]
[Φ, ∂µΦ]ba , (2.103)

其中只包含一个已知参数 F , 从而手征对称性完全决定了物质场与 Goldstone 玻色子之间散

射的手征展开领头阶接触项! 这样的形式是普适的, 只要物质场不是 SU(Nf )V 的单态, 利用

其手征协变导数容易推出, 它与 Goldstone 玻色子之间散射的领头阶总会包含 WT 项. 将

(1.114) 代入上式, 取重介子的静止系 vµ = (1, 0⃗), 容易得到2.8

LWT = − i

2F 2

(
P †
aPb + P ∗†

a · P ∗
b

) [
Φ, ∂0Φ

]
ba
, (2.104)

可以看到, Goldstone 玻色子与物质场之间的散射项正比于其能量, 即使对于 S 波散射, 耦合

也是导数形式的.

在 O(p) 阶, 还存在轴矢耦合项:

L(1)
H, axial =

g

2
Tr
[
H̄(Q)

a H
(Q)
b γµγ5

]
uµba. (2.105)

容易发现它包含了 D∗D∗π 和 D∗Dπ 两种耦合 (对底介子类似), 它们之间是由重夸克自旋对

称性联系起来的. 利用 (1.124) 中定义的两分量形式, 可以得到

L(1)
H, axial = −g

2
Tr
[
H

(Q)†
(2),aH

(Q)
(2),bσ

i
]
uiba

= −g
2
Tr
[(
P ∗i†
a σi + P †

a

) (
P ∗j
b σ

j + Pb

)
σk
]
ukba

=
√
2
g

F
P †
aP

∗i
b ∂

iΦba︸ ︷︷ ︸
D∗→Dπ

+
√
2
g

F
P ∗i†
a Pb∂

iΦba + i
√
2
g

F
ϵijkP ∗i†

a P ∗j
b ∂

kΦba︸ ︷︷ ︸
D∗D∗π 耦合项

+O
(
Φ3
)
,

(2.106)

其中, ϵijk 是 3 维 Levi-Civita 全反对称张量. 由上面的拉氏量, D∗+ → D0π+ 的衰变振幅为

A
(
D∗+ → D0π+

)
=
i
√
2g

F
ε⃗(λ) · q⃗π

√
MD∗+MD0 , (2.107)

其中, ε⃗(λ) 是 D∗+ 的极化矢量, q⃗π 是 π0 介子的动量,
√
MD∗MD 因子来源于 (1.118) 中重介子

场的归一化因子. 利用非相对论近似下矢量粒子的极化矢量求和公式
∑

λ ε
i
(λ)ε

j
(λ) = δij, 我们

得到衰变分宽度

Γ
(
D∗+ → D0π+

)
=

1

8π

|qπ|
M2

D∗+

1

3

∑
λ

|A|2 = g2MD0 |qπ|
3

12πF 2MD∗+
, (2.108)

其中的因子 1/3来源于对初态矢量粒子 D∗ 的极化方向求平均. D∗+ → D0π+ 的实验数据为[7]

Γ(D∗+) = (83.4± 1.8) keV, B(D0π+) = (67.7± 0.5)%, (2.109)

2.8一个简便的方法是用 (1.124) 中的两分量形式, 并注意到

H(Q)
a =

(
0 −H

(Q)
(2),a

0 0

)
, H̄(Q)

a =

(
0 0

H
(Q) †
(2),a 0

)
.
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其中 B 表示分支比, 与之相比较, 我们可以得到

g = 0.566± 0.006. (2.110)

目前, D∗0 的宽度的实验测量只有上限, 在 90% 置信度的水平上, 其上限为 2.1 MeV. 同样由

(2.106), 可以得到通过同位旋对称性与 (2.107) 相联系的振幅

A
(
D∗0 → D0π0

)
=
ig

F
ε⃗(λ) · q⃗π

√
MD∗0MD0 , (2.111)

结合已精确测量的分支比 B(D∗0 → D0π0) = (64.7± 0.9)%[7], 容易预言 D∗0 的总宽度为[53–54]

Γ(D∗0) = (55.3± 1.4) keV. (2.112)

在第 1.8.1 节中, 我们提到 B∗ 与 B 介子之间的质量差是重夸克自旋对称性破坏的效应,

因此远小于 D∗ 与 D 之间的质量差. 这导致 B∗ 无法衰变到 Bπ, 从而我们无法直接从实验中

测量 B∗Bπ 的轴矢耦合常数. 不过, 不同的格点 QCD 合作组对之进行了计算, ALPHA 合作

组的结果为 gb = 0.492±0.029[55], RBC和 UKQCD合作组的结果为 gb = 0.56±0.03±0.07[56].

它们与 (2.110) 在重夸克味对称性的误差 O
(
ΛQCD(m

−1
c −m−1

b )
)
= O(20%) 范围内相符.

2.3 手征微扰论的次领头阶修正

Gasser 和 Leutwyler 在 QCD 的拉氏量中引入外场[2–3]:

LQCD = L0
QCD + q̄γµ (vµ + γ5aµ) q − q̄ (s+ iγ5p) q

= L0
QCD + q̄Lγ

µℓµqL + q̄Rγ
µrµqR − q̄L(s+ ip)qR − q̄R(s− ip)qL,

(2.113)

其中 L0
QCD 为不包含外场的手征极限下的 QCD 拉氏量, vµ, aµ, s 和 p 分别为矢量, 轴矢, 标

量和赝标外场, ℓµ = vµ − aµ, rµ = vµ + aµ. ℓµ 和 rµ 的场强张量为

F µν
R = ∂µrν − ∂νrµ − i [rµ, rν ] , F µν

L = ∂µlν − ∂νlµ − i [lµ, lν ] . (2.114)

夸克质量项通过下式引入:

χ = 2B(s+ ip) = 2BM+ . . . . (2.115)

表 2.2 中给出了 U , χ 和 F µν
L,R 等算符在手征对称性和 C, P 宇称下的变换性质, 它们的计幂

规则为

U = O
(
p0
)
, χ = O

(
p2
)
, ℓµ, rµ = O(p) , (2.116)

其中 χ 作为夸克质量项的伪场, 其计幂规则与轻夸克质量相同, 根据 (2.43), ℓµ 和 rµ 的计幂

规则与导数相同. 利用它们便可以构造满足对称性的高阶拉氏量 (当然也可以等价地用通过 h

进行手征变换的基本单元构造[50]).
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表 2.2: 构造手征拉氏量的一些算符在手征对称群 G 和 C, P 宇称下的变换规则[6]. 我们采用
的约定与 [6] 之间的差别见脚注 2.2.

算符 G C P

U LUR† UT U †

Dλ1 . . . DλnU LDλ1 . . . DλnUR
† (Dλ1 . . . DλnU)

T (
Dλ1 . . . DλnU

)†
χ LχR† χT χ†

Dλ1 . . . Dλnχ LDλ1 . . . DλnχR
† (Dλ1 . . . Dλnχ)

T (
Dλ1 . . . Dλnχ

)†
ℓµ LℓµL

† + iL∂µL
† −rTµ rµ

rµ RrµR
† + iR∂µR

† −ℓTµ ℓµ

FLµν LFLµνL
† −F T

Rµν F µν
R

FRµν RFRµνR
† −F T

Lµν F µν
L

不考虑虚光子的贡献, SU(3) 手征微扰论次领头阶的拉氏量为[3]

L(4) =L1

〈
DµU

†DµU
〉2

+ L2

〈
DµU

†DνU
〉 〈
DµU †DνU

〉
+ L3

〈
DµU

†DµUDνU
†DνU

〉
+ L4

〈
DµU

†DµU
〉 〈
χ†U + χU †〉

+ L5

〈
DµU

†DµU
(
χ†U + χU †)〉+ L6

〈
χ†U + χU †〉2

+ L7

〈
χ†U − χU †〉2 + L8

〈
χ†Uχ†U + χU †χU †〉

− iL9

〈
F µν
L DµUDνU

† + F µν
R DµU

†DνU
〉
+ L10

〈
U †F µν

L UFRµν

〉
+H1 〈FRµνF

µν
R + FLµνF

µν
L 〉+H2

〈
χ†χ

〉
,

(2.117)

其中 L1, . . . , L10 这十项中包含 Goldstone 玻色子的相互作用, 参数 L1, . . . , L10 被称为低能常

数 (low-energy constants), H1 和 H2 被称为高能常数. H1 和 H2 项中不包含 Goldstone 玻色

子, 但是它们也是 O(p4) 的算符, 并且在重整化中起到吸收紫外发散的抵消项的作用. 构造拉

氏量时, 还会用到场的运动方程以及矩阵的 Cayley-Hamilton 关系以消除线性相关的非独立

项. 例如, 两个 2× 2 矩阵 A 和 B 之间满足如下 Cayley-Hamilton 关系

{A,B} = A〈B〉+B〈A〉+ 〈AB〉 − 〈A〉〈B〉, (2.118)

利用这一关系可以减少线性独立的项的数目, 使得 SU(2) 手征拉氏量中的项数比 SU(3) 中的

更少, 包括 7 项低能常数项和 3 项高能常数项. 可以看到, 随着阶数的增长, 参数的数目快速

增长. SU(3) 的 O(p2) 拉氏量中只有两个低能常数 F 和 B, O(p4) 拉氏量中低能常数有 10 个,

O(p6) 拉氏量中有 90 个 (两味的情况下为 52)[50,57], 而 O(p8) 拉氏量中这个数字甚至达到了

1233 (两味的情况下为 452)[58]. 从这里可以看出有效场论的一个局限性: 计算精度的提高要求

提高阶数, 而阶数的提高伴随着参数数目的急剧增长, 这些参数已经不可能都通过实验数据确

定下来了.
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(a) (b) (c) (d) (e) (f)

图 2.2: 手征微扰论中计算 ππ 散射到 O(p4) 的振幅的需要计算的 Feynman 图. 其中实心圆点
表示 O(p2) 拉氏量中的顶点, 实心正方形表示 O(p4) 拉氏量中的顶点, 两点圈图除了图中所示
s 道的图之外, 还有 t 道和 u 道的图, 在此没有画出.

可以一般性地分析圈图的计幂规则. O
(
pd
)
拉氏量中给出的顶点记为 O

(
pd
)
, Goldstone

玻色子的传播子 i/(p2 −M2) 记为 O(p−2), 圈图积分测度记为
∫
d4p = O(p4). 于是, 一个有 I

条内线, Vd 个 O
(
pd
)
的顶点, L 个圈的 Feynman 图的计幂规则为

A ∝
∫ (

d4p
)L 1

(p2)I

∏
d

(
pd
)Vd , (2.119)

相应的手征量纲 (即计幂规则中 p 的幂次) 为

D = 4L− 2I +
∑
d

dVd. (2.120)

用 Euler 拓扑关系
∑

d Vd − I + L = 1 可以消掉 I, 得到

D =
∑
d

Vd(d− 2) + 2L+ 2. (2.121)

由此, D ≥ 2.

在领头阶, D = 2. L = 0, d = 2, 只有来自领头阶拉氏量的树图贡献, 如图 2.2 (a).

在次领头阶, D = 4. 存在两类贡献: L = 0, 只有树图贡献, 其中包含一个 d = 4 的顶点,

其余为 d = 2 的顶点, 如图 2.2 (b) 和 (c); L = 1 的单圈图, 所有顶点都是 d = 2 的, 如

图 2.2 (d), (e) 和 (f).

我们将手征展开中的硬标度 Λχ 明显地写出来, 有效拉氏量可以表达为

Leff =
F 2

4

(〈
DµUD

µU † + χU † + χ†U
〉
+

1

Λ2
χ

L̃(4) +
1

Λ4
χ

L̃(6) + . . .

)
. (2.122)

下面我们来通过两种方案估计 Λχ.

前面讨论的 Goldstone 玻色子是质量最轻的介子, 我们构造的拉氏量中只包含了它们.

因此, 没有明显包含进来的次重介子的质量应该便标示着手征微扰论中的硬标度. 介子

谱中更重一些的宽度不大的介子便是矢量介子, 因此, 一个合理的估计是 Λχ ∼ MV , 其

中 MV ∼ 1 GeV 表示基态矢量介子的质量.2.9

次领头阶的贡献与领头阶贡献相比被压低 p2/Λ2
χ. 因此, O(p4) 阶单圈图的振幅与领头

2.9虽然 f0(500) (即 σ 介子) 等标量介子的质量比矢量介子更小, 但是它们的起源很可能与 Goldstone 玻色子之间
的散射密切相关, 它们的性质在大 Nc 极限下与普通介子有异, 因此, 通常并不将它们的质量作为硬标度的估计.
关于 f0(500) 的讨论, 参见综述[59].
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表 2.3: 低能常数 Lr
i (µ) 在能标 µ = 770 MeV 处的取值, 摘自 [60]. 其中 O(p4) 列是在次领头

阶拟合数据的结果, O(p6) 列是在次次领头阶拟合数据的结果, 第 4 列是假设介子交换主导给
出的表达式, 最后一列是介子交换模型给出的数值估计. GV , FV 是矢量介子与 Goldstone 玻
色子的耦合常数, cd, cm 是标量介子相应的耦合常数, MS ∼ 1.4 GeV是标量介子的质量, FA 和

MA 分别是轴矢介子的耦合常数和质量.

低能常数 O (p4) O (p6) 介子交换的贡献 数值估计

103 Lr
1 1.0(1) 0.53(6) G2

V /8M
2
V 0.9

103 Lr
2 1.6(2) 0.81(4) G2

V /4M
2
V 1.8

103 Lr
3 −3.8(3) −3.07(20) − (3G2

V /4M
2
V ) + (c2d/2M

2
S) −4.8

103 Lr
4 0.0(3) 0.3 0 0

103 Lr
5 1.2(1) 1.01(6) cdcm/M

2
S 1.1

103 Lr
6 0.0(4) 0.14(5) 0 0

103 Lr
7 −0.3(2) −0.34(9) −F 2/48M2

η′ −0.2

103 Lr
8 0.5(2) 0.47(10) c2m/2M

2
S 0.54

103 Lr
9 6.9(7) 5.9(4) FVGV /2M

2
V

103 Lr
10 −5.2(1) −3.8(4) − (F 2

V /4M
2
V ) + (F 2

A/4M
2
A)

ρ, ω, ...

图 2.3: 介子共振态对低能常数贡献的示意图.

阶树图的振幅相比, 可得
p2

Λ2
χ

∼ p4/ [(4π)2F 4]

p2/F 2
=

p2

(4πF )2
, ⇒ Λχ ∼ 4πF. (2.123)

这两种估计都给出 Λχ ∼ 1 GeV. 如果我们认为 Li 低能常数的取值比较自然, 即同一阶的

树图的贡献与圈图的在同一个量级, 那么我们可以估计出 Li 的量级. 这种做法称为自然性

(naturalness) 假设. 于是, 考虑介子散射振幅, 我们有

Li
p4

F 4
∼ p4

(4π)2F 4
, ⇒ Li = O

(
1

(4π)2

)
. (2.124)

这样简单估计得到的数量级与表 2.3 中给出的值是一致的.

第一种估计方法意味着高阶拉氏量中的参数可由未明显考虑的介子交换的效应来估计.

当能动量转移远小于交换的介子的质量时, 图 2.3 左图中的共振态交换可以收缩为右图所示

的接触项, 相应的散射振幅 ∼ g2R/(q
2 − m2

R) 可以近似为 −g2R/m2
R, 其中 mR, gR 分别表示可

能交换的共振态的质量及其与赝标介子的耦合常数, q 表示交换粒子的四动量. 计算发现用

这种方法估计出来的低能常数的数值与拟合数据得到的结果相比是比较接近的[14], 而且只要
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矢量介子有贡献, 其贡献就是主导的, 这被称为手征微扰论中的矢量介子主导 (vector meson

dominance); 见表 2.3.

拉氏量中的 Li 包含紫外发散, 因为拉氏量中包含了所有的 O(p4) 阶可能的项, 它有足够

多的自由度来吸收单圈图计算中出现的紫外发散. 表 2.3 中给出的低能常数实际上是重整化

之后依赖于能标的 Lr
i (µ), 而不是拉氏量中的参数 Li, 它们之间的关系为

Li = Lr
i +

Γi

32π2
λ, (2.125)

其中 λ 表示紫外发散, 在维数正规化 (dimensional regularization) 的框架下,

λ =
2

d− 4
− [log(4π) + Γ′(1) + 1] , (2.126)

这里的 d 是时空维数, d = 4 时 λ 发散. Γi 可以通过热核展开 (heat-kernel expansion) 的方式

利用路径积分计算出来, 这里只给出下面会用到的几个[3]:

Γ4 =
1

8
, Γ5 =

3

8
, Γ6 =

11

144
, Γ8 =

5

48
. (2.127)

2.3.1 O
(
p4
)
阶的 π 介子质量

下面我们考虑同位旋对称的情况, 以 π 介子质量为例简单说明次领头阶手征微扰论的计

算.

在 O(p2) 阶, π 介子的质量由 (2.36) 给出

M2
π =M2 ≡ 2Bm̂, (2.128)

其中 m̂ = (mu +md)/2. 在次领头阶, 它还包括单圈图以及 O(p4) 拉氏量中的抵消项的贡献.

质量的平方是粒子两点关联函数的奇点, 因此, 计算质量的修正需要考虑两点关联函数.

i δab∆π(p) ≡
∫
d4xe−ipx

〈
0
∣∣T [πa(x)πb(0)

]∣∣ 0〉
=

=
i

p2 −M2 + iϵ
+

i

p2 −M2 + iϵ
[−iΣ(p2)] i

p2 −M2 + iϵ
+ . . .

=
i

p2 −M2 − Σ(p2) + iϵ
=

i Zπ

p2 −M2
π + iϵ

+非极点项, (2.129)

其中 1PI表示单粒子不可约图, Σ(p2)表示 π 介子的自能 (self-energy), Zπ 是 π 介子的波函数

重整化常数. π 介子的质量由关联函数的极点给出:

M2
π −M2 − Σ

(
M2

π

)
= 0. (2.130)

在同位旋对称的情况下,考虑 O(p4)拉氏量中的抵消项以及单圈蝌蚪 (tadpole)图的贡献,
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即分别为图 2.2 中 (c) 和 (d) 中左上 π 介子线上的贡献, 可以得到

M2
π =M2

[
1 +

I(M2)

2F 2
−
I
(
M2

η,2

)
2F 2

+
8M2

F 2
(2L8 − L5) +

24M2
η,2

F 2
(2L6 − L4)

]
, (2.131)

其中 M2
η,2 = 2

3
B (2m̂+ms), I(M2) 是单圈蝌蚪图, 在维数正规化中可算出 (查阅 [61] 中给出

的公式)

I
(
M2
)
= iµ4−d

∫
ddl

(2π)d
1

l2 −M2 + iϵ
=

M2

16F 2

(
λ+ log

M2

µ2

)
, (2.132)

其中 µ 为维数正规化中引入的能标. 由 (2.127) 可发现, 圈图与 Li 中的紫外发散正好相互抵

消, 从而得到无紫外发散也无能标依赖的精确到 O(p4) 阶的 π 介子质量:

M2
π =M2

[
1 +

1

32π2F 2
M2 log

M2

µ2
− 1

96π2F 2
M2

η,2 log
M2

η,2

µ2

+
8M2

F 2
(2Lr

8 − Lr
5) +

24M2
η,2

F 2
(2Lr

6 − Lr
4)

]
.

(2.133)

上式在手征极限 m̂,ms → 0 下仍然为 0.

� 习题 2.3 手征极限下的领头阶手征拉氏量 (2.15)为 L(2) = F 2

4

〈
∂µU∂

µU †〉,考虑 SU(2),证明在

下列两种情况下 π+ (p1) π
− (p2) → π0 (p3) π

0 (p4)的散射振幅 A(s, t, u)的形式都是:

A(s, t, u) =
s

F 2
(2.134)

1) 将 U 参数化为指数函数 U = exp(iτ⃗ · π⃗/F ),其中 τ⃗ 为同位旋空间的 Pauli矩阵, Goldstone

玻色子 π⃗与 π0, π±之间的关系为 π0 = π3, π± = 1√
2
(π1 ∓ iπ2).

2) 将 U 参数化为根号函数,并以 π⃗′表示 Goldstone玻色子,

U =
1

F

(√
F 2 − π⃗′2 + iτ⃗ · π⃗′

)
. (2.135)

证明这两种参数化之间 Goldstone玻色子场的非线性关系为

π⃗′ = π⃗
F

|π⃗|
sin

(
|π⃗|
F

)
= π⃗ +非线性项, (2.136)

其中 |π⃗| ≡
√
π⃗ 2. 计算中可能会用到附录 A.1中给出的 Pauli矩阵的一些性质.

� 习题 2.4 证明 (2.129)中的波函数重整化常数为

Zπ =
1

1− Σ′ (M2
π)
, 其中 Σ′ (M2

π

)
≡ dΣ (p2)

dp2

∣∣∣∣
p2=M2

π

. (2.137)
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第 3 章 散射理论

本章中我们将简要介绍幺正性, 解析性等 S 矩阵理论的基本内容, 以及基于幺正性和解

析性建立的色散关系, 并用之处理末态相互作用. 关于 S 矩阵理论更深入的了解可参见以下

几本经典著作 [1–3].

3.1 S 矩阵和幺正性

强相互作用是短程相互作用, 因此任何强相互作用的过程都可以看做是自由粒子组成的

入射态 |i〉和出射态 |f〉之间的跃迁, 其跃迁几率定义了 S 矩阵 (S 矩阵的思想首先由 Heisen-

berg 提出):

Sfi ≡ 〈f |S|i〉. (3.1)

因为入射态和出射态都是由在壳的自由粒子组成的, 因此, S 矩阵描述的都是 ‘‘可观测’’ 过程.

由初态开始演化到某个态 |n〉 的几率 Pn 为

Pn = |〈n|S|i〉|2 , (3.2)

所有的 |n〉 构成一个完备基, 即
∑

n |n〉〈n| = 1, 意味着
∑

n Pn = 1, 我们得到〈
i
∣∣SS†∣∣ i〉 = 〈i ∣∣S†S

∣∣ i〉 = 1. (3.3)

令 |i〉 = c1|a〉 + c2|b〉, 其中 |a〉 和 |b〉 是正交归一的态矢, c1 和 c2 是两个任意系数, 满足归一

化条件 |c1|2 + |c2|2 = 1, 由上式可得

|c1|2
〈
a
∣∣SS†∣∣ a〉+ |c2|2

〈
b
∣∣SS†∣∣ b〉+ c∗1c2

〈
a
∣∣SS†∣∣ b〉+ c1c

∗
2

〈
b
∣∣SS†∣∣ a〉 = 1. (3.4)

利用 (3.3), 可得

c∗1c2
〈
a
∣∣SS†∣∣ b〉+ c1c

∗
2

〈
b
∣∣SS†∣∣ a〉 = 0. (3.5)

由于 c1, c2 是满足归一化条件的任意复数, 上式要求〈
a
∣∣SS†∣∣ b〉 = 〈b ∣∣SS†∣∣ a〉 = 0. (3.6)

综合 (3.3) 和 (3.6), 我们就得到了 S 矩阵的重要性质幺正性:∑
n

S†
fnSni = δfi, (3.7)

即

SS† = S†S = 1. (3.8)
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S 矩阵的幺正性是几率守恒的要求.

初态可以不经过任何相互作用就演化到末态, 这一部分没有任何动力学信息, 我们将之剥

离出去, 定义跃迁 T 矩阵:

S = 1 + i T. (3.9)

由 (3.8) 易得 T 矩阵的幺正关系为

T − T † = i TT †. (3.10)

初态和末态都是某些物理量的本征态, 对称性要求这些本征值守恒, 从而 S 矩阵的矩阵

元中应该包含描述守恒的 δ 函数 (对于分立本征值来说是 Kronecker δ). 我们考虑时空平移不

变性带来的能动量守恒, 将初末态系统的整体运动从 S 矩阵中分离出去, 得到

〈f |S|i〉 = (2π)4δ4(Pf − Pi) 〈αf |S|αi〉 , (3.11)

其中 Pi 和 Pf 为初态和末态的总四动量, |αi〉 和 |αf〉 为从初态和末态将质心运动剥离出去之

后定义的态, 4 维 δ 函数 δ4(Pf − Pi) 表示系统的能动量守恒.

对于单粒子态, 我们采取如下的归一化:

〈p|p′〉 = (2π)32p0δ3(p⃗− p⃗ ′) , (3.12)

其中 pµ = (p0, p⃗). 在 (3.10) 中插入完备基

1 =
∑
a

∫ na∏
j=1

d3pj
(2π)32p0j

|a〉〈a|, (3.13)

其中 na 表示态 |a〉 中包含的粒子数, 我们得到

〈f |T |i〉 −
〈
f
∣∣T †∣∣ i〉 = i

∑
a

∫ na∏
j=1

d3pj
(2π)32p0j

〈
f
∣∣T ∣∣a〉 〈a ∣∣T †∣∣ i〉 . (3.14)

从等式两侧都剥离掉质心运动,即去掉 (2π)4δ4(Pf − Pi)部分,可得 T 矩阵元满足的幺正关系:〈
αf

∣∣T ∣∣αi

〉
−
〈
αf

∣∣T †∣∣αi

〉
= i
∑
a

∫
dQa 〈αf |T |αa〉

〈
αa

∣∣T †∣∣αi

〉
, (3.15)

这里的 T 矩阵元 Tfi ≡ 〈αf |T |αi〉 便是计算跃迁几率所需要的, 态 |a〉 中包含 na 个粒子, dQa

表示其相空间微元:

dQa ≡ (2π)4δ4

(
Pf −

na∑
j=1

pj

)
na∏
j=1

d3pj
(2π)32p0j

. (3.16)

文献 [4] 中给出了一种将任意 n 体相空间表示为末态不变质量和立体角的不同组合的简便推

导方法.

我们后面的推导中会经常用到两体相空间:∫
dQ2 =

∫
(2π)4δ4(P − p1 − p2)

d3p1
(2π)32p01

d3p2
(2π)32p02

(3.17)
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=

∫
p21dp1dΩ1

16π2p01p
0
2

δ
(
P 0 − p01 − p02

)
=

∫
ρ(s)

2π
dΩ1θ

(√
s−m1 −m2

)
(3.18)

其中 m1,2 为两个粒子的质量,
∫
dΩ1 ≡

∫ 1

−1
d cos θ1

∫ 2π

0
dφ1 是对沿着粒子 1 在两体系统质心系

中的动量方向立体角的积分,
√
s ≡ P 0 是两粒子质心系的总能量,

ρ(s) ≡ k

8π
√
s

(3.19)

称为两体相空间因子,

k ≡ 1

2
√
s

√
λ (s,m2

1,m
2
2) =

1

2
√
s

[(
s− (m1 +m2)

2
) (
s− (m1 −m2)

2
)]1/2

, (3.20)

是两体系统中任一粒子在两粒子质心系中三动量的大小, λ(x, y, z) ≡ x2+y2+z2−2xy−2yz−

2zx 是 Källén 三角函数. 上面的推导中用到了

δ
(
P 0 − p01 − p02

)
= δ

(
P 0 −

√
p⃗21 +m2

1 −
√
p⃗21 +m2

2

)
=

E1E2

(E1 + E2) k
[δ(|p⃗1| − k) + δ(|p⃗1|+ k)] , (3.21)

其中 E1 和 E2 分别是粒子 1 和粒子 2 在两粒子质心系中的能量,

E1 ≡
√
m2

1 + k2 =
1

2
√
s

(
s+m2

1 −m2
2

)
,

E2 ≡
√
m2

2 + k2 =
1

2
√
s

(
s+m2

2 −m2
1

)
.

(3.22)

下面我们来考虑两体散射过程 A(p1)B(p2) → C(p3)D(p4), A,B,C,D 粒子的质量分别为

m1,m2,m3 和 m4. (1.57) 中定义了 Mandelstam 变量: s = (p1 + p2)
2 , t = (p1 − p3)

2 , u =

(p1 − p4)
2. 在 AB 粒子的质心系中, 我们可以将 t 表达为 s 和粒子 A 和粒子 C 的运动方向的

夹角 (即散射角) θ ≡ ⃗̂p1 · p⃗3的函数,

t = m2
1 +m2

3 − 2E1E3 + 2 |p⃗1| |p⃗3| cos θ, (3.23)

其中 E1 (见上式) 和 |p⃗1| (由 (3.20)给出) 分别为粒子 A 在 AB 质心系中的能量和三动量的大

小,

E3 =
s+m2

3 −m2
4

2
√
s

, |p⃗3| =
1

2
√
s

√
λ (s,m2

3,m
2
4) (3.24)

分别为粒子 C 在 AB 质心系中的能量和三动量的大小. 利用在壳粒子满足的关系 s+ t+ u =∑4
i=1m

2
i , 可知 u 也可表达为 s 和 cos θ 的函数.

3.1.1 无自旋粒子分波振幅的幺正关系

本章中只考虑无自旋的粒子. 将初态粒子 A 的动量方向选为沿 z 轴, 即令 |αf〉 ≡ |θ, φ〉,

|αi〉 = |0, 0〉. 由于所有的粒子都无自旋, 系统保持转动不变, 可知散射振幅 T (s, t, u) 不依赖于
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pf

pi

ϕf

ϕa

pa

θfa

θf
θa

图 3.1: 质心系中初态粒子的动量 p⃗i, 末态粒子的动量 p⃗f 和中间态粒子的动量 p⃗a 之间的角度.

φ 角. 我们可以对散射振幅 T (s, cos θ) ≡ T (s, t, u) 做分波展开:

T (s, cos θ) =
∞∑

L=0

(2L+ 1)PL(cos θ)TL(s), (3.25)

其中 PL(z) 为 L 阶 Legendre 多项式, z ≡ cos θ, TL(s) 称为轨道角动量为 L 的分波振幅

(partial-wave amplitude). L = 0, 1, 2, 3 的分波分别称为 S, P , D, F 波. 利用 Legendre 多项

式的正交关系,
1

2

∫ +1

−1

dz PL(z)PL′(z) =
1

2L+ 1
δLL′ , (3.26)

可以得到 L 分波的散射振幅为

TL(s) =
1

2

∫ +1

−1

dz PL(z)T (s, z). (3.27)

我们只考虑两体中间态, 并利用时间反演不变导致的 Tfi = Tif
[2], 由 T 矩阵满足的幺正

关系 (3.15) 可以得到

Tfi(s, z)− T ∗
fi(s, z) = i

∑
a

∫
dQa Tfa(s, zfa)T

∗
ai(s, zai)

= i
∑
a

∫
ρadΩa

2π
Tfa(s, zfa)T

∗
ai(s, zai) θ

(√
s−ma1 −ma2

)
, (3.28)

其中 ρa(s) ≡ ka/(8π
√
s) 为反应道 |a〉 的两体相空间因子, ma1 和 ma2 为其中粒子的质量,

dΩa = d cos θadφa 为此道中粒子在两体质心系中动量方向的立体角微元. 将上式两侧的散射

振幅分别都做分波展开, 然后比较等式两侧 PL(z) 的系数, 可以得到分波振幅 TL(s) 满足的幺
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正关系为

Tfi,L(s)− T ∗
fi,L(s) = i

∑
a

Tfa,L(s) 2ρa(s)T
∗
ai,L(s) θ

(√
s−ma1 −ma2

)
. (3.29)

上面的推导中用到了关系∫
dΩa

4π
PL (zai)PL′ (zfa) =

δLL′

2L+ 1
PL (zfi) , (3.30)

其中 zai ≡ cos θa, zfa ≡ cos θfa, zfi ≡ cos θf , 这几个角度如图 3.1 所示. 这个关系可以通过球

谐函数的加法定理[5]

PL(ˆ⃗x · ˆ⃗y) =
4π

2L+ 1

L∑
m=−L

YLm(ˆ⃗y)Y
∗
Lm(

ˆ⃗x), (3.31)

其中 ˆ⃗x 和 ˆ⃗y 表示单位向量, 以及球谐函数的归一化∫
dΩx Y

∗
Lm(

ˆ⃗x)YL′m′(ˆ⃗x) = δLL′δmm′ (3.32)

推导得到.

我们可以将 (3.29) 重写为:

ImTfi,L(s) =
∑
a

Tfa,L(s)ρa(s)T
∗
ai,L(s) θ

(√
s−ma1 −ma2

)
, (3.33)

这说明只要能量足够大, 允许中间态的粒子可以在壳, 散射振幅就必定会出现虚部. 上式可写

为反应道空间的矩阵形式:

ImT−1
L (s) = −ρ(s)Θ(s), (3.34)

这表明分波 T 矩阵的逆的虚部完全由幺正性确定. 上式中, ρ(s) 为对角矩阵, 其对角矩阵元为

|a〉反应道中的两体相空间因子 ρa(s), 对角矩阵 Θ(s)的对角矩阵元为 θ(
√
s−ma1 −ma2). 由

此, 我们得到分波 T 矩阵的 K 矩阵参数化方案:

T−1
L (s) = K−1

L (s)− iρ(s), (3.35)

只要 KL 是实矩阵, 这样参数化出来的分波 T 矩阵就必定满足幺正关系 (3.34); 时间反演不变

要求 KL 矩阵是对称矩阵. 注意到我们可以将相空间因子 ρa(s) 解析延拓到阈下, 在阈下 s 复

平面的实轴上 ρa(s) 是纯虚数.

如果只考虑单个反应道的情况, 根据分波振幅的幺正关系

Im
1

TL(s)
= −ρ(s) θ

(√
s−m1 −m2

)
, (3.36)

在物理能区, 即
√
s ≥ m1 +m2 的区域, 我们可以将 TL(s) 参数化为

TL(s) =
eiδL(s) sin δL(s)

ρ(s)
=

8π
√
s

k cot δL(s)− i k
, (3.37)
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RS I (物理面)

阈值

物理边界

RS II 

图 3.2: 由于动量是根号函数, 单个反应道的能量复平面包括两个 Riemann 面. 第一 Riemann
面也被称为物理面, 阈值是支点, 通常将阈值沿正实轴到无穷远取为割线, 第一 Riemann 面内
割线的上半沿被称为物理边界.

其中 δL(s) 为 L 分波的散射相移, L 分波的分波 S 矩阵为

SL(s) ≡ 1 + 2iρ(s)TL(s) = e2iδL(s). (3.38)

只考虑两个粒子之间的短程相互作用, 其力程 ∼ 1/β, β 可估计为未明显考虑的自由度

带来的动量标度, 比如粒子之间能交换的最轻粒子的质量, 或者下一个耦合道的阈值处这两

个粒子的质心动量的大小. 当动量远小于 β 时, 我们可以进行有效力程展开 (effective range

expansion)[6]

k cot δL(s) = k−2L

[
− 1

aL
+

1

2
rLk

2 +O
(
k4

β3

)]
, (3.39)

其中 aL 称为散射长度, rL 称为有效力程.

3.1.2 解析性与因果性

质心系动量的表达式 (3.20)是根号函数,从而是变量 s的双值函数. 由 (3.36)以及 (3.20),

我们可以看到弹性散射的分波散射振幅必定有一个根号支点在两体的阈值: s = (m1 + m2)
2.

(3.20) 还有另一个支点在无穷远点, 我们可以将这两个支点连成一条割线, 通常将割线取为由

阈值沿正实轴到无穷远. 这条割线是由 s 道的粒子在壳带来的, 被称为右手割线 (right-hand

cut)或幺正割线. 割线将整个 s的复平面分为两个 Riemann面, 如图 3.2所示; 第一 Riemann

面 (RS I) 和第二 Riemann 面 (RS II) 分别定义为:

RS I : Im k > 0; RS II : Im k < 0. (3.40)

物理区域对应于第一黎曼面割线的上半沿, 即 limϵ→0+(s+ iϵ); 第一黎曼面也称为物理面.

散射振幅在能量复平面的解析性质与因果性之间有深刻的联系. 因果性意味着一个事件
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只能影响其之后的事件. 我们将一个事件对其它事件的影响描述为

Φeffect =

∫ +∞

−∞
dt′ g(t− t′)Φcause (t′) , (3.41)

其中 Φcause 表示原因, Φeffect 表示结果, 时间演化 g(t − t′) 包含了相互作用. 令 τ ≡ t − t′, 因

果性意味着当 τ < 0 时, 我们必须有 g(τ) = 0. 对 g(τ) 做 Fourier 变换, 我们得到

G(E) ≡
∫ +∞

−∞

dτ

2π
g(τ)eiEτ =

∫ +∞

0

dτ

2π
g(τ)eiEτ . (3.42)

物理事件能够发生的区域称为物理区域, 能量为实数, 物理区域与能量复平面物理面的割线上

半沿相连. 在物理面的上半平面, 上面积分中的指数因子

eiEτ ∝ e− Im(E) τ (3.43)

在 limτ→+∞ 时以指数的速度趋向于 0, 因此, G(E) 在物理面的上半平面是解析的, 没有任何

奇异性. 由此, 我们得到结论: 散射振幅在能量物理面的上半平面必定是解析的 (此处只是定

性的简要分析, 更详细的分析可参见 [3]).3.1

复分析中有一个重要结果是 Schwarz 反射原理, 它对满足如下条件的函数 f(z) 成立:

实轴上存在区间 Γ, 使得当 z ∈ Γ, Imf(z) = 0;

f(z) 在包含 Γ 的区域 D 内是解析的.

那么当 z ∈ D 时,

f(z∗) = f ∗(z) . (3.44)

利用这个定理, 我们可以把振幅从能量物理面的上半平面解析延拓到下半平面; 上面的分析

意味着振幅在物理面的下半平面也必定是解析的. 因此, 我们得到结论, 在物理面上振幅

T (s, z) 只可能在 s 实轴上存在奇异性 (singularity). 实轴上的奇异性包括割线和阈下的极

点. 物理面阈下的极点对应于动量 k 复平面正虚轴上的极点, 它所描述的粒子的空间波函数

limr→∞ exp(i kr) → 0, 即局限在一个范围之内, 因此, 这样的极点对应的粒子是束缚态.

因果性对非物理面上振幅的解析性没有限制. 因此, 在非物理面上可以出现额外的奇异

性. 虚态 (virtual state) 是非物理面实轴上阈下的极点, 对应于动量复平面负虚轴上的极点,

因此, 其空间波函数是不可归一的, 并不对应于通常意义上的有一定大小的粒子. 然而, 如

果虚态离阈值较近, S 波振幅中极点的存在同样会对反应几率带来近阈增强 (near-threshold

enhancement), 并且虚态与束缚态对不变质量谱在阈上的影响是类似的. 如果极点特别靠近阈

值, 只从阈上的不变质量谱甚至无法区分近阈增强是来自于束缚态还是虚态. 这一点很容易理

解. 在特别近阈的能区内, 考虑 S 波散射, 散射振幅可以用散射长度近似来描述, 即 (3.39) 有

3.1令 E = −iE , (3.42) 中的积分可写为
∫ +∞
0

dτ
2π g(τ)e

−Eτ , 这实际上是 Laplace 变换. 此处讨论的解析性即对应于
Laplace 变换的像函数的解析性.
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束缚态
束缚态

Re s阈值 Re k

Im kIm s

 虚态

 虚态

 共振态  共振态

0

图 3.3: 左图: s 复平面上的极点位置示意. 实心正方形表示束缚态, 位于物理 s 面的实轴阈下;
虚心圈表示虚态, 位于非物理面实轴阈下; 虚心三角形表示共振态极点, 位于非物理面, 有不为
零的虚部, 两个极点互为复共轭. 右图: 这几类极点在动量复平面上的位置示意.

效力程展开中只取散射长度这一项,

T0(s) '
8π(m1 +m2)

−1/a0 − i k
, (3.45)

这样的振幅只有一个束缚态或者一个虚态极点, 分别对应于 a0 > 0 和 a0 < 0. 关于散射长度

定义的符号约定为: 排斥力或者阈下有一个束缚态时, a0 > 0; 吸引力但是吸引不足够强到产

生束缚态时, a0 < 0, 存在一个虚态就属于这种情况. 在阈上 s > (m1 +m2)
2, 反应几率正比于

|T0(s)|2 '
[8π(m1 +m2)]

2

1/a20 + k2
, (3.46)

与 a0 的符号无关 (它们阈下的行为不同, 详细讨论可参见 [7]), 从而使得如果虚态和束缚态的

极点离阈值的距离相同, 它们所导致的不变质量谱在阈上的线形也会相同. 从波函数不可归一

这一点来看, 虚态与共振态之间也没有本质区别, 从而如果将共振态称为 ‘‘粒子”, 虚态也同样

被称为 ‘‘粒子”. 共振态 (resonance) 是振幅非物理面上虚部不为零的极点, Schwarz 反射原理

要求共振态极点在能量的非物理面上必定成对出现, 互为复共轭; 转换到动量复平面, 则对应

于下半平面的虚部相同但是实部互为相反数的一对极点. 上述几类极点如图 3.3 所示.

由于 t 道和 u 道振幅分别在它们的物理区间之内也存在上述类似的奇异性, 将振幅做分

波投影得到的分波振幅在 s 复平面上有更为复杂的奇异性, 如左手割线, 环形割线等, 在此不

做分析, 可参见 [2].

3.2 共振态：Breit-Wigner 参数化与 Flatté 参数化

绝大多数强子都是有衰变宽度的共振态, 因此下面我们来进一步分析共振态. 为简单起

见, 我们考虑非相对论两粒子散射的情形, 此时两体系统中粒子在质心系的动量大小可以近似

90



DRAFT

3.2 共振态：Breit-Wigner 参数化与 Flatté 参数化

mR + Γ/2mR − Γ/2 mR

图 3.4: Breit-Wigner 形式的共振态不变质量谱示意. 此处所示为归一化的 |ρ(s)TL(s)|2, Γ 取
为了常数.

为

k '
√
2µ (E −m1 −m2), (3.47)

其中 µ = m1m2/(m1 +m2) 是两粒子的约化质量, E =
√
s 是两粒子质心系的总能量. 我们将

共振态在 k 复平面的极点位置记为 ±a − i b (a, b ∈ R, b > 0), 它们对应于能量复平面非物理

面的一对共轭极点: m1 +m2 + [(a2 − b2)± 2i ab] /(2µ); 极点位置如图 3.3 中空心三角形所示.

由分波 S 矩阵的幺正性, (3.38), 我们可以将包含一对共振态共轭极点的分波 S 矩阵参数

化为

SL(s) = Sres.
L Sbg.

L (s) ≡ (k − a− i b)(k + a− i b)

(k − a+ i b)(k + a+ i b)
Sbg.
L (s). (3.48)

其中 Sbg.
L (s) 表示除了这一对共振态极点之外的背景项的贡献, 满足 Sbg.

L (s)Sbg. †
L (s) = 1. 在下

面的讨论中, 我们忽略掉背景项的贡献. 只包含共振态极点的 S 矩阵可以重新写为:

Sres.
L (s) =

k2 − k20 − 2i kb

k2 − k20 + 2i kb
, (3.49)

其中, 我们定义了 k0 ≡ a2 + b2. 于是, 我们得到共振态极点对分波振幅 TL(s) 的贡献为

TL(s) =
SL(s)− 1

2iρ(s)
= − 1

ρ(s)

2kb

k2 − k20 + 2i kb
. (3.50)

将 k0 和 b 两个参数表达为另外两个参数 mR 和 Γ:

k20 ≡ 2µ (mR −m1 −m2) , Γ ≡ 2bk/µ, (3.51)

我们就得到了著名的共振态的 Breit-Wigner 参数化形式:

TL(s) = − 1

ρ(s)

Γ/2

E −mR + iΓ/2
. (3.52)

反应几率正比于 |TL(s)|2, 因此会在 E ' mR 处有极大值. 如果我们将 Γ 取为常数, 如图 3.4
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图 3.5: 共振态极点位于 S 波强耦合的阈值附近时, 其线形会极大偏离 Breit-Wigner 共振态的
线形. 图中虚线表示 Breit-Wigner 线形, 实线表示 Flatté 线形, 其最大值的能量对应于阈值.
取自 [8], 所用的参数为 m1 = 5.729 GeV, m2 = 5.325 GeV, mR = 10.607 GeV, Γ0 = 0.02 GeV.

中所示, |ρ(s)TL(s)|2 在 E = mR 处取极大值, 在 E = mR ± Γ/2 处的值为极大值的一半. mR

对应于共振态的质量, Γ 对应于共振态的宽度. 对能量做 Fourier 变换,∫ ∞

−∞
dE

e−iEt

E −mR + iΓ/2
∝ e−imRt−Γt/2, (3.53)

其中 t 表示时间, 我们发现宽度越大的共振态, 其反应几率衰减得越快, 因此, 我们将 1/Γ 定

义为粒子的寿命.

然而, 由 (3.51) 可以看到 Γ 并不是能量无关的常数, 而是通过动量 k 因子依赖于能量的.

实际上, 在宽度的表达式中 b 也应该替换成正比于 k2L 的函数, 以得到 Γ ∝ k2L+1 的行为.

实验分析中经常采取 Breit-Wigner 形式参数化共振态, 通过拟合不变质量谱或者 Dalitz

分布等来抽取共振态的质量和宽度. 然而, 分析过程中需要注意几个问题:

两个或多个 Breit-Wigner 形式的振幅直接相加会破坏幺正性 (见习题 3.1).

共振态通常可以与多个不同的反应道相耦合. 当共振态位于某对粒子的阈值附近时, 特

别是与这对粒子 S 波强耦合时, 我们必须考虑宽度中 k 因子带来的非平庸的能量依赖.

由 (3.20) 知, k 在阈上是实数, 但是将之延拓到阈下就变成了纯虚数, 这会使得振幅中的

共振态极点对不变质量谱的影响极大偏离图 3.4 所示的理想的 Breit-Wigner 共振态的

线形. 考虑两个耦合道的情况, 其中阈值在共振态质量附近的道包含两个粒子 (质量分

别为 m1 和 m2), 共振态与这个道的耦合是 S 波的; 这两个粒子在 s 道耦合到共振态给

出的散射振幅可以写为[9]

∝ 1

E −m0 + i (Γ0 + geff k2)
, (3.54)

其中, m0 为 Flatté 参数化中的质量参数, Γ0 表示共振态的阈值低于 m1 +m2 的衰变道

的分宽度, geff 是常数, 正比于裸耦合常数 g 的平方, k2 是阈上的动量 k 的解析延拓, 当
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E 为实数时可以写为

k2 = k θ(E −m1 −m2) + i |k| θ(m1 +m2 − E). (3.55)

这种耦合道的共振态的参数化方式称为 Flatté 参数化. 图 3.5 给出了其对应的线形与

Breit-Wigner 参数化线形的比较, 可以看到 Flatté 线形在阈值两侧明显不对称. 图中所

采取的参数给出的 Flatté 线形的半高宽甚至小于 Γ0. 需要注意的是, (3.54) 中的 m0 并

不对应于物理的质量, 它以及 Γ0, geff 只是参数, 通过拟合数据把它们确定之后, 需要通

过求 (3.54) 极点得到共振态的质量和宽度, 通过求留数得到耦合常数的平方.

如果共振态的衰变产物中包含 π 介子, 而且共振态质量与衰变末态的阈值很近, 从而 π

介子的动量很小, 这时候 π 介子作为手征对称自发破缺的赝 Goldstone 玻色子的特性会

体现出来, 我们需要考虑手征对称性带来的约束, 即第 1.5.2 节中讨论的导数耦合. 它意

味着 S 波耦合的衰变振幅正比于 π 介子的能量 Eπ, 从而使得衰变分宽度 ∝ kE2
π. 如果

不考虑这个因子, 直接用简单的 Breit-Wigner 拟合数据, 得到的共振态质量会偏大; 详

细讨论可参见 [10].

� 习题 3.1 证明将两个 Breit-Wigner参数化的共振态振幅简单相加给出来的振幅

Tsum (E) = − 1

ρ(E)

(
Γ1/2

E − ER1 + iΓ1/2
+

Γ2/2

E − ER2 + iΓ2/2

)
(3.56)

不满足幺正关系,即对这样的振幅来说, ImT−1
sum (E) 6= −ρ(E).
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3.3 色散关系与末态相互作用

我们前面的分析说明散射振幅是能量 (或 s) 的解析函数, 其在能量的第一黎曼面上可能

存在的奇点只有实轴上的割线和极点.3.2 虽然真实的物理过程中能量是实数, 但是, 我们可以

将之拓展到复平面, 利用解析函数的性质可以对散射振幅进行解析延拓, 将不同运动学区间内

的振幅联系起来. 色散关系就发挥了这样的作用. 色散关系在几十年前就已经提出, 近年来被

应用到了大量强子反应过程 (参见综述 [11–13]) 以及标准模型中强相互作用效应的精确计算

中 (如计算 µ 轻子 g − 2 中的 QCD 效应[14]).

本节中我们将推导出一些模型无关的关系, 用之研究反应末态粒子之间的末态相互作用

(final state interaction).

3.3.1 色散关系简介

图 3.6: 利用 Cauchy 定理推导色散关系的示意图. f(z) 有一条从 sth 沿正实轴的割线, 绕 s 点

的围道 C1 可以变形为 C∞ + C+ + Cε + C−.

考虑复变量 z 的函数 f(z),它有一条从支点 sth 沿正实轴到无穷远支点的割线,除此之外,

f(z)在整个 z复平面内处处解析. 于是,绕 s点的围道 C1可以变形为 C2 ≡ C∞+C++Cε+C−

(积分围道如图 3.6 所示), 并且变形过程中不会遇到奇异性, 这两个围道给出来的积分是相等

的, 即

f(s) =
1

2πi

∮
C1

dz
f(z)

z − s
=

1

2πi

∮
C2

dz
f(z)

z − s
. (3.57)

由于 s 不在割线上, 故 limz→sth(z − sth)f(z)/(z − s) = 0, 因此沿无穷小圆弧 Cε 这部分路径的

积分为零; 如果 limz→∞ f(z) = 0, 那么在 C∞ 这部分路径上的积分为零. 此时, 上面的积分可

3.2分波振幅的解析性质更为复杂, 分波投影会将 t和 u 道散射振幅的割线转化为 s 复平面上的割线, 详细分析可参
见 [2] 第 8.1 节.
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以写为沿割线上下沿的不连续度 (discontinuity)

disc f(z) ≡ f(z + iϵ)− f(z − iϵ) (3.58)

的积分:

f(s) =
1

2πi

∫
C++C−

dz
f(z)

z − s
=

1

2πi

∫ +∞

sth

dz
disc f(z)

z − s
, (3.59)

这就是所谓的色散关系.

我们感兴趣的散射振幅, 形状因子等很多函数都是 s 复平面实轴上一段区间内的实解析

函数, 因此, 它们满足 Schwarz 反射原理 (3.44), 其不连续度为

disc f(z) = 2i Im f(z). (3.60)

如果 limz→∞ f(z) 6= 0, 我们需要做减除, 得到减除的色散关系. 我们先考虑 limz→∞ f(z)

是常数的情况, 此时, 从 (3.57) 中积分的收敛性质可知做一次减除即可保证积分的收敛性. 利

用留数定理, 可得 ∮
C1

dz
f(z)

(z − s) (z − s0)
=

∫ +∞

sth

dz
disc f(z)

(z − s) (z − s0)

= 2πi

[
f(s)

s− s0
+
f (s0)

s0 − s

]
, (3.61)

从而得到经过一次减除的色散关系:

f(s) = f (s0) +
s− s0
2πi

∫ ∞

sth

dz
disc f(z)

(z − s) (z − s0)
, (3.62)

其中 s0称为减除点, f(s0)称为减除常数. 而如果 limz→∞ f(z) ∝ z,那么 limz→∞ f(z)/(z − s0)
2 =

0, 我们就需要做两次减除. 利用留数定理,∮
C1

dz
f(z)

(z − s) (z − s0)
2 =

∫ +∞

sth

dz
disc f(z)

(z − s) (z − s0)
2

= 2πi

[
f(s)

(s− s0)
2 + lim

z→s0

d

dz

(
f(z)

z − s

)]
= 2πi

[
f(s)

(s− s0)
2 +

f ′(s0)

s0 − s
− f(s0)

(s− s0)
2

]
, (3.63)

其中 f ′(s0) ≡ df(z)
dz

∣∣∣
z=s0

. 我们得到经过两次减除的色散关系:

f(s) = f(s0) + (s− s0) f
′(s0) +

(s− s0)
2

2πi

∫ +∞

sth

dz
disc f(z)

(z − s) (z − s0)
2 . (3.64)

此时, 有两个减除常数 f(s0) 和 f ′(s0). 类似地, 我们可以推导出任意 n 次减除的色散关系:

f(s) =
n∑

j=1

(s− s0)
j−1

(j − 1)!

dj−1f(z)

dzj−1

∣∣∣∣∣
z=s0

+
(s− s0)

n

2πi

∫ +∞

sth

dz
disc f(z)

(z − s) (z − s0)
n . (3.65)
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3.3.2 末态相互作用：Watson 定理和 Omnès 解

= +
i i i

f f f
a

a

图 3.7: 末态相互作用示意图. 实心黑圈表示包括了末态相互作用的产生顶点, 实心正方形表
示末态相互作用, a 表示从初态 |i〉 到末态 |f〉 所可能经历的中间态.

我们感兴趣的强子反应过程末态粒子中多数都含有不止一个强子, 它们在反应过程中产

生, 在被探测到之前, 它们之间可以发生相互作用, 这被称为末态相互作用 (final state interac-

tion, FSI). 而且末态粒子被探测到之前, 可以经历不同的反应道组成的中间态, 如图 3.7 所示;

只要对称性允许这些反应道之间存在耦合, 而且能量足够大使得这些道中的粒子可以在壳, 幺

正性就意味着它们必定会对末态相互作用有所贡献. 下面, 我们利用色散关系的方法研究末态

相互作用.

考虑只有两体零自旋粒子末态相互作用的简单情况, 初态可看做提供了产生末态两粒子

M1M2 的源 J : 〈M1M2|J |0〉. 这样的矩阵元中 Lorentz 结构之外的部分也被称为形状因子; 如

果 M1M2 都是 π 介子, J 是矢量流 jµ, 矩阵元就正比于 π 介子的矢量形状因子 F V
π (q2):〈

π± (p′) π∓(p) |jµ| 0
〉
= qµF V

π

(
q2
)
, (3.66)

其中 q = p′ − p; 如果 J 是标量流, 矩阵元就正比于 π 的标量形状因子. 我们将相应的产生振

幅记作 FL(s), L 为 M1M2 粒子之间的轨道角动量. FL(s) 的不连续度由只考虑两体中间态的

T 矩阵的幺正关系 (3.29) 给出,

discFf,L(s) = 2i ImFf,L(s) = i
∑
a

Tfa,L(s) 2ρa(s)F
∗
a,L(s) θ

(√
s−ma1 −ma2

)
= i
∑
a

T ∗
fa,L(s) 2ρa(s)Fa,L(s) θ

(√
s−ma1 −ma2

)
,

(3.67)

其中 Fa,L 表示反应道 a 的产生振幅; 由于我们只考虑零自旋粒子, 轨道角动量 L 是守恒的.

这个关系可以用图 3.8 表示. 根据 (3.59), 我们写出 FL(s) 的色散关系

Ff,L(s) =
1

2π

∑
a

∫ +∞

sth

dz
T ∗
fa,L(z) 2ρa(z)Fa,L(z)

z − s
, (3.68)

disc =

图 3.8: 产生振幅的不连续度示意图. 波浪线表示源, 实心黑圈表示产生振幅, 实心正方形表示
粒子末态相互作用的 T 矩阵, 竖虚线表示中间态相空间.
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此处尚未考虑减除, 实际计算中需要根据被积函数在 z → ∞ 的渐近性质确定减除的次数, 使

用 (3.68) 形式的色散关系.

上式是一个关于 Fa,L(s) 的积分方程. 如果能量小于非弹性道的阈值, (3.67) 中的阶跃函

数限制不连续度中只会有弹性道这一个反应道的贡献, 此时这个积分方程的解可以用相移的

积分表达出来.

分波产生振幅的虚部为

ImFL(s) = FL(s) ρ(s)T
∗
L(s) θ

(√
s−m1 −m2

)
= FL(s)e

−iδL(s) sin δL(s) θ
(√

s−m1 −m2

)
,

(3.69)

其中用到了 (3.37). 上式左侧是实数, 右侧必定也是实数; 由此, 我们得到 Watson 末态相互作

用定理[15]:

在弹性能区, 末态相互作用振幅的相位与散射相移相同或相差 180◦.

物理面的上半沿与物理区域连续, 因此, 我们可以将 (3.69) 写为
1

2i
[FL(s+ iϵ)− FL(s− iϵ)] = FL(s+ iϵ) e−iδL(s) sin δL(s) θ

(√
s−m1 −m2

)
. (3.70)

假设 FL(s) 在 s 复平面的实轴上没有零点, 我们有
FL(s− iϵ)

FL(s+ iϵ)
= 1− 2i e−iδL(s) sin δL(s) θ

(√
s−m1 −m2

)
= θ
(
m1 +m2 −

√
s
)
+ e−2iδL(s) θ

(√
s−m1 −m2

)
, (3.71)

从而得到 logFL(s) 的不连续度:

logFL(s+ iϵ)− logFL(s− iϵ) = 2iδL(s) θ
(√

s−m1 −m2

)
. (3.72)

根据(3.59) 和 (3.62), 假设散射相移在高能区的渐近值不为零, 我们可以写出一次减除的色散

关系:

logFL(s)− logFL(0) =
s

π

∫ +∞

sth

dz
δL(z)

z(z − s)
, (3.73)

其中 sth = (m1 +m2)
2. 另一方面, 将 FL(s) 乘以一个没有不连续度的任意函数, 并不会改变

(3.72), 因此, (3.72) 的解中 FL(s) 可以有一个任意 n 阶的多项式因子 Pn(s), 即

FL(s) = Pn(s) ΩL(s), ΩL(s) ≡ exp

[
s

π

∫ ∞

sth

dz
δL(z)

z(z − s)

]
. (3.74)

上式称为 Omnès 解[16], ΩL(s) 称为 Omnès 函数, 它将弹性能区的末态相互作用用散射相移表

示了出来.

强子物理中的一些基本散射过程的散射相移已经通过利用 Roy 方程或 Roy-Steiner 方程

等色散关系的分析给出比较精确的结果, 如 ππ 相移[17–18], πK 相移[19–20], πN 相移[21] 等, 它

们可被用来计算涉及这些两体末态的反应过程的末态相互作用的效应. 需要指出的是, 末态相
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互作用与存在共振态不但不是互斥的, 而且末态相互作用的 T 矩阵中包含着与末态粒子相耦

合的共振态的极点; 例如, 由 (3.74) 可知, ρ 共振态会通过 ππ 的 P 波散射相移进入到 ππ 的

P 波末态相互作用中.

3.3.3 三体末态的末态相互作用

disc = +

A A A
B

B B

B
B

C
C C C

C

R
D D D

图 3.9: 三体末态产生过程的振幅的不连续度, 其中 AB 可以通过共振态 R 来产生. 波浪线表
示源, 实心黑圈表示产生振幅, 实心正方形表示 BC 粒子之间的末态相互作用 T 矩阵, 虚线表
示沿右手割线的中间态相空间.

当反应过程的末态粒子中有三个强子时, 末态相互作用会变得更为复杂, 因为两两之间都

会发生相互作用[22–24]. 下面我们讨论一种相对简单的情形. 将初态粒子记为 D, 末态粒子记为

A,B,C,其中一对粒子 AB 可经过一个共振态 R产生, BC 之间还有重要的末态相互作用. 此

时, 整个产生振幅的不连续度如图 3.9 所示.

三体衰变 D(pd) → A(pa)B(pb)C(pc) 的初末态一共有 4 个粒子, 类似于两个粒子之间的

散射, 我们也可以定义 Mandelstam 变量,

s ≡ (pb + pc)
2 = (pd − pa)

2,

t ≡ (pd − pc)
2 = (pa + pb)

2,

u ≡ (pd − pb)
2 = (pa + pc)

2.

(3.75)

容易验证, s+ t+ u = m2
a +m2

b +m2
c +m2

d. 对于 BC 粒子对来说, R 相当于 t 道交换的粒子.

将 t 用 BC 质心系中 CD 运动方向之间的夹角表示出来,

t(s, z) = m2
c +m2

d − 2EcEd + 2 |p⃗c| |p⃗d| z, (3.76)

其中 z ≡ cos θdc, 能量和动量都是定义在 BC 质心系中的, 表达式为

Ec =
1

2
√
s

(
s+m2

c −m2
b

)
, |p⃗c| =

1

2
√
s

√
λ (s,m2

b ,m
2
c),

Ed =
1

2
√
s

(
s+m2

d −m2
a

)
, |p⃗d| =

1

2
√
s

√
λ (m2

d, s,m
2
a).

(3.77)

我们计算 t 道 R 交换做分波投影, 有

∝ 1

2

∫ +1

−1

dz
PL(z)

t(s, z)−m2
R

. (3.78)

当 z = ±1 时, 且 R 在壳 t = m2
R 时, 积分会有端点奇点 (endpoint singularity). 它们是 t 道粒

子在壳时的奇点; 上述积分给出来的是对数函数, 例如 S 波投影会得到第二类 Legendre 函数
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++

A A A A

B

B

B B

C C C C

R R

+

(a) (b) (c) (d)

D D D D

图 3.10: 考虑 BC 末态相互作用 (用实心正方形表示) 的三体衰变过程 D → A+ B + C 振幅

示意图. 其中, AB 粒子可以耦合到共振态 R.

Q0:

Q0(y) =
1

2

∫ 1

−1

dz

y − z
P0(z) =

1

2
log

y + 1

y − 1
. (3.79)

也就是说 t 道的极点 t = m2
R 会转化成 s 的对数支点, 由 t(s,±1) = m2

R 的解给出. 这种由于

t 道粒子在壳带来的 s 的支点之间的割线被称为左手割线.3.3

从 (3.78) 容易发现, R 粒子交换可以贡献到 BC 的所有分波. 我们将总的产生振幅做分

波展开:

Atot(s, z) =
∞∑

L=0

(2L+ 1)PL(z)Atot, L(s), (3.80)

其中 z ≡ cos θ, θ 是在 D,C 粒子在 BC 的质心系中的 3 动量 p⃗d 和 p⃗c 方向的夹角; 分波振幅

可以分成两部分

Atot, L(s) = AL(s) + ÂL(s), (3.81)

其中 ÂL(s) 是 t 道交换 R 共振态的树图的 L 分波投影, 如图 3.10 (c) 所示, 它只包含左手割

线.

我们考虑左手割线和右手割线没有重叠区间的情形. 由 (3.29), 我们写出分波产生振幅的

不连续度 (见图 3.9),

disc
(
AL(s) + ÂL(s)

)
= 2i

[
AL(s) + ÂL(s)

]
ρ(s)T ∗

L(s) θ
(√

s−
√
sth
)
. (3.82)

其中 sth ≡ (mb +mc)
2. 由于 ÂL(s) 沿右手割线连续, 上式可写为

AL(s+ iϵ)− AL(s− iϵ) = 2i
[
AL(s) + ÂL(s)

]
e−iδL(s) sin δL(s) θ

(√
s−

√
sth
)
. (3.83)

可以看到 ÂL(s) 的存在使得 AL(s) 的不连续度的方程不再是齐次的了, ÂL(s) 也被称为非齐

次项 (inhomogeneity). 继续将之变形, 将 AL(s) 和 ÂL(s) 置于等式的两侧,

AL(s+ iϵ)e−iδL(s) − AL(s− iϵ)eiδL(s) = 2i ÂL(s) sin δL(s) θ
(√

s−
√
sth
)
. (3.84)

我们可以证明, Omnès 函数 ΩL(s± iϵ) 的相位为 e±iδL(s):

ΩL(s± iϵ) = exp

[
s

π

∫ +∞

sth

dz
δL(z)

z(z − s∓ iϵ)

]
3.3AB 粒子在壳 t ≥ (ma +mb)

2 也会给出左手割线, 在此不讨论.
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= exp

[
s

π
=

∫ ∞

sth

dz
δL(z)

z(z − s)

]
e±i δL(s)

= |ΩL(s)| e±i δL(s). (3.85)

将 (3.84) 两侧同除以 |ΩL(s)|, 我们可以得到 AL(s)/ΩL(s) 的不连续度,

AL(s+ iϵ)

ΩL(s+ iϵ)
− AL(s− iϵ)

ΩL(s− iϵ)
= 2i

ÂL(s)

|ΩL(s)|
sin δL(s) θ

(√
s−

√
sth
)
, (3.86)

因此, 关于 AL(s)/ΩL(s) 的色散关系为[22–23]

AL(s)

ΩL(s)
=

1

π

∫ +∞

sth

dz
ÂL(z) sin δL(z)

(z − s) |ΩL(z)|
. (3.87)

上式中没有考虑减除, 减除的次数需要根据情况由被积函数的渐近行为来确定. 一般性地,

AL(s) 可由做 n 次减除之后的色散关系表示为

AL(s) = ΩL(s)

{
Pn−1(s) +

sn

π

∫ ∞

sth

dz
ÂL(z) sin δL(z)

(z − s)zn |ΩL(z)|

}
, (3.88)

其中 Pn−1(s) 表示 s 的 n− 1 阶多项式. 与图 3.10 对照, ΩL(s)Pn−1(s) 表示图 (a) 和 (b) 的分

波投影, ΩL(s) 乘以上式大括号中的第二项表示图 (d) 的贡献, 图 (c) 的贡献由 ÂL(s) 给出.

这一方法近年来被广泛用于处理三体衰变中的 ππ 末态相互作用[8,25–28].

3.4 复合粒子与强子分子态

在第 1.8 节中, 我们介绍过重味强子, 其中一些可以理解为主要成分是强子分子态的粒子,

即两个强子束缚在一起形成的复合体系. 质子和中子的束缚态氘核可以看做强子分子态的原

型. 在本节中, 我们引入复合度 (compositeness) 的概念, 它描述了一个粒子的波函数中包含另

两个粒子形成的复合系统的几率; 我们通过把它与可观测量联系起来, 给出一个粒子是复合粒

子的几率的定量描述. 关于复合度与强子分子态的综述, 可参见[29–30].

我们考虑一个系统, 其哈密顿量 Ĥ 分为自由部分 Ĥ0 和相互作用部分 V̂ ,

Ĥ = Ĥ0 + V̂ . (3.89)

假设 Ĥ0 的本征态包含两粒子 (质量分别为 m1 和 m2) 的连续谱和一个阈下的分立能级 (例如

两个无相互作用的粲强子和一个自由的粲偶素), 其本征态构成完备基:

1 = |B0〉 〈B0|+
∫

d3q⃗

(2π)3
|q⃗〉〈q⃗|, (3.90)

其中 |q⃗〉 是连续谱的本征态, 本征值为 q⃗2/(2µ), q⃗ 是质心系中的动量, µ ≡ m1m2/(m1 +m2) 是

约化质量; |B0〉 是分立能级的本征态.

总哈密顿量 Ĥ 的本征态也包括连续谱和一个分立能级, 分别记为 |q⃗(+)〉 和 |B〉, 分立能级

位于阈下, 如图 3.11 所示. 连续谱的本征值为 q⃗2/(2µ); 分立能级的本征值为 E = −EB (EB
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图 3.11: 自由哈密顿量 Ĥ0 和相互作用哈密顿量 Ĥ 的连续谱和分立谱示意图.

称为束缚能, 物理分立态的质量为 M = m1 +m2 − EB),3.4 满足 Schrödinger 方程,

Ĥ|B〉 =
(
Ĥ0 + V̂

)
|B〉 = −EB|B〉. (3.91)

将方程两侧同乘 〈q⃗|, 我们可以得到分立态 |B〉 的动量空间波函数为

〈q⃗|B〉 = − 〈q⃗|V̂ |B〉
EB + q⃗2/(2µ)

, (3.92)

其中 〈q⃗|V̂ |B〉 表示从物理的分立态 |B〉 到自由两粒子态 |q⃗〉 耦合的矩阵元. 我们只考虑 S 波

耦合, 假设 |B〉 的质量靠近两体阈值, 满足

γ ≡
√
2µEB � β, (3.93)

γ 称为束缚动量, β 是系统中的硬标度, 可估计为两体系统力程的倒数. 此时, 我们可以将耦合

矩阵元近似取为常数, 记为 gNR,3.5

〈q⃗|V̂ |B〉 = gNR

[
1 +O

(
q⃗2

β2

)]
. (3.94)

我们将分立态 |B〉 的波函数归一, 利用 (3.90) 中的完备性关系, 得到

1 = 〈B|B0〉 〈B0|B〉+
∫

d3q⃗

(2π)3
〈B|q⃗〉〈q⃗|B〉

= Z +

∫
d3q⃗

(2π)3
|〈q⃗|B〉|2, (3.95)

其中 Z ≡
∣∣〈B0|B〉

∣∣2 表示在物理态 |B〉 中找到自由哈密顿量的分立本征态 |B0〉 (可称为裸态)

3.4注意本小节中 E 表示非相对论能量, 即总能量减去两粒子的阈值:
√
s−m1 −m2.

3.5下标 NR 表示这里的态的归一化为非相对论的, 参见脚注 1.13; 相对论归一化下的耦合常数 g =√
2M2m12m2gNR.
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的几率. 复合度便是在物理分立态 |B〉 中含有两粒子态 |q⃗〉 的几率, 1− Z:

1− Z =

∫
d3q⃗

(2π)3
|〈q⃗|B〉|2 =

∫
d3q⃗

(2π)3
g2NR

[EB + q⃗2/(2µ)]2

[
1 +O

(
q⃗2

β2

)]
=
µ2g2NR

2πγ

[
1 +O

(
γ

β

)]
.

(3.96)

第二行结果里的误差为 O(γ/β) 而不是 O(γ2/β2) 是因为被积函数中 O(q⃗2/β2) 项的积分线性

发散; 将积分在硬标度 β 处截断, 得到的修正便是 O(γ/β) 阶的. 我们发现, 物理分立态 |B〉

与两体自由连续态之间的耦合常数 (|B〉与 Ĥ 的连续谱本征态 |q⃗(+)〉的本征值不同, 它们是正

交的) 包含了重要的物理信息, g2NR 正比于 |B〉 是 m1,m2 这两个粒子的复合系统的几率, 且与

束缚能相关[31] :

g2NR ≈ (1− Z)
2π

µ2
γ. (3.97)

具体到我们此前考虑的物理系统, |B〉对应于强子分子态的候选者, |q⃗〉对应于自由的两强

子态, gNR 对应于物理态 |B〉 与所考虑的两强子的耦合强度, 1 − Z 刻画了物理态是强子分子

态的可能性. 这个关系经常被用来计算强子分子态候选者的衰变宽度.

3.4.1 Low 方程与 T 矩阵的留数

下面,我们证明耦合常数的平方 g2NR 是 T 矩阵在对应于物理分立态 |B〉的极点处的留数.

非相对论归一化下的 T 矩阵 TNR 的定义为:

TNR|q⃗〉 = V̂
∣∣q⃗(+)

〉
. (3.98)

T 矩阵的 Lippmann-Schwinger 方程可以写为

TNR = V̂ + V̂
1

E − Ĥ0 + iϵ
TNR

= V̂ + V̂
1

E − Ĥ0 + iϵ
V̂ + V̂

1

E − Ĥ0 + iϵ
V̂

1

E − Ĥ0 + iϵ
V̂ + · · ·

= V̂ + V̂
1

E − Ĥ0 + iϵ

(
1 + V̂

1

E − Ĥ0 + iϵ
+ V̂

1

E − Ĥ0 + iϵ
V̂

1

E − Ĥ0 + iϵ
+ · · ·

)
V̂

= V̂ + V̂
1

E − Ĥ + iϵ
V̂ , (3.99)

我们得到

〈q⃗ ′ |TNR| q⃗〉 = 〈q⃗ ′|V̂ |q⃗〉+
〈
q⃗ ′
∣∣∣∣V̂ 1

E − Ĥ + iϵ
V̂

∣∣∣∣ q⃗〉 . (3.100)

在上式右侧第二项中插入 Ĥ 的完备基

1 = |B〉〈B|+
∫

d3k⃗

(2π)3

∣∣∣k⃗(+)

〉〈
k⃗(+)

∣∣∣ , (3.101)
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可以得到 Low 方程[31]

〈q⃗ ′ |TNR | q⃗〉 = 〈q⃗ ′|V̂ |q⃗〉+ 〈q⃗ ′|V̂ |B〉〈B|V̂ |q⃗〉
E + EB + iϵ

+

∫
d3k⃗

(2π)3

〈
q⃗ ′
∣∣TNR

∣∣k⃗〉〈k⃗∣∣T †
NR

∣∣q⃗〉
E − k⃗2/(2µ) + iϵ

. (3.102)

我们发现 (3.97) 正好是在壳 TNR(E) ≡
〈
k⃗ |TNR | k⃗

〉
在物理分立态的极点 E = −EB 处的留数:

g2NR = 〈k⃗|V̂ |B〉〈B|V̂ |⃗k〉

= lim
E→−EB

(E + EB)TNR(E)

=

[
d

dE
T−1
NR(E)

∣∣∣∣
E=−EB

]−1

, (3.103)

上式第二步中我们用了 L’Hôpital 法则.

3.4.2 Weinberg 复合度关系

对于近阈的 S 波粒子来说, 复合度 1− Z 可以与低能物理可观测量联系起来.

幺正性关系 (3.36) 限制 T−1
NR 的虚部为

ImT−1
NR(E) = −4m1m2 ImT−1

0 (s) ' µ

2π

√
2µE θ(E), (3.104)

其中, 4m1m2 因子是由于非相对论归一化带来的, 负号来自相对论的 T 矩阵和非相对论 T 矩

阵定义的不同, 分别见 (3.9) 和 (3.98); 第二步中我们进行了非相对论近似. 当质心系动量大小

k =
√
2µE � β 时, 根据 (3.39), T−1

NR(E) 可用有效力程展开表示为

T−1
NR(E) = − µ

2π

[
− 1

a0
+

1

2
r0k

2 − i k +O
(
k4

β3

)]
, (3.105)

根据第 3.3.1 节, 我们可以由 (3.104) 写出 T−1
NR(E) 的色散关系表示. 为了将色散关系表示

中 E 的幂次与 (3.105) 匹配, 我们对色散关系做两次减除, 得到

T−1
NR(E) = T−1

NR (−EB)+ (E + EB)
d T−1

NR(E)

dE

∣∣∣∣
E=−EB

+
µ (E + EB)

2

2π2

∫ +∞

0

dw

√
2µw

(w − E) (w + EB)
2 .

(3.106)

将上式中的积分明显地求出, 并利用在极点处 T−1
NR (−EB) = 0 和 (3.103), 可以得到

T−1
NR(E) =

E + EB

g2NR

+
µ

4π

(γ + ik)2

γ
=
γ2 + k2

2µg2NR

+
µ

2π

(
γ

2
− k2

2γ
+ ik

)
. (3.107)

利用 (3.97), 并比较上式与 (3.105), 我们便得到了所谓的 Weinberg 复合度关系[31]
a0 =

2(1− Z)

γ(2− Z)
,

r0 = − Z

γ(1− Z)
.

(3.108)

上式建立了复合度 1− Z 与低能可观测量散射长度 a0 和有效力程之间的关系, 被广泛用来通
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过散射长度和有效力程的测量来确定一个物理态中有多大强子分子态的成分. 例如, 各个不同

组基于格点 QCD 结果的分析都得到 D∗
s0(2317) 的主要成分是 DK 分子态[32–35]; 基于 LHCb

实验的测量[36], 我们也可以推断 T+
cc 中含有很大的 DD∗ 成分[36–38].

更细致的分析发现,上述推导出来的Weinberg复合度关系 (3.108)只在负有效力程 (r0 <

0) 的时候是成立的, 并且其误差为 O(γ2/β2)[39]; 关于正有效力程情况的讨论, 可参见 [39–40].

� 习题 3.2 考虑 (3.74)给出的 Omnès函数,

Ω(s) = exp

[
s

π

∫ ∞

sth

dz
δ(z)

z(z − s)

]
,

1)假设 δ (s > s0) = c π,其中 c为常数, s0 > sth,证明 Omnès函数的渐近行为是 Ω(s → ∞) ∼

s−c;

2)考虑一个共振态,质量高于阈值 m2
R > sth,忽略其宽度,相移是 δ(s) = π θ(s−m2

R),证明其

Omnès函数的形式为

Ω(s) =
m2

R

m2
R − s

.
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附录 A 常用公式

A.1 Pauli 矩阵

Pauli 矩阵:

σ1 =

0 1

1 0

 , σ2 =

0 −i

i 0

 , σ3 =

1 0

0 −1

 . (A.1)

Pauli 矩阵的一些有用的关系:

det(σi) = −1, σ2σiσ2 = −(σi)
T ,

Tr(σiσj) = 2δij, Tr(σiσjσk) = 2iϵijk, Tr(σiσjσkσl) = 2(δijδkl + δilδjk − δikδjl),

[σi, σj] = 2iεijkσk, {σi, σj} = 2δijI,

σiσj = δij1+ iεijkσk, a⃗ · σ⃗b⃗ · σ⃗ = a⃗ · b⃗1+ iσ⃗ · (⃗a× b⃗)

ei⃗a·σ⃗ = 1 cos |⃗a|+ i
a⃗ · σ⃗
|⃗a|

sin |⃗a|. (A.2)

A.2 Gell-Mann 矩阵

Gell-Mann 矩阵：

λ1 =


0 1 0

1 0 0

0 0 0

 , λ2 =


0 −i 0

i 0 0

0 0 0

 , λ3 =


1 0 0

0 −1 0

0 0 0

 ,

λ4 =


0 0 1

0 0 0

1 0 0

 , λ5 =


0 0 −i

0 0 0

i 0 0

 ,

λ6 =


0 0 0

0 0 1

0 1 0

 , λ7 =


0 0 0

0 0 −i

0 i 0

 , λ8 =
1√
3


1 0 0

0 1 0

0 0 −2

 . (A.3)

它们满足下列关系：

Tr (λaλb) = 2δab, λaλb =
2

3
δabI + (dabc + ifabc)λc,

[λa, λb] = 2ifabcλc, {λa, λb} =
4

3
δabI + 2dabcλc, (A.4)
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A.2 Gell-Mann 矩阵

其中,

fabc = −1

4
iTr (λa[λb, λc]) , dabc =

1

4
Tr (λa{λb, λc}) (A.5)

为 SU(3) 群的结构常数.
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K 矩阵, 87

S 矩阵, 83

T 矩阵, 84

θ 项, 4, 7

ππ 散射, 61

Baker-Compbell-Hausdorff 公式, 7

CCWZ 方案, 68

Clebsch-Gordan 系数, 29

Dashen 定理, 61

G 宇称, 18

Gell-Mann 矩阵, 6, 108

Gell-Mann–Oakes–Renner 关系, 58

Gell-Mann–Okubo 关系, 59

Levi-Civita 张量, 1

Lippmann-Schwinger 方程, 102

Low 方程, 103

Mandelstam 变量, 14, 61, 85

Noether 定理, 6

OZI 规则, 41, 42

Pauli 矩阵, 108

Peccei-Quinn 机制, 64

QCD, 1

Schwarz 反射原理, 89

Watson 定理, 97

Weinberg-Tomozawa 项, 71

Wigner 9j 符号, 29

交叉对称性, 62

伪场, 57

低能常数, 73

共振态

Breit-Wigner 参数化, 91

Flatté 参数化, 93

分波展开, 86

初态辐射, 28

单胶子交换, 25

双夸克, 21

反常

U(1)A 反常, 4, 7

同位旋, 9

同位旋对称性, 63

同位旋破坏, 9, 24, 59

同位旋质量破裂, 30

复合度, 100

与散射参数的关系, 103

与耦合常数的关系, 102

大 Nc 展开, 37

夸克凝聚, 57

奇特强子, 18

五夸克态, 31

四夸克态, 25, 41

奇特量子数, 18

强子分子态, 24, 28, 29, 31, 100, 104
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对称性

Nambu-Goldstone 实现, 10

Wigner-Weyl 实现, 10

对称性自发破缺, 11, 13

Goldstone 定理, 11

Goldstone 玻色子, 11

Goldstone 玻色子的导数耦合, 15

左手割线, 99

幺正性, 83

强子原子, 64

手征外推, 59

手征对称性, 5, 6

手征对称自发破缺, 25

明显破缺, 57

手征微扰论, 52

手征量纲, 74

拓展在壳重整化方案, 66

次领头阶, 72

红外正规化, 66

计幂规则, 72

重重子手征微扰论, 66

领头阶, 55

手征极限, 55

振幅的极点

共振态, 89

束缚态, 89, 103

虚态, 89

散射长度, 63, 64

有效力程展开, 88, 103

球谐函数, 87

相空间, 84

两体相空间, 84

粒子数据组, 17

线形 σ 模型, 13

色散关系, 94, 95

Omnès 解, 97

经过减除的, 95

轴子, 4, 59, 64

近阈增强, 89

重味强子

Pc, 31

XY Z 态, 27

X(3872), 27, 29

Xb, 30

Y (4260), 27

Zb, 27, 30

Zc, 27, 30

双重重子, 21

双粲重子, 25

类粲偶素, 27

重介子, 22

D1, 22

D∗
s0(2317), 23

Ds1(2460), 23

重夸克对称性, 5, 19, 34

自旋伴子, 23, 29, 32

重反夸克-双夸克对称性, 21, 26

重夸克味对称性, 20, 24, 25

重夸克自旋对称性, 19, 24, 28, 34

阈值尖点, 64

陪集空间, 53
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