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回答上次组会遗留问题。
粲偶素视为非相对论系统。
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氢原子是最简单的含多标度的非相对论性束缚态

基态束缚能
𝐸𝑏𝑖𝑛𝑑𝑖𝑛𝑔 ~ 𝑚𝑐2𝛼2

< 𝑇 > = −
1

2
< 𝑉 > ~ 𝑚𝑣2 维里定理

因此
𝑣

𝑐
~ 𝛼 =

1

137
≪ 1

电子的特征动量(玻尔动量)： 𝑝 =
ℏ

𝑚 𝑎0
~𝑚𝑣~𝑚𝑐𝛼

氢原子含有三个分得很开的特征能标：
𝒎 ≫ 𝒎𝒗 ≫ 𝒎𝒗𝟐
𝑴𝒆𝑽 𝒌𝒆𝑽 𝒆𝑽
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氢原子的三个特征长度

e-p距离小于电子康普顿波长时，薛定谔方程失效!

玻尔半径~原子size
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实验证据：为什么重夸克偶素是非相对论性束缚态

重夸克质量：𝐌𝐜 = 𝟏. 𝟓 𝐆𝐞𝐕, 𝐌𝐛 = 𝟒. 𝟏𝟖 𝐆𝐞𝐕 ≫ 𝚲𝐐𝐂𝐃

QCD特征能标

1. 重夸克偶素质量大约是两倍重夸克质量：

束缚能约为几百MeV, 远小于重夸克质量

2. 基态粲偶素质量劈裂： 𝑀𝐽/𝜓 3𝑆1
− 𝑀𝜂𝑐(

1𝑆0)
= 113 𝑀𝑒𝑉;

基态底偶素质量劈裂： 𝑀Υ 3𝑆1
− 𝑀𝜂𝑏(

1𝑆0)
= 62 𝑀𝑒𝑉;

P波态𝜒𝑐0,1,2之间质量劈裂: 96, 46 𝑀𝑒𝑉 , 𝜒𝑏0,1,2 之间质量劈裂: 33, 20𝑀𝑒𝑉

实验表明自旋依赖的夸克-反夸克相互作用被严重压低。

因此主导的binding force是自旋无关(spin-independent)的！

（类比于氢原子中主导的是自旋无关的Coulomb势）

远小于典型的束缚能
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Rule of thumb: 估算重夸克偶素的三个特征能标

第一径向激发和基态的质量劈裂： 𝑀𝜓 2𝑆 − 𝑀𝐽/𝜓 , 𝑀Υ 2𝑆 −𝑀Υ = 600 𝑀𝑒𝑉

第一轨道激发和基态的质量劈裂：𝑀𝜒𝑐𝐽(
3𝑃𝐽)

− 𝑀𝐽/𝜓 , 𝑀𝜒𝑏𝐽(
3𝑃𝐽)

−𝑀Υ = 400 𝑀𝑒𝑉

取中心值作为估计，𝒎𝒗𝟐 = 𝟓𝟎𝟎𝑴𝒆𝑽

因此 𝒗𝟐
= 𝟓𝟎𝟎

𝟏𝟓𝟎𝟎
=

𝟏

𝟑
for charmonium

𝒗𝟐
= 𝟓𝟎𝟎

𝟒𝟕𝟎𝟎
=

𝟏

𝟗
for bottomonium 

𝒎≫ 𝒎𝒗 ≫ 𝒎𝒗𝟐
Thus v can acts expansion parameter

几何平均
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Method of region

• 一、动量积分区域展开思想

• 二、二维标量粒子的自能修正

• 三、无质量粒子的顶点修正

• 四、具有相等非零质量的单圈费曼图
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主要思想

1、先将整个积分动量分成不同的能量区域；

2、在分割的区域内进行幂次展开；

3、最后将各个部分的贡献求和起来。

方便理解SECT 和 NRQCD 等有效理论
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1. 动量积分区域展开思想

2. 二维标量粒子的自能修正

3. 无质量粒子的顶点修正

4. 具有相等非零质量的单圈费曼图

目
录
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二维标量粒子的自能修正

假设在二维空间中，可以存在两个可以发生相互作用的标量粒子，他们的自能图修正为：

𝐼 = න
0

∞

𝑑𝑘
𝑘

(𝑘2 +𝑚2)(𝑘2 +𝑀2)
=
𝑙𝑛(𝑀/𝑚)

𝑀2 −𝑚2

在𝑚 ≪ 𝑀 的前提下，可将振幅进行幂次（ 0 < 𝜆 =
𝑚2

𝑀2 < 1 ）展开：

𝐼 =
ln

𝑀
𝑚

𝑀2 1 +
𝑚2

𝑀2 +
𝑚4

𝑀4 +⋯ =
ln

𝑀
𝑚

𝑀2 1 + 𝜆 + 𝜆2 +⋯

引入新标度𝛬：
𝐼 = න

0

𝛬

𝑑𝑘
𝑘

(𝑘2 +𝑚2)(𝑘2 +𝑀2)
+ න

𝛬

∞

𝑑𝑘
𝑘

(𝑘2 +𝑚2)(𝑘2 +𝑀2)

𝐼(𝐼𝐼)𝐼(𝐼)
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二维标量粒子的自能修正

低能区域 [0, 𝛬] ∶ 𝑘 ~ 𝑚 ≪ 𝑀 𝐼(𝐼) = න
0

𝛬

𝑑𝑘
𝑘

(𝑘2 +𝑚2)(𝑘2 +𝑀2)

= න
0

𝛬

𝑑𝑘
𝑘

(𝑘2 +𝑚2)𝑀2 (1 −
𝑘2

𝑀2 +
𝑘4

𝑀4 +⋯)

高能区域 [𝛬,∞] ∶ 𝑚 ≪ 𝑘 ~𝑀

𝐼(𝐼𝐼) = න
𝛬

∞

𝑑𝑘
𝑘

(𝑘2 +𝑚2)(𝑘2 +𝑀2)

= න
𝛬

∞

𝑑𝑘
𝑘

𝑘2(𝑘2 +𝑀2)
(1 −

𝑚2

𝑘2
+
𝑚4

𝑘4
+⋯)

将低能区贡献的前两项进行积分：

将高能区贡献的第一项进行积分：

𝐼(𝐼) ≈
𝑀2 +𝑚2

2𝑀4
𝑙𝑛(1 +

𝛬2

𝑚2
) −

𝛬2

2𝑀2

= −
1

𝑀2 𝑙𝑛(
𝑚

𝛬
) −

𝛬2

2𝑀4 + 𝒪(
𝛬4

𝑀6 ,
𝑚2

𝑀4 𝑙𝑛(
𝛬

𝑚
))

𝐼(𝐼𝐼) ≈
1

2𝑀2
𝑙𝑛(1 +

𝑀2

𝛬2
) =

1

𝑀2
𝑙𝑛(

𝑀

𝛬
) +

𝛬2

2𝑀2
+ 𝒪(

𝛬4

𝑀6
, 𝑙𝑛(

𝑀

𝛬
))



卢俊良 Method of region 12

二维标量粒子的自能修正

将两个区域的贡献加到一起

以维数正规化的方法再次说明 method of region

𝐼 = 𝐼(𝐼) + 𝐼(𝐼𝐼) =
𝑙𝑛(𝑀/𝑚)

𝑀2
+ 𝒪(

𝑚2

𝑀4
𝑙𝑛(

𝑀

𝑚
))

𝐼 = න
0

∞

𝑑𝑘 𝑘−𝜀
𝑘

(𝑘2 +𝑚2)(𝑘2 +𝑀2)

仅考虑动量大小部分，没有考虑 d 维角度的影响，利用 𝛤 函数的定义 ：

𝐼 =
1

2
𝛤(1 −

𝜀

2
)𝛤(

𝜀

2
)
𝑚−𝜀 −𝑀−𝜀

𝑀2 −𝑚2
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二维标量粒子的自能修正

低能区域 𝑘 ~𝑚 ≪ 𝑀 ,  展开式可通过取 𝜀 > 0 正规化 UV

𝐼(𝐼) = න
0

∞

𝑑𝑘 𝑘−𝜀
𝑘

(𝑘2 +𝑚2)𝑀2 (1 −
𝑘2

𝑀2 +
𝑘4

𝑀4 +⋯)

高能区域 𝑚 ≪ 𝑘 ~𝑀 ，展开式可通过取 𝜀 < 0 正规化 IR

𝐼(𝐼𝐼) = න
0

∞

𝑑𝑘 𝑘−𝜀
𝑘

𝑘2(𝑘2 +𝑀2)
(1 −

𝑚2

𝑘2
+
𝑚4

𝑘4
+⋯)

在领头阶，第一项积分分别为：

𝐼(𝐼) =
𝑚−𝜀

2𝑀2 𝛤(1 −
𝜀

2
)𝛤(

𝜀

2
) =

1

𝑀2 ( − 𝑙𝑛 𝑚 + 𝒪(𝜀)）

𝐼(𝐼𝐼) = −
𝑀−𝜀

2𝑀2
𝛤(1 −

𝜀

2
)𝛤(

𝜀

2
) =

1

𝑀2
(−

1

𝜀
+ 𝑙𝑛 𝑀 + 𝒪(𝜀)）

𝐼 = 𝐼(𝐼) + 𝐼(𝐼𝐼) =
1

2
𝛤 1 −

𝜀

2
𝛤

𝜀

2

𝑚−𝜀 −𝑀−𝜀

𝑀2 −𝑚2 =
𝑙𝑛(𝑀/𝑚)

𝑀2
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二维标量粒子的自能修正

证明低能区域与高能区域无重合：

𝐼𝛬(𝐼) = න
0

𝛬

𝑑𝑘
𝑘1−𝜀

(𝑘2 +𝑚2)𝑀2 (1 −
𝑘2

𝑀2 +
𝑘4

𝑀4 +⋯)

= න
0

∞

𝑑𝑘 −න
𝛬

∞

𝑑𝑘
𝑘1−𝜀

(𝑘2 +𝑚2)𝑀2 (1 −
𝑘2

𝑀2 +
𝑘4

𝑀4 +⋯)

= 𝐼(𝐼) − 𝑅(𝐼)

有相同的第一项 𝐼(𝐼) , 和与截断参数依赖的 𝑅(𝐼)，当 𝑘 ≫ 𝛬 ≫ 𝑚2 时：

𝑅(𝐼) = න
𝛬

∞

𝑑𝑘
𝑘1−𝜀

(𝑘2 +𝑚2)𝑀2
(1 −

𝑘2

𝑀2
+⋯)

= න
𝛬

∞

𝑑𝑘
𝑘1−𝜀

𝑘2𝑀2 (1 −
𝑚2

𝑘2
−
𝑘2

𝑀2 +⋯)
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二维标量粒子的自能修正

同样的，在高能区贡献引入一个低能截断能标 𝛬，可以类似的得到：

𝑅(𝐼𝐼) = න
0

𝛬

𝑑𝑘 𝑘−𝜀
𝑘

𝑘2(𝑘2 +𝑀2)
(1 −

𝑚2

𝑘2
+⋯)

= න
0

𝛬

𝑑𝑘 𝑘−𝜀
𝑘

𝑘2𝑀2 (1 −
𝑚2

𝑘2
−
𝑘2

𝑀2 +⋯)

𝑅(𝐼) + 𝑅(𝐼𝐼) = න
0

∞

𝑑𝑘 𝑘−𝜀
𝑘

𝑘2𝑀2
(1 −

𝑚2

𝑘2
−
𝑘2

𝑀2
+⋯)

R不依赖截断参数，无标度积分为0，因此可证高能区域与低能区域无重叠。
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1. 动量积分区域展开思想

2. 二维标量粒子的自能修正

3. 无质量粒子的顶点修正

4. 具有相等非零质量的单圈费曼图

目
录
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无质量粒子的顶点修正

i  )找出所有给出领头阶贡献的动量区域

ii )将被积分式进行幂次展开，然后在全空间积分；

iii)将不同积分结果加起来得到完整的积分结果。

method of region 步骤

（a）标量量子电动力学中的单圈图顶点修正

𝑘 + 𝑙 𝑘 + 𝑝

𝑞 ↓𝐼 = 𝑖𝜋𝑑/2𝜇4−𝑑න𝑑𝑑 𝑘
1

(𝑘2 + 𝑖𝜖)[(𝑘 + 𝑙)2 + 𝑖𝜖][(𝑘 + 𝑝)2 + 𝑖𝜖]

引入以下的记号：𝑳𝟐 ≡ −𝒍𝟐 − 𝒊𝝐 , 𝑷𝟐 ≡ −𝒑𝟐 − 𝒊𝝐 , 𝑸𝟐 ≡ −(𝒍 − 𝒑)𝟐−𝒊𝝐 ,

在 𝑳𝟐~ 𝑷𝟐 ≪ 𝑸𝟐 计算上式积分。为了方便计算，引入两个类光矢量：

𝑛+
𝜇
= (1,0,0,1), 𝑛−

𝜇 = (1,0,0, −1)

满足正交归一化条件：

𝑛+
2 = 𝑛−

2 = 0, 𝑛+ ∙ 𝑛− = 2
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𝜆2~
𝑃2

𝑄2
~

𝐿2

𝑄2
𝑝2~𝑙2~𝜆2𝑄2

任意一个矢量可以投影到 𝒏+ , 𝒏−方向，以及垂直方向：

𝑝𝜇 = ( 𝑛+∙ 𝑝)
𝑛−
𝜇

2
+ ( 𝑛−∙ 𝑝)

𝑛+
𝜇

2
+ 𝑝⊥

𝜇
≡ 𝑝+

𝜇
+ 𝑝−

𝜇 + 𝑝⊥
𝜇

进行光锥投影可以将动量等矢量各分量的不同幂次展示出来：

𝑝2 = ( 𝑛+∙ 𝑝)( 𝑛−∙ 𝑝) + 𝑝⊥
2

𝑝 ∙ 𝑞 = 𝑝+∙ 𝑞− + ( 𝑝−∙ 𝑞+) + 𝑝⊥𝑞⊥

引入幂次展开参数：

可以选择动量方向，使得 𝒑𝝁≈ 𝑸𝒏+
𝝁
/𝟐 , 𝒍𝝁≈ 𝑸𝒏−

𝝁/𝟐 这样动量 𝒑, 𝒍 可以分解为

𝑝𝜇~(𝜆2, 1, 𝜆)𝑄 , 𝑙𝜇~(1, 𝜆2, 𝜆)𝑄

hard : 𝑘𝜇 ~ ( 1, 1, 1)𝑄

soft  :  𝑘𝜇 ~ ( 𝜆2, 𝜆2, 𝜆2)𝑄

collinear ( 𝑝 ): 𝑘𝜇 ~ ( 𝜆2, 1, 𝜆 )𝑄

collinear ( 𝑙 ): 𝑘𝜇 ~ ( 1, 𝜆2, 𝜆 )𝑄

方便标记，引入：
𝑝𝜇 = ( 𝑛+∙ 𝑝, 𝑛−∙ 𝑝, 𝑝⊥

𝜇
)
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当被积动量属于 hard region 时，显然 𝒌𝟐~𝝀𝟎𝑸𝟐 ，另外两个传播子可展开为：

(𝑘 + 𝑙)2= 𝑘2 + 2( 𝑘+∙ 𝑙−+ 𝑘− ∙ 𝑙++ 𝑘⊥ ∙ 𝑙⊥) + 𝑙2

= 𝑘2 + 2 𝑘− ∙ 𝑙++𝒪(𝜆)

(𝑘 + 𝑝)2= 𝑘2 + 2 𝑘+ ∙ 𝑝−+𝒪(𝜆)

𝒪(1) 𝒪(𝜆)𝒪(1)𝒪(𝜆2) 𝒪(𝜆2)

该区域对积分贡献为：

𝐼 = 𝑖𝜋𝑑/2𝜇4−𝑑න𝑑𝑑 𝑘
1

(𝑘2 + 𝑖𝜖)(𝑘2 + 2 𝑘− ∙ 𝑙++𝑖𝜖)(𝑘
2 + 𝑘+∙ 𝑝−+𝑖𝜖)

积分结果为：

𝐼ℎ =
𝛤(1 + 𝜀)

2𝑙+∙ 𝑝−

𝛤(−𝜀)

𝛤(1 − 2𝜀)
(

𝜇2

2 𝑙+ ∙ 𝑝−
)𝜀

=
𝛤(1 + 𝜀)

𝑄2 (
1

𝜀2
+
1

𝜀
𝑙𝑛
𝜇2

𝑄2 +
1

2
𝑙𝑛2

𝜇2

𝑄2 −
𝜋2

6
) + 𝒪(𝜀)

(其中极点来自IR region)
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与 𝒑 平行的 region，𝒌𝝁 ~ ( 𝝀𝟐, 𝟏, 𝝀 )𝑸， 𝒌𝟐~𝝀𝟐𝑸𝟐

(𝑘 + 𝑙)2= 2 𝑘− ∙ 𝑙++𝒪(𝜆
2)， (𝑘 + 𝑝)2= 𝒪(𝜆2)

该区域对积分贡献为：

𝐼𝑐 = 𝑖𝜋𝑑/2𝜇4−𝑑න𝑑𝑑 𝑘
1

(𝑘2 + 𝑖𝜖)(2 𝑘− ∙ 𝑙++𝑖𝜖)[(𝑘 + 𝑝)2 + 𝑖𝜖]

整个积分结果正比于𝑷−𝟐𝜺。与 𝒍平行的 region 给出的贡献可由上式将 𝑷𝟐

替换成 𝑳𝟐

= −
𝛤(1 + 𝜀)

2𝑙+∙ 𝑝−

𝛤2(−𝜀)

𝛤(1 − 2𝜀)
(
𝜇2

𝑃2
)𝜀

=
𝛤(1 + 𝜀)

𝑄2
(−

1

𝜀2
−
1

𝜀
𝑙𝑛
𝜇2

𝑃2
−
1

2
𝑙𝑛2

𝜇2

𝑃2
+
𝜋2

6
) + 𝒪(𝜀)

对于 soft region ，所有的动量分量都是 𝝀𝟐

𝑘2 = 𝒪(𝜆4)， (𝑘 + 𝑙)2= 2 𝑘− ∙ 𝑙++𝑙
2 + 𝒪(𝜆3)， (𝑘 + 𝑝)2= 2 𝑘+ ∙ 𝑝−+𝑝

2 + 𝒪(𝜆3)
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𝐼𝑠 = 𝑖𝜋𝑑/2𝜇4−𝑑න𝑑𝑑 𝑘
1

(𝑘2 + 𝑖𝜖)(2 𝑘− ∙ 𝑙++𝑙
2 + 𝑖𝜖)[2 𝑘+ ∙ 𝑝−+𝑝

2 + 𝑖𝜖]

= −
𝛤(1 + 𝜀)

2𝑙+∙ 𝑝−
𝛤(𝜀)𝛤(−𝜀)(

2𝑙+∙ 𝑝−𝜇
2

𝐿2𝑃2
)𝜀

=
𝛤(1 + 𝜀)

𝑄2
(
1

𝜀2
+
1

𝜀
𝑙𝑛
𝜇2𝑄2

𝐿2𝑃2
+
1

2
𝑙𝑛2

𝜇2𝑄2

𝐿2𝑃2
+
𝜋2

6
) + 𝒪(𝜀)

𝐼ℎ + 𝐼𝑐 + 𝐼 ҧ𝑐 + 𝐼𝑠 =
1

𝑄2
(𝑙𝑛

𝑄2

𝐿2
𝑙𝑛
𝑄2

𝑃2
+
𝜋2

3
) + 𝒪(𝜆)

𝐼ℎ =
𝛤(1 + 𝜀)

𝑄2
(
1

𝜀2
+
1

𝜀
𝑙𝑛
𝜇2

𝑄2
+
1

2
𝑙𝑛2

𝜇2

𝑄2
−
𝜋2

6
) + 𝒪(𝜀)

𝐼𝑐 =
𝛤(1 + 𝜀)

𝑄2
(−

1

𝜀2
−
1

𝜀
𝑙𝑛
𝜇2

𝑃2
−
1

2
𝑙𝑛2

𝜇2

𝑃2
+
𝜋2

6
) + 𝒪(𝜀)

𝐼 ҧ𝑐 =
𝛤(1 + 𝜀)

𝑄2
(−

1

𝜀2
−
1

𝜀
𝑙𝑛
𝜇2

𝐿2
−
1

2
𝑙𝑛2

𝜇2

𝐿2
+
𝜋2

6
) + 𝒪(𝜀)

𝐼𝑠 =
𝛤(1 + 𝜀)

𝑄2
(
1

𝜀2
+
1

𝜀
𝑙𝑛
𝜇2𝑄2

𝐿2𝑃2
+
1

2
𝑙𝑛2

𝜇2𝑄2

𝐿2𝑃2
+
𝜋2

6
) + 𝒪(𝜀)

(其中极点来自UV region)
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1. 动量积分区域展开思想

2. 二维标量粒子的自能修正

3. 无质量粒子的顶点修正

4. 具有相等非零质量的单圈费曼图

目
录
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具有相等非零质量的单圈费曼图

该图贡献的费曼传播子积分形式为：

𝐹(𝑞2, 𝑦 ∶ 𝑑) = න
𝑑𝑑𝑘

[(
𝑞
2
+ 𝑘)2 −𝑚2][(

𝑞
2
− 𝑘)2 −𝑚2]

在NRQCD框架下：

hard : ( 𝑘0 , 𝒌 ) ~ ( 𝑚 ,𝑚 )

soft : ( 𝑘0 , 𝒌 ) ~ ( 𝑚𝑣 ,𝑚𝑣 )

potential : ( 𝑘0 , 𝒌 ) ~ ( 𝑚𝑣2 , 𝑚𝑣 )

altrasoft : ( 𝑘0 , 𝒌 ) ~ ( 𝑚𝑣2 , 𝑚𝑣2 )
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具有相等非零质量的单圈费曼图

该图贡献的费曼传播子积分形式为：

𝐹(𝑞2, 𝑦 ∶ 𝑑) ≡ න
𝑑𝑑𝑘

[(
𝑞
2
+ 𝑘)2 −𝑚2][(

𝑞
2
− 𝑘)2 −𝑚2]

小量展开参数定义为 𝑦 = 𝑚2 −
𝑞2

4
, 以 𝜆~

y

𝑞
≪ 1 作为展开参数

hard ~ ( 𝑘0 , 𝒌 )~(𝑞 , 𝑞)
soft ∶ ( 𝑘0 , 𝒌 ) ~( 𝑦 , 𝑦)~(𝜆𝑞 , 𝜆𝑞)

potential : ( 𝑘0 , 𝒌 ) ~ (
𝑦

𝑞2
, 𝑦 )~(𝜆2𝑞 , 𝜆𝑞)

altrasoft : ( 𝑘0 , 𝒌 ) ~ (
𝑦

𝑞2
,
𝑦

𝑞2
)~(𝜆2𝑞 , 𝜆2𝑞)

= න
𝑑𝑑𝑘

(𝑘2 + 𝑞 ∙ 𝑘 +
𝑞2

4
−𝑚2)(𝑘2 − 𝑞 ∙ 𝑘 +

𝑞2

4
−𝑚2)
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𝐹(ℎ) = න𝑑𝑑𝑘
1

[𝑘2 + 𝑞 ∙ 𝑘 − 𝑦][𝑘2 − 𝑞 ∙ 𝑘 − 𝑦]

= න
𝑑𝑑𝑘

[𝑘2 + 𝑞 ∙ 𝑘][𝑘2 − 𝑞 ∙ 𝑘]
+ ⋯

= 𝑖𝜋𝑑/2
4

𝑞2

𝜀

෍

𝑛=0

∞
𝛤(𝑛 + 𝜀)

𝑛! (1 − 2𝜀 − 2𝑛)

−4𝑦

𝑞2

2

𝐹(𝑠) = න𝑑𝑑𝑘
1

[𝑞 ∙ 𝑘 + 𝑖0][−𝑞 ∙ 𝑘 + 𝑖0]
+⋯

= −න𝑑𝑑𝑘
1

[𝑞 ∙ 𝑘 + 𝑖0][−𝑞 ∙ 𝑘 − 𝑖0]
+⋯ = 0

𝐹(𝑢𝑠) = න𝑑𝑑𝑘
1

[𝑞 ∙ 𝑘 − 𝑦 + 𝑖0][𝑞 ∙ 𝑘 + 𝑦 − 𝑖0]
+⋯ = 0
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𝐹(𝑝) = න
𝑑𝑘0𝑑

𝑑−1𝒌

[𝒌2 − 𝑘0
2 + 𝑞0 ∙ 𝑘0 + 𝑦 − 𝑖0][𝒌2 − 𝑘0

2 − 𝑞0 ∙ 𝑘0 + 𝑦 − 𝑖0]

Keeping in mind the non-relativistic flavour of the problem. q= {𝑞0 , 𝟎}

= න
𝑑𝑘0𝑑

𝑑−1𝒌

[𝒌2 + 𝑞0 ∙ 𝑘0 + 𝑦 − 𝑖0][𝒌2 − 𝑞0 ∙ 𝑘0 + 𝑦 − 𝑖0]
+ ⋯

=
𝑖𝜋

𝑞2
න

𝑑𝑑−1𝒌

(𝒌2 + 𝑦)
= 𝑖𝜋𝑑/2𝛤(𝜀 − 1/2)

𝜋𝑦

𝑞2
𝑦−𝜀

𝐹(𝑝) = 𝑖𝜋𝑑/2𝛤(𝜀 − 1/2)
𝜋𝑦

𝑞2
𝑦−𝜀
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𝐹(𝑞2, 𝑦 ∶ 𝑑) = 𝑖𝜋𝑑/2𝛤(𝜀)𝑦−𝜀 2𝐹1(
1

2
, 𝜀;

3

2
;−

𝑞2

4𝑦
)

2𝐹1(𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧)

=
𝛤(𝑐)𝛤(𝑏 − 𝑎)

𝛤(𝑏)𝛤(𝑐 − 𝑎)
(−𝑧)−𝑎 2𝐹1(𝑎, 1 − 𝑐 + 𝑎; 1 − 𝑏 + 𝑎;

1

𝑧
)

+
𝛤(𝑐)𝛤(𝑎 − 𝑏)

𝛤(𝑎)𝛤(𝑐 − 𝑏)
(−𝑧)−𝑏 2𝐹1(𝑏, 1 − 𝑐 + 𝑏; 1 − 𝑎 + 𝑏;

1

𝑧
)
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优点：1、简化计算
2、分离积分中的各种标度，方便研究某一特定问题。
3、对物理理解更为清晰。例如直观的得到一个圈积分

的紫外或者红外发散行为。
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文献分享
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30

费米子和电磁场的相互作用项描述：

其中E和B分别表示(色)电场和(色)磁场的场强

重夸克偶素的电磁跃迁

从NRQCD的拉氏量出发

𝑀(1)为光子从质量为𝑚1，电荷为𝑒1的夸克𝑄1发射出的振幅，𝑀(2)为光子从质量为
𝑚2电荷为−𝑒2 的夸克𝑄2发射出的振幅，

𝑫 = 𝛻 − 𝑖𝑔𝑠𝑨𝑎𝑡
𝑎 + 𝑖𝑒𝑨𝑒𝑚 (规范群为𝑆𝑈(3) × 𝑈(1))
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31

重夸克偶素的电磁跃迁

电偶极跃迁E1的选择定则:

磁偶极跃迁M1的选择定则:

例子：𝜒𝑐1(
3𝑃1) → 𝐽/𝜓(3𝑆1)𝛾

例子：𝐽/𝜓(3𝑆1) → 𝜂𝑐(
1𝑆0)𝛾

自旋不变 ∆𝑆 = 0
轨道角动量∆𝐿 = ±1
总角动量∆𝐽 = 0,±1
P宇称改变

轨道角动量∆𝐿 = 0
总角动量∆𝐽 = 0,±1
P宇称不变

自旋改变 ∆𝑆 = 1
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Υ 3S → 𝜂𝑏 + 𝛾 光子的动量：𝑘 = 920𝑀𝑒𝑉

典型半径为:  𝑟~
1

𝑚𝑣
~ 833𝑀eV −1 , 𝑘𝑟~1

传统算电磁跃迁用的多级矩展开中：𝑘~𝑚𝑣2,          𝑘𝑟~𝑣 ≪ 1

在Υ 3S → 𝜂𝑏 + 𝛾过程中，𝑘𝑟~1，多极矩展开在这里明显就失效。

该过程 𝑘的动量不应视为处于𝑎𝑙𝑡𝑟𝑎𝑠𝑜𝑓𝑡 𝑟𝑒𝑔𝑖𝑜𝑛
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T H AN K YOU
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静电势的多极矩展开
(multipole expansion)

37

𝑑

𝜃
Ԧ𝑟

Ԧ𝑎

𝑅 test charge

Localized electric charge
distribution with density 𝜌(Ԧ𝑟).

源的尺寸为𝑑

scale hierarchy:

𝑑 ≪ 𝑅

𝜌(Ԧ𝑟)
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静电势的多极矩展开
(multipole expansion)

38

𝑉 = න𝑑3 𝑟
𝜌( 𝑟 )

| Ԧ𝑎|
= න𝑑3𝑟

𝜌( 𝑟 )

𝑅2 + 2𝑅𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑅2
非常复杂！

但利用 𝑟 ∼ 𝑑 ≪ 𝑅，做Taylor expansion in 
𝑟

𝑅
.

𝑉 ≈ ෍

𝑛=0

∞
1

𝑅𝑛+1
න𝑑3𝑟 𝑟𝑛𝜌( 𝑟 )𝑃𝑛(𝑐𝑜𝑠𝜃)

=
𝑞

𝑅
+

𝑝

𝑅2
+

𝑄

𝑅3
+⋯

mono pole/charge dipole quadrupole

级数收敛很快

Long-distance physics only sensitive to bulk properties :     q, p, Q, ...

Wilson系数


