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1 研究动机

重大科学难题：非微扰物理量难以计算，
是世纪难题

现有的非微扰方法各有优缺点

格点QCD(LQCD)：第一性原理的计算方法，但需要

超级计算机且对激发态等物理量计算难度大。

其他方法：如QCD求和规则、Dyson-Schwinger方程

等在某些方面都很成功，但却有一定的模型依赖性。

唯象方法预言能力有限。
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图1：高能微扰与低能非微扰

发展反问题方法计算非微扰物理量

夸克禁闭和新物理……



2 反问题介绍

基于量子场论的色散关系，通过已知的微扰计算反解未知的非微扰物理量：

熊傲昇（兰州大学）

已知积分结果求被积函数需要用到反问题理论。 H.N.Li, H.U, F.R.Xu, F.S.Yu, Phys.Lett.B 810(2020)

4

关联函数具有解析性；

复变函数的柯西公式；

以简单的色散关系为例，其余类似；
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2 反问题介绍

反问题理论是成熟的数学分支领域：

熊傲昇（兰州大学） 5

与反问题对比的是正问题；

1950年左右发展至今；

在众多重要的前沿科学领域中广泛运用；

线性方程组的求解、地质探勘、缪子成像、CT……

反问题理论处处可见，且具有独特的性质：

线性方程组求解问题；解存在唯一？

正问题：𝐾𝑥 = 𝑦；

反问题：𝑥 = 𝐾−1𝑦；

输入数据存在一点点误差就会导致解发生巨大变化！解不稳定！
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3 适定性研究

熊傲昇（兰州大学）

适定性是研究反问题的基础：

න
𝑎

𝑏 𝑓 𝑥

𝑦 − 𝑥
𝑑𝑥 = 𝑔 𝑦 , 𝑦 ∈ 𝑐, 𝑑 , 𝑐 > 𝑏色散关系的算子方程:𝑲:𝑭 → 𝑮

若上述有一个条件不满足，就称该问题是不适定问题。

6

正问题：𝐾𝑓 = 𝑔 反问题：𝑓 = 𝐾−1𝑔
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3 适定性研究

熊傲昇（兰州大学）

解的存在性：

න
𝑎

𝑏 𝑓 𝑥

𝑦 − 𝑥
𝑑𝑥 = 𝑔 𝑦 , 𝑦 ∈ 𝑐, 𝑑 , 𝑐 > 𝑏
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3 适定性研究

熊傲昇（兰州大学）

解的存在性：

න
𝑎

𝑏 𝑓 𝑥

𝑦 − 𝑥
𝑑𝑥 = 𝑔 𝑦 , 𝑦 ∈ 𝑐, 𝑑 , 𝑐 > 𝑏

解的唯一性：
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3 适定性研究

熊傲昇（兰州大学）

解的存在性：

න
𝑎

𝑏 𝑓 𝑥

𝑦 − 𝑥
𝑑𝑥 = 𝑔 𝑦 , 𝑦 ∈ 𝑐, 𝑑 , 𝑐 > 𝑏

解的唯一性： 解的稳定性：

不稳定性是求解该反问题的难题！

实际物理中，数据一定存在误差： 𝒈𝜹 − 𝒈
𝑳𝟐
≤ 𝜹
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4 正则化方法

熊傲昇（兰州大学）

正则化算子：
Andreas Kirsch.2011

构造一族正则化算子𝑅𝛼去逼近𝐾−1,即可克服不稳定性。

数据一定存在误差且问题具有不稳定性，故不能直接求解𝑓𝛿 = 𝐾−1𝑔𝛿

目标：求解𝑲𝒇 = 𝒈

正则化解𝒇𝜶
𝜹 = 𝑹𝜶𝒈

𝜹与真解𝒇的估计：
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4 正则化方法

熊傲昇（兰州大学）

Tikhonov正则化方法：

➢ 第一项可看作𝜒2拟合，第二项是罚项；

➢ 罚项的形式可根据实际问题做改进：𝐻1、TV、𝐿1……

➢ 𝛼 > 0是正则化参数，对结果有影响，不能过大或过小，但可被严格选取。

Y.X.Zhang 2017

X.B.Yan 2018

X.B.Yan 2021

Tikhonov正则化对应的正则化算子：𝑹𝜶 = 𝑲∗𝑲+ 𝜶𝑰 −𝟏𝑲∗, 𝒇𝜶
𝜹 = 𝑹𝜶𝒈

𝜹

正则化解和真解的估计： 先验信息：𝑓 = 𝐾∗𝑣, 𝑣 ∈ 𝐺, 𝑣
𝐺
≤ 𝐸

令𝛼 = 𝛿/𝐸，则有 𝑓𝛼
𝛿 − 𝑓

𝐹
≤ 𝛿𝐸 → 0, 𝑎𝑠 𝛿 → 0

➢ 当误差趋于零时，正则

化解一定能收敛到真解；

➢ 误差可以系统性控制。
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离散正则化方法：选取合适的基底对积分方程做离散，并选取合适

的离散维数，即可自动起到正则化效果。



4 正则化方法

熊傲昇（兰州大学）

正则化参数选取方法：

先验选取：理论上清楚展示正则化方法的收敛性；

后验选取：实际计算中方便运用，知道输入数据或误差即可。

L-curve法：

𝑓𝛼
𝛿

𝐹
和| 𝐾𝑓𝛼

𝛿 − 𝑔𝛿 |同时达到最小
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5 数值结果

熊傲昇（兰州大学）

正则化方法的有效性

➢ 经典方法用有限元展开直接求逆，结果不稳定

➢ 正则化参数𝛼的不能过大也不能过小，与理论
预期一致；

➢ 正则化参数存在很大的平台，跨越多个量级；

➢ 正则化方法可以很好地解决色散关系的反问题。
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正则化方法



5 数值结果

熊傲昇（兰州大学）

Tikhonov正则化方法和L-curve法的结果：

输入误差分别为30%，10%，1%；

玩具模型均能够很好地反演；

随着输入误差降低，解的误差也

逐渐降低，误差水平基本一致
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6 物理运用

熊傲昇（兰州大学）

经典的QCDSR：
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经典的QCDSR： 色散关系的反问题方法：

➢ 激发态难以计算

➢ 夸克强子对偶难以克服

➢ 激发态和连续谱均能直接计算；

➢ 避免夸克强子对偶，系统误差可被控制

运用先验信息，瞄准激发态衰变常数：



6 物理运用

熊傲昇（兰州大学）

反问题方法计算𝝅介子及其激发态衰变常数：

16

➢ 结果与实验一致，使用LO输入

➢ 激发态可以被计算；

➢ 不确定性被系统性控制；

➢ 系统误差可被持续性改进：高阶修正。
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7 总结

熊傲昇（兰州大学）

反问题方法的优势：

1.基于严谨的数学框架，能够系统性地控制误差；

2.不需要过大的计算资源；

3.能够计算全部非微扰能区、激发态等；

4.针对具体问题可进行改进；输入精度提高，结果

会持续变好；选取不同的正则化方法针对不同问题

5.可以与实验数据或格点QCD等其他方法结合并互补；

17

方法正在起步，一切即将开始！
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反问题方法的局限？ 输入误差和真解形状



8 附录

熊傲昇（兰州大学）

න
𝑎

𝑏 𝑓 𝑥

𝑦 − 𝑥
𝑑𝑥 = 𝑔 𝑦 , 𝑦 ∈ 𝑐, 𝑑 , 𝑐 > 𝑏Toy Models:

开始使用最简单的正则化方法：Tikhonov正则化方法和L曲线法。

数学和应用是简单清楚的，有助于后续进一步发展。
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下述可展示反问题的性质并与真实的物理接近：



8 附录

熊傲昇（兰州大学）

使用经典方法的结果：使用有限元展开求逆

清楚地验证了问题的不稳定性；

无法使用经典的方法求解，必须要使用正则化方法。
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8 附录

熊傲昇（兰州大学）

对正则化参数进行遍历：

正则化参数𝛼的不能过大也不能过小，与理论预期一致；

正则化参数存在很大的平台，跨越多个量级；

L-curve曲线法可以较好地选取；

正则化方法可以很好地解决色散关系的反问题。
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8 附录

熊傲昇（兰州大学） *

不稳定：输入数据存在一点点误差就会导致解发生巨大变化！

逆矩阵𝐾−1会极大地放大误差；

在连续极限下，𝐾−1无界趋于无穷；

上述问题均称为不适定问题。

色散关系的反问题：经典的反问题

色散关系的反问题是否为不适定问题！？！

第二十一届全国重味物理与CP破坏研讨会



8 附录

熊傲昇（兰州大学）

Tikhonov正则化方法和L-curve法的结果：

输入误差分别为30%，10%，1%；

Model 1能够很好地反演，而Model 2和

Model 3的反演效果不是特别好；

可对正则化方法进行不断改进。

随着输入误差降低，解的误差也

逐渐降低，误差水平基本一致

积分方程将解磨平
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8 附录

熊傲昇（兰州大学）

改进1：限制解的空间： 𝒇
𝑳𝟐
𝟐
→ 𝒇

𝑯𝟏

𝟐
改进2：运用迭代，将每次反演的结果保存

并作为下次迭代的先验信息
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8 附录

熊傲昇（兰州大学） *

正则化参数𝜶的平台
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阶段标度𝚲的平台


