
横向束流动力学

第六节

苑尧硕
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• 假设全环由N个加速周期节组成，每个周期节长度L, 由n个磁铁元件组成

中国散裂中子源快循环同步环
由四个周期节组成

• 注意：传输矩阵运算中元件的顺序与束流线中的
排列顺序相反
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上节回顾

➢ 加速器中n个元件的传输矩阵

)|()|()|( 011202 ssMssMssM =➢ 线性传输：

➢ 传输矩阵运算满足结合律

➢ 传输矩阵运算不满足交换律



➢ doublet结构：长度为L 的漂移段分隔开的两个四极磁铁
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➢ 如果f1,f2 在水平和垂直方向上的符号相反，可以实现在水平和垂直两个方向上聚焦。
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上节回顾

➢ 二极磁铁的边缘聚集效应
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束流（粒子）垂直入射二极磁铁 束流（粒子）入射二极磁铁有偏角

扇形二极磁铁 矩形二极磁铁
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➢ 二极磁铁的边缘场效应
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• 水平方向边缘散焦

• 垂直方向边缘聚焦
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➢ 考虑边缘聚焦效应后，矩形二极磁铁在水平方向整体表现为纯的偏转作用

而在垂直方向仍表现为聚焦作用
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➢ 矩形二极磁铁的总的传输矩阵
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✓ 矩形二极磁铁表现为纯的偏转力

上节回顾



本节内容

➢ 粒子传输稳定性条件

➢ Twiss参数

➢ 相椭圆、发射度与接受度



粒子传输的稳定性条件

➢ 例1 证明希尔方程

其朗斯基行列式满足：
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粒子传输的稳定性条件

➢ 例1 证明希尔方程

其朗斯基行列式满足：
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➢ 证明：希尔方程的解为
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粒子传输的稳定性条件

稳定平衡 不稳定平衡

➢ 假设某环形加速器由P个长度为L的周期性加速
结构组成，粒子在环中运行一圈的传输矩阵为
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➢ 粒子经过m圈的传输矩阵为
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➢ 设二维矩阵M的两个特征值为 和 ， 和 为对应的特征向量1 2

对传输矩阵M（加速器的
物理设计）有什么要求？
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粒子传输的稳定性条件

➢ 设二维矩阵M的两个特征值为 和 ，则有
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则两个特征值可表示为

为实数的充要条件为 2)( MTrace

➢ 令 )cos()( =MTrace  ie=1

 ie−=2

Φ为betatron相移
，

Φ为实数 |Trace(M)|≤2 

Φ为复数 |Trace(M)|≥2



粒子传输的稳定性条件

➢ 线性系统的稳定性条件与初值（x0,x0’）无关，与加速器的结构有关
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Twiss参数

• 从希尔方程出发

0)('' =+ zsKz )()( sKLsK =+

• 其解的形式可写为
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➢ Floquet定理
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Twiss参数
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提示：解的形式为



Twiss参数
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➢ 例2 （本节课后作业）证明：由s1到s2的传输矩阵可表示为

其中在s1处， ，在s2 处，11)(  =s
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提示：希尔方程任意解可表示为 )()()( siesasz = )(* )()( siesasz  −= 的线性叠加和



Twiss参数

➢ 对传输矩阵M(s2|s1)应用周期性条件，令s2=s1+L, 则有
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➢ 传输矩阵M(s2|s1)
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Twiss参数

➢ 若定义
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Twiss参数

➢ 练习：
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Twiss参数

➢ 其解的形式

)()()( siesasz = )(* )()( siesasz  −=

➢ 希尔方程
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➢ Twiss参数是描述机器属性的一组参数，与粒子的状态无关
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Twiss参数
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➢ 例3  一个doublet结构由强度相同的一个聚焦四极磁铁和一个散焦四极磁铁组成{QF  O DF}，
求粒子经过这段doulblet的betatron相移



Twiss参数

解：

对比

可知
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➢ 例3  一个doublet结构由强度相同的一个聚焦四极磁铁和一个散焦四极磁铁组成{QF  O DF}，
求粒子经过这段doulblet的betatron相移
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Twiss参数

➢ 例4   证明： 一般地，s1到s2的传输矩阵可用Twiss参数表示为
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➢ 例4  证明： 一般地，s1到s2的传输矩阵可用Twiss参数表示为
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Twiss参数

➢ 例5  求FODO结构 {QF/2  O  QD  O  QF/2} 的Twiss参数
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➢ 例5  求FODO结构 {QF/2  O  QD  O  QF/2} 的Twiss参数















−













































−= 1
2

1
01

10

1

1
1

01

10

1

1
2

1
01

00

f

l

f

l

f

M FODO





















−







−−









+−

=

2

2

00

2

0

2

0
02

2

0

2
1

2
1

2

2
12

2
1

f

l

f

l

f

l

f

l
l

f

l



Twiss参数
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➢ 计算结果为该FODO结构入口处和出口处的Twiss参数

和



Twiss参数

{QF/2  O  QD  O  QF/2} {QD/2  O  QF  O  QD/2}

求在QD出口处的Twiss参数（β，α，γ）
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➢ 作业 已知一个FODO结构 {QF/2  O  QD  O  QF/2}的传输矩阵为



工作点

➢ 经过长度为L的周期性加速结构的betatron的相移为
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➢ 若环形加速器的周长为L，包含P个周期性加速器结构，则经过全环的相移为
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➢ 工作点Q可定义为
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➢ 工作点的调节和优化对加速器的运行有着关键作用
散裂中子源水平和垂直工作点



相椭圆
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➢ 再回到希尔方程

其解为

 zzzz ssAszsszs  +−=+ )(sin)()(')()()(则

( ) 
222 ' zAzzz =++

2

)('
)(

s
s


 −=

)(

)(1
)(

2

s

s
s






+
=

)(')()(')()(2)()( 222
szsszszsszsAz  ++=可得

 zzzz ssAsz  += )(cos)()(

Twiss参数 Betatron相位



相椭圆
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相椭圆

➢ 每一个粒子对应一个相椭圆，相椭圆的面积保持不变

➢ 在某位置处，一个粒子在相空间中是一个点，在经过2π，为其运动轨迹为一闭合的相椭圆

➢ 不同的粒子对应的相椭圆的面积不同

➢ 在某位置处，一群粒子构成的束流在相空间中占据一个椭圆，这个椭圆的面积称为束流的发射度

很多粒子情形

➢ 在线性元件构成的环形加速器中，束流的（面积）发射度不变------刘维定理



束流的发射度

K-V分布 高斯分布

➢ 束流的发射度的面积是由离子源决定的

➢ 束流的发射度的面积是由离子源决定的



束流的包络与单粒子的运动

束流的发射度



束流的发射度

➢ 单粒子由 描述)',,',( yyxx

➢ 两个粒子由 和 描述)',,',( 1111 yyxx )',,',( 2222 yyxx

➢ n个粒子?

➢ n10个粒子??



➢ 一阶矩（平均值）

束流的发射度

<xi>和<yi>的物理意义：束流（横截面）的中心

➢ 描述束流参数的物理量
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➢ 二阶矩
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物理意义：束流rms横向尺寸



➢ 利用二阶矩，可以定义方均根（rms）发射度

束流的发射度

➢ 在线性元件传输过程中，发射度的面积是不变的

束流在经历环形加速器中的不同元件时束流相空间椭圆形状（发射度）的变化

2

', ' xxxxxrms  −=



色散效应

➢ Betatron运动方程
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简化条件：1.只有二极磁铁和四极磁铁
2. 动量 p=p0 (无能散)

➢ Hill（希尔）方程
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色散效应

➢ 实际束流中的粒子的动量是不同的，即束流具有能散或动量分散

➢ 通常束流的动量散度 3
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➢ 当考虑动量分散时，
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