
横向束流动力学

第七节

苑尧硕



上节回顾

➢ 粒子传输的稳定性

• 粒子的初始坐标可写为
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上节回顾

➢ Twiss参数的导出和定义

0)('' =+ zsKz

解的形式可写为

 zzzz ssAsz  += )(cos)()(

Twiss参数 Betatron相位
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• 从希尔方程出发



上节回顾

➢ 经过一个加速周期后的传输矩阵M变为

)(s• 为betatron振幅函数，简称beta函数

• 为一个加速周期L内betatron振幅相移，简称相移
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本节内容

➢ 工作点

➢ 相椭圆、发射度与接受度

➢ 色散效应

➢ Twiss参数计算练习



Twiss参数的计算
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➢ 例1  一个doublet结构由强度相同的一个聚焦四极磁铁和一个散焦四极磁铁组成{QF  O DF}，
求粒子经过这段doulblet的betatron相移



解：

对比

可知
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➢ 例1  一个doublet结构由强度相同的一个聚焦四极磁铁和一个散焦四极磁铁组成{QF  O DF}，
求粒子经过这段doulblet的betatron相移
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➢ 例2   证明： 一般地，s1到s2的传输矩阵可用Twiss参数表示为
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➢ 例2  证明： 一般地，s1到s2的传输矩阵可用Twiss参数表示为
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➢ 例3  求FODO结构 {QF/2  O  QD  O  QF/2} 的Twiss参数

Twiss参数的计算



➢ 例3  求FODO结构 {QF/2  O  QD  O  QF/2} 的Twiss参数
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➢ 计算结果为该FODO结构入口处和出口处的Twiss参数

和

Twiss参数的计算



工作点

➢ 经过长度为L的周期性加速结构的betatron的相移为
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➢ 若环形加速器的周长为L，包含N个周期性加速器结构，则经过全环的相移为
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➢ 工作点Qz可定义为(全环的Betatron相移)
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➢ 工作点的调节和优化对加速器的运行有着关键作用 散裂中子源RCS环的水平和垂直工作点



相椭圆

0)('' =+ zsKz )()( sKLsK =+

➢ 回到希尔方程

其解为  zzzz ssAsz  += )(cos)()(

Twiss参数 Betatron相位

➢ 求不变量 表示形式
zA



相椭圆

0)('' =+ zsKz )()( sKLsK =+

➢ 从希尔方程出发，

其解为
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相椭圆
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相椭圆

✓ 每一个粒子的一个周期的运动对应一个闭合的相椭圆，相椭圆的面积保持不变

✓ 粒子在某一位置处的运动状态表示为一个点

✓ 不同的粒子对应的相椭圆的面积不同

✓ 在某位置处，一群粒子构成的束流在相空间中占据一个椭圆，这个椭圆的面积称为束流的发射度

多粒子情形

➢ 在相空间中，



束流的发射度

K-V分布 高斯分布

➢ 束流的发射度的面积是由离子源决定的

➢ 在线性元件构成的环形加速器中，束流的（面积）发射度不变----刘维尔定理



束流的包络与单粒子的运动

束流的发射度



束流的发射度

➢ 单粒子由 描述)',,',( yyxx

➢ 两个粒子由 和 描述)',,',( 1111 yyxx )',,',( 2222 yyxx

➢ n个粒子?

➢ n10个粒子??



• 一阶矩（平均值）

束流的发射度

一阶矩 的物理意义：束流横截面的中心

➢ 描述束流参数的物理量
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二阶矩的物理意义：束流RMS横向尺寸

RMS:  均方根 (Root Mean Square)
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➢ 利用二阶矩，可以定义均方根（rms）发射度

束流的发射度

➢ 在线性元件传输过程中，发射度的面积是不变的

束流在经历环形加速器中的不同元件时束流相空间椭圆形状（发射度）的变化

2
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色散效应

➢ 自然界中的色散效应是指复色光分解为单色光而形成光谱的现象。由于不同频率的光

具有不同的折射率，各种色光的传播方向会有不同程度的偏折，从而形成光谱。

（图片来自于网络）

三棱镜 彩虹



色散效应

➢ Betatron运动方程
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色散效应

➢ 实际束流中的粒子的动量是不同的，即束流具有能散或动量分散

➢ 通常束流的动量散度 3
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色散效应
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➢ 考虑色散效应后的“希尔方程”
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色散效应
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➢ 忽略色品项，色散方程定义为
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色散效应

➢ 色散函数的矩阵形式
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色散效应

➢ 考虑色散效应后，二极磁铁的传输矩阵为
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色散效应

➢ 例3 一个FODO为{0.5 QF B QD B 0.5QF }构成，求这个FODO结构色散函数

提示：可以利用薄透镜近似



➢ 例3 一个FODO为{0.5 QF B QD B 0.5QF }构成，求这个FODO结构色散函数

提示：可以利用薄透镜近似

解：该FODO结构的传输矩阵可表示为
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➢ 例3 一个FODO为{0.5 QF B QD B 0.5QF }构成，求这个FODO结构色散函数

提示：可以利用薄透镜近似

解：利用色散函数的周期性条件，可得
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➢ 截止目前为理想情况，即各个磁铁元件在加速器中理想地工作

粒子加速器中的误差

• 磁铁没有场误差，也没有安装误差，给磁铁供电的电源也没有纹波误差

➢ 理想粒子（通过磁铁元件中心）的运动轨迹是一个圆环

➢ 非理想粒子围绕理想粒子作betatron振荡运动



粒子加速器中的误差

➢ 在实际的加速器中，由于机械、加工、材料、安装等原因，各种电、磁元件存在各种各样的误差

➢ 误差是不可避免的，各种误差对束流影响的研究就显得尤其重要

➢ 主要讨论：二极磁铁和四极磁铁产生的误差



二极磁铁的误差效应

➢ 二极铁的磁场误差：角度的偏转

➢ 设想在加速器某处存在一个二极铁的磁场误差ΔB, 其对粒子的偏角作用（kick）可写为

 BBdt /=

➢ 在磁场误差的存在下，粒子的运行形成了新的闭合轨道
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• 其中M为全环的理想传输矩阵

• 经过误差前 • 经过误差后
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➢ 带有误差的全环传输矩阵方程可写为
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二极磁铁的误差效应
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➢ 将理想的全环传输矩阵

➢ 代入
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➢ 可得在误差源处的粒子闭合轨道的坐标为
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二极磁铁的误差效应

➢ 在全环其他位置处的闭合轨道可由以下计算
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• 其中Mx（s|s0）为s0到s的（理想情况的）传输矩阵
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➢ 可得在其他位置的横坐标可表示为
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二极磁铁的误差效应

➢ 二极磁铁误差引起的整数共振

|])()(|cos[
sin2

)()(
)( 0

0
ss

ss
sx 
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
−−=

➢ 当 ，发生整数共振，闭合轨道会无限增长0sin =

➢ 在环形加速器的设计时，应该避免整数工作点

➢ 在工作点为半整数时，可以使二极磁铁的误差最小化



四极磁铁的误差效应

➢ 当有四极磁铁的误差时，Hill方程可写为

0)](['' 0 =++ xskxKx

理想四极磁铁
的聚焦强度

四极磁铁的梯度误差

➢ 四极磁铁的误差有两个效果

相移（工作点）的改变

beta函数包络的改变（beta-beat） 半整数共振



四极磁铁的误差效应(工作点的改变)

➢ 全环的传输矩阵
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➢ 梯度误差的矩阵可写为










−
=

1)(

01
)(

11

1
dssk

sm

• 其中 为在误差源 处的lattice函数值
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➢ 带有四极铁误差后的额全环的传输矩阵为
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➢ 由于误差造成的相移改变为

01110 sin)()(
2

1
coscos  dssks−=− 01110 sin)()(

2

1
sin  dssks−=−

111 )()(
2

1
dssks  111 )()(

4

1

2

1
dssks





 =

四极磁铁的误差效应(工作点的改变)

➢ 若全环存在多处误差源，其综合效果为
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四极磁铁的误差效应(beta-beat)

)|()()|()( 211122 ssMsmsCsMsM +=

)|()|()( 211220 ssMsCsMsM +=• 无误差（理想情况）

• 有误差时

➢ 可得由于在 处的误差，在 处造成的beta函数的变化为2s
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➢ 某一个粒子从一个观察点 出发，经过误差源 ，然后回到 ，这个全环的传输矩阵可写为2s 1s 2s

1s



四极磁铁的误差效应(beta-beat)

➢ 全环中多个误差源，在 处造成的beta函数的变化为2s
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➢ 可写为受迫振荡方程形式

误差源作为驱动力

受迫振荡形式 共振可能存在



四极磁铁的误差效应(半整数共振)

➢ 谐波分析
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四极磁铁的误差效应(半整数共振)

➢ 谐波分析
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➢ 受迫振荡的解的形式为
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➢ 四极磁铁的梯度误差会造成半整数共振

• 环形加速器的设计时应避免半整数工作点



空间电荷效应

➢ 空间电荷力：电荷之间的库仑力和（运动）电荷之间的吸
引力的总和

➢ 空间电荷力和电荷密度成正比，与速度成反比

➢ 对于质子长束流，横向和纵向的耦合可以忽略，采用
“2.5”维的办法分别计算
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