
Dirac 旋量场回顾 手征性与螺旋度 C 变换 Majorana 旋量场

Majorana 旋量场专题
第一节　 Majorana 旋量场基础

余钊焕
中山大学物理学院

https://yzhxxzxy.github.io

B 站账号：行星状星云

第二届江门中微子暑期学校
中国科学院大学杭州高等研究院

2025 年 8 月 17 日至 24 日

余钊焕 （中山大学） Majorana 旋量场基础 1 / 39

https://yzhxxzxy.github.io
https://space.bilibili.com/6888822
https://indico.ihep.ac.cn/event/24727/


Dirac 旋量场回顾 手征性与螺旋度 C 变换 Majorana 旋量场

旋量表示
Dirac 矩阵是一组满足如下反对易关系的 4× 4 矩阵 γµ (µ = 0, 1, 2, 3)：

{γµ, γν} ≡ γµγν + γνγµ = 2gµν 1 = 2gµν

最后一步省略了 4× 4 单位矩阵 1，而 gµν = diag(+1,−1,−1,−1) 是度规的逆
这些 Dirac 矩阵满足

γµγν = 2gµν − γνγµ; γµγν = −γνγµ (µ ̸= ν)

(γ0)2 = 1, (γi)2 = −1, (γ0)† = γ0, (γi)† = −γi

以 Dirac 矩阵的对易子定义一组 4× 4 矩阵 Sµν ≡ i
4
[γµ, γν ] ，则它们满足

Lorentz 代数关系 [Sµν , Sρσ] = i(gνρSµσ − gµρSνσ − gνσSµρ + gµσSνρ)

因而 Sµν 必定是 Lorentz 群某个表示的生成元矩阵
以 Sµν 生成的表示称为旋量表示，它是固有保时向 Lorentz 群 SO↑(1,3) 的一

个投影表示，也是相应覆盖群 SL(2,C) 的一个线性表示
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Dirac 旋量场回顾 手征性与螺旋度 C 变换 Majorana 旋量场

旋量表示中的固有保时向 Lorentz 变换
一组变换参数 ωµν 在 Lorentz 群的矢量表示中生成固有保时向的有限变换

Λ = exp
(
− i
2
ωµνJ µν

)
, (J µν)αβ ≡ i(gµαδνβ − gναδµβ)

这组参数在旋量表示中生成固有保时向的有限变换

D(Λ) = exp
(
− i
2
ωµνSµν

)

从而推出 D−1(Λ)γµD(Λ) = Λµ
νγ

ν ，将此式看作旋量表示中 Dirac 矩阵 γµ

的固有保时向 Lorentz 变换规则，那么 γµ 是一个 Lorentz 矢量

进一步引入 4× 4 矩阵 γ5 ≡ γ5 ≡ iγ0γ1γ2γ3 ，它满足

(γ5)2 = 1, (γ5)† = γ5, {γ5, γµ} = 0
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旋量表示的基底
在固有保时向 Lorentz 变换 D(Λ) 的作用下，有

D−1(Λ) 1D(Λ) = 1, D−1(Λ)γ5D(Λ) = γ5

D−1(Λ)γµD(Λ) = Λµ
νγ

ν , D−1(Λ)γµγ5D(Λ) = Λµ
νγ

νγ5

D−1(Λ)σµνD(Λ) = Λµ
ρΛ

ν
σσ

ρσ, σµν ≡ i
2
[γµ, γν ] = 2Sµν

矢量表示中的宇称变换矩阵是 Pµ
ν = diag(+1,−1,−1,−1)

旋量空间中相应的宇称变换矩阵可定义为 D(P) = γ0 ，从而

D−1(P) 1D(P) = +1, D−1(P)γ5D(P) = −γ5,

D−1(P)γµD(P) = Pµ
νγ

ν , D−1(P)γµγ5D(P) = −Pµ
νγ

νγ5

D−1(P)σµνD(P) = Pµ
αPν

βσ
αβ

可见，集合 {1, γ5, γµ, γµγ5, σµν} 是由标量 1、赝标量 γ5、极矢量 γµ、轴矢量
γµγ5 和 2 阶反对称张量 σµν 组成的，这些矩阵的变换性质各不相同
总共有 16 个线性独立的矩阵，可作为基底展开旋量空间中任意一个 4× 4 矩阵
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Dirac 旋量场
在 Lorentz 群旋量表示空间中，被变换矩阵 D(Λ) 作用的列矢量称为 Dirac 旋量
由于 D(Λ) 是 4× 4 矩阵，Dirac 旋量 ψa 应当具有 4 个分量 (a = 1, 2, 3, 4)

相应的固有保时向 Lorentz 变换为 ψ′
a = Dab(Λ)ψb

隐去旋量指标 a 和 b，上式简化为 ψ′ = D(Λ)ψ

如果 ψa 依赖于时空坐标 xµ，它就成为 Dirac 旋量场 ψa(x)

设固有保时向 Lorentz 变换 Λ 在 Hilbert 空间中诱导出来的线性幺正变换为
|Ψ′⟩ = U(Λ) |Ψ⟩，则矢量场算符 Aµ(x) 的 Lorentz 变换是

A′µ(x′) = U−1(Λ)Aµ(x′)U(Λ) = Λµ
νA

ν(x)

类比于上式，Dirac 旋量场算符 ψa(x) 的 Lorentz 变换形式是

ψ′
a(x

′) = U−1(Λ)ψa(x
′)U(Λ) = Dab(Λ)ψb(x)
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与 Lorentz 变换相关的线性空间

线性空间名称 矢量表示空间 旋量表示空间

维度 4 维 4 维

空间中元素 Lorentz 矢量 Aµ Dirac 旋量 ψa

Lorentz 群生成元 (J µν)αβ ≡ i(gµαδνβ − gναδµβ) Sµν =
i
4
[γµ, γν ]

固有保时向 Lorentz 变换 Λ = exp
(
−

i
2
ωµνJ µν

)
D(Λ) = exp

(
−

i
2
ωµνSµν

)
线性空间名称 Hilbert 空间 场空间

维度 无限维 无限维

空间中元素 态矢 |Ψ⟩ 场 ϕ(x)、Aµ(x)、ψa(x)

Lorentz 群生成元 算符 Jµν L̂µν = i(xµ∂ν − xν∂µ)

固有保时向 Lorentz 变换 U(Λ) = exp
(
−

i
2
ωµνJµν

)
exp

(
−

i
2
ωµν L̂µν

)
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Weyl 表象

利用 Pauli 矩阵 σ1 =

(
1

1

)
, σ2 =

(
−i

i

)
, σ3 =

(
1

−1

)

以 1 表示 2× 2 单位矩阵，将 Dirac 矩阵表示成 2× 2 分块形式：

γ0 =

(
1

1

)
, γi =

(
σi

−σi

)

Dirac 矩阵有多种表示方式，以上表示方式称为 Weyl 表象，也称为手征表象

用单位矩阵 1 和 Pauli 矩阵定义 σµ ≡ (1,σ) 和 σ̄µ ≡ (1,−σ) ，从而

γµ =

(
σµ

σ̄µ

)
, γ5 =

(
−1

1

)

生成元矩阵表达为 Sµν =
i
4
[γµ, γν ] =

i
4

(
σµσ̄ν − σν σ̄µ

σ̄µσν − σ̄νσµ

)
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自旋角动量
旋量表示中的自旋角动量矩阵为

Si =
1

2
εijkSjk =

1

2

(
σi

σi

)

即 Si 是两个 SU(2) 群基础表示生成元 τ i =
σi

2
的直和

因此 Si 所属 SU(2) 群线性表示是两个 SU(2) 基础表示的直和
用自旋角动量矩阵构造的二阶 Casimir 算符为

S2 = SiSi =
1

4

(
σiσi

σiσi

)
=

3

4

(
1

1

)
=

1

2

(
1

2
+ 1

)
14×4 = s(s+ 1)14×4

可见，Dirac 旋量场 ψ(x) 的自旋量子数是 s =
1

2

量子化之后，ψ(x) 描述自旋为 1

2
的粒子
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Dirac 共轭和旋量双线性型

定义 ψ(x) 的 Dirac 共轭 ψ̄(x) ≡ ψ†(x)γ0

由于 D†(Λ)γ0 = γ0D−1(Λ)，ψ̄(x) 的 Lorentz 变换为

ψ̄′(x′) = ψ′†(x′)γ0 = ψ†(x)D†(Λ)γ0 = ψ†(x)γ0D−1(Λ) = ψ̄(x)D−1(Λ)

这样一来，ψ̄(x)ψ(x) 就是一个 Lorentz 标量：

ψ̄′(x′)ψ′(x′) = ψ̄(x)D−1(Λ)D(Λ)ψ(x) = ψ̄(x)ψ(x)

像 ψ̄(x)ψ(x) 这样同时包含 ψ 和 ψ̄ 的量称为旋量双线性型 (spinor bilinear)

利用 ψ̄(x) 还能构造 Lorentz 协变的其它旋量双线性型：
ψ̄(x)iγ5ψ(x) 是 Lorentz 赝标量
ψ̄(x)γµψ(x) 是 Lorentz 极矢量，ψ̄(x)γµγ5ψ(x) 是 Lorentz 轴矢量
ψ̄(x)σµνψ(x) 是 2 阶反对称 Lorentz 张量
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Dirac 方程

Paul Dirac
(1902–1984)

此外，包含时空导数的旋量双线性型 ψ̄(x)γµ∂µψ(x) 是 Lorentz 标量，

ψ̄′(x′)γµ∂′
µψ

′(x′) = ψ̄(x)D−1(Λ)γµD(Λ)(Λ−1)νµ∂νψ(x)

= ψ̄(x)Λµ
ργ

ρ(Λ−1)νµ∂νψ(x) = ψ̄(x)δνργ
ρ∂νψ(x) = ψ̄(x)γµ∂µψ(x)

利用 ψ̄γµ∂µψ 和 ψ̄ψ 写下自由 Dirac 旋量场 ψ(x) 的 Lorentz 不变拉氏量

L = iψ̄γµ∂µψ −mψ̄ψ

其中 m > 0 是 Dirac 旋量场的质量
根据 Euler-Lagrange 方程推出 ψ(x) 的经典运动方程

(iγµ∂µ −m)ψ(x) = 0

上式就是 Dirac 方程，标明旋量指标的形式为
[i(γµ)ab∂µ −mδab]ψb(x) = 0
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Weyl 旋量

在 Weyl 表象中，旋量表示生成元矩阵 Sµν =
i
4

(
σµσ̄ν − σν σ̄µ

σ̄µσν − σ̄νσµ

)
是分块对角的，因而可将旋量表示分解为两个 2 维表示的直和
把四分量 Dirac 旋量场 ψ 分解为两个二分量旋量场 ηL 和 ηR：ψ =

(
ηL

ηR

)
这样的二分量旋量称为 Weyl 旋量
ηL 称为左手 (left-handed) Weyl 旋量，ηR 称为右手 (right-handed) Weyl 旋量

利用 γµ =

(
σµ

σ̄µ

)
将 Dirac 方程化为

0 = (iγµ∂µ −m)ψ =

(
−m iσµ∂µ

iσ̄µ∂µ −m

)(
ηL

ηR

)
=

(
iσµ∂µηR −mηL

iσ̄µ∂µηL −mηR

)

即得两个相互耦合的方程
iσ̄µ∂µηL −mηR = 0

iσµ∂µηR −mηL = 0
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Weyl 方程

Hermann Weyl
(1885–1955)

如果 m = 0，两个方程就各自独立了：

iσ̄µ∂µηL = 0, iσµ∂µηR = 0

这两个独立方程称为 Weyl 方程

可见，非零质量 m 的存在将左手和右手 Weyl 旋量场耦
合起来

自旋角动量矩阵的直和分解 Si =
1

2

(
σi

σi

)
表明

左手和右手 Weyl 旋量各对应于一个 SU(2) 群基础表示

当 m = 0 时，量子化之后的 ηL(x) 和 ηR(x) 各自描述自旋为 1

2
的粒子
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平面波展开式
在 Weyl 表象中，满足 Dirac 方程 (iγµ∂µ −m)ψ(x) = 0 的 Dirac 旋量场平面波

展开式可以表达为

ψ(x, t) =
∫

d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ=±

[
u(p, λ)ap,λe−ip·x + v(p, λ)b†p,λeip·x

]

p 是动量，Ep =
√

|p|2 +m2 是相应的能量，λ = ± 是归一化的螺旋度 (helicity)

ap,λ 是湮灭算符，b†p,λ 是产生算符，而且 ap,λ ̸= bp,λ

平面波旋量系数 u(p, λ) 和 v(p, λ) 取为

u(p, λ) =
(
ω−λ(p)ξλ(p)
ωλ(p)ξλ(p)

)
, v(p, λ) =

(
λωλ(p)ξ−λ(p)

−λω−λ(p)ξ−λ(p)

)

其中 ωλ(p) ≡
√
Ep + λ|p|，二分量螺旋态 ξλ(p) 满足 (p̂ · σ)ξλ(p) = λ ξλ(p)

从而，u(p, λ) 和 v(p, λ) 分别是本征值为 λ 和 −λ 的螺旋度本征态
于是，可以用 a†p,λ 和 b†p,λ 分别产生螺旋度为 λ 的 Dirac 正费米子和反费米子
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Jordan-Wigner 量子化
为得到正定的哈密顿量算符，需采用等时反对易关系进行 Jordan-Wigner 量子化：

{ψa(x, t), πb(y, t)} = iδabδ(3)(x − y), {ψa(x, t), ψb(y, t)} = {πa(x, t), πb(y, t)} = 0

相应的产生湮灭算符反对易关系为

{ap,λ, a
†
q,λ′} = (2π)3δλλ′δ(3)(p − q), {ap,λ, aq,λ′} = {a†p,λ, a

†
q,λ′} = 0

{bp,λ, b
†
q,λ′} = (2π)3δλλ′δ(3)(p − q), {bp,λ, bq,λ′} = {b†p,λ, b

†
q,λ′} = 0

{ap,λ, b
†
q,λ′} = {bp,λ, a

†
q,λ′} = {ap,λ, bq,λ′} = {a†p,λ, b

†
q,λ′} = 0

自由拉氏量 L = iψ̄γµ∂µψ −mψ̄ψ 在 U(1) 整体变换 ψ′(x) = eiqθψ(x) 的作用下
保持不变，即理论具有 U(1) 整体对称性，其中 q 是 Dirac 旋量场携带的 U(1) 荷
由 Noether 定理给出的 U(1) 守恒流算符是 Jµ = qψ̄γµψ，满足 ∂µJ

µ = 0

正费米子态 ( U(1) 荷为 +q ) 和反费米子态 ( U(1) 荷为 −q ) 分别定义为∣∣p+, λ
〉
≡
√

2Ep a
†
p,λ |0⟩ ,

∣∣p−, λ
〉
≡
√

2Ep b
†
p,λ |0⟩
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手征性
下面探讨旋量场的手征性 (chirality) 与自旋 1/2 费米子的螺旋度之间的关系

在 Weyl 表象中利用 γ5 =

(
−1

1

)
引入左手投影矩阵 PL 和右手投影矩阵 PR，

PL ≡ 1

2
(1 − γ5) =

(
1

0

)
, PR ≡ 1

2
(1 + γ5) =

(
0

1

)
它们是厄米的，而且具有投影性 P 2

L = PL，P 2
R = PR，正交性 PLPR = PRPL = 0

和完备性 PL + PR = 1，由 γ5γµ = −γµγ5 得 PLγ
µ = γµPR，PRγ

µ = γµPL

将 Dirac 旋量场 ψ 分解为左手 Weyl 旋量场 ηL 和右手 Weyl 旋量场 ηR

左手的四分量旋量场定义为 ψL ≡ PLψ =

(
1

0

)(
ηL

ηR

)
=

(
ηL

0

)

右手的四分量旋量场定义为 ψR ≡ PRψ =

(
0

1

)(
ηL

ηR

)
=

(
0

ηR

)
我们称左手旋量场和右手旋量场具有相反的手征性，而左右手投影矩阵正好挑选

出具有相应手征性的 Weyl 旋量场分量
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手征性
下面探讨旋量场的手征性 (chirality) 与自旋 1/2 费米子的螺旋度之间的关系

在 Weyl 表象中利用 γ5 =

(
−1

1

)
引入左手投影矩阵 PL 和右手投影矩阵 PR，

PL ≡ 1

2
(1 − γ5) =

(
1

0

)
, PR ≡ 1

2
(1 + γ5) =

(
0

1

)
它们是厄米的，而且具有投影性 P 2

L = PL，P 2
R = PR，正交性 PLPR = PRPL = 0

和完备性 PL + PR = 1，由 γ5γµ = −γµγ5 得 PLγ
µ = γµPR，PRγ

µ = γµPL

将 Dirac 旋量场 ψ 分解为左手 Weyl 旋量场 ηL 和右手 Weyl 旋量场 ηR

左手的四分量旋量场定义为 ψL ≡ PLψ =

(
1

0

)(
ηL

ηR

)
=

(
ηL

0

)

右手的四分量旋量场定义为 ψR ≡ PRψ =

(
0

1

)(
ηL

ηR

)
=

(
0

ηR

)
我们称左手旋量场和右手旋量场具有相反的手征性，而左右手投影矩阵正好挑选

出具有相应手征性的 Weyl 旋量场分量
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左右手投影分解
将 1 ± γ5 的简化地写成 1± γ5，左手旋量场 ψL 的 Dirac 共轭为

ψ̄L = (ψL)
†γ0 =

1

2
[(1− γ5)ψ]†γ0 =

1

2
ψ†(1− γ5)γ0 =

1

2
ψ†γ0(1 + γ5) = ψ̄PR

同理得右手旋量场 ψR 的 Dirac 共轭为 ψ̄R = ψ̄PL

对包含若干个 Dirac 矩阵的旋量场双线性型进行左右手投影分解，得
ψ̄ψ = ψ̄(PL + PR)ψ = ψ̄(P 2

L + P 2
R)ψ = ψ̄RψL + ψ̄LψR

ψ̄γµψ = ψ̄γµ(P 2
L + P 2

R)ψ = ψ̄PRγ
µPLψ + ψ̄PLγ

µPRψ = ψ̄Lγ
µψL + ψ̄Rγ

µψR

ψ̄γµγνψ = ψ̄γµγν(P 2
L + P 2

R)ψ = ψ̄Rγ
µγνψL + ψ̄Lγ

µγνψR

ψ̄γµγνγρψ = ψ̄γµγνγρ(P 2
L + P 2

R)ψ = ψ̄Lγ
µγνγρψL + ψ̄Rγ

µγνγρψR

包含偶数（奇数）个 Dirac 矩阵的旋量场双线性型耦合手征性相反（相同）的旋量场

拉氏量中的 Dirac 旋量场质量项分解为 −mψ̄ψ = −m(ψ̄RψL + ψ̄LψR)

把上式看作微扰，那么 质量 m 将左手旋量场 ψL 与右手旋量场 ψR 耦合起来
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Dirac 旋量场回顾 手征性与螺旋度 C 变换 Majorana 旋量场
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ψ̄L = (ψL)
†γ0 =

1

2
[(1− γ5)ψ]†γ0 =

1

2
ψ†(1− γ5)γ0 =

1

2
ψ†γ0(1 + γ5) = ψ̄PR
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ψ̄γµψ = ψ̄γµ(P 2
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µψR
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Dirac 旋量场回顾 手征性与螺旋度 C 变换 Majorana 旋量场

高能极限
在高能极限下，忽略旋量场的质量 m，则 Ep ≃ |p|

故 ω+(p) =
√
Ep + |p| ≃

√
2Ep，ω−(p) =

√
Ep − |p| ≃ 0

按照 5.4.2 小节中平面波旋量系数 u 和 v 的螺旋态表达式，有

u(p,+) =

(
ω−(p)ξ+(p)
ω+(p)ξ+(p)

)
≃
√

2Ep

(
0

ξ+(p)

)
, u(p,−) =

(
ω+(p)ξ−(p)
ω−(p)ξ−(p)

)
≃
√

2Ep

(
ξ−(p)

0

)

v(p,+) =

(
ω+(p)ξ−(p)
−ω−(p)ξ−(p)

)
≃
√

2Ep

(
ξ−(p)

0

)
, v(p,−) =

(
−ω−(p)ξ+(p)
ω+(p)ξ+(p)

)
≃
√

2Ep

(
0

ξ+(p)

)

此时，螺旋度不同的 u 和 v 显示出不同手征性
u(p,+) 和 v(p,−) 是右手的，u(p,−) 和 v(p,+) 是左手的
可见，高能极限下手征性等价于螺旋度
注意，u(p, λ) 是本征值为 λ 的螺旋度本征态，与螺旋度为 λ 的正费米子相关
v(p, λ) 是本征值为 −λ 的螺旋度本征态，却与螺旋度为 λ 的反费米子相关
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Dirac 旋量场回顾 手征性与螺旋度 C 变换 Majorana 旋量场

旋量系数的左右手投影
由于高能极限下 u(p,−) 和 v(p,+) 是左手的，u(p,+) 和 v(p,−) 是右手的
用投影矩阵作用，得

uL(p,−) = PLu(p,−) ≃ u(p,−), uR(p,+) = PRu(p,+) ≃ u(p,+)

uL(p,+) = PLu(p,+) ≃ 0, uR(p,−) = PRu(p,−) ≃ 0

vL(p,+) = PLv(p,+) ≃ v(p,+), vR(p,−) = PRv(p,−) ≃ v(p,−)

vL(p,−) = PLv(p,−) ≃ 0, vR(p,+) = PRv(p,+) ≃ 0

相应的 Dirac 共轭满足
ūL(p,−) = ū(p,−)PR ≃ ū(p,−), ūR(p,+) = ū(p,+)PL ≃ ū(p,+)

ūL(p,+) = ū(p,+)PR ≃ 0, ūR(p,−) = ū(p,−)PL ≃ 0

v̄L(p,+) = v̄(p,+)PR ≃ v̄(p,+), v̄R(p,−) = v̄(p,−)PL ≃ v̄(p,−)

v̄L(p,−) = v̄(p,−)PR ≃ 0, v̄R(p,+) = v̄(p,+)PL ≃ 0
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Dirac 旋量场回顾 手征性与螺旋度 C 变换 Majorana 旋量场

高能极限下的手征旋量场
将投影矩阵作用到 ψ(x) 上，得到高能极限下手征旋量场的平面波展开式

ψL(x) = PLψ(x) ≃
∫

d3p

(2π)3
1√
2Ep

[
u(p,−)ap,−e−ip·x + v(p,+)b†p,+eip·x

]
ψR(x) = PRψ(x) ≃

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

[
u(p,+)ap,+e−ip·x + v(p,−)b†p,−eip·x

]
相应的 Dirac 共轭为
ψ̄L(x) = [ψL(x)]

†γ0 ≃
∫

d3p

(2π)3
1√
2Ep

[
ū(p,−)a†p,−eip·x + v̄(p,+)bp,+e−ip·x

]
ψ̄R(x) = [ψR(x)]

†γ0 ≃
∫

d3p

(2π)3
1√
2Ep

[
ū(p,+)a†p,+eip·x + v̄(p,−)bp,−e−ip·x

]

在高能极限下，忽略质量，那么，
左手旋量场 ψL(x) 描述左旋极化的正费米子和右旋极化的反费米子
右手旋量场 ψR(x) 描述右旋极化的正费米子和左旋极化的反费米子
ψL(x) 和 ψR(x) 成为两个相互独立的场
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Dirac 旋量场回顾 手征性与螺旋度 C 变换 Majorana 旋量场

标准模型中的中微子

作为对高能极限的微扰，质量项 −m(ψ̄RψL + ψ̄LψR) 耦合着左旋极化 (λ = −)

与右旋极化 (λ = +) 的正费米子，也耦合着左旋极化与右旋极化的反费米子

因此，可以利用质量来翻转螺旋度

在标准模型中，每一种无质量中微子由一个左手旋量场

ψL(x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

[
u(p,−)ap,−e−ip·x + v(p,+)b†p,+eip·x

]
描述

相应地，以 a†p,− 算符产生的粒子是左旋正中微子，以 b†p,+ 算符产生的粒子是右
旋反中微子，它们互为正反粒子

标准模型中没有由右手旋量场描述的中微子
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Dirac 旋量场回顾 手征性与螺旋度 C 变换 Majorana 旋量场

旋量系数的左右手投影
在高能极限下，由投影矩阵性质推出

ū(q,−)u(p,−) ≃ ū(q,−)PRPLu(p,−) = 0

ū(q,+)u(p,+) ≃ ū(q,+)PLPRu(p,+) = 0

v̄(q,−)v(p,−) ≃ v̄(q,−)PLPRv(p,−) = 0

v̄(q,+)v(p,+) ≃ v̄(q,+)PRPLv(p,+) = 0

此时两个旋量系数之间夹着零个 Dirac 矩阵，不能耦合相同螺旋度，只能耦合相
反螺旋度，这是左右手投影分解式 ψ̄ψ = ψ̄RψL + ψ̄LψR 在旋量系数上的体现
一般地，有

ū(q, λ)u(p, λ) ≃ 0, v̄(q, λ)v(p, λ) ≃ 0

ū(q,−λ)γµu(p, λ) ≃ 0, v̄(q,−λ)γµv(p, λ) ≃ 0

ū(q,−λ)v(p, λ) ≃ 0, v̄(q,−λ)u(p, λ) ≃ 0

ū(q, λ)γµv(p, λ) ≃ 0, v̄(q, λ)γµu(p, λ) ≃ 0

余钊焕 （中山大学） Majorana 旋量场基础 21 / 39



Dirac 旋量场回顾 手征性与螺旋度 C 变换 Majorana 旋量场

C 变换

除了宇称和时间反演，另一种重要的分立变换是电荷共轭 (charge conjugation)

电荷共轭变换将正反粒子互相转换，不只转换正反电荷，也转换所有其它正反
U(1) 荷，但对时空坐标、四维动量、角动量和螺旋度没有影响

在具有电荷共轭对称性的量子理论中，电荷共轭变换在 Hilbert 空间中诱导出态矢
|Ψ⟩ 的线性幺正变换 ∣∣Ψ′〉 = C |Ψ⟩

这个变换称为 C 变换

C 是自身的逆变换算符，满足

C† = C−1 = C

因而 C 算符是厄米的
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Dirac 旋量场回顾 手征性与螺旋度 C 变换 Majorana 旋量场

Dirac 旋量场的 C 变换
现在讨论自由 Dirac 旋量场 ψ(x) 的 C 变换
C 变换在互换正反粒子的同时，不改变动量 p 和螺旋度 λ = ±，因此将正费米

子态 ∣∣p+, λ
〉
=
√

2Ep a
†
p,λ |0⟩ 转化成反费米子态 ∣∣p−, λ

〉
=
√

2Ep b
†
p,λ |0⟩，

C
∣∣p+, λ

〉
= ζC

∣∣p−, λ
〉

其中 ζC 是复的相位因子，满足 |ζC | = 1

出现 ζC 的原因是相差一个相位因子的归一化态矢描述相同的物理。由此推出
C−1a†p,λC = ζCb

†
p,λ, C

−1ap,λC = ζ∗Cbp,λ, C
−1b†p,λC = ζ∗Ca

†
p,λ, C

−1bp,λC = ζCap,λ

ψ(x) 平面波展开式的 C 变换为

C−1ψ(x)C =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

[
u(p, λ)C−1ap,λCe−ip·x + v(p, λ)C−1b†p,λCeip·x

]

=

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

[
ζ∗C u(p, λ)bp,λe−ip·x + ζ∗C v(p, λ)a†p,λeip·x

]
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Dirac 旋量场回顾 手征性与螺旋度 C 变换 Majorana 旋量场

螺旋态关系式
为了得到 ψ(x) 的电荷共轭场，需要探讨 u(p, λ) 和 v(p, λ) 之间相互转换的关系
在 Weyl 表象中，对 ū(p, λ) 和 v̄(p, λ) 进行转置，得

ūT(p, λ) =
(
ωλ(p)ξ∗λ(p)
ω−λ(p)ξ∗λ(p)

)
, v̄T(p, λ) =

(
−λω−λ(p)ξ∗−λ(p)
λωλ(p)ξ∗−λ(p)

)

将螺旋态 ξλ(p) 的具体形式取为

ξ+(p) =
1√

2|p|(|p|+ p3)

(
|p|+ p3

p1 + ip2

)
, ξ−(p) =

1√
2|p|(|p|+ p3)

(
−p1 + ip2

|p|+ p3

)

iσ2 =

(
1

−1

)
对 ξ∗λ(p) 的作用为 iσ2ξ∗+(p) = −ξ−(p) 和 iσ2ξ∗−(p) = +ξ+(p)

归纳得到
iσ2ξ∗λ(p) = −λξ−λ(p), iσ2ξ∗−λ(p) = λξλ(p)
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Dirac 旋量场回顾 手征性与螺旋度 C 变换 Majorana 旋量场

电荷共轭场
引入旋量空间中的电荷共轭矩阵

C ≡ iγ0γ2 = i
(

1
1

)(
σ2

−σ2

)
=

(
−iσ2

iσ2

)

就可以导出平面波旋量系数 u(p, λ) 和 v(p, λ) 之间的转换关系式：

CūT(p, λ) =

(
−ωλ(p)iσ2ξ∗λ(p)
ω−λ(p)iσ2ξ∗λ(p)

)
=

(
λωλ(p)ξ−λ(p)

−λω−λ(p)ξ−λ(p)

)
= v(p, λ)

Cv̄T(p, λ) =

(
λω−λ(p)iσ2ξ∗−λ(p)
λωλ(p)iσ2ξ∗−λ(p)

)
=

(
ω−λ(p)ξλ(p)
ωλ(p)ξλ(p)

)
= u(p, λ)

于是，ψ(x) 的 C 变换化为

C−1ψ(x)C =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

[
ζ∗C u(p, λ)bp,λe−ip·x + ζ∗C v(p, λ)a†p,λeip·x

]
=

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

[
ζ∗C Cv̄T(p, λ)bp,λe−ip·x + ζ∗C CūT(p, λ)a†p,λeip·x

]
= ζ∗Cψ

C(x)

这里 ψC(x) ≡ Cψ̄T(x) 便是 ψ(x) 的电荷共轭场
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Dirac 旋量场回顾 手征性与螺旋度 C 变换 Majorana 旋量场
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)
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(
λωλ(p)ξ−λ(p)

−λω−λ(p)ξ−λ(p)

)
= v(p, λ)

Cv̄T(p, λ) =

(
λω−λ(p)iσ2ξ∗−λ(p)
λωλ(p)iσ2ξ∗−λ(p)

)
=

(
ω−λ(p)ξλ(p)
ωλ(p)ξλ(p)

)
= u(p, λ)

于是，ψ(x) 的 C 变换化为
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∫
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]
= ζ∗Cψ

C(x)

这里 ψC(x) ≡ Cψ̄T(x) 便是 ψ(x) 的电荷共轭场

余钊焕 （中山大学） Majorana 旋量场基础 25 / 39



Dirac 旋量场回顾 手征性与螺旋度 C 变换 Majorana 旋量场

电荷共轭矩阵的性质
现在研究电荷共轭矩阵 C 的性质
利用 (σ2)T = −σ2、γ0 的厄米性、γ2 的反厄米性和 γ2γ0 = −γ0γ2，有

CT =

(
−i(σ2)T

i(σ2)T

)
=

(
iσ2

−iσ2

)
= −C

C† = −i(γ2)†(γ0)† = iγ2γ0 = −iγ0γ2 = −C

C†C = γ0γ2γ0γ2 = −(γ0)2(γ2)2 = 1

可见，C 是幺正矩阵，满足
CT = C† = C−1 = −C

Pauli 矩阵满足 σ2σ1σ2 = iσ2σ3 = −σ1 = −(σ1)T、σ2σ2σ2 = σ2 = −(σ2)T 和
σ2σ3σ2 = iσ1σ2 = −σ3 = −(σ3)T，归纳得到 σ21σ2 = 1T 和 σ2σσ2 = −σT，因此

σ2σµσ2 = (σ̄µ)T, σ2σ̄µσ2 = (σµ)T

余钊焕 （中山大学） Majorana 旋量场基础 26 / 39



Dirac 旋量场回顾 手征性与螺旋度 C 变换 Majorana 旋量场

电荷共轭矩阵的性质
现在研究电荷共轭矩阵 C 的性质
利用 (σ2)T = −σ2、γ0 的厄米性、γ2 的反厄米性和 γ2γ0 = −γ0γ2，有

CT =

(
−i(σ2)T

i(σ2)T

)
=

(
iσ2

−iσ2

)
= −C

C† = −i(γ2)†(γ0)† = iγ2γ0 = −iγ0γ2 = −C

C†C = γ0γ2γ0γ2 = −(γ0)2(γ2)2 = 1

可见，C 是幺正矩阵，满足
CT = C† = C−1 = −C

Pauli 矩阵满足 σ2σ1σ2 = iσ2σ3 = −σ1 = −(σ1)T、σ2σ2σ2 = σ2 = −(σ2)T 和
σ2σ3σ2 = iσ1σ2 = −σ3 = −(σ3)T，归纳得到 σ21σ2 = 1T 和 σ2σσ2 = −σT，因此

σ2σµσ2 = (σ̄µ)T, σ2σ̄µσ2 = (σµ)T

余钊焕 （中山大学） Majorana 旋量场基础 26 / 39



Dirac 旋量场回顾 手征性与螺旋度 C 变换 Majorana 旋量场

Dirac 矩阵的电荷共轭变换
利用 σ2σµσ2 = (σ̄µ)T 和 σ2σ̄µσ2 = (σµ)T 推出

C−1γµC =

(
iσ2

−iσ2

)(
σµ

σ̄µ

)(
−iσ2

iσ2

)
= −

(
σ2σµσ2

σ2σ̄µσ2

)

= −

 (σ̄µ)T

(σµ)T


C−1γ5C =

(
iσ2

−iσ2

)(
−1

1

)(
−iσ2

iσ2

)
=

(
−(σ2)2

(σ2)2

)
=

(
−1

1

)

即得 γµ 和 γ5 关于 C 的相似变换性质
C−1γµC = −(γµ)T, C−1γ5C = γ5

由于 C−1 = −C，这两个式子等价于

C−1(γµ)TC = −γµ, C−1(γ5)TC = γ5
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Dirac 旋量场回顾 手征性与螺旋度 C 变换 Majorana 旋量场

ψC(x) 的运动方程
如果 Dirac 旋量场 ψ(x) 携带电荷 Q，相应的运动方程是

[γµ(i∂µ −QeAµ)−m]ψ = 0

其中 Aµ 是电磁场。对上式取厄米共轭，再右乘 γ0，得

0 = ψ†[(γµ)†(−i∂µ −QeAµ)−m]γ0 = ψ̄[−γµ(i∂µ +QeAµ)−m]

转置，推出 [−(γµ)T(i∂µ +QeAµ)−m]ψ̄T = 0

利用 C−1γµC = −(γµ)T，将上式化为

0 = [C−1γµC(i∂µ +QeAµ)−m C−1C]ψ̄T = C−1[γµ(i∂µ +QeAµ)−m] Cψ̄T

从而得到电荷共轭场 ψC(x) 的运动方程

[γµ(i∂µ +QeAµ)−m]ψC = 0

对比 ψ(x) 的运动方程，可以看出 ψC(x) 确实携带相反的电荷 −Q
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Dirac 旋量场回顾 手征性与螺旋度 C 变换 Majorana 旋量场

ψC(x) 携带的 U(1) 荷

实际上，ψC(x) 携带的任何 U(1) 荷都与 ψ(x) 相反

如果 ψ(x) 携带某种 U(1) 荷 q，在相应 U(1) 整体变换的作用下，有

ψ′(x) = eiqθψ(x)

那么，ψC(x) 的变换为

(ψC)′ = (ψ′)C =
(

eiqθψ
)C

= C(eiqθψ)T = C[(eiqθψ)†γ0]T = e−iqθCψ̄T = e−iqθψC

可见，ψC(x) 携带的相应 U(1) 荷是 −q
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Dirac 旋量场回顾 手征性与螺旋度 C 变换 Majorana 旋量场

ψ(x) 和 ψ̄(x) 的 C 变换
根据 CT = C† = C−1 = −C 和 C−1(γµ)TC = −γµ

电荷共轭场 ψC(x) = Cψ̄T(x) 的 Dirac 共轭为

ψ̄C = (ψC)†γ0 = (Cψ̄T)†γ0 = [(γ0)T(ψ̄CT)†]T = [(γ0)T(ψ†γ0C†)†]T = [(γ0)TCγ0ψ]T

= [CC−1(γ0)TCγ0ψ]T = −(Cγ0γ0ψ)T = (CTψ)T

即
ψ̄C(x) = ψT(x) C

于是 C−1ψ̄C = C†ψ†Cγ0 = (C−1ψC)†γ0 = (ζ∗Cψ
C)†γ0 = ζC ψ̄

C = ζCψ
TC

也就是说，Dirac 旋量场 ψ(x) 及其 Dirac 共轭场 ψ̄(x) 的 C 变换是

C−1ψ(x)C = ζ∗Cψ
C(x) = ζ∗C Cψ̄T(x), C−1ψ̄(x)C = ζC ψ̄

C(x) = ζCψ
T(x) C

仿照 ψ̄C(x) = ψT(x) C 的推导，由 CūT(p, λ) = v(p, λ) 和 Cv̄T(p, λ) = u(p, λ) 得
v̄(p, λ) = uT(p, λ) C, ū(p, λ) = vT(p, λ) C
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Dirac 旋量场回顾 手征性与螺旋度 C 变换 Majorana 旋量场

一般旋量双线性型的 C 变换
考虑一般旋量双线性型 ψ̄(x)Γψ(x)，其中 Γ 是旋量空间中的任意 4× 4 矩阵，则
C−1ψ̄ΓψC = C−1ψ̄CΓC−1ψC = |ζC |2ψTCΓCψ̄T = ψTCΓCψ̄T = −ψ̄ CTΓTCTψ

最后一步进行了转置，需要注意的是， 转置两个旋量场会交换两者的位置，为

了与反对易关系相匹配，必须引进一个额外的负号

从而，由 CT = C−1 = −C 得到 ψ̄Γψ 的 C 变换
C−1ψ̄(x)Γψ(x)C = ψ̄(x)C−1ΓTCψ(x) = ψ̄(x)ΓCψ(x)

其中 ΓC ≡ C−1ΓTC 可视为矩阵 Γ 的电荷共轭变换
根据 C−1(γµ)TC = −γµ 和 C−1(γ5)TC = γ5，有

1C = C−11TC = +1, (iγ5)C = C−1(iγ5)TC = +iγ5

(γµ)C = C−1(γµ)TC = −γµ, (γµγ5)C = C−1(γµγ5)TC = +γµγ5

(γµγν)C = C−1(γµγν)TC = +γνγµ, (σµν)C = C−1(σµν)TC = −σµν
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Dirac 旋量场回顾 手征性与螺旋度 C 变换 Majorana 旋量场

旋量双线性型的 C 变换
于是，各种旋量双线性型的 C 变换为

C−1ψ̄(x)ψ(x)C = +ψ̄(x)ψ(x)

C−1ψ̄(x)iγ5ψ(x)C = +ψ̄(x)iγ5ψ(x)

C−1ψ̄(x)γµψ(x)C = −ψ̄(x)γµψ(x)

C−1ψ̄(x)γµγ5ψ(x)C = +ψ̄(x)γµγ5ψ(x)

C−1ψ̄(x)σµνψ(x)C = −ψ̄(x)σµνψ(x)

拉氏量中的动能项算符 iψ̄γµ∂µψ 在 C 变换下化为
C−1iψ̄γµ∂µψC = iψTCγµC∂µψ̄T = −iψTC−1γµC∂µψ̄T = iψT(γµ)T∂µψ̄

T

= −i(∂µψ̄)γµψ = −i∂µ(ψ̄γµψ)+ iψ̄γµ∂µψ

最后的表达式中第一项是全散度，全时空积分后对作用量没有贡献，可以丢弃
因而上式表明动能项算符在 C 变换下不变
自由 Dirac 旋量场的拉氏量 L = iψ̄γµ∂µψ −mψ̄ψ 具有电荷共轭不变性
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Dirac 旋量场回顾 手征性与螺旋度 C 变换 Majorana 旋量场

手征旋量场算符的 C 变换
由 C−1PT

L/RC =
1

2
C−1[1T ∓ (γ5)T]C =

1

2
(1 ∓ γ5) = +PL/R

C−1(γµPL/R)
TC =

1

2
C−1[(γµ)T ∓ (γµγ5)T]C =

1

2
(−γµ ∓ γµγ5) = −γµPR/L

可知，手征旋量场 ψL(x) 和 ψR(x) 构造的算符 ψ̄RψL = ψ̄PLψ 和 ψ̄LψR = ψ̄PRψ 在
C 变换下不变，满足

C−1ψ̄R(x)ψL(x)C = +ψ̄R(x)ψL(x)

C−1ψ̄L(x)ψR(x)C = +ψ̄L(x)ψR(x)

左手流算符 ψ̄Lγ
µψL = ψ̄γµPLψ 和右手流算符 ψ̄Rγ

µψR = ψ̄γµPRψ 的 C

变换为
C−1ψ̄L(x)γ

µψL(x)C = −ψ̄R(x)γ
µψR(x)

C−1ψ̄R(x)γ
µψR(x)C = −ψ̄L(x)γ

µψL(x)

两者在 C 变换下相互转化，并出现一个负号
在弱相互作用中，轻子和夸克的左手流算符和右手流算符参与不同的规范相互作

用，因而电荷共轭对称性遭到破坏

余钊焕 （中山大学） Majorana 旋量场基础 33 / 39



Dirac 旋量场回顾 手征性与螺旋度 C 变换 Majorana 旋量场

手征旋量场算符的 C 变换
由 C−1PT

L/RC =
1

2
C−1[1T ∓ (γ5)T]C =

1

2
(1 ∓ γ5) = +PL/R

C−1(γµPL/R)
TC =

1

2
C−1[(γµ)T ∓ (γµγ5)T]C =

1

2
(−γµ ∓ γµγ5) = −γµPR/L

可知，手征旋量场 ψL(x) 和 ψR(x) 构造的算符 ψ̄RψL = ψ̄PLψ 和 ψ̄LψR = ψ̄PRψ 在
C 变换下不变，满足

C−1ψ̄R(x)ψL(x)C = +ψ̄R(x)ψL(x)

C−1ψ̄L(x)ψR(x)C = +ψ̄L(x)ψR(x)

左手流算符 ψ̄Lγ
µψL = ψ̄γµPLψ 和右手流算符 ψ̄Rγ

µψR = ψ̄γµPRψ 的 C

变换为
C−1ψ̄L(x)γ

µψL(x)C = −ψ̄R(x)γ
µψR(x)

C−1ψ̄R(x)γ
µψR(x)C = −ψ̄L(x)γ

µψL(x)

两者在 C 变换下相互转化，并出现一个负号
在弱相互作用中，轻子和夸克的左手流算符和右手流算符参与不同的规范相互作

用，因而电荷共轭对称性遭到破坏
余钊焕 （中山大学） Majorana 旋量场基础 33 / 39



Dirac 旋量场回顾 手征性与螺旋度 C 变换 Majorana 旋量场

ψC(x) 的固有保时向 Lorentz 变换

旋量表示生成元 Sµν =
σµν

2
满足 C(Sµν)TC−1 =

1

2
C−1(σµν)TC = −Sµν

对于旋量表示中的 Lorentz 逆变换矩阵 D−1(Λ) = exp(iωµνSµν/2)，有

C[D−1(Λ)]TC−1 = C
[
exp

(
i
2
ωµνSµν

)]T
C−1 = C exp

[
i
2
ωµν(Sµν)T

]
C−1

= exp
[

i
2
ωµνC(Sµν)TC−1

]
= exp

(
− i
2
ωµνSµν

)
= D(Λ)

在固有保时向 Lorentz 变换下，Dirac 旋量场 ψ(x) 变换为 ψ′(x′) = D(Λ)ψ(x)

相应的电荷共轭场变换为

ψC′(x′) = C[ψ′(x′)]T = C{[D(Λ)ψ(x)]†γ0}T = C[ψ†(x)D†(Λ)γ0]T

= C[ψ̄(x)γ0D†(Λ)γ0]T = C[γ0D†(Λ)γ0]Tψ̄T(x) = C[γ0γ0D−1(Λ)]TC−1Cψ̄T(x)

= C[D−1(Λ)]TC−1ψC(x) = D(Λ)ψC(x)

可见，ψC(x) 与 ψ(x) 的变换形式相同，因而它也是一个 Dirac 旋量场
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Dirac 旋量场回顾 手征性与螺旋度 C 变换 Majorana 旋量场

Majorana 旋量场

Ettore Majorana
(1906–?)

如果 ψ(x) 与它的电荷共轭场相同，ψ(x) = ψC(x)，即满
足自共轭条件

ψ(x) = Cψ̄T(x)

那么，ψ(x) 就是一种纯中性的场，不能携带任何 U(1) 荷，
称为 Majorana 旋量场，上式称为 Majorana 条件
于是，Majorana 旋量场满足 ψ̄(x) = ψ̄C(x)

根据 ψ̄C(x) = ψT(x) C，Majorana 条件等价于 ψ̄(x) = ψT(x) C

这里没出现 ψ†(x)，而出现 ψT(x)，表明 ψ̄a(x) = ψb(x) Cba 与 ψa(x) 线性相关
因此，ψ̄a(x) 并不是独立于 ψa(x) 的场变量，这一点与 Dirac 旋量场不同
根据前面的讨论，ψC(x) 的平面波展开式为

ψC(x) = ζCC
−1ψ(x)C =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

[
u(p, λ)bp,λe−ip·x + v(p, λ)a†p,λeip·x

]
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Majorana 费米子
将上式与 ψ(x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

[
u(p, λ)ap,λe−ip·x + v(p, λ)b†p,λeip·x

]
比较

可知 Majorana 条件 ψ(x) = ψC(x) 意味着 bp,λ = ap,λ

因此，Majorana 旋量场 ψ(x) 的平面波展开式是

ψ(x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ=±

[
u(p, λ)ap,λe−ip·x + v(p, λ)a†p,λeip·x

]
产生湮灭算符满足反对易关系

{ap,λ, a
†
q,λ′} = (2π)3δλλ′δ(3)(p − q), {ap,λ, aq,λ′} = {a†p,λ, a

†
q,λ′} = 0

类似于实标量场，Majorana 旋量场描述一种纯中性费米子
即正费米子与反费米子相同，称为 Majorana 费米子
C−1ap,λC = ζ∗Cbp,λ、C−1bp,λC = ζCap,λ 和 bp,λ = ap,λ 表明 ζC = ζ∗C

故 ζC = ±1 ，也就是说，Majorana 旋量场的 C 宇称要么为偶，要么为奇
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Majorana 旋量场双线性型的 C 变换

对于 Majorana 旋量场，C−1ψ(x)C = ζ∗Cψ
C(x) 和 C−1ψ̄(x)C = ζC ψ̄

C(x) 化为

C−1ψ(x)C = ζCψ(x), C−1ψ̄(x)C = ζC ψ̄(x)

在 C 变换下，由 Majorana 旋量场组成的一般旋量双线性型 ψ̄(x)Γψ(x) 变成

C−1ψ̄(x)Γψ(x)C = C−1ψ̄(x)CΓC−1ψ(x)C = ζ2C ψ̄(x)Γψ(x) = +ψ̄(x)Γψ(x)

即非平庸的 ψ̄Γψ 算符的 C 宇称必须为偶

这表明 Majorana 旋量场不能构成 C 宇称为奇的算符 ψ̄γµψ 和 ψ̄σµνψ，即

ψ̄(x)γµψ(x) = 0, ψ̄(x)σµνψ(x) = 0

由 Majorana 旋量场构成的非平庸双线性型则具有与 Dirac 旋量场相同的 C 变换
规则
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自由 Majorana 旋量场拉氏量
自由 Majorana 旋量场 ψ(x) 的 Lorentz 不变拉氏量为

L =
i
2
ψ̄γµ∂µψ − 1

2
mψ̄ψ =

i
2
ψTCγµ∂µψ − 1

2
mψTCψ

应用 Euler-Lagrange 方程求经典运动方程时，拉氏量中 ψT 扮演的角色跟 ψ 相同
如果将前后两个旋量场分别标记为 ψ1 和 ψ2，动能项算符可化为

ψT
1 Cγµ∂µψ2 = (ψT

1 Cγµ∂µψ2)
T = −(∂µψ

T
2 )(γ

µ)TCTψ1

= (∂µψ
T
2 ) CC−1(γµ)TCψ1 = −(∂µψ

T
2 ) Cγµψ1

质量项算符可化为 ψT
1 Cψ2 = (ψT

1 Cψ2)
T = −ψT

2 CTψ1 = ψT
2 Cψ1，则

∂L
∂ψ1

= − i
2
(∂µψ

T
2 ) Cγµ − 1

2
mψT

2 C,
∂L
∂ψ2

= −1

2
mψT

1 C

ψ1 和 ψ2 都是 ψ，因而
∂L

∂(∂µψ)
=

i
2
ψTCγµ,

∂L
∂ψ

=
∂L
∂ψ1

+
∂L
∂ψ2

= − i
2
(∂µψ

T) Cγµ −mψTC
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自由 Majorana 旋量场运动方程

根据 ∂L
∂(∂µψ)

=
i
2
ψTCγµ 和 ∂L

∂ψ
= − i

2
(∂µψ

T) Cγµ −mψTC

Euler-Lagrange 方程给出 0 = ∂µ
∂L

∂(∂µψ)
− ∂L
∂ψ

= i(∂µψT) Cγµ +mψTC

对上式转置，并利用 (γµ)TCT = −CC−1(γµ)TC = Cγµ = −CTγµ，推出

0 = i(γµ)TCT∂µψ +m CTψ = CT(−iγµ∂µψ +mψ)

可见，自由的 Majorana 旋量场 ψ(x) 也满足 Dirac 方程

(iγµ∂µ −m)ψ(x) = 0

这与上述平面波展开式

ψ(x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ=±

[
u(p, λ)ap,λe−ip·x + v(p, λ)a†p,λeip·x

]
相容
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