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左手和右手 Weyl 旋量 Dirac 和 Majorana 旋量场的分解 手征旋量场

旋量表示生成元的约化
Dirac 旋量场和 Majorana 旋量场都可以分解为左手和右手的 Weyl 旋量场
为了更深刻地认识旋量场，本节进一步研究 Weyl 旋量
用 σµ = (1,σ) 和 σ̄µ = (1,−σ) 定义 2× 2 矩阵

sµν ≡ i
4
(σµσ̄ν − σν σ̄µ)

由 (σµ)† = σµ 和 (σ̄µ)† = σ̄µ 推出

(sµν)† = − i
4
[(σ̄ν)†(σµ)† − (σ̄µ)†(σν)†] = − i

4
(σ̄νσµ − σ̄µσν) =

i
4
(σ̄µσν − σ̄νσµ)

从而将 Weyl 表象中的旋量表示生成元约化为

Sµν =
i
4
[γµ, γν ] =

i
4

(
σµσ̄ν − σν σ̄µ

σ̄µσν − σ̄νσµ

)
=

(
sµν

(sµν)†

)

也就是说，4× 4 矩阵 Sµν 是 2× 2 矩阵 sµν 和 (sµν)† 的直和
因而 sµν 和 (sµν)† 是两个 Lorentz 群 2 维表示的生成元
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左手和右手 Weyl 旋量所处 2 维表示
对于 Lorentz 变换 Λ 的一组变换参数 ωµν，用 sµν 生成固有保时向有限变换

d(Λ) ≡ exp
(
− i
2
ωµνs

µν

)
它属于左手 Weyl 旋量所处的 2 维表示

相应的逆变换矩阵为 d−1(Λ) = exp
(

i
2
ωµνs

µν

)
，取厄米共轭，得

d−1†(Λ) = exp
[
− i
2
ωµν(s

µν)†
]

这是用 (sµν)† 生成的固有保时向有限变换，属于右手 Weyl 旋量所处的 2 维表示

于是，旋量表示的 4× 4 Lorentz 变换矩阵分解为

D(Λ) = exp
(
− i
2
ωµνSµν

)
=

(
e−iωµνsµν/2

e−iωµν(sµν)†/2

)
=

(
d(Λ)

d−1†(Λ)

)

因此，4 维旋量表示 {D(Λ)} 是 2 维表示 {d(Λ)} 和 {d−1†(Λ)} 的直和
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等价表示

{d(Λ)} {d∗(Λ)}

{d−1h(Λ)} {d−1†(Λ)}
Ä¦ù

Ä¦ù

¡

o

¡

o

利用 σ2σµσ2 = (σ̄µ)T 和 σ2σ̄µσ2 = (σµ)T 推出
σ2sµνσ2 =

i
4
(σ2σµσ2σ2σ̄νσ2 − σ2σνσ2σ2σ̄µσ2)

=
i
4
[(σ̄µ)T(σν)T − (σ̄ν)T(σµ)T] = −(sµν)T

σ2d(Λ)σ2 = exp
(
− i
2
ωµνσ

2sµνσ2

)
= exp

[
i
2
ωµν(s

µν)T
]
=

[
exp

(
i
2
ωµνs

µν

)]T
= d−1T(Λ)

这里 d−1T(Λ) = [d−1†(Λ)]∗，线性表示 {d−1T(Λ)} 是 {d−1†(Λ)} 的复共轭表示

将 Pauli 矩阵 σ2 看作一个幺正变换矩阵，满足 (σ2)−1 = (σ2)† = σ2

则 d(Λ) 与 d−1T(Λ) 由一个相似变换联系起来，相似变换矩阵为 σ2

因此，线性表示 {d(Λ)} 和 {d−1T(Λ)} 是等价的
由于 (σ2)∗ = −σ2，σ2d(Λ)σ2 = d−1T(Λ) 的复共轭为 σ2d∗(Λ)σ2 = d−1†(Λ)

可见，线性表示 {d(Λ)} 的复共轭表示 {d∗(Λ)} 与 {d−1†(Λ)} 等价
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左手 Weyl 旋量
于是，左手 Weyl 旋量

ηa =

(
η1

η2

)
的固有保时向 Lorentz 变换为

η′a = [d(Λ)]a
bηb, a, b = 1, 2

ηa 是 {d(Λ)} 表示空间中的列矢量

引入反对称的二维 Levi-Civita 符号 εab，定义为

ε12 = −ε21 = 1, ε11 = ε22 = 0

它与 Pauli 矩阵 σ2 的关系是

εab =

(
1

−1

)
= i
(

−i
i

)
= (iσ2)ab
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等价的左手 Weyl 旋量
通过 εab 定义

ηa ≡ εabηb =

(
1

−1

)(
η1

η2

)
=

(
η2

−η1

)
则

η1 = η2, η2 = −η1

σ2d(Λ)σ2 = d−1T(Λ) 等价于 σ2d(Λ) = d−1T(Λ)σ2，故 ηa 的 Lorentz 变换为

η′a = εabη′b = εab[d(Λ)]b
cηc = i[σ2d(Λ)]acηc

= i[d−1T(Λ)σ2]acηc = [d−1T(Λ)]abε
bcηc

即
η′a = [d−1T(Λ)]abη

b

可见 ηa 是 {d−1T(Λ)} 表示空间中的列矢量
由于 {d−1T(Λ)} 等价于 {d(Λ)}，ηa 也是左手 Weyl 旋量
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εab 和 εab

两种左手 Weyl 旋量 ηa 与 ηa 是等价的，它们之间的关系类似于 Lorentz 逆变矢
量 Aµ 与协变矢量 Aµ = gµνA

ν 之间的关系
εab 的作用类似于度规 gµν，相当于 2 维旋量空间的“度规”，用于提升旋量指标

用 ε12 = −ε21 = −1 和 ε11 = ε22 = 0 定义 εab，则

εab =

(
−1

1

)
= −i

(
−i

i

)
= (−iσ2)ab

εab 是 εab 的逆矩阵，满足

εabε
bc =

(
−1

1

)(
1

−1

)
=

(
1

1

)
= δa

c

于是，η1 = η2 和 η2 = −η1 表明

ηa =

(
η1

η2

)
=

(
−η2

η1

)
=

(
−1

1

)(
η1

η2

)
= εabη

b

也就是说，εab 用于下降旋量指标
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左手 Weyl 旋量的内积
任意两个左手 Weyl 旋量 ηa 和 ζa 的内积

ηaζa = εabηbζa = εabη
aζb

在固有保时向 Lorentz 变换下不变，满足

η′aζ′a = [d−1T(Λ)]abη
b[d(Λ)]a

cζc = ηb[d−1(Λ)]b
a[d(Λ)]a

cζc = ηbδb
cζc = ηaζa

第二步用了转置性质 [d−1T(Λ)]ab = [d−1(Λ)]b
a，可见 ηaζa 是 Lorentz 标量

由 η1 = η2、η2 = −η1、ζ1 = ζ2 和 ζ2 = −ζ1 得

ηaζa = η1ζ1 + η2ζ2 = η2ζ1 − η1ζ2 = −η2ζ2 − η1ζ
1 = −ηaζa

即参与缩并的旋量指标一升一降会多出一个负号
这种性质与 Lorentz 矢量内积 AµBµ = AµB

µ 截然不同
原因在于旋量空间度规 εab 是反对称的
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Grassmann 数
ηaζa = −ηaζa 表明 ηaηa = −ηaηa ，若 ηa 和 ηa 是普通的复数，则 ηaηa = 0

为了使 ηaηa ̸= 0，必须要求左手 Weyl 旋量 ηa 与 ηa 反对易
即它们是 Grassmann 数，任意两个 Grassmann 数都是反对易的
以复数作为组合系数，则若干个 Grassmann 数的线性组合也是 Grassmann 数
因此，ηa 是 Grassmann 数意味着 ηa = εabηb 也是 Grassmann 数

虽然如此，Grassmann 数是反对易的 c 数，而不是 Hilbert 空间上的算符
对 Grassmann 数表达的旋量场进行量子化，才得到旋量场算符，而 Grassmann 数

的反对易性质与旋量场算符的反对易关系相匹配
旋量也可以不是 Grassmann 数，旋量系数 u(p, λ) 和 v(p, λ) 就是普通的复数
假设 ηa 和 ζa 都是 Grassmann 数，则 ηaζ

a = −ζaηa，相应地，将省略旋量指标
的内积写成 ηζ ≡ ηaζa = −ηaζa = ζaηa = ζη ，即内积 ηζ 和 ζη 是相等的

内积 ηaηa 有等价表达式 ηη = ηaηa = εabη
aηb = −η1η2 + η2η1 = −2η1η2

= 2η2η1 = η2η1 − η1η2 = −εabηaηb = −ηaηa
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左手和右手 Weyl 旋量 Dirac 和 Majorana 旋量场的分解 手征旋量场

左手 Weyl 旋量的复共轭

将左手 Weyl 旋量 ηa 的复共轭记为 η†ȧ =

(
η†
1̇

η†
2̇

)

量子化之后，算符 ηa 和 η†ȧ 互为厄米共轭
对 η′a = [d(Λ)]a

bηb 两边取复共轭，得到 η†ȧ 的 Lorentz 变换

η′†ȧ = [d∗(Λ)]ȧ
ḃη†

ḃ

引进指标上带着点号的二维 Levi-Civita 符号

εȧḃ =

(
1

−1

)
= (iσ2)ȧḃ, εȧḃ =

(
−1

1

)
= (−iσ2)ȧḃ

其分量数值与 εab 和 εab 分别相同

定义 η†ȧ ≡ εȧḃη†
ḃ
=

(
1

−1

)(
η†
1̇

η†
2̇

)
=

(
η†
2̇

−η†
1̇

)
，则有 η†1̇ = η†

2̇
和 η†2̇ = −η†

1̇
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左手和右手 Weyl 旋量 Dirac 和 Majorana 旋量场的分解 手征旋量场

右手 Weyl 旋量

σ2d∗(Λ)σ2 = d−1†(Λ) 等价于 σ2d∗(Λ) = d−1†(Λ)σ2

故 η†ȧ 的 Lorentz 变换为

η′†ȧ = εȧḃη′†
ḃ

= εȧḃ[d∗(Λ)]ḃ
ċη†ċ = i[σ2d∗(Λ)]ȧċη†ċ

= i[d−1†(Λ)σ2]ȧċη†ċ = [d−1†(Λ)]ȧḃε
ḃċη†ċ

即
η′†ȧ = [d−1†(Λ)]ȧḃη

†ḃ

可见，η†ȧ 是 {d−1†(Λ)} 表示空间中的列矢量，因而是右手 Weyl 旋量
由于表示 {d∗(Λ)} 等价于 {d−1†(Λ)}，η†ȧ 也是右手 Weyl 旋量
因此，在这套符号约定中，不带点的旋量指标对应于左手 Weyl 旋量及其表示
而带点的旋量指标对应于右手 Weyl 旋量及其表示
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ċη†ċ = i[σ2d∗(Λ)]ȧċη†ċ
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左手和右手 Weyl 旋量 Dirac 和 Majorana 旋量场的分解 手征旋量场

右手 Weyl 旋量的内积
任意两个右手 Weyl 旋量 η†ȧ 和 ζ†ȧ 的内积

η†ȧζ
†ȧ = εȧḃη

†ḃζ†ȧ = εȧḃη†ȧζ
†
ḃ

在固有保时向 Lorentz 变换下不变，满足

η′†ȧ ζ
′†ȧ = [d∗(Λ)]ȧ

ḃη†
ḃ
[d−1†(Λ)]ȧċζ

†ċ = η†
ḃ
[d†(Λ)]ḃȧ[d

−1†(Λ)]ȧċζ
†ċ = η†

ḃ
δḃ ċζ

†ċ = η†ȧζ
†ȧ

第二步用了转置性质 [d∗(Λ)]ȧ
ḃ = [d†(Λ)]ḃȧ，可见 η†ȧζ

†ȧ 是 Lorentz 标量

由 η†1̇ = η†
2̇
、η†2̇ = −η†

1̇
、ζ†1̇ = ζ†

2̇
和 ζ†2̇ = −ζ†

1̇
得

η†ȧζ
†ȧ = η†

1̇
ζ†1̇ + η†

2̇
ζ†2̇ = −η†2̇ζ†1̇ + η†1̇ζ†2̇ = −η†2̇ζ†

2̇
− η†1̇ζ†

1̇
= −η†ȧζ†ȧ

即参与缩并的带点旋量指标一升一降会多出一个负号
假设右手 Weyl 旋量 η†ȧ 和 ζ†ȧ 都是 Grassmann 数，则 η†ȧζ†ȧ = −ζ†ȧη

†ȧ

将省略带点旋量指标的内积写成 η†ζ† ≡ η†ȧζ
†ȧ = −η†ȧζ†ȧ = ζ†ȧη

†ȧ = ζ†η†

则内积 η†ζ† 和 ζ†η† 相等
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η†ȧζ
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′†ȧ = [d∗(Λ)]ȧ
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†ȧ = ζ†η†

则内积 η†ζ† 和 ζ†η† 相等

余钊焕 （中山大学） 二分量旋量与四分量旋量 12 / 28



左手和右手 Weyl 旋量 Dirac 和 Majorana 旋量场的分解 手征旋量场

Lorentz 不变量和 Weyl 旋量算符

可以看到，只要将不带点和带点的旋量指标分别缩并完毕，就得到 Lorentz 标量

另一方面，缩并一个不带点的指标和一个带点的指标并不能得到 Lorentz 不变量

比如，ηaζ†ȧ 和 η†ȧζa 都不是 Lorentz 标量

对于 Weyl 旋量算符 ηa 和 ζa，有

(ηζ)† = (ηaζa)
† = (ζa)

†(ηa)† = ζ†ȧη
†ȧ = ζ†η†

即 ζ†η† 是 ηζ 的厄米共轭算符

厄米共轭操作将左手和右手 Weyl 旋量算符相互转换
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左手和右手 Weyl 旋量 Dirac 和 Majorana 旋量场的分解 手征旋量场

Dirac 旋量场的分解
依照上述关于旋量指标的约定，将 Dirac 旋量场 ψ(x) 分解成左手 Weyl 旋量场

ηa(x) 和右手 Weyl 旋量场 ζ†ȧ(x) ，形式为

ψ(x) =

(
ηa(x)

ζ†ȧ(x)

)

在量子化之前，ηa(x) 和 ζ†ȧ(x) 是 Grassmann 数，因而 ψ(x) 也是 Grassmann 数
这是前面转置两个旋量场必须添加一个额外负号的原因

根据 D(Λ) =

(
d(Λ)

d−1†(Λ)

)
，ψ(x) 的固有保时向 Lorentz 变换表达成

(
η′a(x

′)

ζ′†ȧ(x′)

)
= ψ′(x′) = D(Λ)ψ(x) =

(
[d(Λ)]abηb(x)

[d−1†(Λ)]ȧḃζ
†ḃ(x)

)

ψ(x) 的 Dirac 共轭是 ψ̄ = ψ†γ0 =
(
η†
ḃ

ζb
)( δḃȧ

δb
a

)
=
(
ζa η†ȧ

)
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左手和右手 Weyl 旋量 Dirac 和 Majorana 旋量场的分解 手征旋量场

Dirac 矩阵的指标形式

保持旋量指标平衡，则 Dirac 方程 (iγµ∂µ −m)ψ = 0 化为(
−mδab i(σµ)aḃ∂µ

i(σ̄µ)ȧb∂µ −mδȧḃ

)(
ηb

ζ†ḃ

)
= 0

因而 Dirac 矩阵的指标形式是

γµ =

(
(σµ)aḃ

(σ̄µ)ȧb

)

注意，γµ 中的 γ0 与 Dirac 共轭 ψ̄ = ψ†γ0 =
(
η†ȧ ζa

)( δḃȧ

δb
a

)
=
(
ζa η†ȧ

)
中的 γ0 具有不同的指标结构

两者本质不同，有些书将后者记为 β 以示区别
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左手和右手 Weyl 旋量 Dirac 和 Majorana 旋量场的分解 手征旋量场

σµ 和 σ̄µ 的 Lorentz 变换规则
于是，γµ 的 Lorentz 变换规则 D−1(Λ)γµD(Λ) = Λµ

νγ
ν 左边变成

D−1(Λ)γµD(Λ)

=

(
[d−1(Λ)]ac

[d†(Λ)]ȧċ

)(
(σµ)cḋ

(σ̄µ)ċd

)(
[d(Λ)]d

b

[d−1†(Λ)]ḋḃ

)

=

(
[d−1(Λ)]ac(σµ)cḋ[d

−1†(Λ)]ḋḃ

[d†(Λ)]ȧċ(σ̄
µ)ċd[d(Λ)]d

b

)

右边化为
Λµ

νγ
ν =

(
Λµ

ν(σν)aḃ

Λµ
ν(σ̄ν)ȧb

)
两相比较，推出

[d−1(Λ)]a
c(σµ)cḋ[d

−1†(Λ)]ḋḃ = Λµ
ν(σ

ν)aḃ, [d†(Λ)]ȧċ(σ̄
µ)ċd[d(Λ)]d

b = Λµ
ν(σ̄

ν)ȧb

这分别是 σµ 和 σ̄µ 的 Lorentz 变换规则
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左手和右手 Weyl 旋量 Dirac 和 Majorana 旋量场的分解 手征旋量场

Lorentz 矢量 ησµζ† 和 η†σ̄µζ

对任意 Weyl 旋量 η 和 ζ，定义 ησµζ† ≡ ηa(σµ)aḃζ
†ḃ, η†σ̄µζ ≡ η†ȧ(σ̄

µ)ȧbζb

它们都是 Lorentz 矢量，相应的固有保时向 Lorentz 变换为
η′σµζ′† = [d−1T(Λ)]acη

c(σµ)aḃ[d
−1†(Λ)]ḃḋζ

†ḋ = ηc[d−1(Λ)]c
a(σµ)aḃ[d

−1†(Λ)]ḃḋζ
†ḋ

= ηcΛµ
ν(σ

ν)cḋζ
†ḋ = Λµ

νησ
νζ†

η′†σ̄µζ′ = [d∗(Λ)]ȧ
ċη†ċ(σ̄

µ)ȧb[d(Λ)]b
dζd = η†ċ [d

†(Λ)]ċȧ(σ̄
µ)ȧb[d(Λ)]b

dζd

= η†ċΛ
µ
ν(σ̄

ν)ċdζd = Λµ
νη

†σ̄µζ

由 σ2σµσ2 = (σ̄µ)T 得 (iσ2)σµ(iσ2) = −(σ̄µ)T，相应的指标形式为
εac(σµ)cḋε

ḋḃ = −[(σ̄µ)T]aḃ = −(σ̄µ)ḃa

对于 Weyl 旋量场 ηa(x) 和 ζ†ȧ(x)，有
[ηa(σµ)aḃζ

†ḃ]† = ζb(σµ)bȧη
†ȧ = −η†ȧ(σµ)bȧζ

b = −εȧċη†ċ(σ
µ)bȧε

bdζd

Grassmann 数性质

= η†ċε
db(σµ)bȧε

ȧċζd = −η†ċ(σ̄
µ)ċdζd = −[ζ†

ḋ
(σ̄µ)ḋcηc]

†

即 (ησµζ†)† = ζσµη† = −η†σ̄µζ = −(ζ†σ̄µη)†
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左手和右手 Weyl 旋量 Dirac 和 Majorana 旋量场的分解 手征旋量场
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†ḋ

= ηcΛµ
ν(σ

ν)cḋζ
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†ḃ]† = ζb(σµ)bȧη
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ȧċζd = −η†ċ(σ̄
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左手和右手 Weyl 旋量 Dirac 和 Majorana 旋量场的分解 手征旋量场

Lorentz 张量 ησµσ̄νζ 和 η†σ̄µσνζ†

类似地，ησµσ̄νζ ≡ ηa(σµ)aḃ(σ̄
ν)ḃcζc 和 η†σ̄µσνζ† ≡ η†ȧ(σ̄

µ)ȧb(σν)bċζ
†ċ 都是二

阶 Lorentz 张量
由 σ2σ̄µσ2 = (σµ)T 得 (−iσ2)σ̄µ(−iσ2) = −(σµ)T，相应的指标形式为

εȧċ(σ̄
µ)ċdεdb = −[(σµ)T]ȧb = −(σµ)bȧ

再利用 εabε
bc = δa

c 和 εac(σµ)cḋε
ḋḃ = −[(σ̄µ)T]aḃ = −(σ̄µ)ḃa 推出

εȧċ(σ̄
ν)ċd(σµ)dėε

ėḃ = εȧċ(σ̄
ν)ċdδd

f (σµ)fėε
ėḃ = εȧċ(σ̄

ν)ċdεdgε
gf (σµ)fėε

ėḃ

= (−σν)gȧ(−σ̄µ)ḃg = (σ̄µ)ḃg(σν)gȧ

故 [ηa(σµ)aḃ(σ̄
ν)ḃcζc]

† = ζ†ċ (σ̄
ν)ċb(σµ)bȧη

†ȧ = −η†ȧ(σ̄ν)ċb(σµ)bȧζ
†
ċ

= −εȧḋη†
ḋ
(σ̄ν)ċb(σµ)bȧεċėζ

†ė = η†
ḋ
εėċ(σ̄

ν)ċb(σµ)bȧε
ȧḋζ†ė

= η†
ḋ
(σ̄µ)ḋg(σν)gėζ

†ė = [ζe(σν)eġ(σ̄
µ)ġdηd]

†

即 (ησµσ̄νζ)† = ζ†σ̄νσµη† = η†σ̄µσνζ† = (ζσν σ̄µη)†
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左手和右手 Weyl 旋量 Dirac 和 Majorana 旋量场的分解 手征旋量场

旋量双线性型的分解
将 Dirac 旋量双线性型分解成由 Weyl 旋量表达的 Lorentz 张量，有

ψ̄ψ =
(
ζa η†ȧ

)( ηa

ζ†ȧ

)
= ζaηa + η†ȧζ

†ȧ = ζη + η†ζ†

ψ̄γ5ψ =
(
ζa η†ȧ

)(−δab

δȧḃ

)(
ηb

ζ†ḃ

)
= −ζaηa + η†ȧζ

†ȧ = −ζη + η†ζ†

ψ̄γµψ =
(
ζa η†ȧ

)( (σµ)aḃ

(σ̄µ)ȧb

)(
ηb

ζ†ḃ

)
= ζa(σµ)aḃζ

†ḃ + η†ȧ(σ̄
µ)ȧbηb

= ζσµζ† + η†σ̄µη

ψ̄γµγ5ψ =
(
ζa η†ȧ

)( (σµ)aḃ

(σ̄µ)ȧb

)(
−δb

c

δḃ ċ

)(
ηc

ζ†ċ

)

=
(
ζa η†ȧ

)( (σµ)aḃ

(σ̄µ)ȧb

)(
−ηb

ζ†ḃ

)
= ζa(σµ)aḃζ

†ḃ − η†ȧ(σ̄
µ)ȧbηb

= ζσµζ† − η†σ̄µη
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左手和右手 Weyl 旋量 Dirac 和 Majorana 旋量场的分解 手征旋量场

旋量双线性型的分解
还有

ψ̄σµνψ =
i
2

(
ζa η†ȧ

)(σµσ̄ν − σν σ̄µ)a
b

(σ̄µσν − σ̄νσµ)ȧḃ

 ηb

ζ†ḃ


=

i
2
ζa(σµσ̄ν − σν σ̄µ)a

bηb +
i
2
η†ȧ(σ̄

µσν − σ̄νσµ)ȧḃζ
†ḃ

=
i
2
ζ(σµσ̄ν − σν σ̄µ)η +

i
2
η†(σ̄µσν − σ̄νσµ)ζ†

进一步推出

ψ̄RψL =
1

2
ψ̄(1− γ5)ψ = ζη

ψ̄LψR =
1

2
ψ̄(1 + γ5)ψ = η†ζ†

ψ̄Lγ
µψL =

1

2
ψ̄(γµ − γµγ5)ψ = η†σ̄µη

ψ̄Rγ
µψR =

1

2
ψ̄(γµ + γµγ5)ψ = ζσµζ†

余钊焕 （中山大学） 二分量旋量与四分量旋量 20 / 28



左手和右手 Weyl 旋量 Dirac 和 Majorana 旋量场的分解 手征旋量场

拉氏量的分解
另一方面，自由 Dirac 旋量场的拉氏量分解为

L = ψ̄(iγµ∂µ −m)ψ =
(
ζa η†ȧ

) −mδab i(σµ)aḃ∂µ

i(σ̄µ)ȧb∂µ −mδȧḃ

 ηb

ζ†ḃ


= −mζaηa + iζa(σµ)aḃ∂µζ

†ḃ + iη†ȧ(σ̄
µ)ȧb∂µηb −mη†ȧζ

†ȧ

= iη†σ̄µ∂µη + iζσµ∂µζ
† −m(ζη + η†ζ†)

这里的质量项涉及两个不同的 Weyl 旋量场 ηa(x) 和 ζa(x)，称为 Dirac 质量项
如果质量 m = 0，则

LL = iη†σ̄µ∂µη 和 LR = iζσµ∂µζ
†

分别描述自由的左手 Weyl 旋量场 ηa(x) 和右手 Weyl 旋量场 ζ†ȧ(x)

相应的运动方程是两个 Weyl 方程：
iσ̄µ∂µη = 0, iσµ∂µζ

† = 0

余钊焕 （中山大学） 二分量旋量与四分量旋量 21 / 28



左手和右手 Weyl 旋量 Dirac 和 Majorana 旋量场的分解 手征旋量场

Weyl 旋量场的 C 变换
接下来讨论 Weyl 旋量场的 C 变换
首先，电荷共轭矩阵的指标形式为 C =

(
−iσ2

iσ2

)
=

(
εab

εȧḃ

)
将 ψ(x) 的电荷共轭场 ψC(x) 分解成 Weyl 旋量场，得到

ψC(x) = Cψ̄T(x) = C
(
ζb(x) η†

ḃ
(x)

)T
=

(
εab

εȧḃ

)(
ζb(x)

η†
ḃ
(x)

)
=

(
ζa(x)

η†ȧ(x)

)
从而，Dirac 旋量场 ψ(x) 的 C 变换化为(

C−1ηa(x)C

C−1ζ†ȧ(x)C

)
= C−1ψ(x)C = ζ∗Cψ

C(x) =

(
ζ∗Cζa(x)

ζ∗Cη†ȧ(x)

)

即左右手 Weyl 旋量场的 C 变换是
C−1ηa(x)C = ζ∗Cζa(x), C−1ζ†ȧ(x)C = ζ∗Cη

†ȧ(x)

可见，电荷共轭变换将 η 和 ζ 相互转换。取厄米共轭，得 C−1η†
ḃ
(x)C = ζCζ

†
ḃ
(x)

及 C−1ζb(x)C = ζCη
b(x)，分别与 εȧḃ 和 εab 缩并，推出

C−1η†ȧ(x)C = ζCζ
†ȧ(x), C−1ζa(x)C = ζCηa(x)
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左手和右手 Weyl 旋量 Dirac 和 Majorana 旋量场的分解 手征旋量场

Weyl 旋量场的 C 变换
接下来讨论 Weyl 旋量场的 C 变换
首先，电荷共轭矩阵的指标形式为 C =

(
−iσ2

iσ2

)
=

(
εab

εȧḃ

)
将 ψ(x) 的电荷共轭场 ψC(x) 分解成 Weyl 旋量场，得到

ψC(x) = Cψ̄T(x) = C
(
ζb(x) η†

ḃ
(x)

)T
=

(
εab

εȧḃ

)(
ζb(x)

η†
ḃ
(x)

)
=

(
ζa(x)

η†ȧ(x)

)
从而，Dirac 旋量场 ψ(x) 的 C 变换化为(

C−1ηa(x)C

C−1ζ†ȧ(x)C

)
= C−1ψ(x)C = ζ∗Cψ

C(x) =

(
ζ∗Cζa(x)

ζ∗Cη†ȧ(x)

)
即左右手 Weyl 旋量场的 C 变换是

C−1ηa(x)C = ζ∗Cζa(x), C−1ζ†ȧ(x)C = ζ∗Cη
†ȧ(x)

可见，电荷共轭变换将 η 和 ζ 相互转换。取厄米共轭，得 C−1η†
ḃ
(x)C = ζCζ

†
ḃ
(x)

及 C−1ζb(x)C = ζCη
b(x)，分别与 εȧḃ 和 εab 缩并，推出

C−1η†ȧ(x)C = ζCζ
†ȧ(x), C−1ζa(x)C = ζCηa(x)
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左手和右手 Weyl 旋量 Dirac 和 Majorana 旋量场的分解 手征旋量场

Majorana 旋量场的分解

下面讨论 Majorana 旋量场，Majorana 条件意味着
(

ηa

ζ†ȧ

)
= ψ = Cψ̄T =

(
ζa

η†ȧ

)
即 η = ζ，这表明 Majorana 旋量场中的左手和右手 Weyl 旋量场是相关的

因此，可以将 Majorana 旋量场 ψ(x) 分解成 ψ(x) =

(
ηa(x)

η†ȧ(x)

)

而自由 Majorana 旋量场的拉氏量分解为

L =
1

2
ψ̄(iγµ∂µ −m)ψ =

1

2

(
ηa η†ȧ

)( −mδab i(σµ)aḃ∂µ

i(σ̄µ)ȧb∂µ −mδȧḃ

)(
ηb

η†ḃ

)
=

1

2
[iη†σ̄µ∂µη + iησµ∂µη

† −m(ηη + η†η†)]

利用 ζσµη† = −η†σ̄µζ 将方括号中第二项化为
iησµ∂µη

† = i∂µ(ησµη†)− i(∂µη)σµη† = i∂µ(ησµη†) + iη†σ̄µ∂µη

扔掉全散度项 i∂µ(ησµη†)，拉氏量变成 L = iη†σ̄µ∂µη−
1

2
m(ηη + η†η†)

这里的质量项只涉及一个 Weyl 旋量场 ηa(x)，称为 Majorana 质量项
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Majorana 旋量场的分解

下面讨论 Majorana 旋量场，Majorana 条件意味着
(

ηa

ζ†ȧ

)
= ψ = Cψ̄T =

(
ζa

η†ȧ

)
即 η = ζ，这表明 Majorana 旋量场中的左手和右手 Weyl 旋量场是相关的

因此，可以将 Majorana 旋量场 ψ(x) 分解成 ψ(x) =

(
ηa(x)

η†ȧ(x)

)
而自由 Majorana 旋量场的拉氏量分解为

L =
1

2
ψ̄(iγµ∂µ −m)ψ =

1

2

(
ηa η†ȧ

)( −mδab i(σµ)aḃ∂µ

i(σ̄µ)ȧb∂µ −mδȧḃ

)(
ηb

η†ḃ

)
=

1

2
[iη†σ̄µ∂µη + iησµ∂µη

† −m(ηη + η†η†)]

利用 ζσµη† = −η†σ̄µζ 将方括号中第二项化为
iησµ∂µη

† = i∂µ(ησµη†)− i(∂µη)σµη† = i∂µ(ησµη†) + iη†σ̄µ∂µη

扔掉全散度项 i∂µ(ησµη†)，拉氏量变成 L = iη†σ̄µ∂µη−
1

2
m(ηη + η†η†)

这里的质量项只涉及一个 Weyl 旋量场 ηa(x)，称为 Majorana 质量项
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左手和右手 Weyl 旋量 Dirac 和 Majorana 旋量场的分解 手征旋量场

Majorana 旋量场的 ψ̄γµψ 和 ψ̄σµνψ

ζσµη† = −η†σ̄µζ、ησµσ̄νζ = ζσν σ̄µη 和 η†σ̄µσνζ† = ζ†σ̄νσµη† 意味着

ησµη† = −η†σ̄µη, ησµσ̄νη = ησν σ̄µη, η†σ̄µσνη† = η†σ̄νσµη†

对于 Majorana 旋量场，η = ζ，ψ̄γµψ = ζσµζ† + η†σ̄µη 化为

ψ̄γµψ = ησµη† + η†σ̄µη = −η†σ̄µη + η†σ̄µη = 0

ψ̄σµνψ =
i
2
ζ(σµσ̄ν − σν σ̄µ)η +

i
2
η†(σ̄µσν − σ̄νσµ)ζ† 化为

ψ̄σµνψ =
i
2
(ησµσ̄νη − ησν σ̄µη) +

i
2
(η†σ̄µσνη† − η†σ̄νσµη†) = 0

这样就验证了上一节的结论
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左手和右手 Weyl 旋量 Dirac 和 Majorana 旋量场的分解 手征旋量场

手征旋量场
本小节从手征旋量场的角度分析 Dirac 质量项和 Majorana 质量项的构造过程
用 Weyl 旋量场 ηa(x) 和 ζ†ȧ(x) 将四分量左手旋量场 ψL(x) 和右手旋量场

ψR(x) 表达为
ψL =

(
ηa

0

)
, ψR =

(
0

ζ†ȧ

)

ψ̄L = (ψL)
†γ0 =

(
η†
ḃ

0

)( δḃȧ

δb
a

)
=
(
0 η†ȧ

)
ψ̄R = (ψR)

†γ0 =
(
0 ζb

)( δḃȧ

δb
a

)
=
(
ζa 0

)
从而，拉氏量

LL = iη†σ̄µ∂µη = i
(
0 η†ȧ

)( (σµ)aḃ

(σ̄µ)ȧb

)
∂µ

(
ηb

0

)
= iψ̄Lγ

µ∂µψL

LR = iζσµ∂µζ
† = i

(
ζa 0

)( (σµ)aḃ

(σ̄µ)ȧb

)
∂µ

(
0

ζ†ḃ

)
= iψ̄Rγ

µ∂µψR

分别描述自由的无质量左手旋量场 ψL 和右手旋量场 ψR
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左手和右手 Weyl 旋量 Dirac 和 Majorana 旋量场的分解 手征旋量场

构造 Dirac 质量项
如果要构造 Dirac 质量项，需采用前面给出的 ψ̄RψL = ζη 和 ψ̄LψR = η†ζ†，得

到自由 Dirac 旋量场 ψ(x) = ψL(x) + ψR(x) 的拉氏量
LD = iη†σ̄µ∂µη + iζσµ∂µζ

† −m(ζη + η†ζ†)

= iψ̄Lγ
µ∂µψL + iψ̄Rγ

µ∂µψR −m(ψ̄RψL + ψ̄LψR)

如果要构造 Majorana 质量项，需用到 ψL 和 ψR 的电荷共轭场：

(ψL)
C = C(ψ̄L)

T = C
(
0 η†

ḃ

)T
=

(
εab

εȧḃ

)(
0

η†
ḃ

)
=

(
0

η†ȧ

)

(ψR)
C = C(ψ̄R)

T = C
(
ζb 0

)T
=

(
εab

εȧḃ

)(
ζb

0

)
=

(
ζa

0

)

(ψL)C = [(ψL)
C]†γ0 =

(
0 ηb

)( δḃȧ

δb
a

)
=
(
ηa 0

)
(ψR)C = [(ψR)

C]†γ0 =
(
ζ†
ḃ

0

)( δḃȧ

δb
a

)
=
(
0 ζ†ȧ

)
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左手和右手 Weyl 旋量 Dirac 和 Majorana 旋量场的分解 手征旋量场

构造 Majorana 质量项
由此推出

(ψL)C(ψL)
C =

(
ηa 0

)( 0

η†ȧ

)
= 0, (ψR)C(ψR)

C =
(
0 ζ†ȧ

)(ζa

0

)
= 0

(ψR)CψL =
(
0 ζ†ȧ

)(ηa

0

)
= 0, (ψL)CψR =

(
ηa 0

)( 0

ζ†ȧ

)
= 0

ψ̄R(ψL)
C =

(
ζa 0

)( 0

η†ȧ

)
= 0, ψ̄L(ψR)

C =
(
0 η†ȧ

)(ζa

0

)
= 0

以上 6 个算符不能用于构造质量项。可用的 Majorana 质量项算符是

(ψL)CψL =
(
ηa 0

)(ηa

0

)
= ηη, ψ̄L(ψL)

C =
(
0 η†ȧ

)( 0

η†ȧ

)
= η†η†

(ψR)CψR =
(
0 ζ†ȧ

)( 0

ζ†ȧ

)
= ζ†ζ†, ψ̄R(ψR)

C =
(
ζa 0

)(ζa

0

)
= ζζ

(ψL)CψL 与 ψ̄L(ψL)
C 互为厄米共轭，而 (ψR)CψR 与 ψ̄R(ψR)

C 互为厄米共轭
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组合成 Majorana 旋量场

将自由 Majorana 旋量场的拉氏量改写为

LM1 = iη†σ̄µ∂µη −
m

2
(ηη + η†η†) = iψ̄Lγ

µ∂µψL − m

2

[
(ψL)CψL + ψ̄L(ψL)

C
]

它描述 Majorana 旋量场 ψ1 ≡ ψL + (ψL)
C =

(
ηa

η†ȧ

)
的自由运动

另一方面，描述 Majorana 旋量场 ψ2 ≡ ψR + (ψR)
C =

(
ζa

ζ†ȧ

)
自由运动的拉氏

量是

LM2 = iζσµ∂µζ
† − m

2
(ζζ + ζ†ζ†) = iψ̄Rγ

µ∂µψR − m

2

[
ψ̄R(ψR)

C + (ψR)CψR

]
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