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CKM矩阵
➢ CKM矩阵：描述夸克代际混合

➢ CKM矩阵幺正性在复平面的几何表述：

𝑉𝑢𝑑𝑉𝑢𝑏
∗ + 𝑉𝑐𝑑𝑉𝑐𝑏

∗ + 𝑉𝑡𝑑𝑉𝑡𝑏
∗ = 0

➢ 幺正三角形第三个角𝛾精确测量:
➢ 理解标准模型CP破坏
➢ 验证CKM矩阵幺正性

4

➢ CKM矩阵复矩阵元是标准模型中CP破坏的唯一来源



𝛾测量

𝛾 = −
𝑉𝑢𝑑𝑉𝑢𝑏

∗

𝑉𝑐𝑑𝑉𝑐𝑏
∗

直接测量: 测量𝐵 → 𝐷𝐾中的𝐶𝑃不对称

D衰变参数来源→ 不同的𝛾测量方法：
➢GLW方法：CP本征态 (𝐹+)
➢ADS方法：CF/DCS过程 (𝛿𝐷, 𝑅𝐷 , 𝑟𝐷)
➢BPGGZS方法：自共轭多体末态(𝑐𝑖/𝑠𝑖) CKMfitter 𝛾𝑖𝑛𝑑 = (66.3−1.9

+0.7)°

LHCb 𝛾𝑑𝑖𝑟 = (66.4−3.0
+2.8)°

5

间接测量: CKM矩阵幺正性约束



BPGGSZ方法
➢𝐵 → 𝐷𝐾,𝐷 → 𝐾𝑆

0ℎ+ℎ− ℎ = 𝜋, 𝐾 得到 当前最高精度的单一道测量结果。
➢非平庸强相角差∆𝛿𝐷;
➢具有足够统计量;
➢具有丰富的末态和相空间结构;

➢BPGGSZ方法: 对Dalitz图分组，联立组内的CP不对称
➢分组数目限制了描述组内相空间变化的能力

6

𝐷 → 𝐾𝑆
0𝜋+𝜋− 𝐷 → 𝐾𝑆

0𝐾+𝐾−

~90% 信息 ~80% 信息



分组BPGGSZ方法研究现状

➢ 𝐷0 → 𝐾𝑆
0ℎ+ℎ− ℎ = 𝜋,𝐾 分组强相角差参数𝑐/𝑠𝑖测量已有一些测量结果

➢ 𝐾𝑆
0𝜋+𝜋−：CLEO 818 pb−1, BESIII 2.93 fb−1 𝜓(3770)样本

➢ 𝐾𝑆
0𝐾+𝐾−:  BESIII 2.93 fb−1 𝜓(3770)样本

➢ 当前BPGGSZ方法𝛾角测量中，强相角参数误差和LHCb系统误差相当
➢ 需求更高精度的分组强相角差参数测量结果
➢ 𝐾𝑆

0𝜋+𝜋−：BESIII 7.93 fb−1(JHEP 06(2025)086 ）20 fb−1(进行中)
➢ 𝐾𝑆

0𝐾+𝐾−：BESIII 20 fb−1（进行中） 7

𝐾𝑆
0𝐾+𝐾− 2.93 fb−1

PRD 102, 052008(2020) 

𝐾𝑆
0𝜋+𝜋− 2.93 fb−1

PRD101, 112002（2020）



非分组傅里叶方法

➢ 分组方法的可观测量𝑁𝑖可以看作以阶梯函数𝑤𝑖

为权重对相空间上每个点的衰变率𝑝𝐷加权求和:

𝑁𝑖 = න
𝐷

𝑤𝑖 𝒛 𝑝𝐷 𝒛 𝑑𝒛

➢ 对各点衰变率作傅里叶展开，可以利用相空间
上所有点的信息。

➢ 考虑本底和效率等实验因素影响，傅里叶展开
的正交基函数 cos(𝑛𝜙)/sin(𝑛𝜙)通过optimal 
weight 𝑤𝑧 修正

这里𝜙为模型确定的强相角 8

𝐾𝑆
0𝜋+𝜋−

𝐾𝑆
0𝐾+𝐾−

𝒎𝟐(𝑲𝑺
𝟎𝑲+)[𝐆𝐞𝐕𝟐/𝒄𝟒]

𝒎𝟐(𝑲𝑺
𝟎𝛑+)[𝐆𝐞𝐕𝟐/𝒄𝟒]

𝒎
𝟐
(𝑲

𝑺𝟎
𝑲
−
)[
𝐆
𝐞
𝐕
𝟐
/𝒄

𝟒
]

𝒎
𝟐
(𝑲

𝑺𝟎
𝛑
−
)[
𝐆
𝐞
𝐕
𝟐
/𝒄

𝟒
]



BESIII和LHCb的联合测量

➢ 𝐵 → 𝐷𝐾的衰变率可以写成

9

➢ 不分组方法的𝛾角测量需要B介子衰变数据和D介子衰变数据
➢ 衰变道为𝐵 → 𝐷ℎ, 𝐷 → 𝐾𝑆

0ℎ+ℎ−( ℎ = 𝜋/𝐾).
➢ LHCb和BESIII联合完成不分组方法的首次𝛾角测量
➢ 目前处于合作组审核阶段



BESIII实验测量强相位差

➢采用重建两侧D介子的双标记方法(Double-Tag)
重建数据。

➢信号道包括𝐾𝑆
0ℎ+ℎ−和𝐾𝐿

0ℎ+ℎ−

➢𝐾𝐿
0ℎ+ℎ−为𝐾𝑆

0ℎ+ℎ−提供额外约束

➢ 利用多种标记道测量D衰变参数，提高统计量

类型 标记道

粲味标记道 𝐾𝜋,𝐾𝜋𝜋0, 𝐾𝜋𝜋𝜋, 𝐾𝑒𝜈

偶CP标记道 𝐾𝐾, 𝜋𝜋, 𝐾𝑆
0𝜋0𝜋0, 𝐾𝐿

0𝜋0, 𝜋𝜋𝜋0(𝐹+~0.94)

奇CP标记道 𝐾𝑆
0𝜋0, 𝐾𝑆

0𝜂𝛾𝛾/𝜋𝜋𝜋0 , 𝐾𝑆
0𝜂′𝜋𝜋𝜂/𝜌𝛾 , 𝐾𝑆

0𝜔,𝐾𝐿
0𝜋0𝜋0

自共轭道 𝐾𝑆
0ℎℎ, 𝐾𝐿

0ℎℎ(ℎ = 𝜋,𝐾)
10



数据分布

11

➢  不同标记道Dalitz图差异显示双标记产额包含量子关联效应。
➢  不同标记道提供不同D衰变参数的约束
➢粲味标记道：𝑝𝐷 → 𝐹𝑖 分组 ; 𝑝𝐷→ (𝑎, 𝑏)𝑛

𝐷 不分组
➢CP标记道: 𝐶 𝜙 → 𝑐𝑖 分组 ; 𝐶 𝜙 → (𝑎𝑛

𝐶 , 𝑏𝑛
𝐶) 不分组

➢自共轭道: 𝑆 𝜙 → 𝑠𝑖 分组 ; 𝑆 𝜙 → (𝑎𝑛
𝑠 , 𝑏𝑛

𝑠) 不分组
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分组方案

13

➢  基于不同的物理目标， 𝐾𝑆/𝐿
0 𝜋+𝜋−相空间有不同的分组方式

等相位分组方案
D介子混合/CPV测量

最优分组方案 
𝛾角测量

修正最优分组方案
 低统计量B介子的𝛾测量

𝐾𝑆
0𝜋+𝜋− 𝐾𝑆

0𝜋+𝜋− 𝐾𝑆
0𝜋+𝜋−



粲味标记道分组产额𝐾𝑖

14

➢粲味标记道的分组产额𝐾𝑖 = σ𝑗 𝜀
−1

𝑖𝑗 𝑁𝑗 , 𝑁𝑗为拟合得到的分组产额。

➢ 对𝐾±𝜋∓, 𝐾±𝜋∓𝜋0和𝐾±𝜋∓𝜋+𝜋−, 通过振幅模型计算其DCS修正

➢ 产额分数𝐹𝑖
(′)

=
𝐾𝑖
(′)

σ𝑗 𝐾𝑗
(′) 在不同味道标记道中保持一致

𝐾𝑆
0𝜋+𝜋−

𝐾𝐿
0𝜋+𝜋−



𝒄𝒊, 𝒔𝒊提取

15

➢ 其他标记道产额可以由味道标记道产额𝐾𝑖和归一化系数计算：

➢CP标记道产额可以用于提取𝑐𝑖
′ ：

𝑀𝑖
(′)

= ℎ𝐶𝑃
′ σ𝑗=0

𝑁=2,8 𝜖𝑖𝑗
′
(𝐾𝑗

′
+ 𝐾−𝑗

′
∓ (2𝐹𝐶𝑃

+ − 1) × 2𝑐𝑗
′

𝐾𝑗
′
𝐾−𝑗

′
)

➢自共轭道产额则可以用于提取𝑐𝑖
′ 和 𝑠𝑖

′ :

𝑀𝑖𝑗
(′)

= ℎ𝑐𝑜𝑟𝑟
(′) σ

𝑚→ 𝑖,𝑗 =0
𝑚=72(128)

𝜖𝑚𝑛
′
(𝐾𝑖𝐾−𝑗

(′)
+ 𝐾−𝑖𝐾𝑗

(′)
∓ 2 𝐾𝑖𝐾−𝑖𝐾𝑗

(′)
𝐾−𝑗
(′)

(𝑐𝑖𝑐𝑗
(′)
+ 𝑠𝑖𝑠𝑗

(′)
))

➢归一化系数ℎ𝐶𝑃
′
∝ 𝐴𝐶𝑃

2 , ℎ𝑐𝑜𝑟𝑟
′

∝ 𝑁𝐷𝐷。



纵向比较和𝛾不确定度贡献

16

➢ 𝐾𝑆/𝐿
0 𝜋+𝜋−当前7.9 fb−1结果同之前结果的比较图：

➢相较2.93 fb−1的之前的结果, 当前结果的𝑐/𝑠𝑖不确定性提升1.5倍
➢目前，最优分组条件下𝐾𝑆/𝐿

0 𝜋+𝜋−强相角参数对𝛾不确定度贡献为0.9°，预

期在20 fb−1下的贡献为0.6°。

𝒄𝒊
′

𝒄𝒊

𝒔𝒊 𝒔𝒊
′



结果——∆𝑐/𝑠𝑖约束影响

17

➢ 之前研究中,  使用了基于模型输入的∆𝑐/𝑠𝑖=𝑐/𝑠𝑖
′ - 𝑐/𝑠𝑖约束

➢ 更高亮度的𝜓(3770)样本使完全去除拟合中的模型 输入成为可能
➢ 加深我们对∆𝑐/𝑠𝑖约束在𝑐/𝑠𝑖测量中的影响的理解

➢  模型约束后𝑐/𝑠𝑖
(′)

结果更接近于模型预测，不确定性明显减少 
➢   不约束结果对𝛾不确定度的贡献为1.5° 。
➢ Toy研究表明，约束结果相较不约束结果，𝛾测量中心值存在0.4°的偏移。



𝑲𝑺
𝟎𝑲+𝑲−分组强相角参数测量

18

➢ 测量𝐾𝑆
0𝐾+𝐾−分组数为2，3，4的最优分组方案结果

➢ 分组数为2的情况下, 20 fb−1 的 𝐾𝑆/𝐿
0 𝐾+𝐾−强相角参数预期对𝛾不

确定度贡献为1.0°



内容纲要

➢ 研究背景

➢ 分组强相角差参数测量进展

➢ 非分组方法𝛾角测量进展

➢ 总结

19



级数定义
➢𝐵 → 𝐷𝐾的衰变率

𝑥± + 𝑖𝑦± = 𝑟𝐵𝑒
𝑖(𝛿𝐵±𝛾)

𝐵−: 𝑝𝐵 𝑧 ∝ 𝑝𝐷 𝑧 + 𝑥−
2 + 𝑦−

2 ҧ𝑝𝐷 𝑧 + 2[𝑥−𝒞 𝑧 + 𝑦−𝒮 𝑧 ]
𝐵+: ҧ𝑝𝐵 𝑧 ∝ ҧ𝑝𝐷 𝑧 + 𝑥+

2 + 𝑦+
2 𝑝𝐷 𝑧 + 2[𝑥+𝒞 𝑧 − 𝑦+𝒮 𝑧 ]

𝐷0/ഥ𝐷0 → 𝐾𝑆
0ℎ+ℎ−衰变率 𝒞, 𝒮 = 𝑝𝐷 ҧ𝑝𝐷(𝑐𝑜𝑠, 𝑠𝑖𝑛)(𝜙)

➢𝑝𝐷, 𝒞 𝑧 , 𝒮 𝑧 可以通过傅里叶展开得到级数(𝑎, 𝑏)𝑛
𝐷, (𝑎, 𝑏)𝑛

𝐶 , (𝑎, 𝑏)𝑛
𝑆 .

➢LHCb和BESIII首次利用不分组方法联合测量𝛾
• BESIII: 7.93fb−1 𝜓(3770) data
• LHCb: 9fb−1 Run1+Run2 data 

20



效率修正和级数计算
➢ 可以利用多项式函数拟合PHSP MC确定相空间每点的相对效率
➢ 为Dalitz图上每点确定一个效率修正𝑤𝑒𝑓𝑓

21

➢ 级数和级数间协方差可以通过对数据加权求和得到

➢(𝑎/𝑏)𝑛
𝑓 = σ

𝑖=1

𝑁𝑓
𝑤𝑛

𝑎/𝑏 𝑖
; 𝑐𝑜𝑣 𝑎1, 𝑎2 = σ𝑖=1

𝑁 𝑤1
𝑖𝑤2

𝑖

➢ 信号级数可以由数据级数减除本底级数得到



级数关系

22

➢基于𝐵 → 𝐷𝐾的振幅，可以得到级数间具有的级数关系:
B衰变

• 𝑎𝑛
𝐵+ = ℎ𝐵[𝑎𝑛

𝐷+ + 𝑥−
2 + 𝑦−

2 𝑎𝑛
𝐷− + 2(𝑥−𝑎𝑛

𝐶 + 𝑦−𝑎𝑛
𝑆)]

D衰变
• 味标记道

𝒂𝒏
𝒇𝒍𝒂𝒗

= ℎ𝑓𝑙𝑎𝑣[𝑎𝑛
𝐷+ + 𝑥𝐷

2 + 𝑦𝐷
2 𝑎𝑛

𝐷− − 2𝑅𝐷(𝑥𝐷𝑎𝑛
𝐶 − 𝑦𝐷𝑎𝑛

𝑆)] ∝ 𝑎𝑛
𝐷+

• CP标记道
𝒂𝒏
𝑪𝑷± = ℎ𝐶𝑃±[𝑎𝑛

𝐷+ + 𝑎𝑛
𝐷− ∓ 𝑎𝑛

𝐶]
• 自共轭道

𝒂𝒎𝒏
𝑫𝑫 = ℎ𝐷𝐷[𝑎𝑚

𝐷+𝑎𝑛
𝐷− + 𝑎𝑚

𝐷−𝑎𝑛
𝐷+ − 2(𝑎𝑚

𝐶 𝑎𝑛
𝐶 + 𝑎𝑚

𝑆 𝑎𝑛
𝑆)]

➢基于系数公式拟合得到CP破坏参数𝑥± = 𝑟𝐵cos(𝛿𝐵 ± 𝛾)和𝑦± = 𝑟𝐵sin(𝛿𝐵 ± 𝛾)



似然拟合函数

23

➢ 可以通过预期级数和关联矩阵构建𝜒2似然拟合函数

𝜒2 = 𝑎𝑛
𝐶𝑃+ − 𝜇𝑎𝑛𝐶𝑃+

𝑇
𝑉
𝑎𝑛
𝐶𝑃+
−1 𝑎𝑛

𝐶𝑃+ − 𝜇𝑎𝑛𝐶𝑃+

➢ 拟合函数𝜒2为B介子数据𝜒𝐵𝑒𝑎𝑢𝑡𝑦
2 和D介子数据𝜒𝐶ℎ𝑎𝑟𝑚

2

➢自由参数包括：
➢ 𝜒𝐵𝑒𝑎𝑢𝑡𝑦

2 约束的提取𝛾的CP破坏参数𝑥±
𝐷𝐾, 𝑦±

𝐷𝐾, 𝑥𝜉
𝐷𝜋, 𝑦𝜉

𝐷𝜋

➢ 𝜒𝐶ℎ𝑎𝑟𝑚
2 约束的D介子级数(a, b)𝐶/𝑆

𝑛



预期结果

24

➢ 通过伪数据样本确定，仅使用𝐾𝑆
0𝜋+𝜋−的情况下, 不分组方法统计误差

为5.53°，相较分组方法的5.63°有一定提升。

➢通过伪数据样本得到不同阶数下不分组方法的预期统计误差(𝐾𝑆
0ℎ+ℎ−)

➢联合拟合中𝐾𝑆
0𝜋+𝜋−和𝐾𝑆

0𝐾+𝐾−阶数分别取2和1
➢加入𝐾𝑆

0𝐾+𝐾−后，不分组方法统计误差提升5%
➢不分组方法对𝐾𝑆

0𝐾+𝐾−这类小统计量，难以分组的道有更大优势



预期结果

25

➢单独考虑统计误差中LHCb的贡献

➢随着LHCb统计量提升，将需求更高阶的𝐾𝑆
0𝜋+𝜋−和𝐾𝑆

0𝐾+𝐾−级数
➢本分析将提供更高阶(3, 2)的(𝑎, 𝑏)𝐶/𝑆

𝑛 结果，为后续其他不分组方法分

析提供输入。

➢本分析目前已经基本完成，即将推出文章进行合作组内审核
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总结

➢基于BESIII收集的7.93 fb−1 数据， 完成并发表了𝐾𝑆
0𝜋+𝜋− 分组强相

角参数𝑐/𝑠𝑖的测量，为LHCb亮度升级后的𝛾测量提供关键输入。
➢目前，𝐾𝑆

0ℎ+ℎ− ℎ = 𝜋,𝐾 20fb−1数据集下的分组强相角参数测量
正在推进中。

➢基于BESIII收集的7.93 fb−1 数据,联合LHCb合作组完成了不分组方法
下𝐵 → 𝐷ℎ, 𝐷 → 𝐾𝑆/𝐿

0 ℎ+ℎ− ℎ = 𝜋, 𝐾 道的首次𝛾测量，预计年内发表

➢相较于分组方法，toy研究表明不分组方法提升约5%
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