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  BESIII 实验应用
在粲强子衰变和标准模型的精确检验中，往往需要对QCD非微
扰物理量进行精确计算。

格点 QCD
唯一基于QCD第一性原理的方法

有效场论
如手征有效场论

Dyson-Schwinger方程

强子模型
引入唯象参数描述强子结构

其他方法
FRG, 全息QCD, AdS/QCD

QCD求和规则

 QCD非微扰物理量计算方法

格点-微扰匹配

  格点-微扰匹配的必要性
许多物理量，比如夸克质量，部分子分部函数(Quasi-PDF) 等
等，都是重整化方案依赖的，需要将格点计算结果转换成微扰
QCD常用的MS方案下的结果，确保理论预言的一致性。

格点-微扰匹配计算过程

步骤1
在格点方案下进行微扰计算

步骤2
在MS方案下进行微扰计算

步骤3: 建立匹配系数
通过比较两种微扰计算结果，得到连接两种方案的匹配系数
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目前格点模拟中的难点与挑战

 信噪比问题

 信号衰减

在格点QCD计算中，随着欧几里得时间的增加，信号呈指数衰减，而噪
声衰减较    慢，导致信噪比急剧下降。

        
       统计涨落

蒙特卡洛采样中的统计涨落会随着物理量的复杂度增加而显著增大，特
别是在计算 重子与胶子系统，多点关联函数和高维算符矩阵元时。

        精度与计算资源平衡 
提高信噪比需要增加统计采样数量，这直接导致计算资源需求的大幅   
增加。

  其他技术挑战

费米子信号问题（Fermion Sign Problem)

连续极限与有限格距误差（Continuum Limit & Discretization Errors）

夸克质量外推，激发态与共振态, 拓扑冻结（Topological Freezing ）…

格点计算与格点-微扰匹配问题的难点与挑战

格点微扰-匹配计算的难点与挑战

1. 离散化误差与连续极限的恢复        
格点方法将连续时空离散化，引入有限的格点间距 a，带来不可避免的截断  误差。

这些误差在微扰展开中会影响结果的准确性。

2. 重整化匹配与耦合常数选择困难
在格点微扰中，为将结果与连续微扰理论（如MS方案）衔接，必须进行重整化匹

配。这一过程常常涉及方案转换和耦合常数尺度设定，若选用了不恰当的 bare 

coupling 会导致低阶展开失效或收敛性差。

3. 高阶圈图与积分计算复杂度
格点微扰需要对高阶圈图进行展开和积分，但离散结构导致积分公式复杂，依赖

计算机代数工具和精确数值技巧来处理高精度积分。

4. 多体系统与符号问题（sign problem）
虽然这是更广泛存在于多体系统与非微扰蒙特卡洛计算中的问题，但在某些含费

米子或非零化学势的格点微扰场景中，也会带来震荡积分和数值稳定性挑战。
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M. Luescher, JHEP 08 (2010) 071 

流方程：
Gradient Flow 是一种通过微分方程平滑场构型的方法，引入额外的“流时” (t, mass dimension -2 ) 维度，使场沿着作用量梯度方向

演化。                和                  为 flowed 规范场和费米场，满足以下微分方程和边界条件

                 D+1维 QCD：

Gradient Flow 的定义 4/20



Flowed propagators:

             

               Flowed Vertices:

Gradient Flow 方案下的费曼规则 (原有 QCD 费曼规则基础上额外的费曼规则，仅列部分)

微扰 Gradient Flow

J. Artz et al. JHEP 06 (2019) 121
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 在格点模拟中的优点

提升信噪比的优点

信号增强

Gradient Flow 通过平滑场构型，有效抑制短距离涨落，显著提高信号
强度，改善信噪比。

噪声抑制
流方程作为低通滤波器，能够有效过滤高频噪声，同时保留物理信息，
大幅提高测量精度。

统计效率提升
相同计算资源下， Gradient flow 方法能够获得更高统计精度，降低蒙特卡洛模拟的 计
算成本

其他技术优势

拓扑荷测量
提供更稳定的拓扑荷定义与测量

计算稳定性
提高数值计算的稳定性和可靠性

简化算符混合问题
在许多情况下，Gradient flow 可以降低或消除算符间的紫外混合，使得
每个算符的匹配因子可以独立计算，而无需处理复杂的混合矩阵。

消除或简化重整化因子的计算
在适当流时间 t 下，经过 Gradient flow 处理的场与算符会变得有限且不
需要额外的紫外重整化 (至少在纯规范理论及部分费米子算符中成立）。

数值–解析的无缝衔接
 Gradient flow 下，格点数值计算结果与连续微扰理论结果可以在相同的流
        时间 t 下直接比较。 Gradient flow 只压低紫外行为，不改变红外行为。

 格点-微扰匹配方面的优势

Gradient Flow 方案的优势

手征对称性
改善手征费米子的数值处理

算符重整化
简化复合算符的重整化过程

重整化的优势

l l 微扰计算简化，微扰展开收敛性更好
洛伦兹与规范对称性得到保证，在微扰计算中可以与维数正规化同时使用，
相对于格点正规化，计算得到了极大的简化，使得高阶计算更加可行。同
时，与格点方案相比，Gradient flow 方案下的匹配系数通常收敛性更好。

简化格点-微扰匹配计算
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Gradient Flow 研究领域的进展

l 近年来，Gradient flow 研究领域取得了显著的进展，催生出了以 Gradient flow 为主题的国际系列研讨会：
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l The QCD static force can be defined by the spatial derivative of the static potential V(r)

l QCD static force 的精确计算可用于精确提取 𝛼#
l 相对 static potential, static force 在格点计算中不存在正比于 1/a 的线性发散，但是上述定义的static force在格点

上的计算存在较大的离散误差，连续极限收敛较慢。 N. Brambilla et al. PRD 105 (2022) 5, 054514

l 在格点计算中使用 Gradient flow 或许能很好地改善这一问题。

l Motivation: 对 QCD static force 在 gradient flow 方案下的微扰计算能为该方案下的计算提供一定的参考和输入。

    QCD Static Force in Gradient Flow
N. Brambilla, H. S,. Chung, A. Vairo and X.-P. Wang, JHEP 01(2022) 184
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l Feynman diagrams

l 我们将单圈结果分解成以下形式，方括号中的三项分别对应LO，NLO对数项，NLO有限项的贡献

l 其中的NLO有限项积分很复杂，我们提供了参数积分表达式，以供数值求解。

单圈计算 9/20



在此处键入公式。

l 利用 sector decomposition 的方法，我们提取了单圈结果对 flow time t 的线性依赖关系

l 其中 𝑐$=-22/3, 𝐹 𝑟; 𝑡 = 0  为 QCD static force 单圈计算结果

l 代入 𝑐$=-22/3， 我们得到 −12𝛽% − 6𝐶&𝑐$ = 8𝑛' 

l 这意味着，在单圈水平，纯 SU(3) 规范理论 (𝑛' = 0) 情况下，线性项为 0.

l 我们的计算结果为在 gradient flow 方案下格点计算 QCD static force 外推到 𝑡 → 0，从而得到最终的物理结果，

提供了参考指引。

l 在文章 N. Brambilla et al. PRD 109 (2024) 11, 11 中，我们的结果被用于辅助将格点计算结果精确外推到 𝑡 → 0

对 Flow Time 的线性依赖关系 10/20



在此处键入公式。

l 在文章 [1]中 P-波重夸克偶素衰变 NRQCD 色八重态矩阵元在 pNRQCD 有效理论框架下被因子化为

l 胶子关联函数 0 𝑔𝐸( 𝑡, 𝟎 𝑊 𝑡, 0 𝑔𝐸( 0, 𝟎 0  可以通过格点 QCD 方法计算，这使得使用格点方法计算 NRQCD 色八

重态矩阵元成为了可能。

l 在文章 [2,3] 中 S-波重夸克偶素的色八重态产生矩阵元被进一步因子化为零点波函数的模仿与胶子关联函数的乘积，

大大减少了计算S-波重夸克偶素产生的非微扰参数（12 → 3)。

l 然而，使用格点方法计算胶子关联函数，通常信噪比不好，我们期望使用 gradient flow 能有效改善一问题。

l Motivation: 胶子关联函数通常是重整化方案依赖的，我们需要将 gradient flow 方案下的格点计算结果转化为

MS 方案下的结果 。
[1] N. Brambilla， D. Eiras, A. Pineda, J. Soto and A. Vairo, PRL 88 (2002) 012003

[2, 3] N. Brambilla, H. S,. Chung, A. Vairo and X.-P. Wang, PRD  105 (2022) 11, L111503; JHEP 03 (2023) 242 

Off-lightcone Wilson-line Operators in Gradient Flow
N. Brambilla and X.-P. Wang, JHEP 06 (2024) 210
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在此处键入公式。

l 我们发现，用于定义前述胶子关联函数的这类算符属于 off-lightcone Wilson-line operators 的一种, 

    它们的重整化性质在八十年代就有了深入的研究 (see H. Dorn, Fortsch. Phys. 34 (1986) 11 for a review)。

l 近年来在格点计算研究领域，这类算符被用来定义准部分子分布函数，又引起了极大的关注。 

    （see X. Ji, Y.-S. Liu, Y. Liu, J.-H. Zhang and Y. Zhao, Rev. Mod. Phys. 93 (2021) 035005 for a review)

l 另外这类算符也出现在定义QCD静态势 (QCD static potential)及其相对论修正，重夸克传播系数，

     重夸克偶素的传播系数等算符定义中。

     其中与自旋相关的相对论修正和重夸克传播系数对应色磁场算符插入 Wilson loop 的算符定义, 

     也是重整化方案依赖的。

胶子关联函数与 Off-lightcone Wilson-line Operators 12/20



在此处键入公式。

l 我们关注以下两类 off-lightcone Wilson-line operators (𝑣 为 off-lightcone (非光锥）Wilson line 方向）：

     其强子矩阵元可用于定义夸克准部分子分布函数（space-like Wilson line)；

    其强子矩阵元可用于定义胶子准部分子分部函数 (space-like)；其真空期望值可用于定义胶子关联函数。

l 基于 one-dimensional auxiliary-field formalism (Generalized HQET), 上述算符可以表示成

    其中的 Wilson line 被重夸克传播子代替。

l  这样，off-lightcone Wilson-line operators 可以表示成在不同时空点的流算符的乘积。

Off-lightcone Wilson-line Operators 与流算符 13/20



在此处键入公式。

l 将 𝐹)* 分解成以下两个分量 (𝑣+ = 1)，由此我们可以得到两个重整化性质不同的算符:

其中当 𝑣 = 1,0,0,0  时（time-like）， 以上 𝐹)* 两个分量分别为色电场 E 和色磁场 B。

l 定义以下局域 heavy-light, heavy-gluon 流算符, 其重整化性质在 HQET 中已被熟知

l 根据 off-lightcone Wilson-line operators 及以上流算符的重整化性质，我们有以下关系 （注意角标是否带 𝐽）

l  off-lightcone Wilson-line operators 的重整化常数为对应流算符的乘积。 𝛿𝑚 为线性发散的 mass correction。

重整化性质与关系 14/20



在此处键入公式。

l 根据 small flow time expansion (实际格点计算中，我们需要外推到 𝑡 → 0)，我们有如下匹配关系

     

    我们将流算符                                  和                的匹配分解为场算符的匹配                                        以及

    顶点匹配                                                                     的乘积。

    流算符                 对应自旋相关的QCD静态势的相对论修正，重夸克传播系数等算符定义，其匹配系数记为 𝑐, 𝑡, 𝜇 。 

l 以上匹配系数，我们有如下关系，因此我们只需计算流算符的匹配系数以及线性发散的 mass correction 𝛿𝑚 ,

             

Gradient Flow 方案下的匹配关系 15/20



在此处键入公式。

l 在 𝑡 → 0 极限下，可以在算符层次进行匹配计算，匹配结果不依赖外态，最简单的情况是选择外态动量为 0

l 单圈水平，顶点修正 𝜁-.! 包含以下两个费曼图，其中在外动量为 0 的情况下只有第一个图 𝑏/  有非零贡献：

l  分别在 gradient flow 和      方案下对顶点做单圈修正，并进行对比 (gradient flow 只改变 UV 行为, 不改变 IR 行为）： 

l 对比下，得到： 

单圈匹配计算举例 𝜻𝝍𝒉𝒗 16/20



在此处键入公式。

l 在费曼规范下，我们得到场算符和顶点的匹配系数的单圈计算结果，并由此得到流算符的单圈匹配结果（规范无关），同时

也得到了off-lightcone Wilson-line operators 的单圈匹配结果 ： 

l 其中 𝐶0 = 𝐶, 或者 𝐶0 = 𝐶&，对应 ℎ1 分别处于 SU(3) 基础表示和伴随表示。

单圈匹配计算结果 17/20



在此处键入公式。

l 文章 C. Monahan, PRD 97 (2018) 054507 在gradient flow 方案下对夸克准部分子分布进行单圈计算（为简化计算，设外态动量 𝑃! = 0)

     但文章中的计算结果是错误的，在 𝑡 → 0 极限下，计算结果应该对应 𝑐-.!
+ ， 与 𝑧 无关，文章中的结果不满足这一条件。

l A. M. Eller 2021年博士论文和 D. Cruz, A. M. Eller, G. Moore, PRD 110 (2024) 9, 094057 中分别对色电-色电（E-E) 和色磁-色磁（B-B)

关联函数（用于定义重夸克转播系数）在 gradient flow 方案下进行了单圈匹配计算 （𝑈 为基础表示下的 Wilson line)

    其中 𝐺5(𝜏) 的匹配系数对应我们的 c,+(𝑡, 𝜇), 因为其定义对应色磁场两次插入Wilson loop.

    根据流算符                  重整化常数恒为1的性质， 𝐺6(𝜏) 的匹配系数也恒为1，这也是我们未对其进行计算讨论的原因。

    但是，上述论文与文章是基于对算符矩阵元的单圈完整计算，提取 𝑡 → 0 极限下的结果，从而得到匹配结果，匹配计算过

    程十分复杂，需近百页的篇幅对计算过程详细阐述，而我们只需要3页左右的计算篇幅就能得到全部结果。

l 因此，我们基于算符重整化性质的匹配计算方法大大简化了 off-lightcone Wilson-line operators 的匹配计算，使得双圈

甚至更高圈的精确匹配计算成为可能。另外，我们对 𝑐||8, 𝑐88 的研究和单圈计算结果也是全新的。     

与已有研究结果的对比： 𝒄𝝍𝒉𝒗, 𝒄𝑭 18/20



在此处键入公式。

l 上述匹配计算均为 𝑡 → 0 极限下的结果，虽然格点计算中，我们也需要把格点计算结果外推到 𝑡 → 0 极限，但实际的格点计

算中，我们是无法达到 𝑡 → 0 极限的，因此研究有限 𝑡 的效应是十分有实际意义的。

l 我们对在 gradient flow 方案下夸克准部分子分布的完整单圈计算结果与 𝑡 → 0 极限下的单圈结果进行对比：

l 如上图，对比结果表明，只要 𝑟, = 8𝑡 ≪ 𝑧, 即 flow 能标 1/𝑟, 远大于其他物理能标，有限 𝑡 的效应就可以被合理忽略。

有限 flow time 效应 19/20



在此处键入公式。

l Gradient Flow 是个新兴的研究领域，在格点与微扰计算领域均逐渐引起关注和重视。微扰-格点匹配计算，作为连接格点

计算结果与微扰计算结果的桥梁，在 Gradient Flow 方案下有着巨大的潜力，有许多重要的工作亟待推进完成。

1. 目前许多定域算符在 gradient flow 方案下的匹配计算已经进行到双圈水平，但是计算均未考虑重夸克质量效应

      或者是在 flow 能标远大于重夸克质量能标的前提条件下进行的，这在目前实际的格点计算中往往很难得到满足。

      我们可以通过结合 HQET, NRQCD 有效理论将重夸克质量效应合理地考虑进去。

2. Off-lightcone Wilson-line operators 是一类具有非常广泛用途的算符，目前在 gradient flow 方案下的匹配计

      算仅限于单圈水平，难以匹配目前微扰计算普遍双圈及以上的精度，因此亟需将上述 off-lightcone Wilson-line 

      operators 在 gradient flow 方案下的匹配研究推进到双圈水平，对线性发散的 mass correction 𝛿𝑚 的双圈

      甚至更高阶的微扰计算可为剔除格点计算中的线性发散指数因子提供更精确的输入。

3. 通过胶子关联函数的在Gradient Flow 方案下的格点计算，实现第一个 NRQCD 色八重态矩阵元的格点计算（进行中）。

 

总结与展望 20/20


