
Jacobi polynomial

覃立言

1 integral equation

Sacherer 积分方程，注意求和在积分里

[Ω− ωs(H)l]Rl(H)

= −κωs(H)ψ′
0(H)

∫ ∞

0

dH ′ 1

ωs(H ′)

∑
m

Rm(H ′)Gl,m(H,H ′) (1)

其中

κ =
2Ne2c

E0T0

(2)

Gl,m(J, J ′) = l Im
∫ ∞

0

dω
Z(ω)

ω
hl(J, ω)h

∗
m(J ′, ω) (3)

[Ω− ωs(H)l]
Rl(H)

ωs(H)

= −κψ′
0(H)

∫ ∞

0

dH ′
∑
m

Rm(H ′)

ωs(H ′)
Gl,m(H,H ′) (4)

令 Sl(H) = Rl(H)
ωs(H)

[Ω− ωs(H)l]Sl(H)

= −κψ′
0(H)

∫ ∞

0

dH ′
∑
m

Sm(H ′)Gl,m(H,H ′) (5)

令 K = H −Hmin，截断哈密顿量为 K̂

[Ω− ωs(K)l]Sl(H)

= −κψ′
0(K)

∫ ∞

0

dK ′
∑
m

Sm(H ′)Gl,m(K,K ′) (6)
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选取 Jacobi 正交基

Sl(K) =
∑
α,w

Cα,w
l fw,l

α (K) (7)

fw,l
α (x(K)) = 2w

√
2α+ w + l + 1

21+w+l

α!Γ(l + w + α+ 1)

Γ(α+ l + 1)Γ(α+ w + 1)
(
K

K̂
)w[

2(K̂ −K)

K̂
]l/2Pw,l

α (x) (8)

= 2w(
K

K̂
)wrw,l

α (x(K)) (9)

rw,l
α (x(K)) =

√
2α+ w + l + 1

21+w+l

α!Γ(l + w + α+ 1)

Γ(α+ l + 1)Γ(α+ w + 1)
[
2(K̂ −K)

K̂
]l/2Pw,l

α (x) (10)

= 2−w(
K

K̂
)−wfw,l

α (x(K)) (11)

其中 x = 1− 2K/K̂，Pw,l
α (x) 为 Jacobi 多项式。满足正交条件∫ 1

−1

fw,l
α (x)rw,l

β (x)dx = δαβ (12)

− 2

K̂

∫ K̂

0

fw,l
α (K)rw,l

β (K)dK = δαβ (13)

代入得到

[Ω− ωs(K)l]
∑
α,w

Cα
l f

w,l
α (K)

= −κψ′
0(K)

∫ ∞

0

dK ′
∑
m

∑
β,w′

Cβ
mf

w′,m
β (K ′)Gl,m(K,K ′) (14)

对 ψ′
0(K) 做级数展开

ψ′
0(K) = − A√

2πσ3
δη

exp[−Hmin

ησ2
δ

] exp[− K

ησ2
δ

] (15)

= − A√
2πσ3

δη
exp[−Hmin

ησ2
δ

]
∑
w

(
K

K̂
)w(

−K̂
ησ2

δ

)w(
1

w!
) (16)

=
∑
w

cexp
w (

K

K̂
)w (17)

cexp
w = − A√

2πσ3
δη

exp[−Kmin

ησ2
δ

](
−K̂
ησ2

δ

)w(
1

w!
) (18)
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代入得到

[Ω− ωs(K)l]
∑
α,w

Cα
w,lf

w,l
α (K)

= −κ
∑
w

cexp
w (

K

K̂
)w

∫ ∞

0

dK ′
∑
m

∑
β,w′

Cβ
mf

w′,m
β (K ′)Gl,m(K,K ′) (19)

两边同时乘以 rw,l
α′ (K)，做正交积分∫

dK[Ω− ωs(K)l]
∑
α,w

Cα
w,lf

w,l
α (K)rw,l

α′ (K)

= −
∫
dKκ

∑
w

cexp
w (

K

K̂
)w

∫ ∞

0

dK ′
∑
m

∑
β,w′

Cβ
mf

w′,m
β (K ′)Gl,m(K,K ′)rw,l

α′ (K) (20)

等号左边 ∫
dK[Ω− ωs(K)l]

∑
α,w

Cα
w,lf

w,l
α (K)rw,l

α′ (K)

= −
∑
w

2

K̂
ΩCα

w,lδαα′ − l

∫
dKωs(K)

∑
α,w

fw,l
α (K)rw,l

α′ (K)Cα
w,l (21)

等号右边

−lκ
∫ ∞

0

dK
∑
w

cexp
w (

K

K̂
)w

∫ ∞

0

dK ′
∑
m

∑
β,w′

Cβ
w′,mf

w′,m
β (K ′) Im

∫ ∞

0

dω
Z(ω)

ω
hl(K,ω)h

∗
m(K ′, ω)rw,l

α′ (K) (22)

= −lκ Im
∫ ∞

0

dω
Z(ω)

ω

∫ ∞

0

dK
∑
w

cexp
w (

K

K̂
)wrw,l

α′ (K)hl(K,ω)

∫ ∞

0

dK ′
∑
m

∑
β,w′

Cβ
w′,mf

w′,m
β (K ′)h∗m(K ′, ω)

(23)

= −lκ Im
∫ ∞

0

dω
Z(ω)

ω

∫ ∞

0

dK
∑
w

cexp
w 2−wfw,l

α′ (K)hl(K,ω)

∫ ∞

0

dK ′
∑
m

∑
β,w′

Cβ
w′,mf

w′,m
β (K ′)h∗m(K ′, ω)

(24)

令

gαw,l(ω) =

∫ ∞

0

dKfw,l
α (K)hl(K,ω) (25)

得到

− lκ Im
∫ ∞

0

dω
Z(ω)

ω

∑
w

cexp
w 2−wgα

′

w,l(ω)
∑
m

∑
β,w′

g∗βw′,m(ω)Cβ
w′,m (26)

= −lκ
∑
w

∑
m

∑
β,w′

Im
∫ ∞

0

dω
Z(ω)

ω
cexp
w 2−wgα

′

w,l(ω)g
∗β
w′,m(ω)Cβ

w′,m (27)
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最终等式化为

−
∑
w

2

K̂
ΩCα

w,lδαα′ − l

∫
dKωs(K)

∑
α,w

fw,l
α (K)rw,l

α′ (K)Cα
w,l (28)

= −lκ
∑
w

∑
m

∑
β,w′

Im
∫ ∞

0

dω
Z(ω)

ω
cexp
w 2−wgα

′

w,l(ω)g
∗β
w′,m(ω)Cβ

w,m (29)

两边同时去掉对 w 的求和，β → α, α′ → β 合并为

− 2

K̂
ΩCα

w,lδαβ (30)

= l

∫
dKωs(K)

∑
α

fw,l
α (K)rw,l

β (K)Cα
w,l − lκ

∑
m

∑
α,w′

Im
∫ ∞

0

dω
Z(ω)

ω
cexp
w 2−wgβw,l(ω)g

∗α
w′,m(ω)Cα

w,m (31)

统一求和号

− 2

K̂
ΩCβ

w,l = l
∑

α,w′,m

[∫
dKωs(K)fw,l

α (K)rw,l
β (K)δlmδww′ − κaw Im

∫ ∞

0

dω
Z(ω)

ω
gβw,l(ω)g

∗α
w′,m(ω)

]
Cα

w′,m

(32)

aw = cexp
w 2−w (33)

Taylor 展开约 15 阶对 exp 函数拟合可以接受
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