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蒙特卡罗方法又称随机抽样技巧或统计试验方法。半
个多世纪以来，由于科学技术的发展和电子计算机的
发明 ，这种方法作为一种独立的方法被提出来，并首
先在核武器的试验与研制中得到了应用。蒙特卡罗方
法是一种计算方法，但与一般数值计算方法有很大区
别。它是以概率统计理论为基础的一种方法。由于蒙
特卡罗方法能够比较逼真地描述事物的特点及物理实
验过程，解决一些数值方法难以解决的问题，因而该
方法的应用领域日趋广泛。 
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1.1  蒙特卡罗方法简史 

• 启蒙时期(18世纪---第二次世界二战) 

• 开创时期（第二次世界大战期间。） 

• 发展时期（前期…1980…后期） 

 



- 启蒙时期 

  1.蒲丰氏(Buffon)问题 

            为了求得圆周率π值，在十九世纪后期，有很多人
作了这样的试验：将长为2l的一根针任意投到地面上，
用针与一组相间距离为2a（ l＜a）的平行线相交的频
率代替概率P，再利用准确的关系式： 

 

 

     求出π值 

 

 

             其中Ｎ为投计次数，n为针与平行线相交次数。这
就是古典概率论中著名的蒲丰氏问题。 
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关于投针实验结果的推导 

5 

针与线相交的几率为 



投针实验的科学意义 
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1,000 0.075 

2,000 0.053 

3,000 0.043 

4,000 0.037 

5,000 0.033 

10,000 0.0075 



 

      一些人进行了实验，其结果列于下表 ： 

实验者 

 

年份 

 

投计次数 

 

π的实验值 

 

沃尔弗(Wolf) 

 

1850 

 

5000 

 

3.1596 

 

斯密思(Smith) 

 

1855 

 

3204 

 

3.1553 

 

福克斯(Fox) 

 

1894 

 

1120 

 

3.1419 

 

拉查里尼
(Lazzarini) 

 

1901 

 

3408 

 

3.1415929 
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2. 费米模拟装置 

20世纪30年代，费米发明的“FERMIAC”机械模拟实验装置，
用来模拟中子在核装置内的随机扩散运动。实验时
“FERMIAC”在核装置的二维平面滑动，随机地选取快中子
或慢中子，确定中子运动方向和碰撞距离，得到中子随时间的
变化情况，这类似蒙特卡罗方法模拟中子的随机运动。 

蒙特卡罗方法的启蒙时期长达两个世纪，其主要原因是缺乏
高速计算工具。没有现代的电子计算机，不可能进行千百万
次的模拟计算。 
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- 开创时期 

1.原子弹研制时期 

20世纪40年代，是蒙特卡罗的开创时期。当时出现了蒙特
卡罗方法的技术条件和应用需求。技术条件是发明了电子
计算机（１９４５年，ＥＮＩＡＣ） 
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    应用需求是美国制造原子弹和氢弹。1942年到1945年是
美国研制原子弹时期，实施研制原子弹的曼哈顿计划，
1945年美国试验第一颗原子弹。原子弹设计需要需论上
计算中子在原子弹内的扩散与增值，与各种材料元素发
生碰撞、产生散射、吸收和裂变，都是随机过程。3位科
学家：乌拉姆(S.Ulam)、冯.诺依曼(J.von Neumann)和梅
特罗波利斯(N. Metropolis)是蒙特卡罗方法的三位开创者
。 
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伪随机数发展中，出现了两个事件：一是
Marsaglia(1968,1972)发现线性同余法产生的随机数具有不均
匀性和相关性，出现了高维随机数的降维现象，二是经典的
裴波那契方法和反馈移位寄存器方法受到质疑，主要问题是
产生的伪随机数序列具有相关性，出现与均匀性和独立性相
矛盾的现象，并且在实际使用中出了问题（Ferrenberg,et.,al. 
1992;  Grassberger,1993）。 

     20世纪80年代后，出现了各种伪随机数产生器和统计检验
方法。如：麦森变形产生器，G.马莎格利亚提出的各种组合
产生器。20世纪80年代美国MathWorks公司推出的Matlab数学
软件，采用的伪随机数产生器，基本上跟上了伪随机数产生
器的发展。例如7.4版本使用的麦森变形产生器，周期为
106001。 
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1.2  随机数产生和检验 



• 噪声真随机数产生器 

   1974年，美国兰德公司用电子旋转轮产生真随机数，
做成100万个真随机数表。 

    1978年，Frigerio，Clark，Tyler用a粒子放射源和高分
辨率计数器产生真随机数，每秒产生1.6个真随机数。 

     2010年，据报道，美国ComScire量子世界公司生产
出利用物理噪声源做成的随机数产生器，每秒可产生
6.25万个随机数，售价895美元。 

   网站：http://www.random.org提供真随机数 

1.2.1.  真随机数产生器 

用物理的方法产生的随机数称为真随机数，其最大的特点是独
立性和均匀性好，没有周期；其缺点是增加硬件设备和费用，
使用中由于随机序列无法重复产生，因此无法进行复算。 
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1.2.2 早期伪随机数产生器 
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注意区别： 概率密度函数(pdf),  概率 



伪随机数的性能要求： 
 (1)能通过严格的统计检验 

 (2)产生伪随机数的算法有坚实的数学理论支撑 

 (3)伪随机数序列可以重复产生，不用存储在计算机内存 

 (4)速度快，有效，计算机内存占用小 

 (5)周期长，至少有1050，如果需要𝑁个随机数，则周期
不小于10𝑁2。 

 (6)多流线产生，可以在并行机上实现。 

 (7)不产生0或者1的伪随机数，避免0溢出或者其他计算
困难。 

伪随机数产生的数学结构： 
 (1)定义伪随机数的状态空间S,必须是有限域。 

 (2)必须有初始态S0，给定伪随机数的初始值。 

 (3)包含一个转换函数St=f(St-1)，一般是递推式，是数学
结构的主体。 

 15 



 (4)定义伪随机数的输出空间𝑈，通常是整数。 

 (5)包含一个输出函数𝑈 = 𝑔(𝑆𝑡)，把整数转变成(0,1)随机数。
重复(3),(4),(5)部分，产生随机数序列。 

早期伪随机数产生方法： 

1. 经典的裴波那契产生器 

  Taussky 和Todd(1966)加同余产生器，递推公式为： 

2 1( )(mod  M),  2,      i
i i i i

X
X X X i U

M
    

当X0=X1=1时，产生的随机数系列时间点的裴波那契系列： 

1,1,2,3,5,8,13,21，….. 

问题：Dieter(1971),Knuth(1981)指出这种随机数序列存在
不居中现象，而且产生显著的序列相关，出现随机数只
能分布在3维空间的8个等边三角形平面上。 
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Tausworthe(1965)提出反馈移位寄存器产生器，其数学基
础时本原多项式和异或运算()，递推公式为： 
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𝑋𝑖 = 𝑈𝑖 cos 2𝜋𝑈𝑖+1 sin(𝜋𝑈𝑖+2) , 𝑌𝑖 = 𝑈𝑖 sin 2𝜋𝑈𝑖+1 sin 𝜋𝑈𝑖+2   

2.反馈移位寄存器产生器 

输出函数：𝑈𝑡 = 𝑋𝑡𝑠+𝑙−12
−𝑙

𝑤

𝑡=1

 
𝑋𝑖 ≡ 𝑋𝑖−𝑝⨁𝑋𝑖−𝑞   或

𝑋𝑖 ≡ 𝑋𝑖−𝑝⨁𝑋𝑖−𝑝+𝑞  

(𝑝 > 𝑞) 



产生随机数系列需要p个二进制数值的初始值。产生随机数的
速度快，而且周期长(2𝑝 − 1),例如，𝑝 = 521，𝑞 = 32，周期
为6.8610156 

• 1981年，Knuth对反馈移位寄存器产生器提出过异议和警告 

• 1992年(Phys.Rev.Lett., 69, 3382)，美国佐治亚大学的三位物理学家
(Ferrenberg,Laudau,Wong)，他们发现在伊辛模型模拟中，5个计算程
序由于使用了反馈移位寄存器产生的伪随机数，存在着微妙的相关
性，导致了模拟结果完全错误。 

• 1993年，Grassberger发现在自回避游动模型模拟时也出现了类似的
问题。 

3.线性同余产生器 

Lehmer（1951）年提出了乘同余产生器，Roterberg(1960)提出
了混合同余产生器，线性同余产生器产生整数随机数的递推
同余式为： 
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Xi=(A*Xi-1+C) (Mod M),    Ui=Xi/M 

式中，M为模，A为乘子，C为增量。当C=0时，是乘同余产生器，当C>0时，
是混合同余产生器，线性同余产生器产生随机数序列需要一个初始值X0, 参
数(M,A,C,X0)通过线性同余产生器的参数。 



1.2.3   随机数理论检验和统计检验 

• 随机数理论检验 
    伪随机数的理论检验方法是一种事前检验方法，它是指在

构造伪随机数产生器之前，选取算法和参数时，就行理论
检验。为了避免出现降维现象和产生稀疏栅格，理论检验
方法有相邻平行超平面之间最大距离检验（也称为谱检验
），平行超平面最小数目检验和最接近点距离检验。 

• 统计检验 
     不管用什么方法产生的伪随机数，它们能否作为随机数使
用，最终都要靠统计检验来确定。检验的内容是随机数的参
数是否与理论分布一致，随机数是否有较好的均匀性、独立
性和连贯性。按实数随机数10进制数值大小的检验方法我们
称为一般检验。 

19 



        一般检验方法有均匀性检验（包括矩检验、频率检验和
累积频率检验），相关性检验（包括相关系数检验、无重复
联列表检验、有重复联列表检验和均方相继差检验），组合
规律性检验（包括最小距离检验、距离检验、配套检验、扑
克检验和空隙检验）。 

         严格检验方法的检验对象是整数随机数，整数随机数用
2进制数字串表示，对于32位计算机，整数随机数用32位2进
制位串表示，随机数产生器产生整数随机数序列是以2进制位
串形式排列，严格检验方法是对这样的2进制位串序列应具有
的随机性能和规律，进行统计检验，所以严格检验方法是按
整数随机数二进制位串排列的检验方法。按整数随机数二进
制位串排列检验比按(0,1)随机数10进制数值大小排列检验要
严格得多。在检验方法设计上，有很多独到之处。比如，
Marsaglia (1995, 2008, 2010) 提出的严格检验方法，目前比较
流行的Diehard程序，包括2进制秩检验、猴子检验、计数1检
验、生日间隔检验、最大公因数检验和大猩猩检验。 
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1.3  概率分布抽样方法 

21 

随机变量的随机抽样指的是由该变量的总体分布产生简 

单随机子样。在用蒙待卡罗法解题时. 经常会遇到具有不 

同分布的各种随机变量. 要求产生对应于该随饥变量的随 

机子样.也即随机数列。这一步骤称为对该随机变量的随 

机模拟或随机抽样。 

 

为方便起见，用XF表示由己知分布F(x)中产生的简单子样 

的个体。对于连续型分布，常用分布密度函数f(x)表示总 

体的己知分布，用Xf表示由己知分布密度函数f(x)产生的 

简单子样的个体。另外，在抽样过程中用到的伪随机数 

均称随机数。 



1.3.1 离散型分布随机变量的直接抽样 

              对于任意离散型分布： 

 

 

              其中x1，x2，…为离散型分布函数的跳跃点，P1，
P2，…为相应的概率，根据前述直接抽样法，有离散
型分布的直接抽样方法如下： 

 

 

 

 

              该结果表明，为了实现由任意离散型分布的随机
抽样，直接抽样方法是非常理想的。  22 
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直方图分布抽样 



例1.  掷骰子点数的抽样  

        掷骰子点数X=n的概率为： 

 

 

        选取随机数ξ~U(0,1) ，如 

 

 

        则 

 

 

        在等概率的情况下，可使用如下更简单的方法： 

 

 

        其中［］表示取整数。 
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例2.  中子与核的反应类型的确定  

              假设中子与核的反应类型有如下几种:弹性散射，非
弹性散射，裂变，吸收，相应的反应截面分别为Σel，Σin，
Σf，Σa。则发生每一种反应类型的概率依次为 ： 

 

 

 

       其中反应总截面Σt＝Σel＋Σin＋Σf＋Σa。抽样方法类似例5.  

25 

产生一个随机数ξ~U(0,1)，如果 
 
 
 
 
 
   则中子与核发生第I种反应。  



例3. 𝜓 2𝑆 跃迁到𝐽/𝜓的几个强衰变道的分支比分别为： 

B1 = 𝐵𝑟 𝜓 2𝑆 → 𝜋
0𝐽/𝜓 = (1.268 ± 0.032) × 10−3 

B2 =  𝐵𝑟 𝜓 2𝑆 → 𝜂𝐽/𝜓 = 3.37 ± 0.06 × 10
−2 

B3 = 𝐵𝑟 𝜓 2𝑆 → 𝜋
0𝜋0𝐽/𝜓 = 18.2 ± 0.5 × 10−2 

B4 = 𝐵𝑟 𝜓 2𝑆 → 𝜋
+𝜋−𝐽/𝜓 = 34.69 ± 0.34 × 10−2 

写出抽取𝐵1, . . , 𝐵4衰变的算法。 
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令𝑡 = 𝐵1 + 𝐵2 + 𝐵3 + 𝐵4   

    r1 =
𝐵1

𝑡
= 0.00224875, 𝑟2=

(𝐵1+𝐵2)

𝑡
= 0.06201451 

    𝑟3 =
𝐵1+𝐵2+𝐵3

𝑡
= 0.38478509, 𝑟4 = 1. 

抽样算法：产生 0，1 的随机数𝑟: 
1. 如果𝑟 < 𝑟1, 抽取𝜓 2𝑆 → 𝜋0𝐽/𝜓衰变; 

2.  如果𝑟1 < 𝑟 < 𝑟2, 抽取𝜓 2𝑆 → 𝜂𝐽/𝜓衰变; 

3.  如果𝑟2 < 𝑟 < 𝑟3, 抽取𝜓 2𝑆 → 𝜋0𝜋0𝐽/𝜓衰变; 

4. 如果𝑟3 < 𝑟 < 𝑟4, 抽取𝜓 2𝑆 → 𝜋+𝜋−𝐽/𝜓衰变. 



1.3.2.连续分布的随机变量抽样 
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为(0,1)区间中均匀分布的随机变量。 

累积分布函数为 



例1：对指数分布的直接抽样 

28 



Python代码 
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import numpy as np 

from matplotlib import pyplot as plt 

 

ri = np.random.rand(10000) 

xi = -1/2*np.log(ri) 

plt.hist(xi,bins = 100) 

x = np.linspace(0,3,100) 

y = 2*np.exp(-2*x)*450 

plt.plot(x,y) 

plt.xlabel(r'$\xi_{i}$') 

plt.ylabel('Events') 

plt.show() 



小结：直接抽样方法 

30 



1.3.3. 变换抽样方法 

31 



例： 在分支比计算中，𝐵 =
𝑁𝑠𝑖𝑔

𝜖∗𝑁∗ 𝑅(𝑀→𝑆)
, 𝑁𝑠𝑖𝑔, 𝜖, 𝑁, 𝑅(𝑀 → 𝑆)

的误差可以认为满足Gaussian分布，用toyMC的方法，给出B

的均值和它的统计误差。 

32 

算法： 

1. 按照独立的Gaussian分布，分别抽取𝑁𝑠𝑖𝑔, 𝜖, 𝑁, 𝑅(𝑀 →
𝑆)的一组值。 

2. 利用抽取的𝑁𝑠𝑖𝑔, 𝜖, 𝑁, 𝑅(𝑀 → 𝑆)值，计算𝐵的值。 

3. 多次重复1，2步，得到B的一组统计样本，确定它的均
值和方差。 

思考题： 𝐵满足什么分布？ 



1.3.4.舍选抽样方法 
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• 第一类舍选法 

34 



讨论： 

• 对于无限区间的情形，可进行截尾处理. 即选择有限区
间[a,b]时，满足 

 

只要且够小. 就可以应用上述方法而使计算误差满足要求。 

• 舍选抽样的效率 

因此，舍选法的抽样效率为 
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舍选抽样法的证明 



例：在𝐽/𝜓 → 𝑉𝑃衰变中，𝑉的角分布为 
d

dcos𝜃
∝ 1 +

cos2 𝜃 ,用舍选抽样法产生事例。 

36 

算法： 

1.置𝑁 = 0, 抽取𝑟1, 𝑟2 ∈ (0,1) 

2.cos 𝜃 = 2 ∗ 𝑟1  − 1 

3. 如果r1 < (1 + cos
2 𝜃)/2, 那么 

  抽取cos 𝜃,𝑁 += 1, 如果𝑁 < 𝑁0， 

  回到1.否则，结束抽样。 

   code 



例. 利用直方图pdf抽样(BesEvtGen) 
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 A. massH1:  

  Decay A 

  1  son1  son2  son… MassH1; 

  Enddecay  

 B. massH2:  

  Decay A 

  1  son1  son2  son… MassH2; 

  Enddecay  

 C. Body3:  

  Decay A 

  1  pi+ pi- pi0 Body3; 

  Enddecay  
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1.3.5.  加分布抽样 

加分布抽样是复合抽样的特殊情况，它的密度函数在数学
上一般形式为 
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( ) ( ), 0 1, 1n n n n

n

f x p h x p p    

1

1 1

.
n n

i i

i i

p p


 

  
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解：令                                                                          分布函数化为： 
2 2

1 0 0 1 1 0 0( ) , ,r R R x R R R R R     

2

0 13 3

1 0

3
( ) , ,

r
f r R r R

R R
  



2 2
21 0 0 1 0 0( ) 3 ( ) 3

( ) 3 2 *1,
R R R R R R

f x x x
  

 
  

2 2

0 0 1 0 1 0
1 2 3

0 1
1 2

1 2 3

3 3 ( ) ( )
, , ,

3
,

1.

R R R R R R
p p p

R R
p p

p p p

  



 
  

 

  

取： 



抽样方框图 
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产生随机数𝝃𝟏, 𝝃𝟐, 𝝃𝟑, 𝝃𝟒 

𝜼 = 𝝃𝟐 
𝜼 = 𝒎𝒂𝒙( 𝝃𝟐, 𝝃𝟑, 𝝃𝟒)  𝜼 = 𝒎𝒂𝒙( 𝝃𝟐, 𝝃𝟑)  

𝜼𝒇 = 𝑹𝟏 − 𝑹𝟎 𝜼 + 𝑹𝟎  

𝝃𝟏 <
𝟑𝑹𝟎
𝟐

𝝀
 

𝝃𝟏 <
𝟑𝑹𝟎
 𝑹𝟏
𝝀

 
Yes 

No 

No Yes 



                          附录： 
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随机变量函数的分布 
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a. 考虑离散随机变量的情况 
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随机变量函数的分布 

返回 
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import random                                                                                                             

import math 

from matplotlib import pyplot as plt 

import numpy as np 

import matplotlib 

matplotlib.use('Agg') 

 

def sample(N0): 

    N = 0 

    sam=[] 

    while N < N0: 

        r1 = random.uniform(0, 1) 

        r2 = random.uniform(0, 1) 

        cos_theta = 2 * r1 - 1 

        if r2 < (1 + math.pow(cos_theta, 2)) / 2: 

            N += 1 

            sam.append( cos_theta) 

        if N >= N0: 

            return np.array(sam) 

 

 

N0 = 50000  # Set the value of N0 

evt=sample(N0) 

print('events:',evt) 

plt.figure() 

plt.hist(evt,bins=100,histtype='step') 

plt.xlabel("$cos\\theta$") 

plt.ylabel("Events") 

plt.savefig("fig1.png") 

  返回 



习题一：取𝑨=𝟏𝟑𝟕, 𝑪=𝟏𝟖𝟕, 𝑴=𝟐𝟓𝟔和𝑿𝟎 = 𝟏,用线性同余法产生3维随机数
和2维随机数，然后分别绘出其3维和2维分布图。  

 

 

 

习题二：证明Breit-Wigner分布 𝑓 𝑥 =
𝚪

𝜋

𝟏

𝑥−𝑥𝟎
 𝟐 +𝚪𝟐

 可以通过抽样)抽样 

𝑥𝑖 = 𝑥𝟎 + 𝚪cot (𝜋𝜉𝑖)得到,  其中，𝜉𝑖   是在(0,1)区间的均匀分布随机数。 

 

  

习题三：如果𝝃𝟏, 𝝃𝟐 是(0,1)之间均匀分布的随机数子样，试推导出以下随机
变量的密度分布函数： 

1. 𝑿𝟏 = 𝝃𝟏
𝟐,     2. 𝑿𝟐 = 𝝃𝟏 + 𝝃𝟐,    3. 𝑿𝟑 = 𝝃𝟏 ∗ 𝝃𝟐, 

 并用蒙特卡罗方法检验你的密度分布函数的正确性。 

 

 

习题四：在𝐽/𝜓 → 𝑒+𝑒−衰变中，电子的极角余弦𝑥 = 𝑐𝑜𝑠 𝜃的分布密度函数

为𝑓 𝑥 =
3

8
1 + x2  ，给出两种随机变量𝑥的不同蒙特卡洛抽样算法。 
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