
目录 1

目录

1 历史回顾-相对论性的波动力学 1
1.1 什么是 QFT，为什么要学习 QFT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 K-G 方程的引入 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.3 Dirac 方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.4 量子场论的诞生 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2 经典场论 (classical field theory) 14
2.1 Lorentz 变换及其性质 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.2 构造 Langrangian . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
2.3 E-L 方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
2.4 对称性和守恒律 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.5 诺特定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

3 K-G 场的量子化 26
3.1 场的对易关系的猜测 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
3.2 K-G 场的能谱与玻色-爱因斯坦统计 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

3.2.1 单粒子态归一化问题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
3.2.2 场算符的物理意义 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

3.3 海森堡表象下的 K-G 场论 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
3.4 因果性问题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3.4.1 两点关联函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
3.5 K-G 传播子 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

3.5.1 K-G 传播子 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
3.5.2 Feynmen 传播子 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

4 Dirac Field 39
4.1 Lorentz 群及其李代数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
4.2 构造 Dirac 场和 Dirac 方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
4.3 Dirac 场的量子化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

4.3.1 Weyl spinor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
4.3.2 Dirac 方程的自由粒子解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
4.3.3 Dirac spinor 的归一化和完备性关系 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
4.3.4 Dirac 矩阵和 Dirac 场的双线型 (bilinear) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
4.3.5 Dirac 场等时量子化及其困难 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

4.4 角动量算符 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58



目录 2

4.4.1 Dirac 场论传播子 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
4.5 分立时空对称性和 Lorentz 分解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
4.6 量子 Poincare 群及其李代数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
4.7 场算符在空间反演下的行为 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
4.8 时间反演对应的量子算符 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
4.9 场算符的时间反演变换 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
4.10 电荷共轭变换 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

5 矢量场量子化 77
5.1 有质量矢量场和 Proca 拉式量 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
5.2 Proca 场量子化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
5.3 Porca 场的费曼传播子 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
5.4 量子化 Maxwell 场 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
5.5 单光子态的小群诱导表示 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
5.6 协变量子化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

6 相互作用的 QFT 105
6.1 相互作用模型简介 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
6.2 相互作用场论的困难 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106
6.3 S 矩阵元 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108
6.4 衰变宽度和散射截面 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109
6.5 老式微扰论 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113
6.6 相互作用绘景 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117
6.7 Wick 定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120
6.8 ϕ4 模型次领头阶振幅 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123
6.9 ϕ3 模型 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126
6.10 标量 QED 费曼规则 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127
6.11 费米子的费曼规则 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130
6.12 Yukawa 模型 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131
6.13 QED 费曼规则 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135

6.13.1 γ 矩阵求迹 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137
6.14 光学定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145
6.15 传播子和极化求和 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148
6.16 相互作用场论的格林函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149

6.16.1 拉格朗日形式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149
6.16.2 哈密顿形式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154

6.17 两点关联函数的 Kallen Lehmann 谱表示 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158



1 历史回顾-相对论性的波动力学 3

6.18 LSZ 约化公式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163

7 重整化 167
7.1 重整化的基本思路 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167

1 历史回顾-相对论性的波动力学

1.1 什么是 QFT，为什么要学习 QFT

场: 物理量在时空上的连续分布，具有无穷多的自由度。
量子场论:1. 将一个经典场论量子化。
还有其他的角度理解量子场论:
2. 无穷多1个谐振子的联合。

3.粒子是场的激发对应的量子 (不连续一份一份的)。类似于向平静的湖 (未激发的场)投入石头 (激
发) 产生了波纹 (粒子)，以及波纹间的干涉 (粒子间的相互作用)。

QFT 用来描述粒子数改变的过程，下面是量子场论成功描述粒子数改变的两例。
1. 原子自发辐射光子从何何来: 电子在电磁场中产生扰动即为光子。
2. 原子核的 β 衰变 n→ p+ e+ v̄e，这里涉及四种量子场的相互作用。

粒子数改变在实验中非常普遍，而量子场论适合于描述粒子数改变的过程，而狭义相对论决定了在

高能情形我们有能有那些量子场论。

而在 Schwartz 的书中，他举了一个更加简洁有力的例子来展现量子场论的威力。
考虑一个箱子中具有 E1, E2两种不同能级，数目为 n1, n2的原子，其中有 h̄ω = E2−E1，将 E2 → E1

过程的概率称为自动激发系数 A，而具有频率 ω 的光子引起 E2 → E1 的过程称为被动激发系数 B，和

箱子中的具有频率 ω 的光子数目有关。类似的还有 E1 → E2 的被动激发系数 B′。

dn2 = −dn1 = −[A+BI(ω)]n2 +B′I(ω)n1 (1.1)

利用一些平衡态的知识例如玻尔兹曼分布并和黑体辐射公式比较，可以得到 A,B,B′ 三个系数间的

关系，但问题是从一个原子自动激发光子和气体平衡态有什么关系？原子辐射概率应当和它周围的原子

无关。

而量子场论则通过引入粒子数产生和湮灭，不依赖于假定热平衡就推导出了 A,B,B′ 三个系数间的

关系。

1.2 K-G 方程的引入

固定粒子数的相对论量子力学始于德布罗意，薛定谔，Klein，Gordon，狄拉克等人的工作，早期获
得了一定成功，但最终让位于 QFT，主要是三大困难，

1对应无穷多自由度
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1. 负能量问题: 由于有无穷个负能态的粒子，导致体系基态能量无限低，不存在稳定的真空。
2. 负几率问题:ρ(x) 不再正定，即在某个位置或时间为负，意味着我们必须放弃我们珍爱的几率诠

释。

3. 因果性问题: 因果性的破坏是一个更加严重的问题，即类空间隔的两个事件产生了联系。
在此之前简单回顾一下量子力学历史。

爱因斯坦的光量子假设 (1905):

E = hv = h̄ω (1.2)

德布罗意的物质波 (1923)：受到狭义相对论和光量子假设的启发，考虑自由电子，四动量为 pµ =

(E
c
,p)，物质波假设则认为自由电子也对应一种波，由于自由电子是最简单的运动状态，它的物质波函数

自然对应于最简单的平面波即

eik·x−iωt = e−ik
µxµ (1.3)

其中 kµ = (ω
c
,k)，也是四矢量，因为要和四矢量 xµ 缩并，且 kµ 和 pµ 不是独立的，差一个比例系

数 h̄。2

自由粒子满足在壳条件，或质能关系，即 p2 = pµpµ = m2, E2 = p2c2 +m2c4 → ω2

c2
= k2 + (mc

h̄
)2

顺带提一下，Darisson，Germir(1927) 观察到了电子散射晶体的衍射，证实了物质波假设。
回顾完历史，接下来介绍一个非常重要的方程 Klein -Gordon 方程。
采用类比的方法快速推导，先回顾非相对论性 non-relativistic 的量子力学
自由粒子的动能关系 E = p2

2m

作一个替换，

E = h̄ω → h̄i
∂

∂t
(1.4)

p = ωk → h̄(−i∇) (1.5)

由于 ω 的量纲为时间的倒数，可以视作为对时间求导，波矢 k 为波长的倒数，量纲为单位长度的倒

数，视为对坐标求导.
代入原来的动能关系，同时引入作用对象波函数，得到

ih̄
∂

∂t
ψ =

−h̄2∇2

2m
ψ (1.6)

也就是自由粒子的薛定谔方程。

根据相对论的色散关系，E2 = p2c2 +m2c4，同样使用替换 E → ih̄ ∂
∂t
,p → −ih̄∇

得到

[−h̄2 ∂
2

∂t2
+ h̄2c2∇2 −m2c4]ψ(x, t) = 0 (1.7)

2本 note 的度规为 [1,-1,-1,-1]
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可以使用达郎贝尔算符 gµν∂µ∂ν =
1
c2

∂2

∂t2
−∇2，3，且是 Lorentz 不变的算符（在任何参考系下都是

这个形式）。

gµν∂
µ∂ν → gµν (Λ

µ
α)
(
Λνβ
) (

Λρµ
)
∂µ (Λσν ) ∂

ν

= gµνδ
µ
ρ δ

ν
σ∂

µ∂ν

= gρσ∂
ρ∂σ

(1.8)

负能解问题：

接下来求 K-G 方程的平面波解，令 ψ(x, t) = e
i
h̄ (p·x−Et)，代入 K-G 方程，

[−h̄2 ∂
2

∂t2
+ h̄2c2∇2]e

i
h̄ (p·x−Et) = m2c4e

i
h̄ (p·x−Et) (1.9)

得到质能关系 E2 = p2c2 +m2c4，开方之后得到正负两个解。其实在经典狭义相对论中也经常出现

负能解，但这并不会造成严重后果，由于经典世界中能量是连续的，一个正能粒子无法连续变为负能态，

但在量子世界中存在量子跃迁，处于正能态的粒子有一定的几率跳到负能态上，同时放出能量，同时随

着粒子的动量越大，负能也就越低，也就没有稳定的基态，也就是真空不稳定。

负几率问题：

非相对论量子力学存在下面的连续性方程

∂

∂t
|ψ|2 −∇ · { ih̄

2m
(ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗)} = 0 (1.10)

定义 |ψ|2 = ρ 称为几率密度，以及 − ih̄
2m

(ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗) = j，j 为几率流。

则有
dρ

dt
+∇ · j = 0 (1.11)

定义一个物理量

Q(t) =

∫
d3xρ(t,x) (1.12)

利用高斯定理得到
dQ

dt
=

∫
d3x∇ · j =

∮
s

j · ds = 0 (1.13)

则 Q 为一个守恒量，称为守恒荷。

对于 K-G 方程则有
3由于我用的编译器一直无法识别矩形符号，所以后面我一般用 ∂µ∂

µ 来指代该算符
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ψ∗{[−h̄2 ∂
2

∂t2
+ h̄2c2∇2 −m2c4]ψ} − ψ{[−h̄2 ∂

2

∂t2
+ h̄2c2∇2 −m2c4]ψ}∗ = 0

ψ∗{[−h̄2 ∂
2

∂t2
+ h̄2c2∇2]ψ} − ψ{[−h̄2 ∂

2

∂t2
+ h̄2c2∇2]ψ}∗ = 0

ψ∗(−h̄2 ∂
2

∂t2
)ψ + ψ(−h̄2 ∂

2

∂t2
)ψ∗ = ψ(h̄2c2∇2)ψ∗ − ψ∗(h̄2c2∇2)ψ

−h̄2 ∂
∂t

[ψ∗ ∂

∂t
ψ − ψ

∂

∂t
ψ∗] = −h̄2c2∇ · (ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗)

(1.14)
则有

j = − ih̄

2m
(ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗)

ρ =
ih̄

2mc2
[ψ∗ ∂

∂t
ψ − ψ

∂

∂t
ψ∗]

(1.15)

但 ρ 不一定是正定的，关键在于 K-G 方程中含有对时间的二阶导数，所以 ρ 不可避免地带有 ψ 和
∂
∂t
ψ，而这两项由边界条件给定，但边界条件是任意的，所以 ρ 可能在某个区域为正，某些区域为负。4

在 1934 年，Pauli 和 Weisskopf 将 K-G 方程重新解释为场方程，乘上一个电荷 q，

dqρ

dt
+∇ · qj = 0 (1.16)

解释为局域电荷守恒，现在的认识为，应该把 K-G 方程看成一个标量方程，场量子自旋为 0，可以
描述自旋为 0 的粒子，如 π 介子。

1.3 Dirac 方程

Dirac 的出发点是给出一个自洽的相对论性波动方程，即克服负几率问题，顺带缓解了负能解问题。
为了使 ρ 正定，Dirac 坚持量子力学随时间演化的方程还是一阶时间微分方程，但 Dirac 也讨厌根

号，不对能量动量关系开方。

如果坚持方程只含时间一阶导，并且 H 不含根号，只能将波函数 ψ 扩展成列矢量。5

ψ =


ψ1

ψ2

.

.

ψn

 (1.17)

把薛定谔方程改写成

ih̄
∂

∂t
ψ = Hψ = [−ih̄cα · ∇+ βmc2]ψ (1.18)

4这里参考了曾谨言《量子力学 2》p405-p406。
5这里我也提供一个想法，如果只将 H 视为数，则 H2 → H 对应操作只能是开方，但是如果将 H 视为矩阵，H2 → H 对应的操作则是矩

阵的分解，我们的结果可以是一组相同的线性方程 (即 K-G 方程)，但将矩阵分解后得到的新线性方程可以是非平庸的。
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其中 αi(i = 1, 2, 3), β 都是待定的 n× n 矩阵

同时期待 (ih̄ ∂
∂t
)2ψ = H2ψ 返回到 K-G 方程。

考虑到

(X1+X2+X3)
2 = X2

1+X
2
2+X

2
3+X1X2+X2X1+X1X3+X3X1+X2X3+X3X2 =

1

2

∑
i,j

{Xi, Xj} (1.19)

(ih̄
∂

∂t
)2ψ = −h̄2c2

∑
i,j

1

2
{αi, αj}∂i∂jψ − ih̄mc3

∑
i=1

{αi, β}∂iψ +m2c4β2ψ (1.20)

和原来的 K-G 方程作对比

[−h̄2 ∂
2

∂t2
+ h̄2c2∇2 −m2c4]ψ(x, t) = 0 (1.21)

需要满足三个条件

{αi, β} = 0 (1.22)

β2 = 1n×n (1.23)

{αi, αj} = 2δij1n×n (1.24)

2×2矩阵无法满足上述条件，需要引入四个 4×4矩阵，为了凸显协变性，通常定义 γ0 = β,γ = βα

β,α 计算细节补充：

根据 {αi, β} = 0，有

βαi = (−I)αiβ (1.25)

对两边求行列式值

detβ · detαi = (−1)N detαi · detβ (1.26)

则 (−1)N = 1，即 N 为偶数。但 N 不能取 2，因为找不到一个非零矩阵和 σx, σy, σz 均反对易，因

为无论如何，这个矩阵都是由 σx, σy, σz 和单位矩阵组成的，我们总可以把某个 2× 2 矩阵按照下式表示

出来。

M =
1

2
[(Tr MI) I + Tr (Mσ) · σ]

=
1

2

[[
a+ d 0

0 a+ d

]
+ (b+ c)

[
0 1

1 0

]
+ (ib− ic)

[
0 −i
i 0

]
+ (a− d)

[
1 0

0 −1

]]

=

[
a b

c d

] (1.27)

所以 N 取 4。
考虑 Pauli-Dirac 表象，即 β 对角化的表象，则有
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β =

(
I 0

0 −I

)
(1.28)

设 αi =

(
Ai Bi

Ci Di

)
且根据 {αi, β} = 0 → Ai = 0, Di = 0, 又根据 α†

i = αi → Ci = B†
i

根据 {αi, αj} = 2δij1n×n → BiBk = −BkBi
即满足 Pauli 矩阵相同的代数关系，所以可取，

αi =

(
0 σi

σi 0

)
(1.29)

当然这只是 γ 矩阵一种表示，后面的章节我们还会接触到其他表象。

γµ = (γ0,γ) 即 Dirac-γ-matrix
最后将 Dirac 方程改写为6:

(iγµ∂µ −
mc

h̄
)ψ(x, t) = 0 (1.30)

其中 γ 矩阵满足

{γµ, γν} = 2gµν14×4 (1.31)

gµν =


1

−1

−1

−1

 (1.32)

7

则连续性方程中 ρ = ψ†ψ, j = cψ†αψ，ψ† 相当于一个行矢量，而 ψ 相当于一个列矢量，两者相乘

得到

ρ = |ψ1|2 + |ψ2|2 + |ψ3|2 + |ψ4|2 > 0 (1.33)

成功克服了负几率疑难。

但是 Dirac 方程依然存在负能解，为此 Dirac 引入了 Dirac sea 这一概念8，基态中负能级电子填充

了海9，因为 Pauli 不相容原理，每个态只能有一个电子占据，所以理论上可以填充完所有的负能级态。
如果某个负能电子激发了，则 Dirac sea 产生了一个空穴，相当于产生了一个正能的反电子。

Dirac 理论的一个巨大成就：正确预言了电子的磁矩：µ = eh̄
2mc
。

氢原子能谱和电子磁矩

氢原子能级为

6可能系数上有点问题，但是后面我们一般会把相关常数都取为 1。
7其实这种写法有一些问题的，gµν 应该指的是度规张量的某个具体分量，而这里是用它来指代整个度规张量，并展示了其矩阵形式。
8说实话，这个词勾起了我崩坏三打深渊的不美好回忆
9反正基态本身是不可观测的，重要的是能级差
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En =
−mc2α2

2n2
, α =

e2

4πh̄c
(1.34)

我们可以利用氢原子能级来验证相对论波动力学能否给出正确的结论，用最小耦合的方式来引入电

子和外电磁场的作用，

Aµ = (ϕ,A), E → ih̄
∂

∂t
+ eϕ (1.35)

p → −ih̄∇+
eA

c
(1.36)

即 pµ → pµ + e
c
Aµ

则 K-G 方程的形式为（在外电磁场下）

[(ih̄
∂

∂t
+ eϕ)2 − c2(−ih̄∇+

eA

c
)2 −m2c4]ψ(x, t) = 0 (1.37)

考虑最简单的氢原子，库伦势 eϕ = e2

4πr
,A = 0。考虑定态解 ψ ∝ e−

−iEt
h̄ ，代入得到10

[(E +
e2

4πr
)2 + c2h̄2∇2 −m2c4]ψ(r) = 0 (1.38)

电子速度大概是光速的 α 倍，属于非相对论性体系。我们求到的本征能级比较复杂，如果对本征能

级做一个 α 的级数展开，本征能级的表达式就简单了许多。

E = mc2[1− α2

2n2
− α4

2n4
(
n

l + 1
2

− 3

4
) + ...] (1.39)

第一项为 rest mass，第二项为 Bohr 能级，第三项为 fine structure 11。

对于 Dirac 方程（在外场下）

(ih̄
∂

∂t
+ eϕ)ψ = Hψ = [−ih̄cα · ∇+ eA ·α+ βmc2]ψ (1.40)

可以将此 Dirac 进行一些简化，其中 ψ =

[
ψR

ψl

]
，两部分之比为 v

c
此时 Dirac 方程退化为薛定谔-泡

利方程，这样的处理之后方程会出现一个 µ ·B，这样就可以求出电子的磁矩 µ = eh̄
2mc
。12

Dirac 方程的平面波解及电子磁矩
取 Dirac 方程的解为

Ψ(x) = u(p)e−
i
h̄k·x (1.41)

代入 Dirac 方程之后则有
10下面方程的解法可以参考曾谨言量子力学 p407
11但这个结果不符合实验结果，本质上是因为不能用 K-G 方程来描述自旋为 1

2
的电子

12这部分是我在课后回忆的，可能有点问题
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Eu(p) = [cα · p+ βmc2]u(p)

E

[
φ(p)

χ(p)

]
=

[
0 cp · σ

cp · σ 0

][
φ(p)

χ(p)

]
+

[
mc2Î 0

0 −mc2Î

][
φ(p)

χ(p)

]
(1.42)

计算上面的本征值方程可以得到两个解 E = ±
√
p2c2 +m2c4

上述方程还可以改写为

χ(p) =
c

E +mc2
p · σφ(p) (1.43)

φ(p) =
c

E −mc2
p · σχ(p) (1.44)

只有这些方程还不足以确定 χ(p), φ(p)，我们还需要额外的自旋守恒量，即 χ(p), φ(p)当为自旋投影

算符
∑̂

· p 的本征态。

∑̂
· p

[
φ(p)

χ(p)

]
=

[
σ · p 0

0 σ · p

][
φ(p)

χ(p)

]
= λ

[
φ(p)

χ(p)

]
(1.45)

这个方程的本征值 λ = ±p，代入之后可以得到 χ(x), φ(x) 中两个分量之间的比例，这样我们就有

了 Ψ(x) 四个分量间的关系。

对于 Dirac 方程（在外场下）

(ih̄
∂

∂t
+ eϕ)ψ = Hψ = [−ih̄cα · ∇+ eA ·α+ βmc2]ψ (1.46)

我们可以令

Ψ(x) =

[
φ(x)

χ(x)

]
e−

im0c2t
h̄ (1.47)

相当于提取出了静质量。

代入上面的 Dirac 方程得到

ih̄
∂

∂t
φ(x) = cσ · (p+

e

c
A(x))χ(x)− eϕ(x)φ(x) (1.48)

ih̄
∂

∂t
χ(x) = cσ · (p+

e

c
A(x))φ(x)− eϕ(x)χ(x)− 2m0c

2χ(x) (1.49)

由于在非相对论极限下，动能较小，ih̄ ∂
∂t
χ(x) ≈ Eχ(x) << m0c

2χ(x), eϕ(x)χ(x) << m0c
2χ(x)

则有

0 = cσ · (p+
e

c
A(x))φ(x)− 2m0c

2χ(x) (1.50)
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代入 ih̄ ∂
∂t
φ(x) = cσ · (p+ e

c
A(x))χ(x)− eϕ(x)φ(x) 得到

ih̄
∂

∂t
φ(x) =

1

2m0

[σ · (p+
e

c
A(x))]2φ(x)− eϕ(x)φ(x) (1.51)

利用 (σ · a)(σ · a) = a2 + iσ · (a× a)，上式可化为

ih̄
∂

∂t
φ(x) =

1

2m0

(p+
e

c
A(x))2φ(x)− eϕ(x)φ(x) +

ie

2m0c
[σ · (p×A(x))]φ(x) (1.52)

而 p×A(x) = −ih̄∇×A(x) = −ih̄B(x)

则根据磁矩的定义有

µ̂ =
eh̄

2m0c
σ̂ (1.53)

此外，对于该 Dirac 方程，可以和前面处理外场下的 K-G 方程一样，代入定态解，得到本征能

E =
mc2√

1 + α2

(n−j− 1
2+

√
(j+ 1

2 )
2−α2)2

(1.54)

展开后可得

mc2[1− α2

2n2
− α4

2n4
(

n

j + 1
2

− 3

4
) + ...] (1.55)

j 为电子总角动量，发现实验中 n = 2, j = 1
2
, 3
2
的能级差与狄拉克方程预言非常一致。

但是在更高精度下的实验下，I.Rabi 测得 µ = eh̄
2mc

[1.00118± 0.00003]

J.Schwinger 通过辐射修正得到 µ = eh̄
2mc

[1 + α
2π
] = µ = eh̄

2mc
[1.0001162]

W.Lamb 汇报氢原子两个具有两个相同总角动量的能级 2s 1
2
− 2p 1

2
存在 1000MHz 的 splinting(劈

裂)，即兰姆位移 (Lamb shift)，揭示了 Dirac 方程本质上是不完备的。13

H.Bethe 通过场论的方法解释了兰姆位移，自由电子的自能和电子在电场中的自能差距 (QFT 的零
点涨落) 可以给出上述的能级差。
上述例子表明 Dirac 方程还是无法解释兰姆位移等现象，理论物理学家则利用量子电动力学能成功

解释上述现象，而且在计算过程中会出现无穷大，需要利用重整化来处理，简单来说就是用无穷大减去

无穷大。回望历史，1947 年是一个分水岭，此后理论物理就进入现代量子场论时代。
因果性破坏

接下来分析单粒子相对论性波动力学的因果性破坏 (Causality violation)。
考察一个自由粒子，从 x0 到 x 的传播振幅。

U(t) =< x|e
−iHt

h̄ |x0 > (1.56)

出于简单，使用自然单位制，h̄ = 1, c = 1(时间和长度同量纲，时间和能量量纲互反，所有单位都可
用能量来表示)。

13本质上是真空电磁场的量子涨落。
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1. 对于非相对论量子力学，H = p2

2m

U(t) =< x|e−i(
p̂2

2m )t|x0 >

=

∫
d3p < x|e−i(

p̂2

2m )t|p >< p|x0 >

=

∫
d3pe−i(

p2

2m )t < x|p >< p|x0 >

=

∫
d3pe−i(

p2

2m )t 1

(2π)
3
2

eip·x
1

(2π)
3
2

e−ip·x0

=
1

(2π)3

∫
d3pe−i(

p2

2m )t · eip·(x−x0)

=
1

(2π)3

∫
d3pe−ap

2+ip·(x−x0)

(
a =

it

2m

)
=

1

(2π)3

∫
d3pe

−a
(
p2+ i

ap·(x−x0)+( i
2a (x−x0))

2−( i
2a (x−x0))

2
)

=
1

(2π)3

∫
d3pe−a(p+b)

2

· ea(
i
2a (x−x0))

2

=
1

(2π)3

∫
d3pe−a(p+b)

2

· e
−(x−x0)2

4a

=
1

(2π)3

∫
d3pe−a(p+b)

2

· e
i(x−x0)2

2t

(∫
dk e−a(k+b)

2

=

√
π

a

)
=

1

(2π)3

(π
a

) 3
2

e
im(x−x0)2

2t

=
1

(2π)3

(π
a

) 3
2

e
im(x−x0)2

2t

=
1

(2π)3

(
2mπ

it

) 3
2

e
im(x−x0)2

2t

= (
m

2πit
)

3
2 e

im(x−x0)2

2t

(1.57)

显然对于任意的位置和时间，U 都不为 0。
2. 相对论性的单粒子量子力学，H =

√
p2 +m2。

U(t) =< x|e−i(
√

p2+m2)t|x0 >

=
1

(2π)3

∫
d3pe−i(

√
p2+m2)t · eip·(x−x0)

=
1

2π2|x− x0|

∫
dp[p sin(p|x− x0|)e−i(

√
p2+m2)t]

(1.58)

可以适用驻波法求解，但其实这里的数学细节不是很重要，这个方程的解在 |x− x0|2 ≫ t2 约等于

e−m
√

|x−x0|2−t2，但依旧不为 0，还是破坏了因果性。



1 历史回顾-相对论性的波动力学 13

结论：固定粒子数的相对论量子力学本身无法克服因果性问题。

作为对比，QFT 提供了一个非常优美的方案来拯救因果性问题，负能解问题和负几率问题。14

1.4 量子场论的诞生

Born,Heisenberg,Jordan(1926) 完成了第一篇量子场论文章，他们尝试去量子化电磁场，采取近似：
忽略了光子的极化，假设空间维数为 1。

Dirac(1927) 年量子化了正确地量子化了电磁场 A，成功解释了原子的自发辐射。简单来说，在带

电外场下，考虑最小耦合，有

H =
(p− eA)2

2m
(1.59)

其中有一项为 p ·A，所以需要量子化电磁场，这一项负责描述电偶极矩跃迁。
一维弦的量子化

我们用一维经典的弦来模拟电磁场。

假设有 N 个质点，质量为 m，忽略弹簧质量，平衡距离为 l，ni 为第 i 个质点从平衡位置的偏移

(displacement)。
考查经典弦的动能项和势能项：

T =
1

2
m
∑

ṅi (1.60)

V =
1

2

∑
k(ni+1 − ni)

2 (1.61)

考虑连续极限 (总弦长 L = Nl 固定，令 l → 0, N → ∞)，求和
∑
i

可以化为积分，l 可化为 dx。

则

T =
1

2
(
m

l
)
∑
i

l(
dni
dt

)2 → 1

2
µ

∫ L

0

dx(
∂n(t, x)

∂t
)2 (1.62)

V =
1

2
kl
∑
i

l(
ni+1 − ni

l
)2 → 1

2
T

∫ L

0

dx(
∂n

∂x
)2 (1.63)

则拉格朗日量为

L = T − V =

∫ L

0

dx[
1

2
µ(
∂n(t, x)

∂t
)2 − 1

2
T (
∂n

∂x
)2] (1.64)

14因果性问题的本质是 Lorentz 对称性，而为了满足因果性必须引入反粒子的概念。Driac 的空穴是一个漂亮的思路，但只适用于费米子 (因
为出发点为 Pauli 不相容原理) 比如氢原子本身也有其反粒子，或自旋为 0 的三类 π+, π−, π0 其中 π+, π− 互为正反粒子，而 π0 的反粒子为

自身。QFT 要求：为保证因果性，对任何场描述的粒子都必须包含反粒子。
当你试图将狭义相对论和量子力学结合，会带来两个意义深远的后果：

1. 必须存在反粒子。
2 必须有自旋统计定理：自旋为整数和半整数的粒子服从不同的统计和量子化过程。
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重新定义 u(t, x) =
√
µn(t, x)

则

L =
1

2

∫ L

0

dx[(
∂u

∂t
)2 − c2(

∂u

∂x
)2] (1.65)

弦上可以产生纵波，其中 c =
√

T
µ
为波速，可以代入欧拉-拉格朗日方程得到波动方程，1

c2
∂2u
∂t2

− ∂2u
∂x2 =

0。

接下来量子化这个 classical theroy, 假设弦的两端固定，即 u(t, x = 0) = u(t, x = L) = 0。

把 u(t, x) 作傅里叶展开，

u(t, x) =

∞∑
k=1

qk(t)sin(
ωkx

c
) (1.66)

根据边界条件 ωk =
kπc
L
，代入原来的 lagrangian，可得

L =
L

4

∞∑
k=1

[q̇2k(t)− ω2
kq

2
k(t)] (1.67)

15

顺便写出 Hamiltonian：

H =
L

4

∞∑
k=1

[q̇2k(t) + ω2
kq

2
k(t)] (1.68)

与谐振子的哈密顿量 H = 1
2
mẋ2 + 1

2
mωx2 对比，唯一的复杂性在于无穷个谐振子的联合。

可以定义正则动量

Pk =
∂L

∂q̇k
=
L

2
q̇k (1.69)

H =

∞∑
k=1

[
P 2
k

L
+
Lω2

k

4
q2k] (1.70)

类比于单谐振子 [x, p] = ih̄，只不过这里是 qk, Pk，然后开始量子化，定义等时量子化条件:

[Pk(t), qj(t)] = ih̄δkj (1.71)

[qk(t), qj(t)] = [Pk(t), Pj(t)] = 0 (1.72)

qk(t) 是量子算符，用粒子数表象可以写成，

q̂k(t) =

√
h̄

Lωk
[âke

−iωkt + â†ke
+iωkt] (1.73)

15注意区分公式中两个 L 含义不同，我这就懒得改了。
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其中 ak 为湮灭算符，a
†
k 为产生算符，类比于单谐振子 [ak, a

†
j ] = δkj , [ak, aj ] = [a†k, a

†
j ] = 0

则有

H =

∞∑
k=1

h̄ωk(a
†
kak +

1

2
) (1.74)

即无穷多个谐振子的联合，哈密顿量可以写成无数个谐振子形式的场论称为自由场论，与之相对的

就是含有相互作用的量子场论。其中 1
2
h̄ω 为著名的零点能，源于不确定性原理，在经典物理中，弹簧在

处于平衡位置时，挂在弹簧末端的粒子位置确定了且动量为 0，动能势能都为 0。但是在量子力学中位
置和动量无法同时确定，所有有一个非零的能量。而量子场论中这一项不断累加，一直到无穷，我们把

基态能量称为真空能，这里的真空能为 ∞。
再分析一下体系的能谱:
对于单谐振子：

H|0 >= 1

2
h̄ω|0⟩, |n⟩ = (a†)n√

n!
|0⟩; a|n⟩ =

√
n|n− 1⟩, a†|n⟩ =

√
n+ 1|n+ 1⟩ (1.75)

对于一维量子弦的本征态可以写为：

|n1, ...nk.....⟩ (1.76)

意味着一个量子弦的振动包含 ω1, ....ωk... 等无穷多个模式的信息，其中 nk 表示模式为 ωk 的光子

数。

引入广义的 HIbert 空间，即 Fock 空间，为 Hilbert 空间的直和：

F = ⊕nHn (1.77)

物理意义：光子数可以从 0 到无穷，所以考虑所有 Hilbert 空间的直和，其中 Hn 表示有 n 个光子
数的 Hilbert 空间。
小结

1. 场论中把谐振子的第 n 个激发态诠释成为有 n 个角频率为 ωk 的全同粒子。粒子是场激发后对应

的量子。

2. 量子化后的弦的真空能是发散的。
Dirac 的工作:
1927 年，Dirac 正确地量子化了 3+1 维电磁场 (考虑了矢势 A )，正确推到了原子的自发辐射公式。
之前提到过：Dirac 的思路为考虑 Hamiltonian：

H =
(p− eA)2

2m
(1.78)

然后 Dirac 发现，要描述粒子可变的自发辐射，必须将 A 也量子化，从而将 p ·A (负责电偶极矩
跃迁) 量子化，从而描述电子和电磁场的相互作用。
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此外，自发辐射最早由 Einstein 提出，单原子自发辐射，用统计力学方法给出，表达式正确，但很
神秘：大量粒子的模型刻画单原子，因此是个谜。而 Dirac 从微观理论正确给出了自发辐射公式，优美
而深刻，因此 Dirac 也可以认为是 QFT 的先驱之一。

QFT 基本框架的建立
1929 年，Heisenberg 和他的好基友 Pauli，引入了场的正则量子化框架：即正则广义坐标和正则动

量的对易关系，这门课所有问题都是基于正则量子化。

另一种漂亮而等价的量子化方案：即 Feynman著名的路径积分量子化，不是用算符语言，而是用直
观的泛函积分，对所有的路径求和，最终答案一样。不过本系列课不讨论。

引入这些框架后量子化了很多场，考虑了 Klein-Gordon 场、Dirac 场等，1920 年代末期 QFT 的框
架已经基本完善。

无穷大的处理：

1930 年代在电子自能问题中发现了无穷大，但 1940 年代初期受二战影响物理学有所停顿，直到
1947 年 Shelter Island Conference(纽约长岛的避难岛会议) 提到了电子反常磁矩与 Lamb 位移。

此时涌现了优秀的新生代物理学家：代表人物为 Feynman、Schwinger、朝永振一郎，成功解释了上
述两个实验结果。

解释这些问题会遇到发散，重整化理论解决了这些问题。

不过三人采用的语言不一样：Feynman 喜欢用直观的费曼图，Schwinger 喜欢用严谨复杂的算符去
处理，朝永用了另一套方法 (视频里没细说)。
最后 Dyson 的文章论证三人的工作完全等价，使得很多人相信 QED 是正确描述电子和光子相互作

用的场论。这项工作本应得诺奖，但不幸诺奖最多给三个人，因此 Dyson 很遗憾地终身 (1923-2020) 未
得……

现代 QFT 时期：
1967-1973 年，粒子物理的圣杯：标准模型的发展，基于 SU(3)×SU(2)×U(1) 的规范场论，非常优

美的理论。至今没有突破过，是 20 世纪自然科学的伟大成就，20 多个参数，可以预言所有微观高能物
理现象。

其他重要成就 1972 年左右，K. Wilson 的工作：将 QFT 的思想应用到统计物理的二阶相变，利用
重整化群 (Renormalization Group)，可以解释二阶相变对应的临界指数等普适性质。这为重整化提供了
更加深刻的物理上的理解，也可以用到别的分支，比如凝聚态物理。

以上是比较早期的工作，而 1970s 以后，现代 QFT 依然保持非常大的活力。
关于 QFT 后续主要工作的历史回顾至此基本结束。

2 经典场论 (classical field theory)

研究经典场论无穷多自由度的体系，拉格朗日分析力学是最好的语言，且在相对论性量子场论中，相

比于哈密顿力学更重要。分析力学中的作用量 Action
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S =

∫
Ldt =

∫
dtd3xL =

∫
d4xL (2.1)

其中作用量 S 是 Lorentz 不变量，四度积分的积分测度也是 Lorentz 不变量。自然拉格朗日密度 L
也是 Lorentz 不变量。
而 H =

∫
d3xH(x) 中 H 代表的能量并不是 Lorentz 不变量，而 d3x 也不是 Lorentz 不变量，则哈

密顿量密度 H 自然不一定有 Lorentz 不变性。
此外为了满足概率，我们要求 H 为实的，相应 L, S 也是实的。
四度积分的洛伦兹不变性

四度积分的变换其实就是一个二重积分的变换公式的推广，即

dx′0dx
′
1dx

′
2dx

′
3 = det


∂x′

0

∂x0

∂x′
0

∂x1

∂x′
0

∂x2

∂x′
0

∂x3

∂x′
1

∂x0

∂x′
1

∂x1

∂x′
1

∂x2

∂x′
1

∂x3

∂x′
2

∂x0

∂x′
2

∂x1

∂x′
2

∂x2

∂x′
2

∂x3

∂x′
3

∂x0

∂x′
3

∂x1

∂x′
3

∂x2

∂x′
3

∂x3

 dx0dx1dx2dx3 (2.2)

而 detΛ = 1，说明四度积分在 Lorentz 变换下不变。

2.1 Lorentz 变换及其性质

在进行具体的讨论之前，先来回顾一下 Lorentz 变换。
Lorentz 变换具有 3 个转动参数，例如沿着 x 轴转 θx 角的 Lorentz 变换如下。

Λµν =


1

1

cosθx sinθx

−sinθx cosθx

 (2.3)

类似的可以得到沿着 y 轴和 z 轴的变换。

同时 Lorentz 变换有特殊的 boost 变换，即
γ γv

γv γ

1

1

 (2.4)

引入双曲函数 coshβ = γ = 1√
1−v2 , sinhβ = γv 其中 β 为快度，与速度之间满足:

v = tanhβ → β =
1

2
ln 1 + v

1− v
(2.5)
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同样有三个参数刻画 boost，总共有 6 个参数刻画 Lorentz 变换，Lorentz 变换的乘积还是 Lorentz
变换，可以构成 Lorentz 群。
四度间隔:ds2 = gµνdx

µdxν 为 Lorentz 不变量，即

gµνdx
′µdx′ν = gρσdx

ρdxσ (2.6)

则有

gµν
∂x′µ

∂xρ
∂x′ν

∂xσ
= gρσ → gµνΛ

µ
ρΛ

ν
σ = gρσ (2.7)

以及推论

(Λ−1)ρν = gνµg
ρσΛµσ (2.8)

这个公式对于初学者16不是那么友善，所以这里我一步一步推导一下，首先是两个基本条件

Λνσ(Λ
−1)στ = δντ (2.9)

17

gγρgρσ = δγσ (2.10)

则有

gµνΛ
µ
ρΛ

ν
σ = gρσ

gµνΛ
µ
ρΛ

ν
σ(Λ

−1)στ = gρσ(Λ
−1)στ

gµνΛ
µ
ρδ
ν
τ = gρσ(Λ

−1)στ

gγρgµτΛ
µ
ρ = gγρgρσ(Λ

−1)στ

gγρgµτΛ
µ
ρ = δγσ(Λ

−1)στ

gγρgµτΛ
µ
ρ = (Λ−1)γτ

(2.11)

改变一下指标就能得到 (Λ−1)ρν = gνµg
ρσΛµσ。

而 ΛνσΛ
κ
τg
στ = gνκ 可以写成 Λνσg

στ (ΛT ) κτ = gνκ，简写为 ΛgΛT = g(或者说矩阵形式)。18

对于 gµνΛ
µ
ρΛ

ν
σ = gρσ 则可以写成 ΛT gΛ = g

对照三维空间上的旋转矩阵 R 的性质: RT I3×3R = RI3×3R
T = I3×3 ，其中 I3×3 就是其度规，两者

非常相似。

关于 Lorentz 变换的指标升降
度规张量也可以升降 Lorentz 变换的指标，则有

16其实就是我自己
17其中指标的前后表示矩阵行列，这里不过是将矩阵乘法抽象出来了。
18这个公式很好证明，已知四度空间的距离为 x · x = xT gx，在一个 Lorentz 变换之后仍有 x′ · x′ = x · x, x′ = Λx, g′ = g，可推

得 xTΛT gΛx = xT gx，由于 x 的任意性，则有 ΛT gΛ = g，但你或许会问根据公式 Λν
σΛ

κ
τg

στ = gνκ，为什么不是 ΛΛg = g？其实

Λν
σΛ

κ
τg

στ = gνκ 是分量形式，本身无所谓顺序，但是要写成矩阵形式，关键就在于求和指标的匹配，矩阵间的相乘其实就对应于重复指标求

和，例如 Λν
σg

στ (ΛT ) κ
τ = gνκ 中重复的 σ 就意味着 Λ 的 σ 列和 g 的 σ 行相乘，也是为了满足矩阵的乘法，后面的 Λ 才要取转置。
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gγρgµτΛ
µ
ρ = (Λ−1)γ τ

Λ γ
τ = (Λ−1)γ τ(

ΛT
)γ
τ
= (Λ−1)γ τ

(2.12)

最后一行似乎给出了 ΛT = Λ−1，但是 Lorentz 变换显然不具有上述性质，问题出现在对
(
ΛT
)γ
τ
的

解释上，如果我们指定 Λµν 对应 4× 4 矩阵，那该矩阵转置的分量形式一定是 (ΛT ) µν ，即交换指标的前

后顺序，所以
(
ΛT
)γ
τ
并不是 Λγτ 的转置，还要进行指标升降之后才是。

协变矢量和逆变矢量

逆变矢量 xµ = (t, x, y, z), pµ = (E,p), xµ
′
= Λµ

′

µ x
µ

协变矢量 xµ = gµνx
ν = (t,−x,−y,−z), xµ′ = (Λ−1)µ

′

µ xµ

以及四度偏导 ∂µ = (∂0,∇)

四矢量缩并得到 Lorentz 标量

V ·W = V µWµ = gµνV
µW ν = V 0W 0 − V ·W (2.13)

(V ·W )2 = V µWµV
νWν (2.14)

引入 Lorentz 张量，

T µν
Λ→T ′µν = ΛµαΛ

ν
βT

αβ (2.15)

场的分类

按照 Lorentz 变换下的行为来分类19：

1. 标量场
ϕ(x) → ϕ′(x′) = ϕ(x)

2. 矢量场
Aµ(x) → A′µ(x′) = ΛµνA

ν(x)

3. 张量场
T µν(x)

Λ→T ′µν(x′) = ΛµαΛ
ν
βT

αβ(x)

4. 旋量场20

ψ(x) = ψ′(x) = Λ 1
2
(Λµν )ψ(λ

−1x)

19这些量的变换形式自然来源于标量的 Lorentz不变性，例如对于矢量场我们可以构造标量 Aµ(x)Aµ(x)，Lorentz变换下为 Aµ(x)Aµ(x) =

A′µ(x′)A′
µ(x) = Λµ

σA
σ(x)Λρ

µAρ(x)
20将在第三章进行更加精细地介绍
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2.2 构造 Langrangian

场论的术语

Local（定域）概念：我们必须要构造出为 Lorentz scalar实的拉格朗日密度，如 L = ∂µϕ∂
µϕ, ϕ(x), ϕ2(x)，

但 ∂µϕ, ∂µϕ∂νϕ 不行。

而
∫
d3yϕ(x)ϕ(y) 虽然也是 x 的函数，但 x, y 不在同一个时空点，即 Nonlocal 非定域的，很难保

证其 Lorentz 不变性。
回顾点粒子 Langrangian力学 L = L(q, q̇)，在相对论不变的 Lagrangian场论中，L = L(ϕ(x), ϕ̇(x))，

这里只考虑场的一阶导，一是正确描述我们世界的标准模型确实满足这个假设，二是如果引入更高阶导

数，会导致边界条件复杂的多。

有了 ∂µϕ∂
µϕ, ϕ(x), ϕ2(x) 这些“配料”，我们就能炒出我们想要的场，比如只取 ∂µϕ∂

µϕ, ϕ2(x) 构造

出 K-G 场的 Langrangian。

L =
1

2
∂µϕ∂

µϕ− 1

2
m2ϕ2 EL equation→ (∂µ∂

µ −m2)ϕ = 0 (2.16)

结果虽然和之前的 K-G方程一致，但是物理含义有很大不同原来的 K-G方程中的 ϕ是具有几率诠

释的波函数，而这里是场。

在量子化的时候，我们的逻辑非常简单，只需要量子化一次。展开之后

L =
1

2
ϕ̇2 − 1

2
∇ϕ∇ϕ− 1

2
m2ϕ2 (2.17)

第一项相当于动能，第二项相当于势能。

仿造经典勒让德变换

L = L(q, q̇) → p =
∂L

∂q̇
,H = pq̇ − L (2.18)

定义共轭动量密度

π(x) =
∂L
∂ϕ̇

→ H = πϕ̇− L (2.19)

对于 K-G 场，

π(x) = ϕ̇(x) (2.20)

H =
1

2
π2 +

1

2
(∇ϕ)2 + 1

2
m2ϕ2 (2.21)

可以看出能量密度 H 在任何一个时空点都是大于等于 0 的，所以体系有一个稳定的基态，这也是
为什么之前构造 K-G 拉式量时要减去 1

2
m2ϕ2。

K-G场的特点是 ϕ的二次型，一般来说，我们可以写成 L = K(kinetic term)−V (Interaction term)，

动能项最多是二次型，相互作用项至少是三次势。
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LK = 1
2
(∂µϕ)

2, ψ̄γµ∂µψ,− 1
4
FµνF

µν , 1
2
m2ϕ2, 1

2
∂µϕ1∂

µϕ2, ϕ∂µA
µ

以上就是一般的动能场，如果一个场论中只含有动能项，一般叫做自由场论 (没有相互作用项): 量
子化后对应的是无穷个独立的谐振子的联合。

常见的相互作用项如下所示

LV = Lint ⊃ gϕ3, λϕ4, eψ̄γµψAµ(QED), g∂µϕA
µϕ∗, g2(AµA

µ)2 (2.22)

第四项为标量场和电磁场相互作用，第五项为四个麦克斯韦场在同一个时空点。还可以考虑在弯曲

时空，给出一个相互作用项 ∂µhµν∂
νhαβh

αβ，其中 hµν 表示偏离平直时空的程度。

在经典场论中很容易验证，自由场方程是线性的，比如 K-G 方程就是线性的。

[−h̄2 ∂
2

∂t2
+ h̄2c2∇2 −m2c4]ψ(x, t) = 0 (2.23)

即在 ψ 乘上一个常数依旧是方程的解，但是加上相互作用之后，就不再是个线性方程。

2.3 E-L 方程

点粒子的 E-L 方程为
∂

∂t

∂L

∂q̇
− ∂L

∂q
= 0 (2.24)

是通过最小作用量原理得来的，类似的有

S =

∫
dtL =

∫
d4xL(ϕ, ∂µϕ) (2.25)

0 = δS =

∫
d4xδL =

∫
d4x{∂L

∂ϕ
δϕ+

L
∂(∂µϕ)

∂µδϕ} (2.26)

分部积分后得到 ∫
d4x{∂L

∂ϕ
δϕ− ∂µ(

L
∂(∂µϕ)

)δϕ+ ∂µ(
L

∂(∂µϕ)
δϕ)} (2.27)

最后一项为全导数项 (total derivative)，可以将 δϕ 在空间边界假定为 0，即边界条件固定，而时间
边界在无穷远处也为 0，便可得到最后的 E-L 方程

∂L
∂ϕ

− ∂µ(
L

∂(∂µϕ)
) = 0 (2.28)

可以加上相互作用项得到 LKG = 1
2
(∂µϕ)

2 − 1
2
m2ϕ2 − λ

4!
ϕ4

代入得到

(− ∂2

∂t2
+∇2 +m2)ϕ = −λ

6
ϕ3 (2.29)

这其实是一个 λϕ4model ，其中 λ 为耦合常数，这里讲一下如何判断场的量纲：

[S] = [h̄] = E0 (2.30)
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[d4x] = E−4 → [L] = E4 (2.31)

[ϕ] = E+1, [λ] = E0 (2.32)

2.4 对称性和守恒律

对称性的定义：在一个对称变换下系统的动力学不变。

对称变换的常见例子：

Lorentz 变换
变换为：xµ → x′µ = Λµνx

ν

一共有 3 个空间坐标变换和三个时空 boost 共 6 个参数。
时空平移变换

变换为：xµ → x′µ = xµ + aµ

一共有四个变换参数。

Poincare 变换
Lorentz 变换 + 时空平移构成的变换，共 10 个参数。很多现实的场不仅是 Lorentz 不变的，而且

也是 Poincare 不变的。
对于场论中的对称性，有两个等价的视角：1. 运动方程保持不变。2.Lagrangian 保持不变。
以 λϕ4model 为例，LKG = 1

2
(∂µϕ)

2 − 1
2
m2ϕ2 − λ

4!
ϕ4 其不仅在 Lorentz 变换下保持不变，而且时空

平移下保持不变。

任何“合理的”物理系统都要求 Pioncare变换不变，因为时空平移不变意味着封闭系统的能量和动
量守恒。

此外，若引入 ϕ3 这样的项，则体系在变换 ϕ′ = −ϕ 下不再对称，需要引入所谓 Z 数，Z = ±1。

对于动力学方程，

(− ∂2

∂t2
+∇2 +m2)ϕ = −λ

6
ϕ3 (2.33)

在 Poincare 变换和 ϕ′ = −ϕ 变换下依旧保持不变。
顺便说一种特殊的对称性：标度变换-时空坐标的伸缩，此种变换下 Lagrangian 密度变化，但系统

作用量 S 依旧不变。

λϕ4 模型的 Lagrangian Lorentz 对称性证明
首先，标量的值和坐标的选取无关，于是：

ϕ′(x′) = ϕ(x) (2.34)

考虑到 x′ = Λx, x = Λ−1x′，上式可改写为

ϕ′(x′) = ϕ(Λ−1x′) (2.35)



2 经典场论 (CLASSICAL FIELD THEORY) 23

把变量改写为 x，即

ϕ′(x) = ϕ(Λ−1x) (2.36)

同样的，Lagrangian 也有类似的关系。

∂µϕ(x) → ∂µϕ
′(x′) = (Λ−1)νµ∂νϕ(Λ

−1x) (2.37)

相应的平方项

(∂µϕ(x))
2 → gµν∂µϕ

′(x)∂νϕ
′(x) = gµν [(Λ−1)ρµ∂ρϕ][(Λ

−1)σν∂σϕ](Λ
−1x) (2.38)

利用 ΛT gΛ = g → (Λ−1)ρµg
µν(Λ−1)σν = gρσ

代入上式可得

(∂µϕ(x))
2 → gµν∂µϕ

′(x)∂νϕ
′(x) = gρσ(∂ρϕ∂σϕ)(Λ

−1x) = (∂µϕ)
2(Λ−1x) (2.39)

可知 (∂µϕ(x))
2 确实是一个 Lorentz 标量，即这一项满足了 L′(x) = L(Λ−1x)

运动方程的对称性

(gµν∂µ∂ν +m2)ϕ′(x) = (gµν∂µ∂ν +m2)ϕ(Λ−1x)

= [gµν(Λ−1)ρµ∂ρ(Λ
−1)σν∂σ +m2]ϕ(Λ−1x)

= (gρσ∂ρ∂σ +m2)ϕ(Λ−1x)

= 0

(2.40)

对称性的分类

第一种分法：时空对称性和内禀对称性

时空对称性:1.Poincare 对称性 2. 坐标伸缩变换，即共形变换下的对称性。
内禀对称性：某个变换下坐标不变而场变，1.ϕ′ = −ϕ 2.ϕ′ = eiθϕ 3. 同位旋对称性，强相互作用下

质子和中子的性质非常类似 (可以看作同一种粒子的两种不同带电状态)。其他：味对称性，奇异数对称
性。

第二种分法：连续对称性和分立对称性

连续对称性：存在恒等变换附近的无穷小变换

分立对称性：不存在无穷小变换，如空间反演，时间反演。

如果对称性变换和 x 无关，称为 Global 对称性，否则，称为 Local 对称性，例如在变换 eiθ(x) 下不

变，也就是规范不变性。具体的例子为电磁场的规范变换 Aµ(x) → Aµ(x) + ∂µα(x)，还要一种说法认为

Local 对称性是一种冗余，例如光子只有两种极化 (螺旋度为 ±1)，而描述它的电磁场有四个分量，多余
的分量就认为是一种冗余，而这些冗余就导致了规范不变性。
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2.5 诺特定理

定义：如果一个系统具备某种连续对称性，并且当运动方程满足时，则该系统存在相应的守恒流。

守恒流的定义：Lorentz 矢量和张量的守恒，例如 ∂µj
µ = 0

证明

对称变换的两种视角：1. 主动视角：参考系不变，时空点变。2. 被动视角：时空点不变，参考系变。
采取被动视角。

同一个时空点，在两个参考系中，坐标分别为 xµ, x′µ 场的函数分别为 f(x), f ′(x′)

考虑无穷小变换：

x→ x′ = x+ δx

定义 f 的变分：

δf = f ′(x′)− f(x)

= f ′(x+ δx)− f(x)

= f ′(x)− f(x) + δxµ∂µf
′ + o(δx2)

= f ′(x)− f(x) + δxµ∂µf + δxµ∂µδf + o(δx2)

≃ f ′(x)− f(x) + δxµ∂µf

= δ0f + δxµ∂µf

(2.41)

更抽象地可以写为：δ = δ0 + δxµ∂µ

考虑我们熟悉的时空平移：xµ → x′µ = xµ + aµ

同一个物理点 δϕ = 0(如 ϕ = x2 在被动视角下坐标向左平移 1，则 ϕ′ = (x− 1)2，但相应的相同时

空坐标也都 +1, 所以场量不变。), 坐标点下的场量变换为：

δ0ϕ = δϕ− δxµ∂µϕ = −aµ∂µϕ (2.42)

作用量的变分：

δS =

∫
R′
d4x′L′(x′)−

∫
R

d4xL(x) = 0 (2.43)

L′(x′) = L(x) + δL(x) (2.44)

关于 δ(d4x)L 的讨论
对于内禀对称性和平移变换而言：

δ(d4x)L = 0 (2.45)

因为这两种变换下空间坐标没有任何伸缩和切变。

而对于 Lorentz 变换而言：
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x′µ = Λµνx
ν ≃ (δµν + ωµν)x

ν (2.46)

则有

gµν = gρσΛ
ρ
µΛ

σ
ν

= (ΛT ) ρµ gρσΛ
σ
ν

= (δ ρ
µ + (ωT ) ρµ )gρσ(δ

σ
ν + ωσν)

≃ gµν + (ωT ) ρµ gρσδ
σ
ν + δ ρ

µ gρσω
σ
ν

= gµν + (ωT )µν + ωµν

(2.47)

21

gµν = gρσΛ
ρ
µΛ

σ
ν

gµν = gρσ(δ
ρ
µ + ωρµ)(δ

σ
ν + ωσν)

gµν ≃ gµν + gρσδ
ρ
µω

σ
ν + gρσω

ρ
µδ
σ
ν

gµν = gµν + ωµν + ωνµ

(2.48)

则有 ωµν 是全反对称张量，则 δxµ = ωµνxν

x′µ = xµ + δxµ

d4x′ = |∂x
′µ

∂xν
|d4x

= |∂x
µ + δxµ

∂xν
|d4x

=

∣∣∣∣∣1 + ∂0δx
0 ∂0δx

1

.... 1 + ∂1δx
1

∣∣∣∣∣
≃ (1 + ∂µδx

µ) d4x

δ
(
d4x
)
= d4x′ − d4x

= ∂µδx
µd4x

= ∂µω
µνxνω

µν

= gµνω
µνωµν

= 0

(2.49)

但在共形变换下 (坐标有伸缩)，积分测度不为 0，因此需要写成普适形式，保留 δ(d4x)L。
例如 x′ → eλx→ δx = λx

Noether 定理的证明
考虑到 δL = δ0L+ δxµ∂µL

21现在回过头来看，这里证明的第二步最好不要引入 (ΛT ) ρ
µ 这个矩阵运算到张量运算中，很容易产生问题。
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对其使用链式法则, 得到

δL =
∂L
∂ϕ

δ0ϕ+
∂L

∂(∂µϕ)
δ0(∂µϕ) + δxµ∂µL (2.50)

利用求导和变分的可交换性，可得

δL =
∂L
∂ϕ

δ0ϕ+
∂L

∂(∂µϕ)
∂µ(δ0ϕ) + δxµ∂µL (2.51)

并利用乘积求导的关系式，

δL = ∂µ(
∂L

∂(∂µϕ)
δ0ϕ) + [

∂L
∂ϕ

− ∂µ(
L

∂(∂µϕ)
)]δ0ϕ+ δxµ∂µL (2.52)

其中的 E-L 方程为 0，将结果代入到作用量中

δS =

∫
d4x[∂µ(

∂L
∂(∂µϕ)

δ0ϕ) + δxµ∂µL+ (∂µδx
µ)L] (2.53)

=

∫
d4x∂µ[

∂L
∂(∂µϕ)

δ0ϕ+ δxµL] (2.54)

= 0 (2.55)

由于积分的时空区域是任意的，因此仍然可以得出被积函数处处为 0 的结论，即

∂µ[
∂L

∂(∂µϕ)
δ0ϕ+ δxµL] = 0 (2.56)

将守恒流定义为：

jµ =
∂L

∂(∂µϕ)
δ0ϕ+ δxµL (2.57)

但对于同一个坐标点的变分 δ0ϕ 物理上不是很方便 (物理意义不明确)，可改写为

jµ =
∂L

∂(∂µϕ)
(δϕ− δxν∂νϕ) + δxµL

= (Lδµν −
∂L

∂(∂µϕ)
∂νϕ)δx

ν +
∂L

∂(∂µϕ)
δϕ

守恒荷

将积分号内的守恒流展开：

0 =

∫
d4x∂µj

µ (2.58)

=

∫ t2

t1

dt

∫
d3x(∂0j

0 +−∇ · j) (2.59)
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根据 Gauss 公式， ∫
d3x(∇ · j) =

∫
j · dS = 0 (2.60)

于是有

0 =

∫ t2

t1

dt∂0(

∫
d3xj0) (2.61)

令 Q =
∫
d3xj0，可得 dQ

dt
= 0

此处 Q 称为守恒荷 (Noether charge)
例 1 时空平移
时空平移下：δxµ = aµ, δϕ = 0

代入可得

jµ = (Lgµν − ∂L
∂(∂µϕ)

∂νϕ)a
ν

−jµ = (−Lgµν +
∂L

∂(∂µϕ)
∂νϕ)g

νσgνσa
ν

−jµ = (−Lgµσ + ∂L
∂(∂µϕ)

∂σϕ)aσ

(2.62)

此处作了指标升降。

定义 T µν = −Lgµν + ∂L
∂(∂µϕ)

∂νϕ 此即 GR 中著名的能量动量张量。
则

0 = −∂µjµ = ∂µ(T
µνaν) = ∂µT

µνaν (2.63)

此处 aν 是没有具体物理意义的常量，对它求导为 0。
于是相应的守恒律为：∂µT

µν = 0

考虑 T 0ν 对应的守恒荷

P ν =
∫
d3xT 0ν = (

∫
d3xT 00,

∫
d3xT 0i) = (

∫
d3xH,

∫
d3xP i) = (E,p)

于是物理意义为：时间平移对称性对应能量守恒，空间平移对称性对应动量守恒。22

下面来讨论一下内禀对称性守恒流的两例

例 2：场的平移对称性
考虑一个简单的 K-G 场：

L =
1

2
(∂µϕ)

2 (2.64)

考虑连续对称变换：

ϕ→ ϕ′ = ϕ+ α (2.65)

称为场的平移对称性 (Shift symmetry)
22这里 T 0i 对应于场的动量有点不太直观，在后续量子化的过程中这一项的物理意义会更加明显，大概？
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该变换下：

δϕ = α, δxµ = 0 (2.66)

于是可守恒流得：

jµ = α
∂L

∂(∂µϕ)
= α∂µϕ (2.67)

验证守恒流：

∂µj
µ = ∂µ∂

µϕ = 0 (2.68)

对于零质量的场，显然 ∂µ∂
µϕ = 0 (这个结论也是来自 E-L 方程)

例 3：U(1) 相位对称性
考虑复的 K-G 场：

L = |∂µϕ|2 −m2|ϕ|2 (2.69)

考虑对称变换：

ϕ→ ϕ′ = eiαϕ (2.70)

做无穷小近似：δϕ ≃ iαϕ

jµ =
∂L

∂(∂µϕ)
δϕ+

∂L
∂(∂µϕ∗)

δϕ∗ = ∂µϕ
∗iαϕ+ ∂µϕ(−iαϕ∗)

= i[(∂µϕ
∗)ϕ− (∂µϕ)ϕ

∗]α

(2.71)

利用 K-G 方程也很容易验证：

∂µj
µ = 0 (2.72)

Q =

∫
d3xjµ =

∫
d3xi[(∂µϕ∗)ϕ− (∂µϕ)ϕ∗]α (2.73)

此荷即电荷，为理解这一点，必须引入电磁场，以后会发现光子或电磁场和此荷作用。

3 K-G 场的量子化

对经典场进行量子化的标志是将场量和共轭动量变成算符。而物理量变成算符后总要满足一些对易

关系，因此本章的目的就是导出场量和共轭动量算符以及它们之间的对易关系。

考虑实的自由 K-G 场：
L =

1

2
(∂µϕ)

2 − 1

2
m2ϕ2 (3.1)

于是可得动量密度：

π =
∂L
∂ϕ̇

= ϕ̇ (3.2)
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以及 Hamiltonian 密度：

H = πϕ̇− L =
1

2
π2 +

1

2
(∇ϕ)2 + 1

2
m2ϕ2 (3.3)

关于系数正负有一段插曲：Hamiltonian 密度是正定的，有稳定的基态，动能项不能随便乱写。现
在开始 K-G 场的量子化，也就是给出场中的正则坐标、正则动量算符以及它们的对易关系。

3.1 场的对易关系的猜测

回顾 NRQM 中，有对易关系：
[q, p] = i (3.4)

对 (多自由度的) 离散系统而言：
[qi, pj ] = iδij (3.5)

[qi, qj ] = [pi, pj ] = 0 (3.6)

对于连续系统而言：

H =

∫
d3xH (3.7)

而 NRQM 中 H = p2

2m
+ V (q) 可以找出 p, q

对应到场论上，我们可以将质点力学系统中的广义坐标对应成场量 ϕ(x)

然后我们来做一个关于对易关系的猜测：

考虑等时量子化 (即薛定谔绘景)，即不考虑算符的时间依赖：

[ϕ(x), π(y)] = δ(3)(x− y) (3.8)

[ϕ(x), ϕ(y)] = [π(x), π(y)] = 0 (3.9)

接下来我们来验证它们，我们知道场方程是 K-G 方程：

(∂µ∂
µ +m2)ϕ = 0 (3.10)

而场可以写成 Fourier 变换的形式：

ϕ(x) =

∫
d3p

(2π)3
eip·xψ(p, t) (3.11)

将 Fourier 变换形式的场量代入到 K-G 方程，可得

(
∂2

∂t2
+ ω2

p)ψ(p, t) = 0 (3.12)

其中 ωp =
√
p2 +m2 ，即能量。

这又是一个谐振子方程，具有两组线性独立的解：eiωpt, e−iωpt
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这就提示我们利用谐振子的知识对 K-G 方程做量子化。
回想起谐振子的 Hamiltonian：

H =
p2

2m
+

1

2
ω2x2 (3.13)

写成升降算符形式即是：

x̂ =
1√
2ω

(a+ a†) (3.14)

p̂ = −i
√
ω

2
(a− a†) (3.15)

(这里加 hat 符号是为了对应后面的场量子化)
于是 Hamiltonian 可以写成更简单的形式：

H = ω(aa† +
1

2
) (3.16)

而 K-G 场的 Hamiltonian 为

H =

∫
d3x[

1

2
π2 +

1

2
(∇ϕ)2 + 1

2
m2ϕ2] (3.17)

仿照单粒子谐振子的坐标算符，代之以场量，可以将其写成 Fourier 变换的形式：

ϕ̂(x) =

∫
d3p

(2π)3

√
1

2ωp
(ape

ip·x + a†pe
−ip·x) (3.18)

(其中加上了 Hermitian 共轭项 a†pe
−ip·x 是为了保证 ϕ̂(x) 是实数，因为我们讨论的是实 K-G 场)

类似地，我们可以仿照 NRQM 中的关系，钦定一个共轭动量密度算符：

π̂(x) = (−i)
∫

d3p

(2π)3

√
ωp

2
(ape

ip·x − a†pe
−ip·x) (3.19)

类比于谐振子，这里有无穷多个 ap (湮灭算符)，对应无穷多个谐振子。
为了导出假设的量子化条件，看看 ap, a

†
p 的关系

NRQM 中：

[a, a†] = 1 (3.20)

类似地，QFT 中就有：

[ap, a
†
p′ ] = (2π)3δ(3)(p − p′) (3.21)

接下来我们正式来证明之前的对易关系，这里的推导需要一些技巧。
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令 p′ = −p ：

ϕ̂(x) =

∫
d3p

(2π)3

√
1

2ωp
(ape

ip·x + a†pe
−ip·x)

ϕ̂(x) =

∫
d3p

(2π)3

√
1

2ωp
ape

ip·x +

∫
d3p′

(2π)3

√
1

2ωp′
a†p′e−ip

′·x

ϕ̂(x) =

∫
d3p

(2π)3

√
1

2ωp
ape

ip·x +

∫
| − p|2d|p|dΩ

(2π)3

√
1

2ω−p
a†−pe

ip·x

ϕ̂(x) =

∫
d3p

(2π)3

√
1

2ωp
ape

ip·x +

∫
d3p

(2π)3

√
1

2ω−p
a†−pe

ip·x

ϕ̂(x) =

∫
d3p

(2π)3

√
1

2ωp

(
ap + a†−p

)
eip·x

(3.22)

ϕ̂(x) =

∫
d3p

(2π)3

√
1

2ωp
(ap + a†−p)e

ip·x (3.23)

π̂(x) = (−i)
∫

d3p

(2π)3

√
ωp

2
(ap − a†p)e

ip·x (3.24)

根据上式，我们可以写出：

[ϕ(x), π(x′)] =

∫ ∫
d3pd3p′

(2π)6
(− i

2
)

√
ωp′

ωp
([a†−p, ap′ ]− [ap, a

†
−p′ ])ei(p·x+p′·x′) (3.25)

再利用 [ap, a
†
p′ ] = (2π)3δ(3)(p − p′)，进一步可得：

=

∫ ∫
d3pd3p′

(2π)6
(− i

2
)

√
ωp′

ωp
(−(2π)3δ(3)(p + p′)− (2π)3δ(3)(p + p′))ei(p·x+p′·x′)

= i

∫ ∫
d3pd3p′

(2π)3

√
ωp′

ωp
δ(3)(p + p′)ei(p·x+p′·x′)

(3.26)

此时利用 δ 函数的积分性质，可得：

= i

∫
d3p

(2π)3
[

∫
d3p′

√
ωp′

ωp
δ(3)(p′ − (−p))ei(p·x+p′·x′)]

= i

∫
d3p

(2π)3

√
ωp

ωp
ei(p·x−p·x′)

= iδ(3)(x − x′)

(3.27)
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3.2 K-G 场的能谱与玻色-爱因斯坦统计

接下来计算哈密顿量 K-G 场的 Hamiltonian：

H =

∫
d3x[

1

2
π2 +

1

2
(∇ϕ)2 + 1

2
m2ϕ2]

=

∫
d3x

∫
d3pd3p′

(2π)6
ei(p+p′)·x[−

√
ωpωp′

4
(ap − a†−p)(ap′ − a†−p′) +

−p · p′ +m2

4
√
ωpωp′

(ap + a†−p)(ap′ + a†−p′)]

=

∫
d3pd3p′

(2π)6
δ(3)(p + p′)[−

√
ωpωp′

4
(ap − a†−p)(ap′ − a†−p′) +

−p · p′ +m2

4
√
ωpωp′

(ap + a†−p)(ap′ + a†−p′)]

=

∫
d3p
(2π)3

ωp[a
†
pap +

1

2
[ap, a

†
p]]

(3.28)
方括号中第二项 1

2
[ap, a

†
p] 即所谓的零点能 (亦即真空能)。

这里由于对 p 积分，所以 Hamiltonian 包含了无穷多个角频率 ωp 的谐振子，最后结果零点能会发

散。

参照谐振子的基态能： 1
2
h̄ω ，然后可由升降算符上升到其他态。

用 |0⟩ 代表基态，则类比 NRQM 中谐振子的零点能性质：a|0⟩ = 0，QFT 中也要满足：

ap|0⟩ = 0|0⟩ (3.29)

因此当 Hamiltonian 作用到基态上时：

H|0⟩ =
∫

d3p
(2π)3

ωp[a
†
pap +

1

2
(2π)3δ(3)(0)]|0⟩ (3.30)

其中 ap|0⟩ = 0|0⟩ = 0，真正有意义的是第二项，是一个无穷大常数，也就是真空能量是无穷大。

但幸运的是，我们并不太关心基态能量的绝对值，而是更关心能级之间的能量差，所以我们可以重

新定义基态，使得：

H|0⟩ = 0|0⟩
就像我们关心一个人身高时，只需要将他所站的地面定义为高度 0，而无论他站的地方是海平面还

是珠穆朗玛峰。

这种操作叫做“正则排序”，其具体的物理意义暂时不提。

不考虑引力效应时，真空能是零还是无穷大是无关紧要的。然而当考虑 GR、也就是量子引力时，这
就成了一个非常深刻的问题。

但这门课不考虑量子引力，只考虑 Minkowski 时空中的量子场论。这样我们就可以在计算中扔掉零
点能，只剩下谐振子形式的能量：

H|0⟩ =
∫

d3p

(2π)3
ωpa

†
pap|0⟩ (3.31)

有了这个前提，我们就可以来导出 K-G 场的能级。
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回顾 NRQM 中谐振子的对易关系：

[H, a†] = ωa†, [H, a] = −ωa (3.32)

由此可以定义第 n 激发态：

|n⟩ = (a†)n|0⟩ (3.33)

可以利用对易关系证明 |n⟩ 就是第 n 个能量本征态。

回到 K-G 场中，我们也采用相同的思路，先寻找类似的对易关系 [H, a†]

记：

H =
∫

d3q
(2π)3

ωqa
†
qaq

利用对易子的运算法则：[AB,C] = [A,C]B +A[B,C]

以及产生湮灭算符的对易关系：[ap, a
†
p′ ] = (2π)3δ(3)(p − p′) [a†p, a

†
p′ ] = [ap, ap′ ] = 0

可以得到：

[H, a†p] = ωpa
†
p, [H, ap] = −ωpap (3.34)

这与谐振子的对易关系仍然是类似的，唯一区别仍然是此处多了下标 p。
现在开始尝试构造第一激发态、或者说单粒子态，并且验证其也是能量本征态。

首先，利用：

Ha†p|0⟩ = [H, a†p]|0⟩+ a†pH|0⟩ = ωpa
†
p|0⟩ (3.35)

可知 a†p|0⟩ 的确是能量本征态，且本征值为 ωp

我们前面提到过：粒子是场的激发产生的量子，其动量为 p ，后面会用动量算符验证。
接下来回答一个有意思的问题：

a†pa
†
q 是不是能量的本征算符？

为了验证这一点，我们先将 Ha†pa
†
q 作用在真空态上：

Ha†pa
†
q|0⟩ = (ωq + ωp)a

†
pa

†
q|0⟩ (3.36)

然后有意思的事情来了：

两个不同动量的产生算符 a†p, a
†
q 作用在基态上，得到新的能量本征态，其本征值为两个动量对应的

能量之和，我们将此称为双粒子态。

由此可以推广到任意 n 个粒子的情况：

Ha†p1 ...a
†
pn
|0⟩ = (

n∑
k=1

ωpk)a
†
p1
...a†pn |0⟩ (3.37)

接下来顺便看一下动量算符。
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根据 Noether 定理，空间平移的守恒荷即动量：

p = −
∫

d3xπ(x)∇ϕ( x) (3.38)

将其量子化 (算符化) 后，可以表示为产生湮灭算符的形式：
p̂ =

∫ d3p
(2π)3

pâ†pâp

(为了区分动量值和动量算符，等式左边加上了 hat)
可以验证对易关系：

[
p̂, â†

p
]
= pâ†

p, [p̂, âp] = −pâp (3.39)

从而可以进一步验证单粒子态与多粒子态除了是能量本征态以外、也是动量本征态：


p̂â†

p |0⟩ = pâ†
p |0⟩

p̂â†
p1 â

†
p2 · · · â

†
pn |0⟩ =

(
n∑

k=1

pk

)
â†
p1 â

†
p2 · · · â

†
pn |0⟩

(3.40)

做个总结：


Ĥ

(
â†
p1 â

†
p2 · · · â

†
pn |0⟩

)
=

(
n∑

k=1

ωpk

)
â†
p1 â

†
p2 · · · â

†
pn |0⟩

p̂
(
â†
p1 â

†
p2 · · · â

†
pn |0⟩

)
=

(
n∑

k=1

pk

)
â†
p1 â

†
p2 · · · â

†
pn |0⟩

(3.41)

因此 n 粒子态是能量和动量的共同本征态，总能量是所有粒子能量之和，总动量是所有粒子动量的

矢量和。

还可以合并成 4-动量算符的形式：
P̂ µâ†p1 ...â

†
pn
|0⟩ = (

n∑
k=1

P µk )â
†
p1
...â†pn |0⟩

到此，我们就理解了为什么说 QFT 对应着无穷多个粒子。
因为：

[
a†
p, a

†
q

]
= 0 ∀p, q (3.42)

考察双粒子态：

a†
pa

†
q |0⟩ = |p, q⟩ (3.43)

对应着 QM 中两个全同玻色子的动量本征态。
而由于两个产生算符 a†p, a

†
q 对易，因此：

|q, p⟩ = a†
qa

†
p |0⟩ = a†

pa
†
q |0⟩ = |p, q⟩ (3.44)

因此这对应着玻色子。

顺便提一句 Bose-Einstein 凝聚：同一个态可以有宏观数目个玻色子。
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用 QFT 语言写出来，就是存在具有相同动量的 n 粒子态：
(
a†p
)n |0⟩

根据这个描述，这里可以顺便对 Fermi-Dirac 统计进行一点剧透：
Dirac 场的量子化条件：

{
a†

p, a
†
q
}
= 0 ∀p,q (3.45)

于是有：

(
a†

p
)2

|0⟩ = 0 (3.46)

此即 Pauli 不相容原理 (即不存在具有相同动量的双粒子态)
因此用场论来理解自旋统计定理是非常深刻的，因为完全取决于自洽的量子化条件 (而不需要额外

的独立假设)

3.2.1 单粒子态归一化问题

我们假定具有动量 p 的单粒子态为 |p⟩ ∝ a†p|0⟩
常规的归一化条件 ⟨p|q⟩ = (2π)3δ(3)(p− q) 不是 Lorentz 不变的，右边动量空间的 δ 函数的量纲相

当于体积，而在相对论时空中有体积收缩效应。

考察一个动量为 p 的单粒子态，在 z 方向有一个 boost，则 p′ = γ(p+ βE), E′ = γ(E + βp)

则在新的参考系中，δ(3)(p− q) 和 δ(3)(p′ − q′) 的关系是什么？

考虑 δ 函数的性质

δ(f(x)− f(x0)) =
1

f ′(x0)
δ(x− x0) (3.47)

将 p′ 视为 p 的函数，由于只考虑 z 方向，则

1

f ′(x0)
=

1
dp′3
dp3

(3.48)

δ(3)(p′ − q′)
dp′3
dp3

= γ(1 + β
p3
E
)δ(3)(p′ − q′) =

E′

E
δ(3)(p′ − q′) = δ(3)(p− q) (3.49)

最后得到 E′δ(3)(p′ − q′) = Eδ(3)(p− q)

说明 Eδ(3)(p− q) 是 Lorentz 不变的。
规定归一化条件：

⟨p|q⟩ = 2Ep(2π)
3δ(3)(p− q) (3.50)

定义单粒子态 |p⟩ =
√

2Epa
†
p|0⟩

则有
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⟨p|q⟩ =
√

2Ep
√

2Eq⟨0|apa†q|0⟩

=
√

2Ep
√

2Eq{⟨0|a†qap|0⟩+ ⟨0|[ap, a†q]|0⟩}

= 2Ep(2π)
3δ(3)(p− q)

(3.51)

3.2.2 场算符的物理意义

将场算符作用于真空得到

ϕ(x)|0⟩ =
∫

d3p

(2π)3

√
1

2Ep
(ape

ip·x + a†pe
−ip·x)|0⟩ =

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep
e−ip·x|p⟩ (3.52)

类似于 NRQM 中的 |x⟩ =
∫

d3p
(2π)3

e−ip·x|p⟩，只是多了一项 1
2Ep

由于 Ep =
√

p2 +m2，当动量较小时可以将其看作常量，则 ϕ(x)|0⟩ ≃ |x⟩，可以看作是在 x 这一

个空间点产生了一个粒子。

在 QFT 中，x 永远不是算符，没有 |x⟩ 态的概念。

⟨0|ϕ(x)|p⟩ = ⟨0|
∫

d3p′

(2π)3

√
1

2Ep′
(ap′eip

′·x + a†p′e−ip
′·x)|p⟩

= ⟨0|
∫

d3p′

(2π)3

√
1

2Ep′
(ap′eip

′·x + a†p′e−ip
′·x)
√

2Epa
†
p|0⟩

= ⟨0|
∫

d3p′

(2π)3

√
1

2Ep′
(ap′eip

′·x)
√

2Epa
†
p|0⟩

= ⟨0|
∫

d3p′

(2π)3

√
1

2Ep′
[ap′ , a†p]e

ip′·x
√

2Ep|0⟩

= ⟨0|
∫

d3p′

(2π)3

√
1

2Ep′
(2π)3δ3(p′ − p)eip

′·x
√

2Ep|0⟩

= eip·x

(3.53)

类似于量子力学中的 ⟨x|p⟩ = eip·x

3.3 海森堡表象下的 K-G 场论

我们是在 t = 0时量子化，即薛定谔绘景，考虑算符与时间有关，即海森堡绘景，两者之间的关系为

OH(t,x) = eiHtOS(t = 0,x)e−iHt (3.54)

i
∂

∂t
OH = [OH ,H] (3.55)

ϕ(x) = eiHtϕ(t = 0,x)e−iHt (3.56)
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则有

i
∂

∂t
ϕ(x, t) = [ϕ(x, t),

∫
d3x′{1

2
π(x′, t)2 +

1

2
(∇ϕ(x′, t))2 +

1

2
m2ϕ(x′, t)2}]

=

∫
d3x′iδ(3)(x− x′)π(x′, t)

= iπ(x, t)

(3.57)

这是一个算符方程，类似的有

i
∂

∂t
π(x) = i(∇2 −m2)ϕ(x, t) (3.58)

则
∂2

∂t2
ϕ̂(x, t) = (∇2 −m2)ϕ̂(x, t) (3.59)

其实就是 K-G 方程。
还可以给出海森堡表象下的产生湮灭算符

ap(t) = eiHtape
−iHt (3.60)

a†p(t) = eiHta†pe
−iHt (3.61)

则
d

dt
ap(t) = eiHti[H, ap]e

−iHt = −iEpap (3.62)

利用了 [H, ap] = −Epap

解得 ap(t) = ape
−iEpt

则

ϕ(x, t) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

(ape
−iEpt+ip·x + a†pe

+iEpt−ip·x) (3.63)

其中 Ep =
√

p2 +m2

时间依赖在指数因子，看起来像是平面波的相位，引入四矢量 pµ = (Ep,p)

则

ϕ(x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

(ape
−ip·x + a†pe

+ip·x) (3.64)

我们可以把这个分解称为平面波分解，把相位因子为负的称为正频部分，正的为负频部分。因为薛

定谔表象中的定态波函数 ψ ∝ e−iEt，所以相位因子为负的称为正频部分。

考虑复的 K-G 场，此时算符不一定是厄密共轭的，即 a†p → b†p，而这个算符的物理意义为产生一个

反粒子。

定义真空之后，任何的场激发都是正能激发，负能解问题得到解决。



3 K-G 场的量子化 38

考虑空间平移，ϕ(x) = e−ip·xϕ(0)eip·x，类似的有总动量算符 P =
∫
d3xT 0i = −

∫
d3xπ∇ϕ

ϕ(x, t) = ei(Ht−p·x)ϕ(0)e−i(Ht−p·x) = eip·xϕ(0)e−ip·x (3.65)

量子场论中的波粒二象性：其中平面波的相位因子 e−ip·x 体现了波动性，而产生湮灭算符体现了粒

子属性。

3.4 因果性问题

3.4.1 两点关联函数

定义两点关联函数

D(x− y) = ⟨0|ϕ(x)ϕ(y)|0⟩ =
∫

d3p

(2π)3
1

2Ep
e−ip·(x−y) (3.66)

其物理意义为粒子从 y传播到 x，且是 Lorentz不变量，其中
∫

d3p
(2π)3

1
2Ep

=
∫

d4p
(2π)4

(2π)δ(p2−m2)θ(p0)

也是 Lorentz 不变的
证明 ∫

dp0δ(p2 −m2)θ(p0) =

∫
dp0δ(p20 − E2

p)θ(p
0)

=

∫
dp0

1

2Ep

(δ(p0 − E0) + δ(p0 + E0))θ(p
0)

=
1

2Ep

(3.67)

其中 θ(p0) 为阶跃函数 p0 大于 0 时为 1，反之为 0。

⟨0|ϕ(x)ϕ(y)|0⟩ = ⟨0|eip̂·yϕ(x− y)e−ip̂·yeip̂·yϕ(0)e−ip̂·y|0⟩ (3.68)

对最后一项算符作泰勒展开，考虑到 p̂|0⟩ = 0，则有 ⟨0|ϕ(x)ϕ(y)|0⟩ = ⟨0|ϕ(x − y)ϕ(0)|0⟩，这说明
我们定义的关联函数确实只依赖于 x− y。

若 x− y 是类时间隔，即寻找一个参考系，使得 x0 − y0 = t,x− y = 0

则 D(x− y) =
∫

d3p
(2π)3

1
2Ep

e−iEpt。

在球坐标下，得到

=
4π

(2π)3

∫ ∞

0

dp
p2

2
√
p2 +m2

e−i
√
p2+m2t

=
1

4π2

∫ m

∞
dE

√
E2 −m2e−iEt|t→∞

≃e−imt

(3.69)

类空间隔：x0 − y0 = 0.x− y = r
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则有

D(x− y) =

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep
eip·r

=
2π

(2π)3

∫ ∞

0

dp
p2

2Ep

eipr − e−ipr

ipr

=
−i

2(2π)2r

∫ ∞

−∞
dp

peipr√
p2 +m2

(3.70)

令 ρ = −ip
在 r → ∞ 时， 1

4π2r

∫∞
m
dρ ρe−ρr√

ρ2−m2
≃ e−mr

符合温伯格提出的集团分解原理

⟨Ω|O(x)O(y)|Ω⟩ → 0(|x− y| = ∞) (3.71)

虽然类空间隔下，两点关联概率不为 0，但并不代表两点有因果联系，更准确的定义应该是，因果
性：如果 x− y 是类空间隔，在 x 处的测量必须和 y 处的测量彼此不影响 (独立)，即 [O1(x), O2(y)] = 0

利用此定义，则要验证类空间隔的因果性，我们要验证的是 [ϕ(x), ϕ(y)]

=

∫
d3p

(2π)32
√
Ep

∫
d3q

(2π)32
√
Eq

[ape
−ip·x + a†pe

ip·x, aqe
−iq·y + aqe

iq·y]

=

∫
d3p

(2π)32Ep
(e−ip·(x−y) − e+ip·(x−y))

= D(x− y)−D(y − x)

(3.72)

当 (x−y)2 < 0即类空时，x−y 可以通过连续的 Lorentz变换使得其变成 y−x，则 [ϕ(x), ϕ(y)] = 0，

因果性得到了保留。

在类时间隔，在 x = y, t→ ∞，[ϕ(x), ϕ(y)] ≃ e−imt − e+imt

而对于复的 K-G 场 ϕ(x) =
∫

d3p

(2π)32
√
Ep

(ape
−ip·x + b†pe

+ip·x)

则有

⟨0|[ϕ(x), ϕ(y)]|0⟩ = ⟨0|ϕ(x)ϕ(y)|0⟩ − ⟨0|ϕ(y)ϕ(x)|0⟩

= ⟨0|ab†|0⟩ − ⟨0|ab†|0⟩

= 0

(3.73)

(为了方便略去了各种因子)
其中最后两项都是 0，因为 ⟨0|ab†|0⟩ 相当于产生了一个反粒子和正粒子，两个态的内积为 0。
而考虑 ⟨0|[ϕ(x), ϕ†(y)]|0⟩ = ⟨0|aa†|0⟩ − ⟨0|bb†|0⟩ = 0

要满足因果性，必须存在反粒子，且质量相等。
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3.5 K-G 传播子

3.5.1 K-G 传播子

由于 [ϕ(x), ϕ(y)] 本身是个常数，所以可以加上对真空态求内积。

⟨0|[ϕ(x), ϕ(y)]|0⟩ =
∫

d3p

(2π)32Ep
(e−ip·(x−y) − e+ip·(x−y)) (3.74)

考虑引入第四度积分

⟨0|[ϕ(x), ϕ(y)]|0⟩ =
∫

d3p

(2π)32Ep
(e−ip·(x−y) − e+ip·(x−y))

=

∫
d3p

(2π)32Ep
e−ip·(x−y) −

∫
d3p

(2π)32Ep
eip·(x−y)

=

∫
d3p

(2π)3
{ 1

2Ep
e−ip·(x−y)|p0=Ep

+
1

−2Ep
e−ip·(x−y)|p0=−Ep

}

=

∫
d3p

(2π)3

∫
dp0

2πi

−1

p2 −m2
e−ip·(x−y)

(3.75)

其中第三行，考虑在复平面上积分，其实就等于两个点 Ep,−Ep 的留数。
则有

⟨0|[ϕ(x), ϕ(y)]|0⟩ =
∫

d3p

(2π)3

∫
dp0

2πi

−1

p2 −m2
e−ip·(x−y) (3.76)

定义推迟格林函数：

DR(x− y) = θ(x0 − y0)⟨0|[ϕ(x), ϕ(y)]|0⟩ = θ(x0 − y0)

∫
d3p

(2π)3

∫
dp0

2πi

−1

p2 −m2
e−ip·(x−y) (3.77)

考虑在 K-G 场加外源 (电磁场中为 jµAµ)，L = 1
2
(∂µϕ)

2 − 1
2
m2ϕ2 + j(x)ϕ(x)，此时的运动方程为

(∂2 +m2)ϕ = j(x) (3.78)

类似于麦克斯韦方程 ∂µF
µν = jν。

通解为

ϕ(x) = ϕ0(x) + i

∫
d4yDR(x− y)j(y) (3.79)

其中 (∂2 +m2)DR(x− y) = −iδ(4)(x− y)

则

(∂2 +m2)ϕ(x) = (∂2 +m2)ϕ0(x) + i

∫
d4y(∂2 +m2)DR(x− y)j(y) = j(x) (3.80)

由于前一项中 ϕ0(x) 是满足自由场的解，所以为 0。
利用 ∂

∂t
θ(x0 − y0) = δ(x0 − y0)，可以验证之前定义的推迟传播子满足。
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考虑动量空间的推迟传播子

DR(x− y) =

∫
d4p

(2π)4
e−ip·(x−y)D̂R(p) (3.81)

代入 (∂2 +m2)DR(x− y) = −iδ(4)(x− y)，可得

DR(x− y) =

∫
d4p

(2π)4
e−ip·(x−y)D̂R(p)(

∂2 +m2
)
DR(x− y) =

(
∂2 +m

) ∫ d4p

(2π)4
e−ip·(x−y)D̂R(p) = −iδ4 (x− y)

=
(
∂2 +m

) ∫ d4p

(2π)4
e−ip·(x−y)D̂R(p) = −i

∫
d4p

(2π)4
e−ip·(x−y)

=

∫
d4p

(2π)4
e−ip·(x−y)

(
−p2 +m2

)
D̂R(p) = −i

∫
d4p

(2π)4
e−ip·(x−y)(

−p2 +m2
)
D̂R(p) = −i

D̂R(p) =
i

p2 −m2

(3.82)

3.5.2 Feynmen 传播子

Feynmen 传播子：和推迟传播子的形式类似

DR(x− y) =

∫
d4p

(2π)4
i

p2 −m2
e−ip·(x−y) (3.83)

唯一的区别就是绕法，在 −Ep 时半圆朝下，在 Ep 时则朝上，这样无论大围道取上取下都会有留数。

为了将半圆改成直线，但极点 −Ep → −Ep + iε, Ep → Ep − iε

则

DF (x− y) =

∫
d4p

(2π)4
i

p2 −m2 + iε
e−ip·(x−y) (3.84)

类似的 D̂F (p) =
i

p2−m2+iε

DF (x− y) = θ(x0 − y0)⟨0|ϕ(x)ϕ(y)|0⟩+ θ(y0 − x0)⟨0|ϕ(y)ϕ(x)|0⟩ = ⟨0|T̂ ϕ(x)ϕ(y)|0⟩ (3.85)

其中 T̂ 为编时算符，谁先发生，谁就在前面。

4 Dirac Field

4.1 Lorentz 群及其李代数

Lorentz 变换构成了 Lorentz 群，几个基本概念为群表示 represetation 和生成元 generator，生成元
最重要的性质为李代数。
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考虑空间转动：Ai → A′i(x) = RijAj(R−1x), RTR = 1

对于转动群，R = e−iθ·J，其中 [J i, J j ] = iεijkJk

以绕着 z 轴转 θ 角为例子

R =

1 0 0

0 cosθ sinθ

0 −sinθ cosθ

 (4.1)

则 R(θ + 2π) = R(θ)

对于自旋，

U = e−iθ·
σ
2 (4.2)

自旋的生成元也满足类似的关系：

[
σi

2
,
σj

2
] = iεijk

σk

2
(4.3)

这就是转动群的李代数，也是生成元的性质，其中 J 就是转动群的生成元，而 εijk 为群的结构常

数，而转动和自旋具有相同的结构常数。

为什么生成元的代数关系如此重要呢？我们可以考虑两个算符的乘积

eÂeB̂ = eÂ+B̂+[Â,B̂]+[Â,[Â+B̂]]+... (4.4)

可见对于如果求出两个指数算符的乘积，一定要知道 [Â, B̂] 的结果，这也是为何生成元满足的代数

关系如此重要，如果知道了 [Â, B̂]，我们就能计算算符对应操作的叠加耦合。

为了理解生成元的概念，考虑无穷小转动，R = e−iθ·J ≃ 1− iθ · J + (θ2)，这样有了生成元的具体

形式，就可以刻画群在原点附近的性质。

对自旋作展开，U = 1− iθ · σz

2
+ 1

2!
(− i

2
)2(θ · σz)2 + ...(为了方便考虑 z 方向转动)

其中 (θ · σ)2 = (θxσ
x + θyσ

y + θzσ
z)(θxσ

x + θyσ
y + θzσ

z)

且 θxσ
xθxσ

x = θ2x12×2, θxσ
xθyσ

y + θyσ
yθxσ

x = θxθy{σx, σy} = 0

则 1
2!
(− i

2
)2(θ · σz)2 = − 1

4
θ2z

U = 1− 1

4
θ2z − iθ · σ

z

2

≃ cos
θ

2
− iσzsin

θ

2

(4.5)

则 U(θ + 2π) = −U(θ)，说明和普通的空间不同，旋量空间必须转 4π 才能回到自身。

而对于 Lorentz 群有没有类似的性质？
对角动量算符作推广，定义

Jk = J ij = −i(xi∇j − xj∇i) (4.6)

尝试推广 (由于 Lorentz 变换一共有六个因子，对应六个生成元)Jµν = i(xµ∂ν − xν∂µ)，为二阶反

对称张量，一共有六个独立的 Jµν。
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Lorentz 群生成元 Jµν 对应的 Lie 代数为

[Jµν , Jρσ] = i(gνρJµσ − gµρJνσ − gνσJµρ + gµσJνρ) (4.7)

对于矢量场也可以表示成指数形式 Aα → A′α = ΛαβA
β = [e−

i
2ωµνJ µν

]αβA
β

其中 (J µν)αβ = i(gµαgνβ − gµβg
να)

J µν 也满足 Lorentz 群的 Lie 代数。

[e−
i
2ωµνJ µν

]αβ ≃


1 β

β 1

1

1

 (4.8)

考虑沿着 x 轴的 boostω01 = −ω10 = β

对于 Lorentz 变换，无论是什么场都可以简写为 ϕ→M(Λ)ϕ, ϕ→M(Λ′)M(Λ)ϕ =M(Λ′′)ϕ

而 Λ′′ = Λ′Λ，正是群的基本性质，而 M(Λ) 则是 Lorentz 群的有限维表示，对于标量场来说，为
1，对于矢量场来说，为 Λ，而这样的有限维表示总可以写成 M(Λ) = e−

i
2ωµνJ

µν

4.2 构造 Dirac 场和 Dirac 方程

构造旋量表示的生成元：假设存在四个 Dirac矩阵 (待定为 n阶方阵)，且满足 {γµ, γν} = 2gµν1n×n，

则有

Sµν =
i

4
[γµ, γν ] (4.9)

且利用代数关系可得 [Sµν , Sρσ] = i(gνρSµσ − gµρSνσ − gνσSµρ + gµσSνρ)

这里给出简单证明

[Sµν , Sρσ] = − 1

16
[[γµ, γν ] , [γρ, γσ]]

[Sµν , Sρσ] = − 1

16
[(γµγν − γνγµ) , (γργσ − γσγρ)]

[Sµν , Sρσ] = − 1

16
[(γµγν − γνγµ) (γργσ − γσγρ)− (γργσ − γσγρ) (γµγν − γνγµ)]

[Sµν , Sρσ] = − 1

16

[
γµγνγργσ − γνγµγργσ − γµγνγσγρ + γνγµγργσ

−γργσγµγν + γσγργµγν + γργσγνγµ − γσγργνγµ

]

[Sµν , Sρσ] = − 1

16

[
γµ2gνργσ − γµγργνγσ − γνγµγργσ − γµγνγσγρ + γνγµγργσ

−γργσγµγν + γσγργµγν + γργσγνγµ − γσ2gρνγµ + γσγνγργµ

]
(4.10)
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其中

γµγργνγσ = {γµ, γρ} γνγσ − γργµγνγσ

γµγργνγσ = {γµ, γρ} γνγσ − (γργµ {γν , γσ} − γργµγσγν)

γµγργνγσ = {γµ, γρ} γνγσ − γργµ {γν , γσ}+ γργµγσγν

γµγργνγσ = {γµ, γρ} γνγσ − γργµ {γν , γσ}+ (γρ {γµ, γσ} γν − γργσγµγν)

γµγργνγσ = {γµ, γρ} γνγσ − γργµ {γν , γσ}+ γρ {γµ, γσ} γν − γργσγµγν

(4.11)

最后一项 γργσγµγν 正好消去，而前几项则可以和后面的项目组合成类似于 gνρSµσ 的式子，例如

γµ2gνργσ − γσ2gρνγµ = 2gνρ[γµ, γσ] = 2gνρ(−4iSµσ)，剩下的就是不断重复这一过程，最后可以验证

[Sµν , Sρσ] = i(gνρSµσ − gµρSνσ − gνσSµρ + gµσSνρ)

正是 Lorentz 生成元满足的代数关系，则 Sµν 就是 Lorentz 群某个特殊维数对应的生成元。
n = 1 只是个简单的数字，排除。

n = 2 尝试用 Pauli 矩阵构造，γi = iσi，则 {γµ, γν} = −2δij = 2gij12×2，则 Sij = 1
2
ϵijkσk

但是问题是 γ0 是什么？

如果代入单位矩阵，{γ0, γi} = 0

n= 3 也不行，n= 4 就可以找到，γ0 =
(

12×2

12×2

)
, γi =

(
σi

−σi

)
这样构造形式称为 chiral-Weyl representation，原因是 γ 矩阵不是唯一的，如果我们找到一组 γ 矩

阵满足 {γµ, γν} = 2gµν，总可以令 γ′µ = UγµU−1 也满足上述关系，而手征外尔表象适合于高能情形 (速
度趋于光速，能量远大于质量)。

也有其他的表象例如 Dirac-Pauli 表象，区别在于，γ0 =
(
12×2

−12×2

)
，适用于低能非相对论性

粒子。

Majorana 表象：γ0 =

(
σ2

σ2

)
, γ1 =

(
iσ3

iσ3

)
, γ2 =

(
−σ2

σ2

)
, γ3 =

(
−iσ1

−iσ1

)
，特

点就是纯虚的，适用于描述电中性的 Majorana 费米子，之前量子化实的 K-G 场时量子是中性的，即反
粒子是其本身，类似于光子，但量子化复的 K-G 场，有两种产生湮灭算符，Dirac 场也类似，有正反电
子之分，而基本粒子中中微子有可能是 Majorana 费米子

Dirac 矩阵的一些性质：(γ0)† = γ0, (γi)† = −γi, (γ0)2 = 1, (γi)2 = −1

生成元转动部分 Sij = 1
2
ϵijk

(
σk

σk

)

Boost 部分：S0i = − i
2

(
σi

−σi

)
注意到这几个矩阵都是分区对角的。

有了生成元之后，可以构造 Dirac 场在 Lorentz 变换下的有限维表示，根据之前的结论，我们知道
任何一个场在 Lorentz 变换下都具有类似的形式 ϕ(x)

Λ→M(Λ)ϕ(Λ−1x)
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不同的场具有不同的 M(Λ)，而 Dirac 场具有的 M(Λ) = Λ 1
2

Λ 1
2
= e−

i
2ωµνS

µν (4.12)

虽然 Λ 1
2
和 Λµν 都是 4× 4 矩阵，但是分别以 Dirac 场的四个分量和时空分量为基底。

这样就得到 Dirac 场在 Lorentz 变换下的形式：ψ(x) → Λ 1
2
ψ(Λ−1x)

考察最简单的，沿 z 轴转动 θ 角，即 ω12 = θz

根据爱因斯坦求和两项都要求，而且 ω�S 都是反对称张量，即 ω12 = −ω21, S
12 = −S21, 则

Λ 1
2
= e−

i
2ωµνS

µν

= e[−
i
2ω12S

12− i
2ω21S

21] (4.13)

则有

Λ 1
2
= e−iθzS

12

=

(
e−

i
2 θzσ3

e−
i
2 θzσ3

)
(4.14)

则

− Λ 1
2
(0) = Λ 1

2
(2π) =


−1

−1

−1

−1

 (4.15)

必须要转 4π 才能回到单位矩阵。

考察生成元和 Dirac 矩阵的对易子：[γµ, Sρσ] =
[
γµ, i

4
[γρ, γσ]

]
[
γµ,

i

4
[γρ, γσ]

]
=

i

4
[γµ, γργσ − γσγρ ]

=
i

4
[γµγργσ − γµγσγρ − γργσγµ + γσγργµ ]

=
i

4
[ 2gµργσ − γργµγσ − γµγσγρ − γργσγµ + γσγργµ ]

=
i

4

[
2gµργσ − γργµγσ − 2gµσγρ + γσγµγρ

−2gµσγρ + γργµγσ + 2gµργσ − γσγµγρ

]
=
i

4
[ 2gµργσ − 2gµσγρ − 2gµσγρ + 2gµργσ ]

= i [ gµργσ − gµσγρ]

= i [ gµρδσν − gµσδρν ] γ
ν

= [J ρσ]
µ
νγ

ν

(4.16)

最后得到 [γµ, Sρσ] = [J ρσ]
µ
νγ

ν，利用了 (J µν)αβ = i(gµαgνβ − gµβg
να)

还可以推得 Λ−1
1
2

γµΛ 1
2
= Λµνγ

ν

看起来有点像个矢量，但实际上选取了固定表象之后，γ 矩阵在任何坐标系下的形式都是一样的。



4 DIRAC FIELD 46

证明：

Λ 1
2
= e−

i
2ωµνS

µν

≃ 1− i

2
ωµνS

µν +O(ω)2 (4.17)

Λ−1
1
2

γµΛ 1
2
= (1 +

i

2
ωαβS

αβ)γµ(1− i

2
ωρσS

ρσ) = (1− i

2
ωρσJ ρσ)µνγ

ν (4.18)

而 Λµν = e[−
i
2ωρσJ ρσ ]µν ≃ δµν − i

2
ωρσ[J ρσ]µν

则有 Λ−1
1
2

γµΛ 1
2
= Λµνγ

ν

为了验证 Dirac 方程的 Lorentz 的不变性，需要验证 ψ′(x) 是否满足运动方程。

(iγµ∂µ −m)Λ 1
2
ψ(Λ−1x) = (iγµ(Λ−1)νµ∂ν −m)Λ 1

2
ψ(Λ−1x)

= Λ 1
2
Λ−1

1
2

(iγµ(Λ−1)νµ∂ν −m)Λ 1
2
ψ(Λ−1x)

= Λ 1
2
(iΛ−1

1
2

γµΛ 1
2
(Λ−1)νµ∂ν −m)ψ(Λ−1x)

= Λ 1
2
(iΛµσγ

σ(Λ−1)νµ∂ν −m)ψ(Λ−1x)

= Λ 1
2
(iγν∂ν −m)ψ(Λ−1x)

= 0

(4.19)

继续考察 Lagrangian的不变性，不幸的是如果构造 ψ†ψ不能满足 Lorentz不变性，ψ†ψ → ψ†Λ 1
2
Λ†

1
2

ψ，

但 Λ 1
2
不是一个幺正矩阵。

Λ†
1
2

= e+
i
2ωµν(S

µν)† (4.20)

(Sµν)† = (
i

4
[γµ, γν ])† =

i

4
[(γµ)†, (γν)†] (4.21)

由于 (γ0)† = γ0,γ† = −γ

则 (Sij)† = Sij , (S0i)† = −S0i ，Boost生成元是反厄密的，Lorentz群的 Dirac表示不是幺正的，而
转动生成元是厄密的，说明转动群是紧致的，而 Boost 生成元是反厄密的，Lorentz 群是非紧致的，不
是幺正的。

且 Lorentz 群不存在幺正的有限维表示。
虽然 Sµν 不是厄密的，但我们得到 Lorentz 不变的 Lagrangian，为此考虑 Sµν 和 γ0 的关系。

γ0(Sµν)†γ0 = γ0
i

4
[(γµ)†, (γν)†]γ0 =

i

4
[γ0(γµ)†γ0, γ0(γν)†γ0] (4.22)

由于 γ0(γν)†γ0 = γν

则 γ0(Sµν)†γ0 = i
4
[γµ, γν ] = Sµν

令 ψ̄ = ψ†γ0，对其作 Lorentz 变换，

ψ̄
Λ→ψ′γ0 = ψ†Λ†

1
2

γ0 = ψ̄γ0Λ†
1
2

γ0 = ψ̄γ0e+
i
2ωµν(S

µν)†γ0 (4.23)
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由于 γ0(Sµν)†γ0 = Sµν

可对 γ0e+
i
2ωµν(S

µν)†γ0 作泰勒展开得到 γ0e+
i
2ωµν(S

µν)†γ0 = Λ−1
1
2

则 ψ̄ψ → ψ̄Λ−1
1
2

Λ 1
2
ψ = ψ̄ψ

下面来构造导数项，考察 ψ̄γµψ
Λ→ ψ̄Λ−1

1
2

γµΛ 1
2
ψ

根据 Λ−1
1
2

γµΛ 1
2
= Λµνγ

ν

ψ̄Λ−1
1
2

γµΛ 1
2
ψ = Λµν ψ̄γ

νψ (4.24)

看起来像根据矢量场的变换形式变换，但这并不是我们想要的 Lorentz 标量，还需要一个下标进行
缩并，所以取 ψ̄γν∂νψ

最后得到

L = ψ̄(iγµ∂µ −m)ψ (4.25)

i 是为了保证 L = L†

其中 ψ̄, ψ 作为独立自由度。

下一步就是对这个无穷多自由度的场进行量子化。

4.3 Dirac 场的量子化

4.3.1 Weyl spinor

Dirac 场有四个分量，把它写成两个分量

ψDirac =

[
ψL

ψR

]
(4.26)

其中 ψL, ψR 就是 Weyl spinor。
原因：ψ(x) → Λ 1

2
ψ(Λ−1x) = e−

i
2ωµνS

µν

ψ(Λ−1x)

同时 Sij = 1
2
ϵijk

(
σk

σk

)
，S0i = − i

2

(
σi

−σi

)
，都是分区对角矩阵，说明在 Lorentz 变换下，

左手和右手外尔旋量是分别变换的。

Dirac表示是可约表示，从群论的角度来说就是生成元可以写成分块对角的形式，而Weyl spinor填
充不可约表示。

ψL
Λ→(1− iθ · σ

2
− β · σ

2
)ψL (4.27)

ψR
Λ→(1− iθ · σ

2
+ β · σ

2
)ψR (4.28)

利用 Weyl spinor 来重新理解 Dirac 方程。
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(iγµ∂µ −m)ψ =

(
−m i(∂0 + σ · ∇)

i(∂0 − σ · ∇) −m

)(
ψL

ψR

)
= 0 (4.29)

在手征极限下，m = 0，可得

i(∂0 − σ · ∇)ψL = 0 (4.30)

i(∂0 + σ · ∇)ψR = 0 (4.31)

即 Weyl 方程。
令 σµ = (1,σ), σ̄µ = (1,−σ)

可将 Dirac 矩阵写成 γµ =

(
σµ

σ̄µ

)

这样 Dirac 方程就变成
(

−m i(σµ∂µ)

i(σ̄µ∂µ) −m

)(
ψL

ψR

)
= 0

Weyl 方程也可以写为

(σ̄µ∂µ)ψL = 0 (4.32)

(σµ∂µ)ψR = 0 (4.33)

4.3.2 Dirac 方程的自由粒子解

把 Dirac 方程作用两次

(−iγµ∂µ −m)(iγν∂ν −m)ψ = 0

= (γµγν∂µ∂ν +m2)ψ

= (
1

2
{γµ, γν}∂µ∂ν +m2)ψ

(4.34)

由 {γµ, γν} = 2gµν

得 (−iγµ∂µ −m)(iγν∂ν −m)ψ = (gµν∂µ∂ν +m2)ψ

便得到 K-G 方程，如果代入平面波解 e−ip·x，得到在壳条件 p2 = m2。

可以假设 ψ(x) 正比于 e−ip·x，ψ(x) 是一个四个分量的列矢量，所以只有平面波的相位因子是不够

的。

令 ψ(x) = u(p)e−ip·x，其中 u(p) 为 Dirac 旋量，且满足在壳条件，代入 Dirac 方程得到，

(iγµ∂µ −m)u(p)e−ip·x = 0 (4.35)

这个方程等价于 (ipµγ
µ −m)u(p) = 0
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根据 p2 = m2, 有 p0 = ±
√

p2 +m2，分别对应 Dirac 方程的四个解的正能和负能部分。
正能解

先假设 p0 > 0，令 /p = iγµ∂µ

现在来求解正能解，首先考虑静止的粒子，则 pµ = (m, 0)

(p0γ0 −m)u(p) = 0 (4.36)

即

(
−m m

m −m

)
u(p) = 0

则 u(p) = N

[
ξ

ξ

]

我们可以认为 ξ 由两个基组成，ξs =

[
1

0

]
,

[
0

1

]
，解为 us(p) =

√
m

(
ξs

ξs

)
考虑粒子沿着 z 轴运动，pµ = (E, 0, 0, pz), E =

√
p2z +m2

根据 (/p−m)u(p) = 0，写出 /p

则

/p = pµγ
µ =

(
p · σ

p · σ

)
=

(
p0σ0 − p3σ3

p0σ0 + p3σ3

)
=


E − pz 0

0 E + pz

E + pz 0

0 E − pz


(4.37)

可令 a =
√
E − pz, b =

√
E + pz

且 a2b2 = m2

则可将原来的方程写成


−ab 0 a2 0

0 −ab 0 b2

b2 0 −ab 0

a a2 0 −ab

us(p) = 0

可以构造 us(p) =


[
a 0

0 b

]
ξs[

b 0

0 a

]
ξs

，是上面方程的解。

则 us=1(p) =


√
E − pz

0
√
E + pz

0


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在高能极限下 (E2 − p2c2 = m2c4，取 c = 1，则当质量可以忽略时，E ≃ p)

us=1(p) =


0

0
√
2E

0

 (4.38)

螺旋度 (helicity): 定义 h = p
|p| · J

J = L+ S = r × p+ S (4.39)

则 h = p
|p| · S，即自旋在动量方向的投影。

p

|p|
· S =

p

|p|
· 1
2

(
σ 0

0 σ

)

pz
|pz|

· 1
2

(
σz 0

0 σz

)
0

0

1

0

 =
1

2

(4.40)

在高能极限下，右手旋量解 s = 1, ξ1 =

[
1

0

]
对应 h = 1

2
自旋向上的态，左手旋量解 s = 2 对应

h = − 1
2
(？)。

螺旋度对于有质量的粒子来说，依赖于参照系，因为粒子的速度不超过光速，总可以找到一个新的

参考系，让动量的方向改变。但对于零质量粒子来说，螺旋度是 Lorentz 不变量，例如 ⟨ 光子态 | 光子
态 ⟩ = |p, h = ±1⟩ ，其中 +1 为右旋光，-1 为左旋光，其实就是经典光学中的不同偏振方向。
零质量粒子 (自旋为 J) 只能有两个物理态 h = ±J
有质量粒子有 2J + 1 个物理态。

引力子 J = 2, h = ±2

对于电子来说 h = ± 1
2
，取高能近似还是两个自由度，自由度并没有缺失，但是有质量的粒子不能

从 3 个自由度连续地变成 2 个自由度。
总之记住，在零质量极限下，手征性和螺旋度是一一对应的。

对于 us(p) 的解，有一种更简单的写法，例如

√
p · σ =

(√
E − pz √

E + pz

)
=

[
a 0

0 b

]
(4.41)

则可以改写为 usp =

(√
p · σξs

√
p · σξs

)
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代入 Dirac 方程

(/p−m)usP =

(
−m p · σ
p · σ −m

)(√
p · σξs

√
p · σξs

)

=

(√
p · σ(−m+

√
(p · σ)(p · σ))

√
p · σ(−m+

√
(p · σ)(p · σ))

) (4.42)

利用 {σi, σj} = 2δij，{σµ, σν} = 2gµν12×2

则 (p · σ)(p · σ) = pµpνσ
µσν = pµpν

{σµ,σν}
2

= gµνpµpν = E2 − p2 = m2

则

(√
p · σ(−m+

√
(p · σ)(p · σ))

√
p · σ(−m+

√
(p · σ)(p · σ))

)
= 0

Wigner 小群诱导表示 (WeinbergVol.1,Chap2)：从一个自旋静止的量子态构造到一个运动的态。
负能解

下面讨论 Dirac 的负能解。

(iγ0∂0 + iγ · ∇ −m)us(p)e−ip·x = 0 (4.43)

(γ0p0 − γ · p−m)us(p)e−ip·x = 0 (4.44)

如果 p0 = −Ep

(−γ0Ep + γ · (−p)−m)us(p)e+iEpt−i(−p)·x = 0 (4.45)

令 p̃µ = (Ep,−p)

则

− (/̃p+m)us(p)e+ip̃·x = 0 (4.46)

令 vs(p̃) = us(p0 = −Ep,p)
且必须满足 (/̃p+m)vs(p̃) = 0

可以将 (i/∂ −m)ψ(x) = 0 代入 ψ(x) = vs(p̃)e+ip̃·x

得到

(/̃p+m)vs(p̃) = 0 (4.47)

可以得到

vs(p) =

( √
p · σηs

−
√
p · σηs

)
(4.48)

其中根据 p̃µ = (Ep,−p) 和 vs(p̃) = us(p0 = −Ep,p)，可以得到
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vs(p) = us(p0 = −Ep,−p) (4.49)

同样的 ηs=1 =

(
1

0

)
，ηs=2 =

(
0

1

)

静止情况 vs(p) =
√
m

(
ηs

−ηs

)

当动量沿着 z 轴方向，vs(p) =
√
m


[√

E − pz √
E + pz

]
ηs

−

[√
E + pz √

E − pz

]
ηs


同样在高能极限下，也会出现手征性。

4.3.3 Dirac spinor 的归一化和完备性关系

归一化关系

正交归一性:u†u =
(
ξs†

√
p · σ ξs†

√
p · σ

)(√p · σξs
√
p · σξs

)
利用了 σµ 是厄密的。

u†u = ξ†(p · σ + p · σ)ξ (4.50)

由于 σ 只是空间部分取符号，

则 u†u = ξ†2p012×2ξ = 2EP ξ
†ξ

考察 u = u†γ0

uu =
(
ξs†

√
p · σ ξs†

√
p · σ

)( 12×2

12×2

)(√
p · σξs

√
p · σξs

)
= ξ†(

√
(p · σ)(p · σ) +

√
(p · σ)(p · σ))ξ

= 2mξ†ξ

(4.51)

其中
√

(p · σ)(p · σ) = m

这里得到了粒子的静质量，是个洛伦兹不变量，而之前的 Ep 是个洛伦兹变量。

根据 ξr†ξs = δrs

则

ur†(p)us(p) = 2Epδ
rs, ur†(p)us(p) = 2mδrs (4.52)

顺便强调一下，对于零质量的粒子来说，第二个归一化条件是平庸的，要用第一个归一化条件。

类似的，

v†v = 2Epη
†η, vv = −2mη†η (4.53)
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vr†(p)vs(p) = 2Epδ
rs, vr†(p)vs(p) = −2mδrs (4.54)

ur†(p)vs(−p) = vr†(−p)us(p) = 0 (4.55)

这里取 −p 的原因是之前在令 vs(p̃) = us(p0 = −Ep,p)，所以之前的负能解其实对应了 −p。

完备性关系 (自旋求和公式)
为什么要求

∑
s=1,2

us(p)us(p) =?

我们现在可以感知到 s 是一个和量子化相关的重要指标，后面计算散射截面时会用到，一般来说，

实验家不考虑极化的电子束流，即一半自旋朝上，一半朝下，探测器也不足以测量电子的极化，所以我

们要作一个平均，也就是极化求和，这是这个公式的实际用处。∑
s=1,2

us(p)us(p) =
∑
s=1,2

(√
p · σξs

√
p · σξs

)(
ξs†

√
p · σ ξs†

√
p · σ

)( 12×2

12×2

)

=
∑
s=1,2

(√
p · σξsξs†

√
p · σ √

p · σξsξs†√p · σ
√
p · σξsξs†

√
p · σ

√
p · σξsξs†√p · σ

) (4.56)

由于
∑
s=1,2

ξsξs† = I2×2

∑
s=1,2

us(p)us(p) =
∑
s=1,2

(√
p · σ

√
p · σ √

p · σ√p · σ
√
p · σ

√
p · σ

√
p · σ√p · σ

)
=

(
m p · σ
p · σ m

)
= /p+mI4×4 (4.57)

这个结果作用上 /p−m 得到 0，满足 Dirac 方程。
对于负能解也有一个完备性关系，

∑
s=1,2

vs(p)vs(p) = /p−mI4×4

4.3.4 Dirac 矩阵和 Dirac 场的双线型 (bilinear)

对 ψψ(Lorentz 不变量),ψγµψ(Lorentz 矢量)，推广到插入任意一个矩阵到 ψψ 的中间。

首先是单位矩阵，1 个。
Dirac 矩阵 γµ，4 个。
Dirac 场旋量表示的生成元 sµν = i

4
[γµ, γν ] 由于它是反对称的，只有 6 个非零元素。

γµνρ = γ[µγνγρ]，4 个，也就是四个指标选三个，一共四种情况。
γµνρσ = γ[µγνγργσ]1 个，4 个指标选 4 个，一种情况。
Γ 矩阵用这 16 个矩阵作为基础组成。
容易验证

ψγµνψ
Λ→ (ψΛ−1

1
2

)(
1

2
[γµ, γν ])(Λ 1

2
ψ) = ψ̄

1

2
(Λ−1

1
2

γµΛ 1
2
Λ−1

1
2

γνΛ 1
2
− Λ−1

1
2

γνΛ 1
2
Λ−1

1
2

γµΛ 1
2
)ψ (4.58)

根据 Λ−1
1
2

γµΛ 1
2
= Λµαγ

α
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则

(ψΛ−1
1
2

)(
1

2
[γµ, γν ])(Λ 1

2
ψ) = ΛµαΛ

ν
βψ

1

2
[γα, γβ]ψ = ΛµαΛ

ν
βψγ

αβψ (4.59)

即 Dirac 场构造出的张量的双线型。
我们还感兴趣后两个 γµνρ，γµνρσ 的双线型怎么变换。

为此要引入 γ5 = iγ0γ1γ2γ3 = − i
4!
ϵµνρσγ

µγνγργσ

g00g11g22g33ϵ
0123 = ϵ0123 = −1 (4.60)

ϵ0123 = −1交换任意指标会多一个负号。4!来源于爱因斯坦求和过程中对所有的交换可能都求和了，
即因为 µνρσ 中不能有相同的指标，只能是 0123 排序，一共有 4! 中情况，且在 γµ, γν 交换的过程中，

根据 {γµ, γν} = 2gµν，由于 µ, ν 不同，则 {γµ, γν} = 0，且这个交换带来的负号和 ϵµνρσ = −1 抵消，所

以每个结果都是 iγ0γ1γ2γ3，求和之后自然要除以 4!

至于在手征外尔表象中，γ5 =

{
−I2×2

I2×2

}
有如下性质

(γ5)† = γ5 (4.61)

(γ5)2 = I (4.62)

{γ5, γµ} = 0 (4.63)

如果 γ5 作用于只有左手 Weyl 旋量的 Dirac 场，

γ5

(
ψL

0

)
= −

(
ψL

0

)
，其本征值为 −1，类似的还可以作用于只有右手 Weyl 旋量的 Dirac 场。

我们会经常构造左右手投影算符：

PL =
1− γ5

2
, PR =

1 + γ5

2
(4.64)

为什么叫投影算符：

首先两个算符是完备的，I4×4 = PL + PR

正交性：PLPR = 0

左手投影两次之后还是左手投影算符 P 2
L = PL。

把投影算符作用到 Dirac 场上时，就能得到对应的旋量，这也是为什么称其为投影算符。

PLψD =

(
ψL

0

)
(4.65)

考察特殊的双线型在 Lorentz 变换下：ψγ5ψ Λ→ ψΛ−1
1
2

(− i
4!
ϵµνρσγ

µγνγργσ)Λ 1
2
ψ

可以插入四个单位矩阵
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ψΛ−1
1
2

− i

4!
ϵµνρσγ

µΛ 1
2
Λ−1

1
2

γνΛ 1
2
Λ−1

1
2

γρΛ 1
2
Λ−1

1
2

γσΛ 1
2
Λ−1

1
2

Λ 1
2
ψ (4.66)

根据 Λ−1
1
2

γµΛ 1
2
= Λµαγ

α

得到

ψϵµνρσΛ
µ
µ′Λνν′Λ

ρ
ρ′Λ

σ
σ′γµ

′
γν

′
γρ

′
γσ

′
ψ (4.67)

根据爱因斯坦求和约定，ϵµνρσΛ
µ
µ′Λνν′Λ

ρ
ρ′Λ

σ
σ′ = detΛϵµ′ν′ρ′σ′，这其实和矩阵求行列式的操作一样。

这样又回到了 γ523，说明 ψγ5ψ 类似于 ψψ，也是个 Lorentz 标量，叫做赝标量流，(赝指的是在空
间反演下宇称为负，像 π 介子自旋为 0，宇称为负)
对于三个 γ 矩阵相乘，我们可以令 γµγ5 = γ[µγνγρ]

然后考察它的双线型 ψγµγ5ψ 类似于一个 γ 矩阵对应的双线型。也是个矢量，称其为赝矢流。

定义 jµ = ψγµψ, jµ5 = ψγµγ5ψ

利用运动方程 (i/∂ −m)ψ = 0 和 −i(∂µψ)γµ −mψ = 0 检查这两个流的四散度，

∂µj
µ = (∂µψ)γ

µψ + ψγµ(∂µψ) = (imψ)ψ + ψ(−imψ) = 0 (4.68)

说明 jµ 为一个诺特流，对应的对称性为 U(1) 相位转动对称性，ψ → ψ′ = eiαψ, ψ → ψ′ = ψe−iα，

相乘相位因子抵消, 拉式量保持不变。
类似的 ∂µj

µ5 = (∂µψ)γ
µγ5ψ + ψγµγ5(∂µψ)

第一项还是正常代入运动方程，但在第二项代入运动方程时需要交换 γ5 和 γµ 的顺序，根据这两个

算符的反对易性，会出现一个负号，结果得到 ∂µj
µ5 = 2imψγ5ψ

在手征极限下，m = 0，也对应一个相位转动的对称性。

ψ → ψ′ = eiαγ
5

ψ, ψ → ψ′ = ψe−iαγ
5 (4.69)

也称为手征转动，这样的变换下 Dirac 场的拉式密度依旧不变。
jµ 和 jµ5 的线性组合依旧是守恒流。

可以定义一个左手和右手的矢量流：jµL = ψγµPLψ = ψγµ 1−γ5

2
ψ, jµR = ψγµPRψ = ψγµ 1+γ5

2
ψ

在手征极限下，左右手矢量流也是守恒流。

为物理上更清晰，在原有的 Dirac 的拉式量中插入 I = PL + PR

再利用 P 2
L = PL

L = ψiγµ∂µP
2
Lψ + ψiγµ∂µP

2
Rψ −mψP 2

Lψ −mψP 2
Rψ (4.70)

又 γµPL = PRγ
µ

23还可以利用 [γ5, Sµν ] = 0 来证明。
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ψiγµ∂µP
2
Lψ = ψiγµPL∂µPLψ

= ψiPRγ
µ∂µPLψ

= ψLiγ
µ∂µψL

������������ (4.71)

ψL = ψ†
Lγ

0

= (PLψ)
†γ0

= ψ†PLγ
0

= ψ†γ0PR

= ψPR

(4.72)

最后得到

L = ψLi/∂ψL + ψRi/∂ψR −m(ψRψL + ψLψR) (4.73)

混合了 ψLψR。

在强相互作用中也有类似的手征对称性破缺，夸克比较重视，后面的 m 不可忽略。

Fierz rearrangement
考虑 ψ1Γψ2, ψ3Γψ4

现在几个 ψ 交换顺序，ψ1Γψ2ψ3Γψ4 =
16∑
γ=1

ψ1Γγψ4ψ3Γ
′
γψ2

举例:
(u1Rσ

µu2R)(u3Rσ
µu4R) = (u1Rα(σ

µ)αβ
u2Rβ)(u3Rγ(σ

µ)γδu4Rδ) (4.74)

利用
∑
µ

(σµ)αβ
(σµ)γδ = 2ϵαγϵβδ

则 (u1Rσ
µu2R)(u3Rσ

µu4R) = 2ϵαγϵβδ(u1Ru2R)(u3Ru4R)

可以在前面添加一个负号，导致 ϵβδ = −ϵδβ，这两个指标互换对应于
∑

µ(σ
µ)αδ(σ

µ)γβ = 2ϵαγϵδβ，

代入到 (u1Rα(σ
µ)αβ

u2Rβ)(u3Rγ(σ
µ)γδu4Rδ)，便可得到 (u1Rα(σ

µ)αδ
u4Rδ)(u3Rγ(σ

µ)γβu2Rβ)

4.3.5 Dirac 场等时量子化及其困难

共轭动量 π = ∂L
∂ψ̇

= ψiγ0 = iψ†, (γ0)2 = I

在薛定谔绘景中 (t = 0)，
[ψ(x), π(y)] = iδ3(x− y)

π=iψ†

→ [ψ(x), ψ†(y)] = δ3(x− y)
24

类比于 K-G 场的量子化，但由于 Dirac 场是四分量旋量场，所以需要引入四分量 usp, v
s
p

ψ(x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
s=1,2

[aspu
s
pe
ip·x + bspv

s
pe

−ip·x] (4.75)

24这里是简写的形式，实际上 ψ† 是行矢量，ψ 是列矢量，这样 ψ†ψ, ψψ† 分别为一个数和矩阵，所以实际上并不是行列矢量作对易，而是对

其分量作对易 [ψa(x, ψb(y))] = δ3(x − y)δab
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这里的 bsp 为湮灭算符，物理意义为湮灭动量为 p 能量为 −Ep 的电子
为了更好计算

ψ(x) =
∫

d3p
(2π)3

1√
2Ep

eip·x
∑
s=1,2

[aspu
s
p + bs−pv

s
−p]

假设满足对易条件 [arp, a
s†
q ] = (2π)3δ3(p− q)δrs = [brp, b

s†
q ]

根据
∑
s=1,2

us(p)us(p) = /p+m

定义 pµ = (Ep,−p)，则
∑
s=1,2

vs(−p)vs(−p) = /p−m

检查和前面提出的等时量子化条件的一致性

=

∫
d3pd3q

(2π)6
1√

2Ep
√

2Eq
eip·x−iq·y

∑
s=1,2

{[arp, as†q ]ur(p)us(q) + [brp, b
s†
−q]v

r(−p)vs(−q)}γ0

=

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep
eip·(x−y)

∑
s=1,2

[us(p)us(p) + vs(−p)vs(−q)]γ0

=

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep
eip·(x−y)(/p+ /p)γ0

=

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep
eip·(x−y)[Epγ

0 − p · x+ Epγ
0 + p · x]γ0

=

∫
d3p

(2π)3
eip·(x−y)

= δ3(x− y)

(4.76)

确实满足了对易关系。25

代入 H =
∫
d3ψ†[−iα · ∇+mβ]ψ =

∫
d3p
(2π)3

∑
s=1,2

(Epa
s†
p a

s
p − Epb

s†
p b

s
p)

和复 KG 场的结论类似，最大的区别在于中间是个负号，这意味着在 bs†p 的作用下，能量可以一直

降低，不存在稳定的真空。

接下来考虑因果性，使用海森堡绘景

ψ(x) = eiHtψ(x, t = 0)e−iHt

asp(t) = eiHtaspe
−iHt = aspe

−iEpt

bsp(t) = eiHtbspe
−iHt = bspe

iEpt

要验证因果性即求

[ψa(x), ψb(y)] =

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep

∑
s=1,2

(usa(p)u
s
b(p)e

−ip(x−y) + vsa(p)v
s
b(p)e

+ip(x−y)) (4.77)

利用 KG 场 [ϕ(x), ϕ(y)] = D(x− y)−D(y − x) =
∫

d3p
(2π)3

1
2Ep

[e−ip(x−y) − e+ip(x−y)]

25末尾的 γ0 来自于 ψ† → ψ̄γ0
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则

[ψa(x), ψb(y)] =

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep
[(/p+m)abe

−ip(x−y) − (/p−m)abe
+ip(x−y)]

= (i/∂x +m)

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep
[e−ip(x−y) − e+ip(x−y)]

= (i/∂x +m)[ϕ(x), ϕ(y)]

其中 ab表示是矩阵的第 a行第 b列，根据 K-G场的结论，则当 (x−y)2 < 0时，[ψa(x), ψb(y)] = 0

继续考察因果性是如何实现，[ψa(x), ψb(y)] 相当于一个常数，所以在两边作用上真空态的结果依旧

是 0.
⟨0|[ψa(x), ψb(y)]|0⟩ = ⟨0|ψa(x)ψb(y)|0⟩ − ⟨0|ψb(y)ψa(x)|0⟩ = 0

我们为了简化运算，我们不考虑其他因子，ψa(x)ψb(y) 可以视作 (a + b)(a† + b†)，ψb(y)ψa(x) 视

作 (a† + b†)(a+ b)，ab 都是湮灭算符，遇上真空态为 0，所以后一项为 0，所以前一项中的 ⟨0|aa†|0⟩ 和
⟨0|bb†|0⟩ 互相抵消。
但在之前的复 KG 场中 ⟨0|[ψ(x), ψ†(y)]|0⟩ = ⟨0|(a+ b†)(a† + b)|0⟩ − ⟨0|(a† + b)(a+ b†)|0⟩
两个部分都体现了作用。

为了解决这一问题，我们回到一开始的假设。

1. 用对易关系量子化
2. 对真空的假设 asp|0⟩ = bsp|0⟩ = 0

利用狄拉克海的概念 (E < 0 的电子态全部被填满), 修改对真空的假设。
asp|0⟩ = bs†p |0⟩ = 0，后一项的意思是不能再填充一个负能电子，bsp|0⟩ ≠ 0，指可以在真空中敲出一

个电子。

修改之后 (a+ b)(a† + b†) → aa†, (a† + b†)(a+ b) → b†b，两项都有贡献。

同时我们也彻底抛弃对易关系的假设，直接从真空的性质出发得到产生湮灭算符的性质。

真空角动量和动量为 0，所以总动量算符 (总动量算符 P̂ 作用于系统得到系统的总动量，作用于单

动量产生湮灭算符上则得到单动量) 作用上去还是得到真空，角动量算符也是类似的，但是产生湮灭算
符在总动量算符的作用下

e−iP̂ ·xape
iP̂ ·x = ape

ip·x (4.78)

e−iP̂ ·xa†pe
iP̂ ·x = ape

−ip·x (4.79)

对于 ⟨0|arpas†q |0⟩ 这也是计算下式的关键

⟨0|ψ(x)ψ(y)|0⟩ = ⟨0|
∫

d3p

(2π)3
1

2
√
Ep

∑
r

arpu
r(p)e−ipx ×

∫
d3q

(2π)3
1

2
√
Eq

∑
s

as†q ū
s(q)eiqy|0⟩ (4.80)

在 ⟨0|arpas†q |0⟩ 中间插入总动量算符。

⟨0|arpas†q |0⟩ = ⟨0|arpeiP ·xe−iP ·xas†q e
iP ·x|0⟩ = e−iq·x⟨0|e−iP ·xarpe

iP ·xas†q |0⟩ = e−i(p−q)·x⟨0|arpas†q |0⟩ (4.81)
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则有若 ⟨0|arpas†q |0⟩ ̸= 0，p ̸= q

可令

⟨0|arpas†q |0⟩ = (2π)3δ3(p− q)δrsA(p)，其中 A(p) 是一个常数。

则有

⟨0|ψ(x)ψ(y)|0⟩ =
∫

d3p

(2π)3
1

2Ep

∑
s=1,2

us(p)us(p)e−ip(x−y)A(p)

=

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep
(/p+m)A(p)e−ip(x−y)

= (i/∂x +m)

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep
e−ip(x−y)A

(4.82)

考虑上式的 Lorentz变换，则需要在两边插入 u(Λ), u(Λ)−1，其中 u(Λ)为量子 Lorentz算符，u(Λ)|p⟩ =
|Λp⟩
为了使上式子具有良好的 Lorentz 性质，A(p) 应当与 p2 相关，而不只是和三度动量相关，又根据

在壳条件 p2 = m2 则 A(m2) 为一常数，又 ⟨0arpas†q |0⟩ 正比于 ⟨|p, s|p, s⟩ > 0，所以 A > 0

类似的，计算 ⟨0|ψ(y)ψ(x)|0⟩ = −(i/∂x +m)
∫

d3p
(2π)3

1
2Ep

eip(x−y)B

其中 − 号源于
∑
s

v(p)v̄(p) = /p−m = −i/∂x(eip(x−y))−m = −(i/∂x +m)

在 KG 场中，当 (x− y)2 < 0，D(x− y) =
∫

d3p
(2π)3

1
2Ep

e−ip(x−y) =
∫

d3p
(2π)3

1
2Ep

eip(x−y) = D(y − x)

可令 A = B = 1，当 (x − y)2 < 0，有 ⟨0|ψ(x)ψ(y)|0⟩ = −⟨0|ψ(y)ψ(x)|0⟩，即 {ψa(x), ψb(y)} =

0, [ψa(x), ψb(y)] ̸= 0

虽然这和我们所要求的因果性不同（(两次测量对应的算符应当是对易的，互不干扰)，但 ψ, ψ 并不

构成物理可观测量，例如 p =
∫
d3xψ†(−i∇)ψ，至少要有一对 ψψ† 双线型才构成可观测量，所以只要

[ψ(x)Γψ(y), ψ(y)Γψ(x)] = 0，就可以满足因果性。

只要利用 [AB,CD] = A{B,C}D −AC{B,D}+ {A,C}DB −C{A,D}B，即便是对易关系也可以
转化为一组反对易关系

所以等时量子化条件:{ψa(x), ψ†
b(y)} = δ3(x− y)δab

类似的 {arp, as†q } = {brp, bs†q } = (2π)3δ3(p− q)δrs

则 H =
∫

d3p
(2π)3

∑
s=1,2

(Epa
s†
p a

s
p − Epb

s†
p b

s
p) =

∫
d3p
(2π)3

∑
s=1,2

(Epa
s†
p a

s
p + Epb

s
pb
s†
p − Ep(2π)

3δ3(0)δrs)

令 b
s

p = bs†p

其物理含义为 b
s

p 产生一个负能电子，湮灭一个空穴

则 H =
∫

d3p
(2π)3

∑
s=1,2

(Epa
s†
p a

s
p + Epb

s†
p b

s

p − Ep(2π)
3δ3(0)δrs)

最后一项为负无穷大的真空能，和 KG 场的刚好相反。
粒子物理中的超对称：要求玻色子和费米子具有严格的对称性，真空能严格为 0，而 KG场与 Dirac

场分别对应玻色子和费米子，严格上可以相互抵消。

Dirac-Fermi 统计
{asp, asp} = 0，其实空穴就是一个正电子，Dirac sea 只是帮助我们理解，自然界里并不存在。
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ar†q a
s†
p |0⟩ = |q, r;p, s⟩ (4.83)

且 (as†p )2 = 0，说明同一个态上只能有一个粒子，即泡利不相容原理。

4.4 角动量算符

为了简单，后续只写 bsp，即正电子的湮灭算符，则有

ψ (x) =

∫
d3p

(2π)
3

1√
2Ep

∑
s

(
aspu

s (p) e−ip·x + b̄s†p v
s (p) eip·x

)
ψ (x) =

∫
d3p

(2π)
3

1√
2Ep

∑
s

(
aspu

s (p) e−ip·x + bs†p v
s (p) eip·x

)
ψ̄ (x) =

∫
d3p

(2π)
3

1√
2Ep

∑
s

(
bspv̄

s (p) e−ip·x + as†p ū
s (p) e+ip·x

)
(4.84)

p̂ =

∫
d3xT oi =

∫
d3p

(2π)3
p
∑

(as†p a
s
p + bs†p b

s
p) (4.85)

构造单粒子态 |p, s⟩ =
√

2Epa
s†
p |0⟩

归一化条件为 ⟨p, s|q, s⟩ = 2Ep(2π)
3δ3(p− q)δrs

接下来构造角动量算符，首先考虑沿着 z 轴转 θ 角，根据 nother 定理

0 = δs =

∫
d4x∂µ[Lδxµ +

∂L
∂(∂µψ)

δ0ψ] (4.86)

考虑一个无穷小转动 Λµν = δµν + ωµν

则唯一非零的为

ω12 = −ω21 = θ, δx0 = ω0νxν = 0 (4.87)

则 j0 = ∂L
∂(∂0ψ)

δ0ψ

δ0ψ = ψ′(x)− ψ(x) = Λ 1
2
ψ(Λ−1x)− ψ(x) (4.88)

Λ 1
2
= e−

i
2ωµνs

µν

≃ 1− i

2
ωµνs

µν = 1− i

2
θΣ3 (4.89)

Σk =

(
σk

σk

)
(4.90)

则 δ0ψ = (1− i
2
θΣ3)ψ(t, x+ θy, y − θx)− ψ(x) = −θ(x∂y − y∂x +

i
2
Σ3)ψ +O(θ2)

利用了无穷小极限下 sinθ ≈ θ
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则 j0 = −iψγ0(x∂y − y∂x +
i
2
Σ3)ψ，θ 为常数，可不写。

Ĵz =

∫
d3xj0 → J =

∫
d3xψ†(x× (−i∇) +

1

2
Σ)ψ (4.91)

为了看到自旋，我们考虑一个静止的电子，且不考虑前一项轨道角动量。26

首先有 J |0⟩，真空角动量为 0。

Ĵza
s†
p=0|0⟩ = [Ĵz, a

s†
p=0]|0⟩ (4.92)

Ĵz =

∫
d3x

∫
d3pd3q

(2π)6
1

2
√
EpEq

e−iq·xeip·x
∑
l,r

[al†q u
l†
q + bl−qv

l†
−q]

Σ3

2
[arpu

r
p + br†−pv

r
−p]

=

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep

∑
l,r

[al†p u
l†
p + bl−pv

l†
−p]

Σ3

2
[arpu

r
p + br†−pv

r
−p]

(4.93)

根据 [AB,C] = A{B,C} − {A,C}B，则

[al†p a
r
p, a

s†
p=0] = (2π)3δ3(p)δrsal†p (4.94)

则

Ĵz, a
s†
p=0t|0⟩ =

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep

∑
l,r

ul†p
Σ3

2
urpδ

rsal†p |0⟩

=
1

2m

∑
l=1,2

ul†p=0

Σ3

2
usp=0a

l†
p |0⟩

(4.95)

其中 Ep(p = 0) = m

代入 us(p = 0) =
√
m

(
ξs

ξs

)

Ĵz|p = 0, s⟩ = 1

2m

∑
l

√
m
(
ξl† ξl†

) 1

2

(
σ3

σ3

)
√
m

(
ξs

ξs

)
al†p |0⟩ =

∑
l

(ξl†
σ3

2
ξs)al†p |0⟩ (4.96)

当 s = 1, ξ1 =

(
1

0

)
，则 l = 1, Ĵz|p = 0, s⟩ = 1

2
Ĵza

1†
p |0⟩，则 Ĵz 本征值为

1
2
，类似的可求得 s = 2

时，本征值为 − 1
2

对于反电子也可以通过类似的过程求到其本征值，唯一的区别就是 s 两个值对应的本征值的正负交

换了。

接下来求动量

根据

ψ(x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

eip·x
∑
s

[aspu
s(p) + bs†−pv

s(−p)] (4.97)

26实际上轨道部分会得到 p − q，正好和 δ 函数抵消。



4 DIRAC FIELD 62

以及 uv 正交性:ur†(p)us(p) = vr†(p)vs(p) = 2Epδ
rs, ur†(p)vs(−p) = vr†(−p)us(p) = 0

p =

∫
d3xT 0i

=

∫
d3xψ†(−i∇)ψ

=

∫
d3x

∫
d3pd3q

(2π)6
1

2
√
EpEq

eiq·xe−ip·x
∑
r,s

[ar†q u
r†(q) + br−qv

r†(−q)][aspu
s(p) + bs†−pv

s(−p)]p

= p

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep

∑
r,s

[ar†p u
r†(p) + br−pv

r†(−p)][aspu
s(p) + bs†−pv

s(−p)]

= p

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep

∑
r,s

[2Epδ
rsar†p a

s
p + 2E−pδ

rsbr−pb
s†
−p]

= p

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep

∑
r,s

[2Epδ
rsar†p a

s
p + 2Epδ

rsbrpb
s†
p ]

= p

∫
d3p

(2π)3

∑
s

[as†p a
s
p + bspb

s†
p ]

= p

∫
d3p

(2π)3

∑
s

[as†p a
s
p − bs†p b

s
p − (2π)3δ(0)δrs]

(4.98)

27

后面为一个无穷大常数，bs−pb
s†
−p 作变量替换不影响积分结果。

这个结论可以直接用于求电荷算符，Dirac场 L = ψ(iγµ∂µ−m)ψ 具有 U(1)对称性 ψ → ψ′ = eiαψ，

对应的守恒流为 jµ = ψγµψ，则守恒荷为

Q =

∫
d3xj0 = ψ†ψ =

∫
d3p

(2π)3

∑
s

[as†p a
s
p − bs†p b

s
p − (2π)3δ(0)δrs] (4.99)

Q 就是电荷算符。

4.4.1 Dirac 场论传播子

其实之前我们就求过

⟨0|ψa(x)ψb(y)|0⟩ = (i/∂x +m)ab

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep
e−ip(x−y) = (i/∂x +m)abD(x− y) (4.100)

⟨0|ψb(y)ψa(x)|0⟩ = −(i/∂x +m)ab

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep
e−ip(y−x) = −(i/∂x +m)abD(y − x) (4.101)

则构造 Dirac 推迟传播子

SR(x− y) = θ(x0 − y0)⟨0|{ψa(x), ψb(y)}|0⟩ = (i/∂x +m)abDR(x− y) (4.102)
27其中第五行到第六行的变量替换并不会改变积分的结果
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28

接下来验证 SR 是否满足格林函数

(i/∂x−m)SR(x− y) = (i/∂x−m)(i/∂x+m)abDR(x− y)

= −(∂µ∂
µ +m2)DR(x− y) = iδ4(x− y)I4×4

(4.103)

对推迟传播子做傅里叶展开

SR(x− y) =

∫
d4p

(2π)4
e−ip(x−y)SR(p) (4.104)

则 (i/∂x−m)SR(x− y) =
∫

d4p
(2π)4

(/p−m)e−ip(x−y)SR(p) = i
∫

d4p
(2π)4

e−ip(x−y)I4×4

得到 SR(p) =
i

/p−m

则 SR(x− y) =
∫

d4p
(2π)4

e−ip(x−y)
i(/p+m)

p2−m2

和之前 KG 场类似，可以令

SF (x− y) =

∫
d4p

(2π)4
e−ip(x−y)

i(/p+m)

p2 −m2 + iϵ
(4.105)

其中
i(/p+m)

p2−m2+iϵ
也可写作 i

/p−m+iϵ

对于 iϵ 的正负号的取法，和围道的选取有关，当 p0 = −Ep 取下半圆，p0 = Ep 取上半圆时，iϵ 取

正，原因是可令 p0 = Ep − i 1
2Ep

ϵ，则 p2 − |p|2 −m2 = −iϵ(忽略二阶小量)，且由于 ϵ 是无穷小量，可以

认为 p0 = Ep − i 1
2Ep

ϵ ≃ Ep − iϵ

另外 iϵ的正号是有物理意义的，一是保证 S矩阵元有正确的入态和出态，二是 S矩阵是幺正的，对
应于光子定理，两个粒子碰撞的入态和出态是一致的，三是在路径积分方法中，格点场论需要利用Wick
转动将

∫
[D(ψ)]

eis[ψ] →
∫
[D(ψ)]

e−s[ψ]，而 iϵ 保证
∫
[D(ψ)]

eis[ψ] 有一个指数压低。

更好的理解方法是利用 Breit-Wigner 公式 M ∝ 1
E−Ek+i

Γ
2

，该公式描述的是两个粒子散射实验时能

量接近共振态质量时会有振幅尖峰这一现象，M ∗ 2 就对应振幅大小，Γ 是衰变宽度，对比发现 iϵ 就类

似于衰变宽度，且非常小，基本不衰变，即电子。

最后得到

SF (x− y) = ⟨0|ψ(x)ψ(y)|0⟩, x0 > y0

= ⟨0| − ψ(y)ψ(x)|0⟩, y0 > x0
(4.106)

其中负号是 Dirac 场特有的，来源于其算符的反对易性。
传播子的具体应用之一是描述光子和正负电子的碰撞实验，利用费曼图，前后两条直线可用 us(k), ur(k′)

来描述 (反粒子则是 vs(k), vr(k′)，且运动方向相反)，中间的实线就对应了传播子。
28这里交换了 ∂x, θ(x

0 − y0) 的顺序，利用 ∂xθ(x
0 − y0) = δ(x0 − y0)，实际上还应有一项 δ(x0 − y0)⟨0|[ϕ(x), ϕ(y)]|0⟩，如果 x0 = y0，

显然该项为 0，否则说明两个类空间隔的事件有因果联系
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4.5 分立时空对称性和 Lorentz 分解

利用 ΛgΛT = g，对两边求行列式，可得到 det(Λ2) = 1 → detΛ = ±1

根据 g00 = gµνΛ
µ
0Λ

ν
0 = −(Λ0

0)
2 + (Λ2

0)
2 + (Λ2

0)
2 + (Λ3

0)
2 = −1，则 (Λ0

0)
2 ≥ 1。

而我们一般讨论的 Lorentz 变换对应的是 detΛ = 1, Λ0
0 ≥ 1

引入同样符合 ΛgΛT = g 的时空反演变换，即

Pµ
ν =


1

−1

−1

−1

 (4.107)

T µ
ν =


−1

1

1

1

 (4.108)

其中 detP = −1, T 0
0 ≤ 0 我们令 detΛ = 1,Λ0

0 ≥ 1 对应于 L↑
+，位置在第二象限，通过 P 得到

第一象限 L↑
−，通过 T 得到第三象限 L↓

+，通过 PT 得到第四象限 L↓
−，其中 Λ0

0 ≥ 1 称为正则时序的，

detΛ = 1 称为恰当的。

一开始物理学家都认为不仅在第二象限，物理规律在一三四象限也是成立的，但弱作用宇称不守恒，

特别在 K 介子实验中时间反演也不守恒，这些现象指出有些物理现象不一定遵循空间和时间反演不变。
我们正常经历的时间是热力学时间，和时间反演并不矛盾。

经典场论中的 P 和 T 对称性

经典场论中的 P 和 T 对称性主要通过两种方式得到体现，一是拉式量在变换下保持不变，二是运

动方程在变换下保持不变。

类比于场的 Lorentz 变换，
ϕ(x)

P→ϕ′(x) = Pϕ(P−1x) (4.109)

考虑 KG 方程
(∂µ∂

µ +m2)ϕ(x) = 0 (4.110)

则 ϕ′(x) = ±ϕ(P−1x)

这里 ± 的原因是因为空间反演作用两次要回到原来的场，但是这实际上不影响下面对运动方程的
推导。

代入得到

(∂µ∂
µ +m2)ϕ′(x) = (

∂2

∂t2
− ∂

∂xi
∂

∂xi
+m2)ϕ(t,−x) = 0 (4.111)

对于 Dirac 理论 (i/∂ −m)ψ(x) = 0
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ψ(x)
P→ψ′(x) = P4×4ψ(P

−1x)

(iγµ
∂

∂µ
−m)ψ′(x) = (iγ0

∂

∂t
+ iγi

∂

∂xi
−m)Pψ(t,−x)

= (iγ0
∂

∂t
− iγi

∂

∂(−xi)
−m)Pψ(t,−x)

= P(iγ0
∂

∂t
+ iγi

∂

∂(−xi)
−m)ψ(t,−x) = 0

(4.112)

前提是 [γ0,P] = 0, {γi,P} = 0 → P = γ0

这里由于 Dirac 场是个四分量场，相应的空间反演也是一个矩阵，且满足 (γ0)2 = 0

而对于时间反演，ψ′(t,x) = ψ(−t,x) 这样定义无法满足薛定谔方程，可以令 ψ′(t,x) = ψ∗(−t,x)，
将薛定谔方程作复共轭可得到

i
∂

∂(−t)
ψ∗ = H∗ψ∗ (4.113)

对 ψ(x)
T→ψ′(x) = T4×4ψ

∗(T−1x)，Dirac 方程是否不变？

(iγ0
∂

∂t
+ iγi

∂

∂xi
−m)T ψ∗(−t,x) = T −1(iγ0

∂

∂t
+ iγi

∂

∂xi
−m)T ψ∗(−t,x)

= (i(γ0)
∗ ∂

∂t
+ i(γi)

∗ ∂

∂xi
−m)ψ∗(−t,x)

= (−i(γ0)∗
∂

∂(−t)
− i(γi)∗

∂

∂xi
−m)ψ∗(−t,x)

= (i/∂
′ −m)∗ψ∗(−t,x) = 0

(4.114)

前提是 T −1γµT = (γµ)
∗ → T = iγ1γ3

4.6 量子 Poincare 群及其李代数

经典的 Pioncare 变换为
xµ → x′µ = Λµνx

ν + aµ (4.115)

x′µ → x′′µ = Λ
µ

ρx
′ρ + aµ = (Λ

µ

ρΛ
ρ
ν)x

ν + (Λ
µ

ρa
ρ + aµ) (4.116)

作用两次之后依旧是原来的变换，体现出 Poincare 的群性质。
定义量子 Poincare 群
量子 Poincare 算符 Û(Λ, a)

作用于单粒子态

Û(0, a)|p⟩ = eiP̂
µaµ |p⟩ = eiP ·a|p⟩ (4.117)

其中 P̂ µ = (H,p)，作用在单粒子态上就得到动量。

Û(Λ, 0)|p⟩ = |Λp⟩ (4.118)
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Û 填充了 Poincare 群的无穷维表示，因为是作用在 Hibert 无穷维空间上。
Û(Λ, a)Û(Λ, a) = Û(ΛΛ,Λa+ a) 满足群的乘法，还可以得到 U−1(Λ, a) = U(Λ−1,−Λ−1a)

对 Û(Λ, a) 单位圆附近展开，Λµν = δµν + ωµν , a
µ = ϵµ

则 Û(Λ, a) = 1 + i
2
ωµν Ĵ

µν − iϵµP̂
µ

利用群的乘法公式得到

Û(Λ, a)Û(1 + ω, ϵ)Û−1(Λ, a) = Û(Λ(1 + ω)Λ−1,Λϵ− ΛωΛ−1a) (4.119)

取 ω, ϵ 第一阶

Û(Λ, a)[
1

2
ωρσJ

ρσ − ϵρP
ρ]Û−1(Λ, a) =

1

2
(ΛωΛ−1)µνJ

µν − (Λϵ− ΛωΛ−1a)µP
µ (4.120)

方程两边的 ωρσ 系数相同就可以得到

U(Λ, a)JρσU−1(Λ, a) = ΛρµΛ
σ
ν (J

µν − aµP ν + aνP µ)

U(Λ, a)P ρU−1(Λ, a) = ΛρµP
µ

(4.121)

再取 Λµν = δµν + ωµν , a
µ = ϵµ，代入上式并只取一阶项。29

i[
1

2
ωµνJ

µν − ϵµP
µ, Jρσ] = ωρµJ

µσ + ωσν J
ρν − ϵρP σ + ϵσP ρ

i[
1

2
ωµνJ

µν − ϵµP
µ, P ρ] = ωρµP

µ

(4.122)

根据 ωµν, ϵµ 的系数必须相同，我们可以得到相应的李代数[
i
1

2
ωµνJ

µν , Jρσ
]
= ω ρ

µ J
µσ + ω σ

ν J
ρν

i
1

2
ωµν [J

µν , Jρσ] = ω ρ
µ J

µσ + ω σ
ν J

ρν

iωµν [J
µν , Jρσ] = 2gρνωµνJ

µσ + 2gµσωνµJ
ρν

iωµν [J
µν , Jρσ] = gρνωµνJ

µσ + gρµωνµJ
νσ + gµσωνµJ

ρν + gνσωµνJ
ρµ

iωµν [J
µν , Jρσ] = gρνωµνJ

µσ − gρµωµνJ
νσ − gµσωµνJ

ρν + gνσωµνJ
ρµ

i [Jµν , Jρσ] = gρνJµσ − gρµJνσ − gµσJρν + gνσJρµ

(4.123)

以及 [P µ, Jρσ] = i(gµρpσ − gµσpρ)

令 p0 = H,P = {p1, p2, p3}
J = {J21, J31, J12}，为角动量算符
K = J01, J02, J03，为 Boost 算符，一共十个生成元。

29这里取的无穷小变量和前面的 ω, ϵ 无关
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= iϵijkJk

[Ji,Kj ] = iϵijkKk

[Ki,Kj ] = −iϵijkKk

[Ji, Pj ] = iϵijkPk

[Ki, Pj ] = −iHδij
[Ki,H] = iPi

[Ji,H] = [Pi,H] = 0

(4.124)

以上便是 Poincare 群的李代数，且这里的 K 算符是厄密算符。

如果一个量子理论是 P，T 不变的，对应的精确含义为

U(P, 0)U(Λ, a)U−1(P, 0) = U(PΛP−1, Pa) (4.125)

U(T, 0)U(Λ, a)U−1(T, 0) = U(TΛT−1, Ta) (4.126)

即第一三四象限也满足群的乘法，构成了庞加莱群的一部分。

令 λ = 1 + ω, a = ϵ，ωµν , ϵµ 是无穷小量

U(T, 0), U(P, 0) 分别是时间反演算符和空间反演算符。

引入简写符号 P, T 代指反演算符。
利用前面的公式 U(P, 0)U(Λ, a)U−1(P, 0) = U(PΛP−1, Pa)

可得到

PiĴρσP−1 = iP ρµP
σ
ν Ĵ

µν (4.127)

PiP̂ µP−1 = iP µν P̂
ν (4.128)

类似的有

T iĴρσT −1 = iT ρµT
σ
ν Ĵ

µν (4.129)

T iP̂ µT −1 = iT µν P̂
µ (4.130)

为了确定 T ,P 的性质，引入 Wigner Symmetry 定理：任何一个对称性对应的量子算符 (包括分立
的)，只能属于两种类型，第一类: 线性并且幺正，第二类: 反线性且反幺正。

以两个态的内积为例

幺正性

⟨ψ1|ψ2⟩ = ⟨Ûψ1|Ûψ2⟩ (4.131)

线性

Û(a|ψ1⟩+ b|ψ2⟩) = aÛ |ψ1⟩+ bÛ |ψ2⟩ (4.132)

反幺正

⟨Ûψ1|Ûψ2⟩ = ⟨ψ1|ψ2⟩∗ = ⟨ψ2|ψ1⟩ (4.133)
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反线性

Û(a|ψ1⟩+ b|ψ2⟩) = a∗Û |ψ1⟩+ b∗Û |ψ2⟩ (4.134)

对于 P，PiP̂ µP−1 = iP µν P̂
ν 取 µ = 0，则

PiHP = iH (4.135)

假设 P 是反线性反幺正算符，则

PHP−1 = −H (4.136)

假设存在一个定态 H|ψ⟩ = E|ψ⟩
考察 P−1|ψ⟩，则 H(P−1|ψ⟩) = −PE|ψ⟩，但空间反演之后能量为负，比真空还低下，是不可接受

的，说明 P 只能是线性幺正算符。
则有更简练的结论

PJP−1 = J (4.137)

PPP−1 = −P (4.138)

PKP−1 = −K (4.139)

这个结果很自然，因为空间反演下速度方向相反，boost 方向也相反，但角动量中的位矢和动量的
负号抵消，所以不变。

对于 T，取 µ = 0，则

T iHT = −iH (4.140)

用一样的逻辑可以得到 T 是反线性反幺正的。

T JT −1 = −J (4.141)

T PT −1 = −P (4.142)

T KT −1 = K (4.143)

在时间反演下，动量变号，位矢不变，则角动量也变号。

单粒子态在 P 和 T 作用下的性质。
一个静止有自旋的粒子，|k, σ⟩
则

P|k, σ⟩ = ησ|k, σ⟩ (4.144)

因为粒子静止，空间反演无法改变其动量 k 和自旋 σ
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可以利用 PJP−1 = J，将 P 作用于角动量算符 J± 的右边，再交换顺序，

PJ±|k, σ⟩ = P
√

(j ∓ σ)(j ± σ + 1)|k, σ±1⟩

ησJ±|k, σ⟩ = ησ±1

√
(j ∓ σ)(j ± σ + 1)|k, σ±1⟩

(4.145)

即 ησ = ησ±1，说明 η 是一个内禀宇称，一般选取 ±1，和 σ 无关。

对于有动量的粒子

P|p, σ⟩ = η| − p, σ⟩ (4.146)

考查单粒子态在 Lorentz 变换下的行为
先考虑静止粒子 kµ = (m, 0)

W µ
ν k

ν = kµ，W 就是转动，构成 Lorentz 群的子群。

U(W )|θ, σ⟩ =
∑
σ′

D
(j)
σ′σ(W )|θ, σ′⟩ (4.147)

其中 D
(j)
σ′σ(W ) 就是转动群的不可约表示，也叫 Wigner 矩阵，其中 σ, σ′ = −j,−j + 1, ....j。

对于非静止的粒子

U(Λ)|p, σ⟩ =
∑
σ′

D
(j)
σ′σ(W [λ,p])|Λp, σ⟩ (4.148)

表示矩阵依旧是原来转动群的不可约表示矩阵，但是依赖于 little group W，这种方法也叫 Wigner
小群诱导表示。

massless：
U(Λ)|p, λ⟩ = eiλθ(Λ,p)|Λp, λ⟩ (4.149)

其中 λ 是螺旋度，是 Lorentz 不变量。
而 |p, σ⟩ =

√
2Epa

σ†
p |0⟩

对于产生算符

U(Λ)aσ†p U
−1(Λ) =

∑
σ′

D
(j)
σ′σ(W [λ,p])aσ

′†
p (4.150)

在经典场论中

Φ(x)
Λ→Φ′(x′) =M(Λ)Φ(x) (4.151)

其中 x′ = Λx

令 x′ = x, x = Λ−1x，得到

Φ(x)
Λ→Φ′(x) =M(Λ)Φ(Λ−1x) (4.152)
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对应不同的场，M 有不同的形式。

在量子场论中

U(Λ)Φ̂(x)U−1(Λ) =M−1(Λ)Φ̂(Λx) (4.153)

表示矩阵互为逆。

仿照非相对论量子力学，⟨y|x̂|y⟩ = y

定义 ⟨ϕ|Φ̂(x)|ϕ⟩，我们希望得到 ϕ(x)

则可以插入 U(Λ)U−1(Λ)，利用 U−1(Λ) = U †(Λ)

得到

⟨ϕ|U−1(Λ)U(Λ)Φ̂(x)U−1(Λ)U(Λ)|ϕ⟩ = ⟨U(Λ)ϕ|U(Λ)Φ̂(x)U−1(Λ)|U(Λ)ϕ⟩

= ⟨U(Λ)ϕ|M−1(Λ)Φ̂(Λx)|U(Λ)ϕ⟩

=M−1(Λ)⟨ϕ′|Φ̂(Λx)|ϕ′⟩

=M−1(Λ)ϕ′(Λx)

(4.154)

其中M−1(Λ)可以直接提出来，ϕ′相对于作了一个位形变换，又 ϕ′(x) =M(Λ)ϕ(Λ−1x)，则 ϕ′(Λx) =

M(Λ)ϕ(x)，利用经典场的变换代入之后就得到 ϕ(x)

Dirac 场:
经典: ψ(x) Λ→ψ′(x) = Λ 1

2
ψ(Λ−1x)

量子: U(Λ)ψ̂(x)U−1(Λ) = Λ−1
1
2

ψ̂(Λx)

个人感觉这个证明有一些问题

在量子算符的变换形式中令 Λ → Λ−1

U−1(Λ)Φ̂(x)U(Λ) =M(Λ)Φ̂(Λ−1x)

插入 U−1(Λ)U(Λ)，得到

⟨ϕ|U(Λ)U−1(Λ)Φ̂(x)U(Λ)U−1(Λ)|ϕ⟩ = ⟨U−1(Λ)ϕ|U−1(Λ)Φ̂(x)U(Λ)|U−1(Λ)ϕ⟩

= ⟨U−1(Λ)ϕ|M(Λ)Φ̂(Λ−1x)|U−1(Λ)ϕ⟩

=M(Λ)⟨ϕ′|Φ̂(Λ−1x)|ϕ′⟩

=M(Λ)ϕ′(Λ−1x)

(4.155)

又 ϕ′(Λ−1x) =M(Λ)ϕ(Λ−1Λ−1x)

但是不能直接套用 Φ(x)
Λ→Φ′(x) =M(Λ)Φ(Λ−1x)，看似不能得到 ϕ(x) 的结果

而应当是

Φ(x)
Λ−1

→ Φ′(x) =M(Λ−1)Φ(Λx) (4.156)

则 ϕ′(Λ−1x) =M(Λ−1)ϕ(x)，代入之后依旧得到 ϕ(x)。
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4.7 场算符在空间反演下的行为

对于 KG 场，PΦ̂(x)P−1 = ±Φ̂(P µν x
ν)，P µν x

ν = xµp = (t,−x)

正负号取决于具体的模型。

Dirac 场: 令 P âσpP−1 = ηaâ
σ
−p，其中 |ηa| = 1，因为作用两次之后回到原来的态。

则

Pψ(x)P−1 =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
σ

(uσ(p)PaσpP−1e−ip·x + vσ(p)Pbσ†p P−1e+ip·x) (4.157)

其中 PaσpP−1 = ηaa
σ
−p,Pbσ†p P−1 = η∗b b

σ†
−p

这里的 ∗ 号只是为了方便计算模方，实际上不带 ∗ 号也可以计算。
定义 pµ = (Ep,−p), xµp = (t,−x)，则 pµ · xµ = pµ · xµp
令 p→ p

Pψ(x)P−1 =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
σ

(uσ(p)ηaa
σ
−pe

−ipµ·xµ
p + vσ(p)η∗b b

σ†
−pe

+ipµ·xµ
p ) (4.158)

然后将 u(p) 也表示成 p 相关的形式

u(p) =

[√
p · σξ

√
p · σξ

]
=

[√
p · σξ

√
p · σξ

]
= γ0

[√
p · σξ

√
p · σξ

]
(4.159)

则 u(p) = γ0u(p), v(p) = −γ0v(p)
代入得到

Pψ(x)P−1 =

∫
d3p

(2π)3
1

Ep

∑
σ

(γ0uσ(p)ηaa
σ
−pe

−ipµ·xµ
p − γ0vσ(p)η∗b b

σ†
−pe

+ipµ·xµ
p ) (4.160)

为了接着往下做，必须满足 ηa = −η∗b，才能回到 ψ(x) 的形式。

Pψ(x)P−1 = ηa

∫
d3p

(2π)3
1

Ep

∑
σ

(γ0uσ(p)aσ−pe
−ipµ·xµ

p + γ0vσ(p)bσ†−pe
+ipµ·xµ

p ) = ηaγ
0ψ̂(xp) (4.161)

ηaηb = −|ηa|2 = −1 (4.162)

条件的物理意义为费米子和反费米子必须具有相反的内禀宇称。

考虑束缚态，|e−e+⟩ 即正负电子偶素，以及强子 |q, q⟩ 夸克和反夸克组成的束缚态。束缚态基态的
正负电子偶素和介子的内禀宇称必须是-1。

Paσ1†
p PP−1bσ2†

−pP−1|0⟩ (4.163)

这个式子来自于空间反演算符作用于某个质心系中的波函数 (所以 ab 的动量相反)，前面还有一串
因子 (类似于氢原子的解)，空间反演算符可以直接作用到产生湮灭算符上，且空间反演算符作用在真空
态上不改变，然后前面的系数部分作变量替换 p→ −p 下不改变。
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得到

η∗aη
∗
ba
σ1†
−p b

σ2†
p = −aσ1†

−p b
σ2†
p (4.164)

说明基态的内禀宇称为-1。
考虑空间反演算符作用于 Dirac 场的各种双线型，

PψP−1 (4.165)

又 P−1 = P†

则

PψP−1 = (P†)†ψ†(x)P†γ0

= (Pψ(x)P†)†γ0

= (ηaγ
0ψ(xp))

†γ0

= η∗aψ
†(xp)(γ

0)†γ0

= η∗aψ(xp)γ
0

(4.166)

PψP−1PψP−1 = |ηa|2ψ(xp)γ0γ0ψ(xp) = ψ(xp)ψ(xp) (4.167)

Pψiγ5ψP−1 = |ηa|2ψγ0iγ5γ0ψ(xp) = −|ηa|2ψiγ5γ0γ0ψ(xp) = −|ηa|2ψiγ5ψ(xp) (4.168)

利用了 {γ5, γµ} = 0

正是因为这个负号，才叫赝标量 (空间反演下改变)，而 Dirac 场在空间反演下不变，也就不存在类
似的赝标量。

PψiγµψP−1 = ψγ0γµγ0ψ(xp) = ψ(γµ)†ψ(xp) = ψγµψ(xp) (4.169)

µ = 0, ψγµψ(xp) = ψγµψ(xp), µ = 1, 2, 3, ψγµψ(xp) = −ψγµψ(xp) (4.170)

而对于赝矢流

Pψγµγ5ψ(xp)P−1 = −ψγµγ5ψ (4.171)

µ = 0,−ψγµγ5ψ(xp) = −ψγµγ5ψ(xp) (4.172)

µ = 1, 2, 3,−ψγµγ5ψ(xp) = ψγµγ5ψ(xp) (4.173)

正好和前面的矢量在宇称变换下的结果相反。

考虑一个理论 L = gψψϕ + g̃ψiγ5ψϕ̃，其中 ϕ 是一个标量场。现在考察 ϕ, ϕ̃ 在空间反演下的变化。

整个场在空间反演应该是不变的，描述的是强相互作用，第一项 ψψ 空间反演不变，即 ϕ 在空间反演下

不变，而第二项是赝标流，在空间反演下有一个负号，ϕ̃ 在空间反演下也有一个负号。

左右 Weyl 场在空间反演下的变化:

ψL = PLψ,ψR = PRψ, PL =
1− γ5

2
, PR =

1 + γ5
2

(4.174)

则

PψL(x)P−1 =
1− γ5

2
ηaγ

0ψ(xp) = ηaγ
0PRψ = ηaγ

0ψR (4.175)
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而对于零质量的粒子，螺旋度是个好量子数，在空间反演下，旋量的手征性改变，螺旋度反号 (动量
方向改变，角动量不变)

L = ψLi/∂ψL + ψRi/∂ψR −m(ψLψR + ψRψL) (4.176)

上面的拉式量在手征变换下不改变，即左手场变成右手场，右手场变成左手场。

弱作用最大程度地破坏了空间反演对称性，例如下面的弱作用拉式量。

Lweak =
−4GF√

2
[v̄µvµPLµ][ēγ

µPLve] (4.177)

只包含的左手部分，在宇称变换下完全不守恒。

µ 比 e− 重两百多倍，其他性质和 e− 都一样。

µ→ Vµ + e− + Ve (4.178)

这个过程的拉式量全是左手 weyl 场。

4.8 时间反演对应的量子算符

对单粒子态的时间反演变换

T pT −1 = −p (4.179)

T HT −1 = H (4.180)

T JT = −J (4.181)

考虑静止粒子 kµ = (m, 0)

HT |k, σ⟩ = mT |k, σ⟩ (4.182)

PT |k, σ⟩ = 0 (4.183)

JT |k, σ⟩ = −σT |k, σ⟩ (4.184)

因此

T |k, σ⟩ = ξσ|k,−σ⟩, |ξσ| = 1 (4.185)

T J±|k, σ⟩ = T (J1 ± iJ2)|k, σ⟩ =
√

(j ∓ σ)(j ± σ + 1)T |k, σ±1⟩ =
√

(j ∓ σ)(j ± σ + 1)ξσ±1
|k,−σ∓1⟩

= −(J1 ∓ iJ2)T |k, σ⟩ = −
√

(j ± σ)(j ∓ σ + 1)ξσ|k,−σ∓1⟩
(4.186)

分别对两处都作时间反演，我们得到 ξσ±1 = −ξσ
则 T |k, σ⟩ = ξ(−1)j−σ|k,−σ⟩，从这里可以看出只有自旋角动量即 j − σ = 0 时时间反演为负。

ξ 无重要的物理意义，可以设定 |k, σ⟩′ =
√
ξ|k, σ⟩

对运动粒子
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T |p, σ⟩ = ξ(−1)j−σ| − p,−σ⟩ (4.187)

T aσ†p T −1 = ξ(−1)j−σa−σ†−p (4.188)

T 2|p, σ⟩ = (−1)2j |p, σ⟩ (4.189)

注意 T 在和 ξ 交换时根据反线性算符的性质 ξ → ξ∗

对于零质量粒子 T 2|p, λ⟩ = (−1)2λ|p, λ⟩，λ 为螺旋度。
如果态是由奇数个费米子组成，2j 为奇数，T 2 = −1，T |ψ⟩, |ψ⟩ 还是一个态吗？
如果是 T |ψ⟩ = c|ψ⟩，T 2|ψ⟩ = c∗T |ψ⟩ = |c|2|ψ⟩ = |ψ⟩，和 T 2 = −1 矛盾。

对费米子来说，|ψ⟩, T |ψ⟩ 一定是简并的，也称为 Kramers 简并。
自由费米子自然有上下自旋两种态的简并，可以外加上一个静电场，使原来简并的上下自旋态分离，

但这违背了 Kramers 简并，这意味着时间反演不变禁介了费米子有非 0 的电偶极矩。

4.9 场算符的时间反演变换

T ψ̂T −1 = T
∫

d3p

(2π)3
1√
Ep

∑
σ

(aσpu
σ(p)e−ip·x + bσ†p v

σ(p)e+ip·x)T −1 (4.190)

T aσ†p T −1 = ξa(−1)
1
2−σa−σ†−p (4.191)

T bσ†p T −1 = ξb(−1)
1
2−σb−σ†−p (4.192)

代入得到∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
σ

(ξ∗a(−1)
1
2−σa−σ−p[u

σ(p)]∗eip·x + ξb(−1)
1
2−σb−σ†−p [vσ(p)]∗e−ip·x) (4.193)

令 xT = (−t,x), p̃µ = (E,−p), p · x = −p̃ · xT
为求 [uσ(p)]∗, [vσ(p)]∗

对于 vs(p) =

[ √
p · σηs

−√
p · σηs

]

重新令 η1 =

[
0

−1

]
, η2 =

[
1

0

]
原因是对于反粒子，自旋朝上其实对应朝下。

考虑 p 平行与 z 轴，pµ = (E, 0, 0, pz)

uσ=
1
2 =


√
E − pz

0
√
E + pz

0

 (4.194)
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uσ=− 1
2 =


0

−
√
E + pz

0
√
E − pz

 (4.195)

vσ=
1
2 =


0

−
√
E + pz

0
√
E − pz

 (4.196)

vσ=− 1
2 =


√
E − pz

0
√
E + pz

0

 (4.197)

引入

[uσ(p)]∗ = (−1)
1
2−σJ u−σ(p̃) (4.198)

[vσ(p)]∗ = (−1)
1
2−σJ v−σ(p̃) (4.199)

其中 J = γ1γ3

可以满足前面四个式子，当然这个公式适用于任何方向。

再把这个结果代入之前的场算符中，得到∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
σ

((ξ∗a(−1)
1
2−σa−σ−p(−1)

1
2−σJ u−σ(p̃)eip̃·xT + ξb(−1)

1
2−σb−σ†−p (−1)

1
2−σJ v−σ(p̃)e−ip̃·xT )

(4.200)
由于 σ 只能取 ± 1

2
，(−1)1−2σ 等于 1。∫
d3p̃

(2π)3
1√
2Ep̃

∑
σ

((ξ∗aa
−σ
p̃ J u−σ(p̃)e−ip̃·xT + ξbb

−σ†
p̃ J v−σ(p̃)e+ip̃·xT ) (4.201)

作了变量替换 p→ p̃

假设 ξ∗a = ξb，即 ξbξa = 1，由于 |ξa| = |ξb| = 1

J 矩阵的性质
J † = J −1 = −J (4.202)

J (γµ)∗J −1 = γµ (4.203)
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则

T ψT † = (T †)†ψ†(T )†(γ0)∗

= (T ψ(x)T †)†(γ0)∗

= (ξ∗aJψ(xT ))†(γ0)∗

= ξaψ
†(xT )J †(γ0)∗JJ −1

= ξaψ(xT )J −1

(4.204)

对赝标流作 T 变换

T ψiγ5ψT −1 = T ψT −1T iγ5ψT −1 = −iT ψT −1γ∗5T ψT −1 = |ξa|2(−i)ψ(xT )J †γ∗5Jψ(xT ) = −ψiγ5ψ
(4.205)

而对于矢量流

T ψγµψT −1 = +ψγµψ(xT ) = ±ψγµψ(xT ) (4.206)

µ = 0, ψγµψ(xT ) = ψγµψ(xT ) (4.207)

µ = 1, 2, 3, ψγµψ(xT ) = −ψγµψ(xT ) (4.208)

对于左手流

T ψγµ(1− γ5
2

)ψT −1 = ψγµ(
1− γ5

2
)ψ(xT ) (4.209)

依然是左手流。

Lcc =
∑

ui=(u,c,t)

∑
dj=(d,s,b)

Vuivj ū
i(x)γµPLd

j(x)ω+
µ + h.c. (4.210)

其中 CKM 矩阵 Vuivj 有无法消除的复相角，在时间反演下一定会变化。

4.10 电荷共轭变换

电荷共轭变换即将粒子变为反粒子的变换。

Dirac 方程：电子在经典外电磁场的运动

(i/∂ + e /A−m)ψ(x) = 0 (4.211)

从矩阵上来说，这是一个 4× 4× 4× 1 的方程。

[i(γµ)T∂µ − e(γµ)TAµ +m]ψ
T
= 0 (4.212)

来自于 ψ(i∂µγµ− e /A+m) 取转置，而 ψ(i∂µγµ− e /A+m) 只是 Dirac 场运动方程的另一种形式 (对
ψ 作变分)，而且这是一个 1× 4× 4× 4 方程，为了回到 4× 4× 4× 1 的形式，我们还需要取一个转置。

定义

C(γµ)TC−1 = −γµ (4.213)
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对上式插入 CC−1

C[i(γµ)T∂µ − e(γµ)TAµ +m]C−1CψTC−1 = (−i/∂ + e /A+m)ψc(x) = 0 (4.214)

(−i/∂ + e /A+m)ψc(x) = −(i/∂ − e /A+m)ψc(x) = 0 (4.215)

和一开始的方程的区别在于电荷变号，相当于一个反粒子的波函数。

定义 Ĉ| 粒子 p, σ⟩ = ξ∗a| 反粒子 p, σ⟩ ，且 |ξa| = 1

CaσpC
−1 = ξ∗ab

σ
p (4.216)

CbσpC
−1 = ξ∗ba

σ
p (4.217)

令 Ĉ 为线性幺正算符，作用于 Dirac 场算符得到

Ĉψ̂(x)Ĉ−1 =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
σ

[ξ∗ab
σ
pu

σ(p)e−ip·x + ξba
σ†
p v

σ(p)eip·x] (4.218)

又 u(p) = iγ2[v(p)]∗，v(p) = iγ2[u(p)]∗，依旧可以用之前沿着 z 轴运动的例子来验证。

Ĉψ̂(x)Ĉ−1 = −iγ2
∫

d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
σ

[ξ∗ab
σ
p[v

σ(p)]∗e−ip·x + ξba
σ†
p [uσ(p)]∗eip·x] (4.219)

而对于 ψ 算符，我们依旧需要将这个躺倒的矢量转置，所以 C 矩阵作用上去得到

CψT = −γ0C
∫

d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
σ

(aσ†p [uσ(p)]∗eip·x + bσp[v
σ(p)]∗e−ip·x) (4.220)

这是因为 uT = (u†γ0)T = γT0 u
∗, CuT = CγT0 C−1Cu∗ = −γ0Cu∗

令 ξ∗a = ξb，对比上面两个公式则有

Ĉψ(x)Ĉ−1 = −ξ∗aCψ
T
(x) = −ξ∗aiγ2ψ∗ (4.221)

C = iγ2γ0, C† = C−1 (4.222)

C(γµ)TC−1 = −γµ (4.223)

Majorana 费米子 (自己是自己的反粒子，即电中性的。)
实 KG 场和复 KG 场的关系类似于 Majorana 费米子和 Dirac 费米子。

ψM =

[
ψL

iσ2ψ
∗
L

]
(4.224)

自由度比 Dirac 场少了一半。
利用 Ĉψ(x)Ĉ−1 = ξ∗aCψ

T
(x) = −ξaiγ2ψ∗

ĈψM Ĉ
−1 = −ξiγ2ψ∗

M = ξ

[
−σ2σ∗

2ψL

iσ2ψL

]
(4.225)
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不加下标 a 是因为 Majorana 费米子正反粒子是同一个粒子，没必要区分。
又根据 −σ2σ∗

2 = I

即 ĈψM Ĉ
−1 = ξ

[
ψL

iσ2ψ
∗
L

]
，即它的反粒子就是它自己。

如果要求 Dirac 场的双线型在 C 变换下的情况，要先求

CψC−1 = (C†)†ψ†C†γ0 = (CψC−1)†γ0 = (ξ∗aγ
0Cψ∗)†γ0 = ξaψ

TC† (4.226)

CψψC−1 = −ξaψTC†ξ∗aCψ
T
= −ψTψT = −(ψψ)T = ψψ (4.227)

由于 ψψ 就是个行矢量乘以列矢量，为一个数，取转置就是其本身。

− (ψψ)T = −ψaψa = ψaψa + const = ψψ (4.228)

因为要满足交换的反对易性，则 Dirac 场的拉式量是 C 不变的。

Cψiγ5ψC
−1 = −iψTγT5 ψ

T (4.229)

CψγµψC−1 = ψT (γµ)Tψ
T
= −(ψγµψ)T + const (4.230)

对于量子电动力学中的拉式量 (满足在 C 变换下不变)

CψγµψAµC
−1 = CψγµC−1CψAµC

−1 = −ψγµψCAµC−1 = ψγµψAµ (4.231)

则

CAµC
−1 = −Aµ (4.232)

所以光子的 C 宇称为 −1。

Furry 定理：初态 n 个光子，末态 m 个光子，则 n+m 必须是偶数，即 (−)n = (−1)m，光子 C 宇
称不变。

C|γ⟩ = −|γ⟩，C 变换作用于单光子态，有额外的负号。
对于赝矢流和左矢流

Cψγµγ5ψC
−1 = ψγµγ5ψ (4.233)

CψγµPLψC
−1 = ψγµPRψ (4.234)

CPT 定理
CPTψ(x)(CPT )−1 = CPξ∗aγ

1γ3ψ(xT )P
−1C−1

=− ξ∗aη
∗
aγ

1γ3γ0Cψ(−x)C−1

=− ξ∗aη
∗
aγ

1γ3γ0(−ζ∗aγ0iγ2γ0ψ∗(−x))

=− ξ∗aζaη
∗
aγ5ψ

∗(−x)

(4.235)

且 CPT 算符是反线性反幺正算符，因为具有奇数个反线性算符 T。
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CPT 定理: 对任意一个相对论性的 Local QFT，哈密顿量是厄密的，这个理论一定是 CPT 不变的。

CPTL(x)(CPT )−1 = L(−x) (4.236)

物质-反物质不对称需要满足三个条件重子数守恒，C,CP 破坏，偏离热平衡，SM 可以满足三个条
件，但是破坏的程度无法达到现实中的观测。

5 矢量场量子化

5.1 有质量矢量场和 Proca 拉式量

先回忆描述自旋为 0 的粒子的 KG 场，

LKG =
1

2
(∂ϕ)

2 − 1

2
m2ϕ2 (5.1)

能量密度ε = 1
2

(
ϕ̇ + (∇ϕ)2 +m2ϕ2

)
仿造 KG 场

L =
1

2
Aµ
(
∂2 +m2

)
Aµ (5.2)

满足 (∂2 +m2)Aµ = 0

则有根据拉格朗日方程，动量和能量密度为

L =
1

2
Aµ
(
∂ν∂ν +m2

)
Aµ

=
1

2
Aµ∂

ν∂νA
µ +m2AµA

µ

=
1

2
Aµ∂

ν (∂νA
µ) +m2AµA

µ

=
1

2
∂ν (Aµ∂νA

µ)− 1

2
∂νAµ∂νA

µ +m2AµA
µ

= −1

2
∂νAµ∂νA

µ +m2AµA
µ

(5.3)

π =
∂L
∂Ȧµ

=
∂L

∂ (∂0Aµ)

= −∂0Aµ

= −Ȧµ

(5.4)
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ϵ = T 00

=
∂L
∂Ȧµ

Ȧµ − L

= −ȦµȦµ +
1

2
∂νAµ∂νA

µ − 1

2
m2AµA

µ

= −1

2
∂0Aµ∂0A

µ +
1

2
∂iAµ∂iA

µ − 1

2
m2AµA

µ

= −1

2
∂0Aµ∂0A

µ +
1

2
∂iAµ∂iA

µ +
1

2
m2A2 − 1

2
m2A2

0

= −1

2
Ȧ2

0 +
1

2
Ȧ

2
+

1

2
∂iAµ∂iA

µ +
1

2
m2A2 − 1

2
m2A2

0

= −1

2
Ȧ2

0 +
1

2
Ȧ

2
+

1

2
∂iA0∂iA

0 +
1

2
∂iAj∂iA

j +
1

2
m2A2 − 1

2
m2A2

0

= −1

2
Ȧ2

0 +
1

2
Ȧ

2
+

1

2
∂iA0

(
−∂i

)
A0 +

1

2
∂iAj∂

iAj +
1

2
m2A2 − 1

2
m2A2

0

= −1

2
Ȧ2

0 +
1

2
Ȧ

2
− 1

2
(∇A0)

2
+

1

2
(∇A)

2
+

1

2
m2A2 − 1

2
m2A2

0

=

[
1

2
Ȧ

2
+

1

2
(∇A)

2
+

1

2
m2A2

]
−
[
1

2
Ȧ2

0 +
1

2
(∇A0)

2 − 1

2
m2A2

0

]

(5.5)

最后得到

πµ =
∂L
∂Ȧµ

= −Ȧµ, ε =
1

2

[
Ȧ

2
+
(
∇Ai

)2
+

1

2
m2A2

]
− 1

2

[
Ȧ2

0 + (∇A0)
2
+m2A0

2
]

(5.6)

第一部分是正定的，第二部分是负定的，则能量无下界，猜想是错误。本质上的原因是场的自由度

(4) 和描述的粒子自由度 (2s+1=3) 不匹配。
为了体现其矢量性质

加入

∂µAν∂
νAµ = ∂µ (Aν∂

ν)Aµ = Aν∂
νAµ −Aν∂

ν∂µA
µ = −Aν∂ν (∂µAµ)

= − (Aν∂µA
µ − ∂νAν∂µA

µ) = ∂νAν∂µA
µ = (∂ ·A)2

(5.7)

则新的拉式量可定义为

L = −a
2
∂νAµ∂

νAµ − b

2
∂νAµ∂

µAν +
1

2
m2Aµ

2 (5.8)

则
∂L
∂Aµ

= m2Aµ (5.9)

∂ν
∂L

∂ (∂νAµ)
= ∂ν (a∂

νAµ − b∂µAν) = −a∂ν∂ν Aµ − b∂µ (∂ ·A) (5.10)

E-L 方程为
a∂ν∂

νAµ + b∂µ (∂ ·A) +m2Aµ = 0 (5.11)
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对这个方程再作用 ∂µ

得到 [
(a+ b) ∂ν∂

ν +m2
]
(∂µA

µ) = 0 (5.12)

后一项 ∂µA
µ 为标量场。

两边除以 a+ b

得到 [
∂ν∂

ν +

(
m√
a+ b

)2
]
(∂µA

µ) = 0 (5.13)

形式上类似于 KG 场，相当于一个自旋为 0，质量为 m√
a+b
的粒子。

Aµ有四个自由度，令a+b等于0，即m2 (∂µA
µ) = 0,m ̸= 0 → (∂µA

µ) = 0，这个相当于一个约束，移除了Aµ的一个自由度，这样就不包含自旋为0粒子的信息。，

看起来像规范条件，但只是像，物理含义完全不同，这里是带质量的场，并不具有规范不变性。

则令 a = −b = 1

L = −1

2
∂νAµ∂

νAµ +
1

2
∂νAµ∂

µAν +
1

2
m2Aµ

2

= −1

2
∂νAµ(∂

νAµ + ∂µAν) +
1

2
m2Aµ

2

= −1

2
∂νAµF

νµ +
1

2
m2Aµ

2

= −1

4
(∂νAµF

νµ + ∂µAνF
µν) +

1

2
m2Aµ

2

= −1

4
(∂νAµF

νµ − ∂µAνF
νµ) +

1

2
m2Aµ

2

= −1

4
FνµF

νµ +
1

2
m2Aµ

2

= −1

4
FµνF

µν +
1

2
m2Aµ

2

(5.14)

最后得到拉式量为

L = −1

2
∂νAµF

νµ +
1

2
m2Aµ

2 = −1

4
FµνF

µν +
1

2
m2Aµ

2 (5.15)

最后得到运动方程 (关于电磁场张量的运动方程计算可以参考 peskin 习题 2.1 的解答)

∂νF
νµ +m2Aµ = 0 (5.16)

再作用一次偏导，

∂µ∂νF
νµ +m2∂ ·A = 0 (5.17)

其中第一项为对称张量乘以反对称张量，求和之后为 0。
利用 ∂µA

µ = 0，∂µ∂
µ Aµ − ∂µ (∂ ·A) +m2Aµ = ∂µ∂

µ Aµ +m2Aµ = 0

最后得到两个运动方程

∂µA
µ = 0 (5.18)
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∂ν∂
νAµ +m2Aµ = 0 (5.19)

而

πµ =
∂L
∂Ȧµ

= −F 0µ = F µ0 (5.20)

且 F 00 = 0

则

ϵ = T 00 = πµ Ȧµ − L = −π · Ȧ − L (5.21)

πµ = F µ0 = ∂µA0 − ∂0Ai = Eµ (5.22)

则

π = E (5.23)

根据E = −∇A0 − Ȧ ,B = ∇×A,

ϵ = −π · Ȧ −
(
1

2

(
E2 −B2

)
+

1

2
m2A0

2 − 1

2
m2A2

)
= E

(
E +∇A0

)
−
(
1

2

(
E2 −B2

)
+

1

2
m2A0

2 − 1

2
m2A2

)
=

1

2

(
E2 +B2

)
+E · ∇A0 +

1

2
m2
(
A0

2 +A2
)

− m2A0
2

(5.24)

其中第一项就是 Maxwell 的能量密度。

E · ∇A0 = ∇ ·
(
E A0

)
− A0∇ ·E = ∇ ·

(
E A0

)
+ A0 ∇2A0 +A0 ∇ · Ȧ (5.25)

再代入回去

ϵ =
1

2

(
E2 +B2

)
+

1

2
m2
(
A0

2 +A2
)
+∇·

(
E A0

)
− A0

(
−∇2 +m2

)
A0+ A0∂0∂iA

i + A0∂
2
0A0 −A0∂

2
0A0

(5.26)
ϵ =

1

2

(
E2 +B2

)
+

1

2
m2
(
A0

2 +A2
)

+∇ ·
(
E A0

)
− A0

(
∂µ∂

µ +m2
)
A0 + A0∂0∂µA

µ (5.27)

第三项为边界项，在无穷远处为0，后两项根据运动方程为0

ϵ =
1

2

(
E2 +B2

)
+

1

2
m2
(
A0

2 +A2
)

(5.28)

终于得到了处处正定的能量

定义

iAµ (x) = ϵµe
−ip·x (5.29)

ϵµ为极化矢量

代入 ∂ν∂
νAµ +m2Aµ = 0, (∂µA

µ) = 0
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得到 p2 = m2, p0 = Ep > 0, pµϵ
µ (p) = 0

考虑静止情形 pµ = (m, 0, 0, 0)

则 ϵ(1)µ =


0

1

0

0

 , ϵ(2)µ =


0

0

1

0

 , ϵ(3)µ =


0

0

0

1

 满足正交性。
考虑 pµ = (m, 0, 0, pz)，并对上面的解进行线性组合。

ϵ(+)µ =
1√
2


0

1

i

0

 , ϵ(−)µ =
1√
2


0

1

−i
0

 , ϵ(0)µ =
1√
2


|p|
m

0

0
E
m

 (5.30)

分别表示右旋和左旋的横向极化矢量 (即和运动方向垂直)，螺旋度分别为 +1,−1 和纵向极化矢量

正交性

ϵλ (p) ϵλ̃∗ (p) = −δλλ̃ (5.31)

完备性
3∑

λ =1

ϵλµ (p)ϵ
λ∗
µ (p) = −gµν +

pµpν

m2
(5.32)

5.2 Proca 场量子化

场的量子化形式如下

Âµ =

∫
d3p

(2π)
3

1√
2Ep

3∑
λ =1

(
aλpϵ

λ
µ (p) e

−ip·x + aλ†p ϵ
λ∗
µ (p) eip·x

)
(5.33)

假设 [
aλp , a

λ†
p

]
= (2π)

3
δ(3) (p− p) (5.34)

单粒子态

|p, λ⟩ =
√

2Ep a
λ†
p |0⟩ (5.35)

⟨0|Âµ (x) |p, λ⟩ = ϵλµ (p) e
−ip·x (5.36)

考察因果性 [
Âµ (x) , Âν (y)

]
= ⟨0|

[
Âµ (x) , Âν (y)

]
|0⟩ (5.37)

则

⟨0|Âµ (x) Âν (y) |0⟩ =

∫
d3p

(2π)
3

1

2Ep

3∑
λ =1

(
ϵλµ (p) e

−ip·(x−y) ϵλ∗ν (p)
)
=

(
−gµν − ∂µ∂ν

m2

)
D (x− y)

(5.38)
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[
Âµ (x) , Âν (y)

]
=

(
−gµν − ∂µ∂ν

m2

)
(D (x− y)−D (y − x)) (5.39)

后一项就是KG场中的传播子，则上式也满足因果性。

用等时对易关系进行正则量子化

猜想

[Aµ (t,x) , πν (t,y)] = i gµν δ(3) (x− y) (5.40)

但是并不存在π0 = F 00 = 0

则可以写成三维形式 [
Ai (t,x) , πj (t,y)

]
= −iδij δ(3) (x− y) (5.41)

考虑薛定谔绘景，算符不含时

π (x) = E = −∇A0 − Ȧ (5.42)

π (x) = i

∫
d3p

(2π)
3

1√
2Ep

eip·x
3∑

λ =1

(
Epa

λ
pϵ
λ (p) − Epa

λ†
−pϵ

λ∗ (−p) − p
(
aλpϵ

λ
0 (p) + aλ†−pϵ

λ∗
0 (−p)

) )
(5.43)

A (y) =

∫
d3q

(2π)
3

1√
2Eq

eiq·y
3∑

ρ =1

(
aρqϵ

ρ (q) + aρ†−qϵ
ρ∗ (−q)

)
(5.44)
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[
Ai (t,x) , πj (t,x)

]
= i

∫
d3pd3q

(2π)
6

1

2
√
EpEq

eip·x eiq·y

×
3∑

λ =1

3∑
ρ =1

{ [
aρqϵ

ρ
i (q) ,−Epa

λ†
−pϵ

λ∗
j (−p)

]
+
[
aρqϵ

ρ
i (q) ,− pja

λ†
−pϵ

λ∗
0 (−p)

]
+
[
aρ†−qϵ

ρ∗
i (−q) , Epa

λ
pϵ
λ
j (p)

]
+
[
aρ†−qϵ

ρ∗
i (−q) ,− pja

λ
pϵ
λ
0 (p)

] }

= i

∫
d3pd3q

(2π)
6

1

2
√
EpEq

eip·x eiq·y

× (2π)
3
δ(3) (q + p)

3∑
λ =1

3∑
ρ =1

(
−Epϵρi (q) ϵλ∗j (−p)− pjϵ

ρ
i (q) ϵ

λ∗
0 (−p)

−Epϵρ∗i (−q) ϵλj (p) + pjϵ
ρ∗
i (−q) ϵλ0 (p)

)

= i

∫
d3p

(2π)
3

1

2Ep
eip·(x−y)

×
(
−Ep

(
−gij +

pipj
m2

)
− pj

(
−gi0 +

pip0
m2

)
− Ep

(
−gij +

pipj
m2

)
+ pj

(
−gi0 +

pip0
m2

))
= i

∫
d3p

(2π)
3

1

2Ep
eip·(x−y)

×
(
−Ep

(
−gij +

pipj
m2

)
− pj

(
piEp
m2

)
− Ep

(
−gij +

pipj
m2

)
+ pj

(
piEp
m2

))
= i

∫
d3p

(2π)
3

1

2Ep
eip·(x−y)δij (−2Ep)

(5.45)
根据 [

Âµ (x) , Âν (y)
]
=

(
−gµν − ∂µ∂ν

m2

)
(D (x− y)−D (y − x)) (5.46)

当指标都为时间或空间时，结果为 0。(?)
但 [

Â0 (x) , Âi (y)
]
=

(
−g0i − ∂0∂i

m2

)
(D (x− y)−D (y − x)) (5.47)

令x0 = y0 = t

[
Â0 (x) , Âi (y)

]
=

(
− ∂0∂i

m2

)
(D (x− y)−D (y − x))

=

(
− ∂x0

∂i
m2

)
[ϕ (x) , ϕ (y)]

= − 1

m2
∂i
[
ϕ̇ (x) , ϕ (y)

]
= i

1

m2
∂iδ

(3) (x− y)

(5.48)

这个条件很诡异，源于Â0 (x)不存在时间导数
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5.3 Porca 场的费曼传播子

DF (x− y) = ⟨0|T Âµ (x) Âν (y) |0⟩ (5.49)

DF (x− y) = θ
(
x0 − y0

)(
−gµν − ∂µ∂ν

m2

)
D (x− y) + θ

(
y0 − x0

)(
−gµν − ∂µ∂ν

m2

)
D (y − x)

(5.50)
如果θ (x0 − y0)

(
−gµν − ∂µ∂ν

m2

)
两项可以互换

DF (x− y) =

(
−gµν − ∂µ∂ν

m2

)(
θ
(
x0 − y0

)
D (x− y) + θ

(
y0 − x0

)
D (y − x)

)
(5.51)

后一项就是KG场的费曼传播子

DF (x− y) =

(
−gµν − ∂µ∂ν

m2

)∫
d4 p

(2π)
4

i

p2 −m2 + iϵ
e−ip·(x−y) (5.52)

DF (x− y) = θ
(
x0 − y0

)(
−gµν − ∂µ∂ν

m2

)
D (x− y) + θ

(
y0 − x0

)(
−gµν − ∂µ∂ν

m2

)
D (y − x)

(5.53)
但这样做不一定合理，为此我们作以下的计算

∂0
[
θ
(
x0 − y0

)
D (x− y)

]
= δ

(
x0 − y0

)
D (x− y) + θ

(
x0 − y0

)
∂0D (x− y)

∂2
0

[
θ
(
x0 − y0

)
D (x− y)

]
= δ̄

(
x0 − y0

)
D (x− y) + 2δ

(
x0 − y0

)
∂0D (x− y) + θ

(
x0 − y0

)
∂2
0D (x− y)

∂2
0

[
θ
(
y0 − x0

)
D (y − x)

]
= −δ̄

(
x0 − y0

)
D (y − x) − 2δ

(
x0 − y0

)
∂0D (y − x) + θ

(
y0 − x0

)
∂2
0D (y − x)

(5.54)

θ
(
x0 − y0

)
∂2
0D (x− y) + θ

(
y0 − x0

)
∂2
0D (y − x)

=∂2
0DF (y − x) − δ̄

(
x0 − y0

)
[ϕ (x) , ϕ (y)] − 2δ

(
x0 − y0

)
∂0 [ϕ (x) , ϕ (y)]

=∂2
0DF (y − x) − δ̄

(
x0 − y0

)
[ϕ (x) , ϕ (y)] − 2δ

(
x0 − y0

) (
−iδ(3) (x− y)

) (5.55)

其中

δ̄
(
x0 − y0

)
[ϕ (x) , ϕ (y)] =

∂

∂x0

[
δ
(
x0 − y0

)
[ϕ (x) , ϕ (y)]

]
− δ

(
x0 − y0

) ∂

∂x0
[ϕ (x) , ϕ (y)]

=
∂

∂x0
[0] − δ

(
x0 − y0

) ∂

∂x0
[ϕ (x) , ϕ (y)]

= − δ
(
x0 − y0

) ∂

∂x0
[ϕ (x) , ϕ (y)]

(5.56)
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其中第一项因为等时所以为 0。

θ
(
x0 − y0

)
∂2
0D (x− y) + θ

(
y0 − x0

)
∂2
0D (y − x)

=∂2
0DF (y − x) + δ

(
x0 − y0

) ∂

∂x0
[ϕ (x) , ϕ (y)] − 2δ

(
x0 − y0

) (
−iδ(3) (x− y)

)
=∂2

0DF (y − x) + δ
(
x0 − y0

) [
ϕ̇ (x) , ϕ (y)

]
− 2δ

(
x0 − y0

) (
−iδ(3) (x− y)

)
=∂2

0DF (y − x) + iδ4 (x− y)

(5.57)

最后得到

θ
(
x0 − y0

)
∂2
0D (x− y) + θ

(
y0 − x0

)
∂2
0D (y − x) = ∂2

0DF (y − x) + iδ4 (x− y) (5.58)

还可以证明如果只要一阶时间偏导，阶越函数和偏导依旧是可交换的。

∂0
(
θ
(
x0 − y0

)
D (x− y)

)
= δ

(
x0 − y0

)
D (x− y) + θ

(
x0 − y0

)
∂0D (x− y)

∂x0

(
θ
(
y0 − x0

)
D (y − x)

)
= −δ

(
x0 − y0

)
D (y − x) + θ

(
y0 − x0

)
∂0D (y − x)

DFµν (x− y) = θ
(
x0 − y0

)( ∂0∂i
m2

)
D (x− y) + θ

(
y0 − x0

)( ∂0∂i
m2

)
D (y − x)

=

(
∂0∂i
m2

)
DF (x− y)− δ

(
x0 − y0

)
[D (x− y)−D (y − x)]

=

(
∂0∂i
m2

)
DF (x− y)

(5.59)
最后给出传播子为

DFµν (x− y) = θ
(
x0 − y0

)(
−gµν − ∂µ∂ν

m2

)
D (x− y) + θ

(
y0 − x0

)(
−gµν − ∂µ∂ν

m2

)
D (y − x)

=

(
−gµν − ∂µ∂ν

m2

)
DF (x− y)− i

δµ0δν0
m2

δ4 (x− y)

=

∫
d4p

(2π)
4 e

−ip·(x−y)

[
i
(
−gµν + pµpν

m2

)
p2 −m2 + iϵ

− i

m2
δµ0δν0

]
(5.60)

为了得到正确的量子化，我们从最初的 Hamiltonian 和运动方程出发
考虑运动方程

∂iF
i0 + m2A0 = 0 (5.61)

即

∇ · π = −m2A0 (5.62)



5 矢量场量子化 88

说明A0不是独立的正则广义坐标

则 Hamiliatian 可写为

H =
1

2
π 2 +

1

2m2
(∇ · π)2 +

1

2

(
∇×A2

)
+

1

2m2
A2 (5.63)

利用 [Ai (t,x) , πj (t,y)] = −iδijδ (x− y) 和分部积分求出海森堡运动方程

iȦ (x) =

[
A (x) ,

∫
d3yH

]
= −iπ (x) + i∇ (∇ · π) (5.64)

结果的物理意义为

π = −∇A0 − Ȧ = E (5.65)

再考察共轭动量对时间求导

iπ̇ (x) =

[
π (x) ,

∫
d3yH

]
= im2A− i∇2A + i∇ (∇ ·A) (5.66)

根据

∂ν∂
ν Aµ − ∂µ (∂ ·A) +m2A = ∂ν∂

ν Aµ − ∂µ
(
Ȧ0 +∇ ·A

)
+m2A0 = 0 (5.67)

令µ = 0,得到

∇2 A0 +∇ · Ȧ−m2A0 = 0 (5.68)

对 π 再求一次散度

∇ · π = −∇2A0 −∇ · Ȧ (5.69)

定义 Â0 = − 1
m2 (∇ · π̂ )，则

−m2Â0 = −∇2A0 −∇ · Ȧ (5.70)

这个结论和通过运动方程得到的 ∇2 A0 +∇ · Ȧ−m2A0 = 0 是自洽的。

µ = 1，2，3，∂µ∂
µ A + ∇Ȧ0 +∇ (∇ ·A) + m2A = 0 (5.71)

又π̇ (x) = −∇Ȧ0 − Ä = m2A−∇2A +∇ (∇ ·A) ,即符合上式。

即

m2A−∇2A +∇ (∇ ·A) +∇Ȧ0 + Ä = ∂µ∂
µ A + ∇Ȧ0 +∇ (∇ ·A) + m2A = 0 (5.72)

这样我们就证明海森堡方程和 E-L 方程是自洽的，再通过我们定义的 Âµ = (Â0, Â) 就可以正确地

量子化了。30

30这里我就不想算 H 了。
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然后考虑费曼传播子中出现的非协变项的影响

对于有外源的情况

L = −1

4
FµνF

µν +
1

2
m2Aµ

2 − jµAµ (5.73)

E-L 方程为
∂µF

µν +m2Aν − jν = 0 (5.74)

ν = 0 → ∂µF
µ0 +m2A0 − j0 = 0 (5.75)

π0 = 0, πi = F i0 = Ei (5.76)

则

∂µF
µ0 +m2A0 − j0 = ∂iF

i0 +m2A0 − j0 = 0 (5.77)

∂iF
i0 +m2A0 − j0 = ∇ · π +m2A0 − j0 (5.78)

且A0 = 1
m2 (−∇ · π + j0 )

π = −∇A0 − Ȧ = −Ȧ+
1

m2
∇
(
∇ · π − j0

)
(5.79)

Ȧ =
1

m2
∇
(
∇ · π − j0

)
− π (5.80)

则哈密顿量密度为

H = πµȦµ − L = −π · Ȧ− L = H0 + V (5.81)

H0 =
1

2
π2 +

1

2m2
(∇ · π) + 1

2
(∇×A)

2
+

1

2
m2A2 (5.82)

V = −j ·A− 1

m2
j0 · ∇ · π +

1

2m2
j20 (5.83)

V中就出现了非协变的项，例如 j20

5.4 量子化 Maxwell 场

Proca 场拉式密度

L = −1

2
∂νAµF

νµ +
1

2
m2Aµ

2 = −1

4
FµνF

µν +
1

2
m2Aµ

2 (5.84)

在质量趋于 0 时就是 Maxwell 场的拉式量，在经典物理中这个变换是连续的，但在量子角度并不
是。

Proca 理论有三个自由度，对应于有质量自旋为 1 有三种极化的粒子，Maxwell 理论对应的则是只
有两种极化的光子，差了一个纵向极化的自由度，极化的连续性被破坏了 (必考)。
且在极化求和公式中

3∑
λ =1

ϵλµ (p)ϵ
λ∗
ν (p) = −gµν +

pµpν

m2
(5.85)



5 矢量场量子化 90

m 趋于 0 时是发散的，纵向极化自由度去哪了？
为了解释上诉问题，引入 Stubelberg trick

还是从 Proca 场出发，且考虑外源，

L = −1

4
FµνF

µν +
1

2
m2Aµ

2 − jµAµ (5.86)

令Aµ → Aµ + ∂µϕ，ϕ为一个实标量场

L = −1

4
FµνF

µν +
1

2
m2 (Aµ + ∂µϕ)

2 − jµ (Aµ + ∂µϕ) (5.87)

这样我们又拥有了 U (1) 规范不变性，只要令 Aµ → Aµ + ∂µα (x) , ϕ→ ϕ− α 场依旧不变。31

令ϕ→ ϕ
m

L = −1

4
FµνF

µν +
1

2
m2A2

µ +
1

2
(∂µϕ)

2
+ mAµ∂µϕ− jµAµ +

1

m
ϕ∂µj

µ (5.88)
32

如果 ∂µj
µ = 0 为守恒流的话，在 m 趋于 0 的极限下，就不会出现发散，拉式量也相应地变成

L = −1

4
FµνF

µν +
1

2
(∂µϕ)

2 − jµAµ (5.89)

这样场就有三个自由度，其中 ϕ 的前身就是纵向极化的 spin = 1 的粒子。

若 ∂µj
µ = 0, 相应的 pµjµ = 0，这正是 pµpν

m2 作用于平面波函数的结果，在进行散射截面相关计算

时这部分的值为 0，所以极化求和的零质量极限不会带来物理上的影响。
考虑 Maxwell 场，

Lmax = −1

4
FµνF

µν − jµA
µ (5.90)

由于 ∂ν∂µFµν = ∂νj
ν = 0，对称张量和反对称张量求和，强制要求 jν 为守恒流。

规范不变性也要求 jν 为守恒流。

做规范变换 Aµ → Aµ + ∂µα

则原式多出一项 −jµ∂µα = −∂µ (jµα) + α∂µjµ = α∂µjµ = 0

Maxwell 场量子化的困难 (本质上是因为有冗余的自由度)
1. 求传播子困难

Lmax = −1

4
FµνF

µν =
1

2
Aµ (x) (∂µ∂

µ gµν − ∂µ∂ν)Aν (x) (5.91)

定义 (∂µ∂
µ gµν − ∂µ∂ν)D

νρ
F (x− y) = iδρµδ

4 (x− y)，变换到动量空间

(
−k2gµν + kµkν

)
Dνρ
F (x− y) = iδρµ (5.92)

31这也说明规范不变性并不对应真实的物理，我们无法通过这样的操作得到物理量比如电荷
32最后一项用了分部积分
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但是 det (−k2gµν + kµkν) = 0，不存在逆矩阵，求不出 Dνρ
F (x− y)

2：路径积分的困难 ∫
[DA] ei

∫
d4xAµ(x)(∂µ∂

µ gµν−∂µ∂ν)Aν(x) (5.93)

在纯规范下即 Aµ (x) = ∂µα (x) → Fµν = 0, S = 0 在转移到欧式空间时，这个指数因子不衰减，

有无穷多个 1，导致路径积分没有良好定义。
从物理上理解：场算符在 Lorentz 变换下是按照 Lorentz 群的某个表示来变化，而粒子是按照小群

来变换，0 质量的光子的小群诱导变换会要求规范不变性。实际上，要保证既有质量为 0 的粒子，又保
证 Lorentz 不变性，必须有规范不变性。

5.5 单光子态的小群诱导表示

考虑单粒子态

P µ|p, σ⟩ = pµ|p, σ⟩ (5.94)

考察一个 Lorentz 变换。
U (Λ) |p, σ⟩ =

∑
σ′

Cσ′σ|Λp, σ⟩ (5.95)

定义标准动量 kµ，且 pµ = Lµνk
ν

|p, σ⟩ = U (L (p)) |k, σ⟩ (5.96)

U (Λ) |p, σ⟩ = U (Λ)U (L (p)) |k, σ⟩

= U (ΛL (p)) |k, σ⟩

= U (L (Λp))U
(
L−1 (Λp)

)
U (ΛL (p)) |k, σ⟩

= U (L (Λp))U
(
L−1 (Λp) ΛL (p)

)
|k, σ⟩

(5.97)

U (L−1 (Λp) ΛL (p)) 相当于先将 k 作用到 Λp，再作用回去 k，相当于 k 没有变化，还是标准动量。

定义W µ
ν k

ν，满足

U (W ) |k, σ⟩ =
∑
σ′

Dσσ′ (W )|k, σ′⟩ (5.98)

U (Λ) |p, σ⟩ = U (L (Λp))U (W ) |k, σ⟩ =
∑
σ′

Dσσ′ (W )U (L (Λp)) |k, σ′⟩ =
∑
σ′

Dσσ′ (W )|Λp, σ′⟩ (5.99)

这样就得到了 Cσ′σ 的形式。

小群的定义:
W µ
ν k

ν = kµ (5.100)

对于有质量的粒子，其标准动量 k = (m�0, 0, 0)，小群就是 SO(3) 群。
对于无质量的粒子其标准动量为 kµ = (K, 0, 0,K), k2 = 0

其对应的小群 (在对应的 Lorentz 变换下无质量粒子动量不变) 又是什么呢？
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如果无质量粒子的运动方向为 z 方向，一个直观的小群是绕着 z 轴转 θ 角，但这并没有包括所有的

小群。

为此引入 tµ = (1, 0, 0, 0)

则

(Wt)µ(Wt)µ = tµtµ = 1 (5.101)

(Wt)µkµ = (Wt)µ(Wk)µ = t · k = K (5.102)

则满足

(Wt)µ = (1 + ξ, α, β, ξ) (5.103)

(Wt)µ(Wt)µ = tµtµ = 1 → ξ =
α2 + β2

2
(5.104)

这也是一种小群表示，具体形式为

S(α, β)µν =


1 + ξ α β −ξ
α 1 0 −α
β 0 1 −β
ξ α β 1− ξ

 (5.105)

这样我们就得到了两个令 K 保持不变的操作，分别是 R(θ) 和 S(α, β)

则最普适化的小群为 W (α, β, θ) = S(α, β)R(θ)

满足

S(α′, β′)S(α, β) = S(α′ + α, β′ + β) (5.106)

这相当于二维平面上两个矢量相加，和转动结合在一起

R(θ)S(α, β)R−1(θ) = S(αcosθ + βsinθ,−αsinθ + βcosθ) (5.107)

相当于一个二维平面上的矢量相加和转动，也会是二维的欧几里得群 ISO(2)。

我们自然会感兴趣于二维欧几里得群的李代数。

对 U(W (α, β, θ)) 在无穷小变换下展开

U(W (α, β, θ)) = 1 + iαÂ+ iβB̂ + iθĴ3 (5.108)

其中 Â = J2 + k1, B̂ = −J1 + k2，其中 k 是指 boost 生成元。
且 [J3, A] = iB, [J3, B] = −iA, [A,B] = 0，则有共同本征态 |k, a, b⟩。

A|k, a, b⟩ = a|k, a, b⟩ (5.109)

B|k, a, b⟩ = b|k, a, b⟩ (5.110)

定义 |kθ, a, b⟩ = U−1(R(θ))|k, a, b⟩

A|kθ, a, b⟩ = (acosθ − bsinθ)|kθ, a, b⟩ (5.111)
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B|kθ, a, b⟩ = (asinθ + bcosθ)|kθ, a, b⟩ (5.112)

这说明给定一个态 k，有 0− 2π 无穷多个简并的单光子态，但实验中并没有发现光子具有 θ 的简并

单粒子态，所以 a = b = 0

则

A|k, σ⟩ = B|k, σ⟩ = 0 (5.113)

对于生成元 J3 要求 J3|k, σ⟩ = σ|k, σ⟩，由于 k 沿着 z 轴，σ 就叫光子的螺旋度。

则

U(W )|k, σ⟩ = eiαA+iβBeiJ3θ|k, σ⟩ = eiσθ|k, σ⟩ (5.114)

说明螺旋度在洛伦兹变换下不变。

与 U(Λ)|p, σ⟩ =
∑
σ

Dσ′σ(W (Λ, p))|p, σ′⟩ 对照，由于螺旋度不变。

则 Dσ′σ(W (Λ, p)) = eiθ(Λ,p)σ
′
δσσ′

所以可以去掉求和号

U(Λ)|p, σ⟩ = eiσθ(Λ,p)|Λp, σ′⟩ (5.115)

有了前面的铺垫，接下来考察 Maxwell 场算符
我们知道 Maxwell 场对应的粒子是光子，所以在量子化过程中需要引入极化矢量，

Aν(x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2|p|

∑
σ=±1

(aσpϵ
(σ)ν(p)e−ip·x + h.c) (5.116)

由于说量子算符，根据前面的结论有 U(Λ)Aν(x)U−1(Λ) = (Λ−1)νµA
µ(Λx)

而对于产生算符

利用 |p, σ⟩ =
√

2|p|aσ†p U−1(Λ)|0⟩，由于真空不变，所以插入 U−1(Λ)

则
√

2p0U(Λ)aσ†p U
−1(Λ) = eiσθ(Λ,p)

√
2(Λp)0aσ†Λp

为了使积分测度 Lorentz 不变，提出一个
√

|p|, (p0 = |p|)

U(Λ)Aν(x)U−1(Λ) = U(Λ)

∫
d3p

(2π)3
1

2p0

∑
σ=±1

(
√

2p0aσpϵ
(σ)ν(p)e−ip·x + h.c)U−1(Λ)

=

∫
[dp]

∑
(e−iσθ(Λ,p)

√
2(Λp)0aσΛpϵ

(σ)ν(p)e−ip·x + h.c)

(5.117)

此外还可以根据 U(Λ)Aν(x)U−1(Λ) = (Λ−1)νµA
µ(Λx) 写出

U(Λ)Aν(x)U−1(Λ) = (Λ−1)νµ

∫
[dp]

∑
(
√

2p0aσpϵ
(σ)µ(p)e−ip·Λx + h.c) (5.118)

做积分变换 p→ Λp

U(Λ)Aν(x)U−1(Λ) = (Λ−1)νµ

∫
[dp]

∑
(
√

2(Λp)0aσΛpϵ
(σ)µ(Λp)e−iΛp·Λx + h.c) (5.119)
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且 Λp · Λx = p · x
这两个式子要相等需要对 ϵ 有一个很强的限制。

即

e−iσθ(Λ,p)ϵ(σ)ν(p) = (Λ−1)νµϵ
(σ)µ(Λp) (5.120)

将式子两边交换一下，最后有

eiθ(Λ,p)σϵ(σ)µ(Λp) = (Λ)µν ϵ
(σ)ν(p) (5.121)

令 p 为标准动量，p = k，则 L(p) = 1，令 Lorentz 变换为 Λ = L(q)(将动量 p 变为 q)，又

W (Λ, p) = L−1(Λp)ΛL(p) (5.122)

则 W (Λ, p) = L−1(q)L(q) · 1 = 1，即 α = β = θ = 0。

代入

eiθ(Λ,p)σϵ(σ)µ(Λp) = Λµν ϵ
(σ)ν(p) (5.123)

得到

ϵ(σ)µ(q) = Λ(q)µν ϵ
(σ)ν(k) (5.124)

相当于是从一个标准动量的极化矢量转换为了某个动量的极化矢量。

令 U(Λ) = R(θ), S(α, β)，动量为标准动量

则有

eiθ(Λ,p)σϵ(σ)µ(k) = R(θ)µν ϵ
(σ)ν(k) (5.125)

ϵ(σ)µ(k) = S(α, β)µν ϵ
(σ)ν(k) (5.126)

加上 ϵ(σ)µ(q) = Λ(q)µν ϵ
(σ)ν(k) 一共三个条件。

其中 eiθ(Λ,p)σϵ(σ)µ(k) = R(θ)µν ϵ
(σ)ν(k) 关系很好实现，即

R(θ)
1√
2


0

1

±i
0

 =


1

cos θ sin θ
− sin θ cos θ

1

 1√
2


0

1

±i
0

 = e±iθ
1√
2


0

1

±i
0

 (5.127)

前面定义的极化矢量就满足以上关系。

但是无法满足第三个条件 S(α, β) 对应的限制，即

S(α, β)


0

1

±i
0

 =


α± iβ

1

i

α± iβ

 =


0

1

±i
0

+ (α± iβ)


1

0

0

1

 (5.128)
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这三个条件不能同时满足。

综上有

W (θ, α, β)
µ
νϵ

(±1)ν (k) = S (α, β)
µ
λR (θ)

λ
ν ϵ(±1)ν (k) = e±iθ

[
ϵ(±1)µ (k) +

(α± iβ)√
2|k|2

kµ
]

(5.129)

后一项为额外项。

额外项非常类似于动量空间中的矢量场的规范变换，即

Aµ → Aµ + ∂µα (5.130)

ϵµ → ϵµ + αkµ (5.131)

但是还是闭着眼睛往下走，强行回到刚才的展开式

Âµ (x) =

∫
d3p

(2π)
3
√

2|p|

∑
σ=±1

(
ϵ(σ)µ (p) aσpe

−ip·x + h.c.
)

(5.132)

显然满足 K-G 方程，即 ∂µ∂
µÂµ = 0，因为 p2 = 0

接下来考察任意动量方向的极化矢量

ϵ(σ)µ (p) = L (p)
µ
ν ϵ

(σ)µ (k) (5.133)

其中 L (p)
µ
ν = R

(
P̂
)
B
(

|p|
K

)
，B指的是z轴上的boost

而

ϵ(σ)µ (k) =
1√
2


0

1

±i
0

 (5.134)

在沿着 z 轴的 boost 下不变化 (沿着 z 轴上 boost 只改变第一项时间和最后一项 z 方向)，而 R 只
是空间转动，只改变空间三项，所以一直有 ϵ(σ)0 (p) = 0

由于 ϵ(σ)0 (p) = 0，用它量子化的电磁场 Â0 (x) = 0，说明 Âµ 不是一个真正的四矢量。

由于 ϵ(σ)µ 只有空间分量不为 0. 所以可以写成 p · ϵ(p) = 0，也就是经典物理中极化平面和动量方

向是正交的。

我们来考察一下正确的电磁场 Lorentz 变换的形式
根据四矢量的变换形式

U (Λ) Âµ (x)U−1 (Λ) =
(
Λ−1

)µ
ν
Aµ (Λx) (5.135)

但是我们验证过这个等式不可能满足。要多一项额外项。

U (Λ) Âµ (x)U−1 (Λ) =
(
Λ−1

)µ
ν
Aµ (Λx) + ∂µΩ(x,Λ) (5.136)
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当你试图把只有两个极化的极化矢量对应的物理光子嵌入到量子电磁场的平面波表示时，Âµ (x) 不

可能是一个 Lorentz 四矢量，但这并不会导致严重的后果。
首先，我们需要保证量子化的拉式量在 Lorentz 变换下依旧不变，即

U (Λ) L̂(x) (x)U−1 (Λ) = L̂(Λx) (5.137)

L = −1

4
F 2
µν − jµA

µ (5.138)

由于 Fµν = ∂µAν − ∂νAµ 的反对称结构，额外项消去了。

而由于 ∂µj
µ = 0，

jµ∂µΩ(x,Λ) = surface term− ∂µj
µΩ(x,Λ) = 0 (5.139)

所以只要 jµ 为守恒流，即便有额外项，拉式量依旧在 Lorentz 变换下保持不变。
由于光是横波，p · ϵ(p) = 0 → ∇ ·A = 0

我们选择库伦规范 ∇ ·A = 0 来量子化 Maxwell 场
如果一个场位形不满足 ∇ · A = 0，总可以作规范变换 Aµ → A′µ = Aµ + ∂µα，且 α 满足

∇2α = −∇ ·A，则新定义的场满足 ∇ ·A′ = 0

根据 Maxwell 方程 ∂µF
µν = jν

令 ν = 0

则

∂iF
i0 = j0 → ∇ ·E = j0 = ∇ ·

(
−Ȧ − ∇A0

)
(5.140)

利用库伦规范 ∇ ·A = 0 和泊松方程的解。

A(t,x) =

∫
d3y

j0(t,y)

4π|x− y|
(5.141)

可以利用

∇2
x

1

|x− y|
= −4πδ(x− y) (5.142)

验证其就是泊松方程的解。

说明 A0 (t,x) 也不是独立的正则变量，不需要考虑量子化，依赖于物质场的分布。

先考虑第一种情况 (无源)：jµ = 0, A0 = 0

πµ =
∂L
∂Aµ

= F µ0 (5.143)

则 π0 = 0,π = E = −Ȧ−∇A = −Ȧ

则猜测一个正则量子化条件

[Aµ (t,x) , πν (t,x)] = i gµνδ3 (x− y) (5.144)[
Ai (t,x) , πj (t,x)

]
= −i δijδ3 (x− y) (5.145)
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但这个条件不可能正确，

对两边求导 ∂i ，得到 [
∇ ·A (t,x) , πj (t,x)

]
= −i δij∂i δ3 (x− y) (5.146)

前一项根据库伦规范为 0，但后一项却不为 0，出现了矛盾。
所以我们要定义

δ⊥ij (x− y) (5.147)

满足

∂iδ⊥ij (x− y) = 0 (5.148)

相应的正确量子化条件为 [
Ai (t,x) , πj (t,x)

]
= −iδ⊥ij (x− y) (5.149)

新定义的 δ⊥ij (x− y) 的具体形式为

δ⊥ij (x− y) =

(
δij − ∂i∂j

∇2

)
δ3 (x− y) (5.150)

对这个式子的理解应当建立于傅里叶变换之上(
δij − ∂i∂j

∇2

)
δ3 (x− y) =

(
δij − ∂i∂j

∇2

)∫
d3k

(2π)
3 e

ik·(x−y)

=

(
δij − kikj

|k|2

)∫
d3k

(2π)
3 e

ik·(x−y)

= δij δ3 (x− y) +
∂2

∂i∂j

1

4π|x− y|

(5.151)

则

∂iδ⊥ij (x− y) = iki

(
δij − kikj

|k|2

)∫
d3k

(2π)
3 e

ik·(x−y) = 0 (5.152)

因为 ki

(
δij − kikj

|k|2

)
= 0

矢势的量子化为

A (x) =

∫
d3k

(2π)
3
√

2|k|

∑
σ=±1

(
ϵ(σ) (k) aσke

−ik·x + h.c.
)

(5.153)

电场强度为

π = −Ȧ (x) =

∫
d3k

(2π)
3
√

2|k|
(i|k|)

∑
σ=±1

(
ϵ(σ) (k) aσke

−ik·x − ϵ(σ)∗ (k) aσ†k e
+ik·x) (5.154)

这里的产生湮灭算符满足的关系还是正常，[
aσk, a

σ̄†
k̄

]
= (2π)

3
δσσ̄δ3

(
k − k̄

)
(5.155)
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然后验证 [
Ai (t,x) , πj (t,y)

]
=

∫
d3kd3k′

(2π)
6
√

2|k|2|k|
(i|k|) eik·x+ik

′·y

∑
σ,σ

{[
aσk ,−aσ

′

−k′
†]
ϵ(σ)

i

(k) ϵ(σ
′)

∗j

(−k′) +
[
aσ−k

†, aσ
′

k′

]
ϵ(σ)

∗i
(−k) ϵ(σ

′)
j

(k′)
}

=

∫
d3k

(2π)32|k|
(i|k|)(−2)eik·(x−y)

∑
σ=±1

(ϵ(σ)(k)ϵ∗(σ)(k))

=

∫
d3k

(2π)32
i(−2)eik·(x−y)(δij − kikj

|k|2
)

= −iδ⊥ij (x− y)

(5.156)

正是我们之前设定的新的对易关系。

可以求得

H =

∫
d3k

(2π)
3

∑
σ=±1

|k|
(
aσ†k a

σ
k

)
+ ∞ (5.157)

最后是因果性

⟨0|Ai (x)Aj (y) |0⟩ = ⟨0|
∫

d3k

(2π)
3
2|k|

eik·(x−y)

(
δij − kikj

|k|2

)
|0⟩

=

(
δij − ∂i∂j

∇2

)
⟨0|
∫

d3k

(2π)
3
2|k|

eik·(x−y)|0⟩

=

(
δij − ∂i∂j

∇2

)
D (x− y)

(5.158)

则 [
Ai (x) , Aj (y)

]
=

(
δij − ∂i∂j

∇2

)
(D (x− y)−D (y − x)) (5.159)

接下来讨论费曼传播子

Dµν
F (x− y) = ⟨0|TAµ (x)Aν (y) |0⟩

= Dij
F (x− y)

= θ
(
x0 − y0

)(
δij − ∂i∂j

∇2

)
D (x− y) + θ

(
y0 − x0

)(
δij − ∂i∂j

∇2

)
D (y − x)

=

(
δij − ∂i∂j

∇2

)
⟨0|Tϕ (x)ϕ (y) |0⟩

=

(
δij − ∂i∂j

∇2

) ∫
d4k

(2π)
4 e

−ik·(x−y) i

k2 + iϵ

=

∫
d4k

(2π)
4 e

−ik·(x−y)
i
(
δij − kikj

|k|2

)
k2 + iϵ

(5.160)
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很明显不是 Lorentz 不变的，只有空间分量。
考虑加上一个外源

L = −1

4
F 2

µν − jµAµ (5.161)

其中 jµ = (ρ, j)

则

A0 (t,x) =
1

4π

∫
d3y

j0 (t,y)

|x− y|
(5.162)

根据电场强度的定义 E = −Ȧ − ∇A0，定义

− Ȧ = E⊥ ,− ∇A0 = E|| (5.163)

则

Lmax =
1

2

(
E2 − B2

)
=

1

2

(
E⊥

2 +E||
2 − B2 + 2E⊥ ·E||

)
(5.164)

E⊥ ·E|| = − ∇A0 ·E⊥ = ∇
(
A0 ·E⊥

)
+ A0∇ ·E⊥ (5.165)

第一项为边界项为 0，第二项根据库伦规范为 0。
则

π⊥ = − ∂L
∂Ȧ

= E⊥ (5.166)

相应可以得到哈密顿量为

H = π⊥µȦ
µ − L

= −π⊥ · Ȧ − L

= E⊥
2 − 1

2

(
E⊥

2 +E||
2 − B2

)
+ j0A0 − jiAi

=
1

2

(
E⊥

2 −E||
2 + (∇×A)

2
)
+ j0A0 − jiAi

(5.167)

定义 H = H0 + V，其中

H0 =

∫
d3x

1

2

(
E⊥

2 + (∇×A)
2
)

(5.168)

V =

∫
d3x − 1

2
E||

2 + j0A0 − jiAi (5.169)

− 1

2
E||

2 = −1

2

(
∇A0

) (
∇A0

)
= −

∫
A0∇A0 +

1

2
A0∇2A0 = −1

2
j0A0 (5.170)

33

33根据 Maxwell 方程 ∂µF
µν = jν

令 ν = 0

则

∂iF
i0

= j
0 → ∇ · E = j

0
= ∇ ·

(
−Ȧ − ∇A0

)
(5.171)
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1
2
j0(x)A0(x) 代入 A0(x) 的解，即

A0 (t,x) =
1

4π

∫
d3y

j0 (t,y)

|x− y|
(5.172)

则有 ∫
d3x

1

2
j0(x)A0(x) =

1

2

1

4π

∫
d3yd3xj0(x)

j0 (t,y)

|x− y|
(5.173)

上式本质上就是库伦势能，且是瞬时的，则有定义

Vcoul =
1

2
j0(x)A0(x) (5.174)

则

V =

∫
d3x

1

2
j0A0 − jiAi =

∫
d3x jµAµ + Vcoul (5.175)

第一项源于相互作用绘景下的形式 (j0 = 0) ，后一项为库伦能, 这两项会抵消 (证明以后补充)
在相互作用绘景下，

VI(t) = eiH0tV e−iH0t (5.176)

在此绘景下的电磁场矢量为

AµI =

∫
d3k

(2π)3
1

2|k|
∑
λ=±1

(ϵ(λ)µ(k)aλke
−ikx + h.c) (5.177)

在前面的海森堡绘景下，A0 不为 0，但在相互作用绘景下，此时场算符的海森堡运动方程和自由场
一致，而自由场中极化矢量 ϵ0I 为 0，相应地 A0

I 也为 0。
假设我们要计算 QED 中的电子电子散射的费曼图，则要计算 Ŝ 算符。

Ŝ = T exp[−i
∫ ∞

−∞
dtVI(t)]

= 1− i

∫ ∞

−∞
dtVcoul +

(−i)2

2!

∫ ∫
dx4dy4T (jµ(x)A

µ(x)jµ(y)A
ν(y))

= 1− 1

2
i

∫
d4xd4yδ(x0 − y0)

j0(x)j0(y)

4π|x− y|
− 1

2

∫ ∫
dx4dy4Dµν

F (x− y)N(jµ(x)jν(y))

(5.178)

其中第二步相当于是对 VI =
∫
d3x jµAµ + Vcoul 的两部分分别作泰勒展开，各自展开到 1 阶和 2

阶 (由于考虑两电子散射，第二项展开到二阶)，第三步第一部分为了多一个 dt，多引入了一个 δ(x0−y0)，
第二部分则用 wick定理，Aµ(x), Aν(y)缩并为一个传播子，作为常数可以提出来，后面的 N(jµ(x)jν(y))

则表示正则排序。

其中

Dµν
F (x− y) =

∫
d4k

(2π)
4 e

−ik·(x−y)
i
(
δij − kikj

|k|2

)
k2 + iϵ

(5.179)

接下来要将 δij − kikj
|k|2 改写一下，会出现和第一部分库伦能的 1 阶展开非常类似的项。
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为此我们需要一点协变量子化的知识，在协变量子化下，会有两个非物理的光子，有正交的四个极

化矢量，即。

Aµ(x) =

∫
d3k

3∑
λ=0

(ϵ(λ)µ(k)aλke
−ikx + h.c) (5.180)

除了 ϵ(λ=1), ϵ(λ=2) 两种物理极化，还有 ϵλ=0 = nµ = (1, 0, 0, 0)，称为时性极化光子 (实际上并不存
在，且会导致 ⟨|⟩ < 0)。
还有一个

ϵλ=3
k = (0,

k

|k|
) =

kµ − (k · n)nµ

k · n
=

kµ − (k · n)nµ√
(k · n)2 − k2

(5.181)

我们需要引入 Gupta−Blenler 方案，即将物理态的光子 (模都是正定的) 进行拓展，在 Hilbert 空
间中可以允许非物理的态 |ψ⟩，但需要满足条件

∂µA
µ+|ψ⟩ = 0 → a0k − a3k|ψ⟩ = 0 (5.182)

(Aµ+ 表示正频部分，其中 a0k 表示 ϵλ=0 对应的湮灭算符)，由于 a0k, a
3
k 相互抵消，保证了

⟨ψ|Ĥ|ψ⟩ =
∫

d3k

(2π)3

∑
λ=±1

|k|aλ†k akm (5.183)

结果只有物理的光子。

由于极化矢量的正交和完备性关系

ϵλ(k)ϵλ
′
(k) = gλλ

′ (5.184)∑
λ=0

(−gλλ)ϵλµ(k)ϵλ∗ν (k) = −gµν (5.185)

则有

− gµν =
∑
λ=±1

ϵλµ(k)ϵ
λ∗
ν (k) +

(kµ − (k · n)nµ)(kν − (k · n)nν)
(k · n)2 − k2

− nµnν (5.186)

而
∑
λ=±1

ϵλiµ (k)ϵλ∗jν (k) = δij − kikj
|k|2，为了简写可以将 δij − kikj

|k|2 定义为 Pµν(k)。

则

Pµν(k) = −gµν −
(kµ − (k · n)nµ)(kν − (k · n)nν)

(k · n)2 − k2
+ nµnν

= −gµν −
(k · n)2nµnν

(k · n)2 − k2
+ nµnν + term(∝ kµorkν)

= −gµν −
k2nµnν

(k · n)2 − k2
+
kµkν − k · n(kµnν + kνnµ)

(k · n)2 − k2

(5.187)

代入前面的费曼传播子的表达式，得到

DFµν(x− y) =

∫
d4k

(2π)
4 e

−ik·(x−y) i

k2 + iϵ
[−gµν −

k2nµnν

(k · n)2 − k2
+
kµkν − k · n(kµnν + kνnµ)

(k · n)2 − k2
] (5.188)
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其中
i

k2 + iϵ

k2nµnν

(k · n)2 − k2
=

inµnν

(k · n)2 − k2
=
inµnν

|k|2
(5.189)

定义有效费曼传播子为

DFµν(x− y)eff =

∫
d4k

(2π)
4 e

−ik·(x−y) i(−gµν)
k2 + iϵ

(5.190)

以及

cDFµν(x− y) = −i
∫

d4k

(2π)
4 e

−ik·(x−y)n
µnν

|k|2

= −iδµ0δν0
∫

d3k

(2π)
3 e

+ik·(x−y) 1

|k|2

∫
dk

(2π)
e−ik

0(x0−y0)

= −iδµ0δν0δ(x0 − y0)
1

4π|x− y|

(5.191)

和
1

2
i

∫
d4xd4yδ(x0 − y0)

j0(x)j0(y)

4π|x− y|
(5.192)

非常类似，c 表示的意思就是库伦能。
将

cDFµν(x− y) = −iδµ0δν0δ(x0 − y0)
1

4π|x− y|
(5.193)

代入 Ŝ.

Ŝ = 1− 1

2
i

∫
d4xd4yδ(x0 − y0)

j0(x)j0(y)

4π|x− y|
− 1

2

∫ ∫
dx4dy4(−iδµ0δν0δ(x0 − y0)

1

4π|x− y|
)N(jµ(x)jν(y))

−1

2

∫ ∫
dx4dy4(DFµν(x− y)eff )N(jµ(x)jν(y))

(5.194)
而那些正比于 kµ 的项∫

d4k

(2π)
4 e

−ik·(x−y) i

k2 + iϵ

kµkν − k · n(kµnν + kνnµ)

(k · n)2 − k2
(5.195)

都可以认为是 ∂µ(
∫

d4k
(2π)4

e−ik·(x−y) i
k2+iϵ

) 的不同形式而

∂µ(

∫
d4k

(2π)
4 e

−ik·(x−y) i

k2 + iϵ
)jµ = surface term− ∂µj

µ(

∫
d4k

(2π)
4 e

−ik·(x−y) i

k2 + iϵ
) = 0 (5.196)

所以这些项目都不贡献。

最后费曼传播子的非协变项和前面相互作用导致的库伦能部分完美抵消，剩下的一个协变的有效费

曼传播子。
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5.6 协变量子化

先考察 Maxwell 拉式量 L = − 1
4
F 2
µν 由于不含有 Ȧ0，这种形式无法得到传播子

34，，为此修改拉式

量。

L = −1

4
F 2
µν −

1

2ξ
(∂ ·A)2 (5.197)

相应的 E − L 方程为

∂µ∂
µAµ − (1− 1

ξ
)∂µ(∂ ·A) (5.198)

(∂ ·A)2 = (∂ρA
ρ) (∂σA

σ)

∂ (∂ρA
ρ) (∂σA

σ)

∂ (∂νAµ)
=
gβσgαρ (∂ρAα) (∂σAβ)

∂νAµ

= gβσgαρ
(
δρνδαµ (∂σAβ) + δσνδβµ (∂ρAα)

)
= gβσgµν (∂σAβ) + gµνgαρ (∂ρAα)

= 2gµν (∂ ·A)

∂ν
∂ (∂ρA

ρ) (∂σA
σ)

∂ (∂νAµ)
= ∂ν2g

µν (∂ ·A) = 2∂µ (∂ ·A)

∂ν
∂L

∂ (∂νAµ)
= −∂νF νµ −

1

ξ
∂µ (∂ ·A)

= −∂ν (∂νAµ − ∂µAν)− 1

ξ
∂µ (∂ ·A)

= −∂ν∂νAµ + ∂ν∂
µAν − 1

ξ
∂µ (∂ ·A)

= −∂ν∂νAµ + ∂µ
(
1− 1

ξ

)
(∂ ·A)

(5.199)

再对拉式量后半部分作一个分步积分，

∂µA
µ∂νA

ν = ∂µ(A
µ∂νA

ν)−Aµ∂µ∂νA
ν (5.200)

34因为 ∂0A
0 − ∂0A0 = 0，不存在 Ȧ0，也没有相应的正则动量。
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拉式量变为

Lmax = −1

4
FµνF

µν − 1

2ξ
(∂ ·A)2

=
1

2
∂µAν∂

νAµ − 1

2
∂µAν∂

µAν +
1

2ξ
(Aν∂ν∂µA

µ)

= −1

2
Aν∂µ∂

νAµ +
1

2
Aν∂µ∂

µAν +
1

2ξ
(Aν∂

ν∂µA
µ)

= −1

2
Aν∂

µ∂νAµ +
1

2
Aν∂µ∂

µAν +
1

2ξ
(Aν∂

ν∂µAµ)

=
1

2
Aν

(
∂µ∂

µgµν −
(
1− 1

ξ

)
∂µ∂ν

)
Aµ

(5.201)

相应地传播子为 (
∂µ∂

µ gµν − (1− 1

ξ
)∂µ∂ν

)
D̂νρ
F (x− y) = iδρµδ

4 (x− y) (5.202)

变换到动量空间为 (
−k2gµν + (1− 1

ξ
)kµkν

)
D̂νρ
F (x− y) = iδρµ (5.203)

只要 ξ 不是无穷大，上面的传播子的矩阵本征值不是 0，可以求逆。
结果为

D̂µν
F (x− y) = − i

k2 + iϵ
(gµν − (1− ξ)

kµkν

k2
) (5.204)

也称为是 Rξ 规范下的光子传播子，ξ = 1 为费曼规范，ξ = 0 为 Landau 规范。
令 ξ = 1，

L = −1

4
F 2
µν −

1

2
(∂ ·A)2 = −1

2
∂νAµ∂

νAµ (5.205)

则

πµ =
∂L
∂Ȧµ

= −Ȧµ (5.206)

能量密度为

ϵ =
1

2
[Ȧ

2
+ (∂iA)2]− 1

2
[Ȧ2

0 + (∇A0)
2] (5.207)

现在 π0 ̸= 0，说明 A0 是正则场变量。

施加等时量子化，

[Aµ(t,x), πν(t,x)] = −igµνδ3(x− y) (5.208)

[Aµ(t,x), Ȧν(t,x)] = igµνδ3(x− y) (5.209)

还是对 Aµ(x) 做一个傅里叶展开，

Aµ(x) =

∫
d3k

(2π)3
1√
2|k|

3∑
λ=0

(aλkϵ
(λ)
µ (k)e−ik·x + h.c.) (5.210)
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其中 ϵ(1), ϵ(2) 为物理光子，而 ϵ(0), ϵ(3) 分别为时性光子和纵向光子。

为了满足前面的量子化条件，产生湮灭算符需要满足

[aλk, a
λ′†
k′ ] = −gλλ

′
(2π)3δ(3)(x− y) (5.211)

哈密顿量为

H =

∫
d3x(πµȦµ − L) =

∫
d3k

(2π)3

3∑
λ=0

|k|(−gλλ)aλ†k a
λ
k +∞ (5.212)

(?)
至于是否会有负能级的问题，我们可以定义真空和单光子态

aλk |0⟩ = 0�|k, λ⟩ =
√

2|k|aλ†k |0⟩ (5.213)

而

H|k, λ⟩ = |k||k, λ⟩ (5.214)

问题却出在单光子态的内积

定义一个波包

|1, λ⟩ =
∫

d3k

(2π)3
f(k)aλk |0⟩ (5.215)

求内积

⟨1, λ|1, λ⟩ =
∫ ∫

d3kd3k′

(2π)6
f(k)f(k′)∗⟨0|aλk′a

λ†
k |0⟩

=

∫ ∫
d3kd3k′

(2π)6
f(k)f(k′)∗⟨0|[aλk′ , a

λ†
k ]|0⟩

= −gλλ⟨0|0⟩
∫

d3k

(2π)3
|f(k)|2

(5.216)

对于时性光子对应于负模态，内积为负数，这就是协变量子化带来的问题。

为此我们引入一个 trick，虽然 ∂µÂ
µ = 0 不成立35，可以引入一个较弱的条件，要求算符的正频部

分 ∂µÂ
µ+|ψ⟩ = 0，其中 |ψ⟩ 称为允许态，此条件等价于 ⟨ψ|∂µÂµ− = 0，则

⟨ψ|∂µÂµ|ψ⟩ = ⟨ψ|∂µÂµ+ + ∂µÂ
µ−|ψ⟩ = 0 (5.217)

即对于允许态 ∂µÂ
µ 的平均值恒为 0。

这个 trick 也叫 Cupta-Blenler 方案。
接下来具体求取 ∂µÂ

µ，先是正频部分。

∂µA
µ+(x) = (−i)

∫
d3k

(2π)3
1√
2|k|2

3∑
λ=0

(aλkk
µϵ(λ)µ (k)e−ik·x) (5.218)

35显然无法满足量子化条件，对对易关系两边求导会出现矛盾。
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其中 kµϵ
(λ)
µ (k) 中两个物理极化结果为 0，k · ϵT = 0，而 k · ϵ0 = k0 = |k|，k · ϵ3 = k2−(k·n)2

k·n =

−(k · n) = −|k|
其中根据在壳条件 k2 = 0

则
3∑

λ=0

aλkk
µϵ

(λ)
µ (k) = (a0k − a3k)|k|

为满足 ∂µÂ
µ+|ψ⟩ = 0，则 a0k − a3k|ψ⟩ = 0

考虑计算允许态的能量平均值

⟨ψ|Ĥ|ψ⟩ =
∫

d3k

(2π)3

3∑
λ=0

⟨ψ||k|(−gλλ)aλ†k a
λ
k |ψ⟩

=

∫
d3k

(2π)3

2∑
λ=1

⟨ψ||k|aλ†k a
λ
k |ψ⟩

则物理的可观测量最后只有物理光子幸存。

至于构造允许态 |ψ⟩，定义 αk = a3k − a0k，且根据前面的产生湮灭算符的对易关系，有 [αk, α
†
k] = 0，

所以可以构造 |ψ⟩ =
∞∏
i=0

(α†
ki
)|0⟩

最后讨论一下费曼传播子

Dµν
F (x− y) = ⟨0|TAµ (x)Aν (y) |0⟩

= θ(x0 − y0)

∫
d3k

(2π)3
1

2|k|
e−ik·(x−y)

3∑
λ=0

(−gλλϵ(λ)µ(k)ϵ(λ)∗ν(k)) + θ(y0 − x0)

∫
...e−ik·(y−x)...

= θ(x0 − y0)

∫
d3k

(2π)3
1

2|k|
e−ik·(x−y)(−gµν) + θ(y0 − x0)

∫
...e−ik·(y−x)(−gµν)...

= (−gµν)(⟨0|Tϕ(x)ϕ(y)|0⟩)

=

∫
d4k

(2π)
4 e

−ik·(x−y) i(−gµν)
k2 + iϵ

利用了完备性条件
∑
λ=0

(−gλλ)ϵλµ(k)ϵλ∗ν (k) = −gµν，其中 ⟨0|Tϕ(x)ϕ(y)|0⟩ 即为 KG 场的费曼传播子，

最后的结果正是前面提到的有效费曼传播子。

1948 年 Casimir 在两个特别大的金属导体片之间进行计算，其中金属片的边长 l 远大于距离 a，由
于真空存在量子涨落，两块板之间存在力，大概为 f = 1.3×10−7

aµm
N/cm2，非常微弱。但是我们之前讨论

的情况中，H 中的 [a, a†] 项都视为无穷大的真空能且不可观测。

一般求这类问题，会使用周期边界条件，将 k 离散化，则 H →
∑
k

h̄ωk(a
λ†
k a

λ
k +

1
2
)，其中 |k| = πn

a
，

相应地能量观测值为 ⟨0|H|0⟩ =
∑
k

1
2
h̄ωk，相当于在求

∞∑
n=1

n = − 1
12
，这是弦论常用的一个结论，但实际

上 k 并不能到无穷大，有一个紫外截断。
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6 相互作用的 QFT

6.1 相互作用模型简介

在考虑相互作用的情况下，L = L0 +Lint，其中 Lint 为多个场的耦合，相应的自由场中无穷多个独
立的谐振子的联合也变成无穷多个耦合的谐振子的联合。

为了解决这一复杂问题，先回顾一些基本的相互作用。

例如 L = LKG− 1
3!
gϕ3，运动方程为 (∂µ∂

µ+m2)ϕ = − 1
2
gϕ2，显然是一个非线性方程，并不好得到

解，还有 λϕ4 理论，即 L = LKG − 1
4!
gϕ4，E-L 方程为 (∂µ∂

µ +m2)ϕ = − 1
3!
gϕ3

上面两个是标量场，我们还可以构造一个更有趣的场，即

LY ukawa = LDirac + LKG − gψ̄ψϕ (6.1)

这样就将 Dirac 场和 K-G 场耦合在一起了，从这个过程来看，所谓的相互作用场也是用自由场的
零件来构建其高达模型。

还可以更刺激一点，比如

LQED = LDirac + LMax − eψ̄γµψAµ (6.2)

这样就给出了电子光子相互作用的场，其中 eψ̄γµψAµ 就对应于之前提到的外源 jµAµ，且为守恒流

∂µj
µ = 0

引入协变导数 Dµ = ∂µ + ieAµ，将 LQED 改写为

ψ̄(i/∂ −m)ψ − 1

4
F 2
µν − eψ̄γµψAµ = ψ̄(i /D −m)ψ − 1

4
F 2
µν (6.3)

而对于 U(1) 规范变换，即 eiα(x)ψ 在 ∂µ 作用下结果很复杂，而 Dµ(ψ) = (∂µ + ieAµ)(ψ) → (∂µ +

ieAµ − i∂µα)(e
iα(x)ψ) = eiα(x)Dµψ

这样的形式很容易就可以看出 ψ̄(i/∂ −m)ψ − 1
4
F 2
µν − eψ̄γµψAµ = ψ̄(i /D −m)ψ − 1

4
F 2
µν 具有规范不

变性。

运动方程为

(i /D −m)ψ = 0, ∂µF
µν = eψ̄γνψ (6.4)

有了协变导数之后可以讨论标量 QED，即

LCKG = |∂µϕ|2−m2|ϕ|2 → |Dµϕ|2−m2|ϕ|2 = LCKG+LMax−eAµi[(∂µϕ)ϕ∗−ϕ∂ϕ∗]+e2|ϕ|2AµAµ (6.5)

这里的 (∂µϕ)ϕ∗ − ϕ∂ϕ∗ 明显具有一个 U(1) 对称性，之前我们只知道复的 KG 场的 U(1) 不变性对

应了某种守恒荷，而这里该场荷和电磁场耦合，则为电荷。

我们还也可以从阿贝尔规范理论拓展到非阿贝尔规范理论。

引入一个内禀的变换

ψ → eiα(x)t
a

ψ (6.6)
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且生成元满足

[ta, tb] = ifabctc (6.7)

定义

Aaµt
a → eiα(x)t

a

(Aaµt
a +

i

g
∂µ)e

−iα(x)ta (6.8)

引入 Dµ = ∂µ− igAaµta，即前面的协变导数的简单推导，还可以定义场强张量 [Dµ, Dν ] = −igF aµνta，
其中 F aµν = ∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ + gfabcAbµA

c
ν，多了一项非阿贝尔项 gfabcAbµA

c
ν，且规范场在该内禀变换下的

形式为 F aµν → eiα(x)t
a

F aµνe
−iα(x)ta

而 L = ψ̄(i /D−m)ψ− 1
4

∑
a

(F aµν)
2，其中 ψ 有三个颜色自由度，而规范变换就是 SU(3) 矩阵对这三

个内禀自由度的旋转。

自然界存在许多 0 质量粒子，其中
1. 自旋为 0 无质量粒子由 Goldstone 定理 (对于有连续自发对称性破缺的理论，一定会出现 Cold-

stone 玻色子) 保证
2. 自旋为 1

2
无质量粒子，由 Dirac 场来描述

3. 自旋为 1 无质量粒子由于规范不变性。
4. 自旋为 2 无质量粒子即引力子，源于广义相对论中的一种对称性。
是否有自旋为 3或更高的零质量粒子，实际上有一个定理，即对于螺旋度大于等于 3的无质量粒子，

不对应非平庸的相互作用 (例如 spin=1 耦合了一个矢量守恒流，spin=2 耦合了能动量张量守恒流，但
场论中找不到 spin=3 耦合了三个量的守恒流)
回到之前的 ϕ3, ϕ4 理论，我们为什么不考虑更高阶的相互作用？

为此我们引入一个定理: 一个可重整的理论的最高阶算符量纲不能超过 4，而高阶算符的耦合常数
量纲是负的。

可重整化的基本思想就是将所有发散通过重新定义参数来消除 (例如 QED 中的 m 和 e)。实际上不
可重整理论在一定的能量范围内也是有效的。

6.2 相互作用场论的困难

以 ϕ3 理论为例，L = LKG − g
3!
ϕ3

量子化条件和自由场论一致，即 [ϕ(x), π(y)] = iδ3(x − y)，产生湮灭算符也相应地满足 [ap, a
†
q] =

(2π)3δ3(p− q)

问题出在相互作用部分，例如 H0 =
∫

d3p
(2π)3

Epa
†
pap，但相互作用部分 V =

∫
d3x g

3!
ϕ3(x)
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代入傅里叶展开，

V =

∫
d3x

g

3!
ϕ3(x) =

g

3!

∫
[dp1dp2dp3]ap1ap2ap3δ

3(p1 + p2 + p3)

+
g

2

∫
[dp1dp2dp3]a

†
p1
ap2ap3δ

3(p1 − p2 − p3)

+
g

2

∫
[dp1dp2dp3]a

†
p1
a†p2ap3δ

3(p1 + p2 − p3)

+
g

6

∫
[dp1dp2dp3]a

†
p1
a†p2a

†
p3
δ3(p1 + p2 + p3)

(6.9)

其中 [dp1dp2dp3] =
d3p1d

3p2d
3p3

(2π)9
√

2Ep1
2Ep2

2Ep3

我们可以验证 [H0, V ] ̸= 0 → [H0,H] ̸= 0，这说明相互作用理论的真空不等价于自由理论的真空，

自由的湮灭算符作用于相互作用的真空不一定为 0，完全求解一个相互作用的场论几乎是不可能的事。
之前我们定义了海森堡绘景下的算符，

ap(t) = eiH0tape
−iH0t (6.10)

ȧp(t) = −ieiH0t[ap,H0]e
−iH0t = −iEpap(t) (6.11)

解这个常微分方程得到

ap(t) = ape
−iEpt (6.12)

但在考虑相互作用的情形下

ap(t) = eiHtape
−iHt (6.13)

ȧp(t) = −ieiHt[ap,H]e−iHt = −ieiHt[ap,H0 + V ]e−iHt = −iEpap(t)− ieiHt[ap, V ]e−iHt (6.14)

如果没有相互作用项，就和自由场中的方程一致。

以相互作用的第二项为例

[ap, V2] =
g

2

∫
[dp1dp2dp3](2π)

3δ3(p− p1)ap2ap3δ
3(p1 − p2 − p3) (6.15)

代入得到

ȧp(t) = −iEpap(t)− i
g

2

∫
[dp1dp2dp3](2π)

3δ3(p− p1)ap2(t)ap3(t)δ
3(p1 − p2 − p3) (6.16)

最后结果是一个非线性方程，ap(t) 没有解析表达式。

如果 |V | << H0，即耦合常数 λ << 1，便可以用微扰论来处理相互作用场论，我们基于 Feynman
图方法来进行微扰计算。
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6.3 S 矩阵元

为此引入一个可观测量 (衰变宽度，散射截面)

Smatrix = ⟨β, out|α, in⟩Heisenberg (6.17)

考虑 e+e− → µ+µ−，实验中准备两束流 (考虑波包的形式)，从 t = −∞ 开始，初态是相聚非常远
的两电子束流，在 t = 0 时发生了极其复杂的量子作用 (无法探测)，假设产生了 µ+µ− 态，且在 t = ∞
变成了自由的两独立粒子。

在海森堡绘景下定义 Smatrix = ⟨β, out|α, in⟩Heisenberg，且出态 (t = ∞) 入态 (t = −∞) 都是能量
本征态，物理含义为给定入态，出现相应出态的概率。

定义 S 矩阵元

S = ⟨ϕβ|Ŝ|ϕα⟩ (6.18)

S 矩阵元的性质:
1.S 矩阵为幺正矩阵，由于 I =

∑
α

|α, in⟩⟨α, in| =
∑
β

|β, out⟩⟨β, out|，则

(S†S)γα =
∑
β

⟨γ, in|β, out⟩⟨β, out|α, in⟩ = ⟨γ, in|α, in⟩ = δγα (6.19)

物理意义为几率守恒，即将任何可能的概率之和为 1。
2.S矩阵体现所有的对称性。Sβα = ⟨β, out|U †(Λ, a)U(Λ, a)|α, in⟩ = ⟨U(Λ, a)β, out|U(Λ, a)α, in⟩，插

入单位的庞加莱算符。

考虑时空平移算符，U(1, a) = e−iaµP̂
µ

，则 Sβα = ⟨β, out|e+iaµP̂µ

e−iaµP̂
µ |α, in⟩，以正负电子为例，

e−iaµP̂
µ

作用于动量本征态 |α, in⟩，得到 e−iaµ(p
µ
1+p

µ
2 )，最后得到 e−iaµ(p

µ
1+p

µ
2−p̄

µ
1−p̄

µ
2 )Sβα，则根据时空平

移不变性，自然要求入出态的动量守恒。

S 矩阵一般可以写为 Sβα = δβα + i(2π)4δ4(
∑
i

pi −
∑
j

p′j)mβα，其中 δβα 就是自由场的 S 矩阵元，

mβα 为不变振幅，我们的任务就是计算该不变振幅。

为了便于计算 S 矩阵元，引入 Ŝ，且 Sβα = ⟨ϕβ|Ŝ|ϕα⟩，其中 |ϕα⟩ 为 H0 的本征态。

根据前面的 S 矩阵为幺正矩阵，令 Ŝ = 1 + iT̂，代入 SS† = I，得到 −i(T − T †) = T †T

且根据 S 矩阵体现所有的对称性，则 U−1
0 (Λ, a)ŜU0(Λ, a) = Ŝ，这里的 U0(Λ, a) 对应于 H0 自由场

论的庞加莱变换，生成元为 H0, k0。

由于 S 矩阵是通过单粒子态内积得到的，相应的它在 Lorentz 变换下也有小群诱导表示。
对于内禀对称性，以 U(1)相位对称性为例，定义 U(θ) = e−iθQ̂，代入之后得到类似于 δ(

∑
i

pi−
∑
j

p′j)

的电荷守恒 δ(
∑
i

Q̂i −
∑
j

Q̂′
j)

考虑时间反演算符，

Sβα = ⟨β, out|T †T |α, in⟩ = ⟨T α, in|T β, out⟩ = ST α,T β (6.20)
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以及空间反演 (n 为某类粒子的个数)

P|p1, σ1, n1; p2, σ2, n2...⟩ = ηn1
ηn2

...|Pp1, σ1, n1;Pp2, σ2, n2...⟩ (6.21)

则 Sp′1,σ′
1,n

′
1;p

′
2,σ

′
2,n

′
2...p1,σ1,n1;p2,σ2,n2

= η∗n′
1
η∗n′

2
...ηn1

ηn2
SPp′1,σ′

1,n
′
1;Pp′2,σ′

2,n
′
2...Pp1,σ1,n1;Pp2,σ2,n2

以 π− 介子的内禀宇称为例，π−1 + d → n + n，初态角动量为 1，根据角动量耦合，末态可以是
l = 1, s = 0; l = 1, s = 1; l = 2, s = 1; l = 0, s = 1，但是根据全同粒子的 l + s = even，则两个中子的态

只能为 l = 1, s = 1，宇称不变导致 ηdηπ = −η2n，且 ηd = ηn → ηπ = −1，这样就敲定了 π 介子的宇称。

θ − τ 疑难，τ → π+π+π−, θ → π+π−，且 θ,τ 质量寿命非常接近。
先论证根据宇称守恒，τ 宇称必须为负，考虑在 τ 的静止系，转动不变性要求，不变振幅只能是三

个 π 动量的点乘 (因为叉乘项 p1 · (p2 × p3)。由于 p1 + p2 + p3 = 0，该项为 0)，则 ητ = η3π = −1, 而
ηθ = 1，最后李杨指出 θ, τ 是同一个粒子，现代的名称为 K 介子。

6.4 衰变宽度和散射截面

cross section and decay rate(这些是实验可测量的) 如何通过 S 矩阵元得到？

Ŝ = Î + iT̂ (6.22)

Sβα = δβα + (2π)4δ(4)(pβ − pα)imβα (6.23)

其中 Sβα 代表了跃迁振幅

则 α 态到 β 态的概率

Pβα ∝ |Sβα| ∝ |δ(4)(pβ − pα)|2 = δ(4)(pβ − pα)δ
(4)(0) (6.24)

这是一个非常奇异的函数，且有无穷大，但实验家不可能测出无穷大。

为解决这一问题，有两种做法。

1. 严格地处理散射，必须采用波包 (wave packets),peskin 书采用的方法
2. 捷径：把系统放入体积为 L3 的正方体中。

相应地离散化的动量为 p = 2π
L
(n1, n2, n3)

根据动量 δ 函数的定义

δ3(p′ − p) =

∫
d3x

(2π)3
ei(p

′−p)·x (6.25)

而在离散空间中，

p′ ̸= p →
∫

d3x

(2π)3
ei(p

′−p)·x = 0 (6.26)

p′ = p →
∫

d3x

(2π)3
ei(p

′−p)·x =
V

(2π)3
(6.27)
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则

δ3(p′ − p) =

∫
d3x

(2π)3
ei(p

′−p)·x =
V

(2π)3
δp′,p (6.28)

36

我们为此还需要定义 Box 中的单粒子态，原来单粒子态内积为

⟨p′|p⟩ = (2π)32Epδ
3(p′ − p) (6.29)

定义 Box 中的内积为
⟨p′|p⟩Box = δp′−p (6.30)

这样可以定义

⟨ψβ|ψα⟩Box = δβα (6.31)

这样 SBoxβα 有直接的几率诠释。

且 Box 的态和原来的单粒子态有关系

|p⟩Box =

√
(2π)3

V

1√
(2π)32Ep

|p⟩ = 1√
V 2Ep

|p⟩ (6.32)

对于多粒子态 (初态有 Nα 个粒子)，则有

|ψα⟩Box = V −Nα
2

Nα∏
i=1

(2Ei)
− 1

2 |ψα⟩ (6.33)

则

SBoxβα = ⟨Boxψβ|ψα⟩Box = V −
Nα+Nβ

2

Nα∏
i=1

(2Ei)
− 1

2

Nβ∏
f=1

(2Ef )
− 1

2Sβα (6.34)

我们实际上关心的是单位时间的跃迁几率，需要加入时间盒子，从 [−T
2
, T
2
] 打开相互作用，在时间

盒子里定义能量 δ 函数，则在 [−T
2
, T
2
] 之间可定义为

δ(Eα − Eβ) =
1

2π

∫ T
2

−T
2

dtei(Eα−Eβ)t =
T

2π
δEαEβ

(6.35)

则跃迁几率

P (α→ β) = |SBoxβα |2 = V −(Nα+Nβ)

Nα∏
i=1

(2Ei)
−1

Nβ∏
f=1

(2Ef )
−1|Sβα|2 (6.36)

由于实验上探测器对末态粒子的动量测量分辨率有限，实际上只能测量 α → β + dβ 的跃迁几率

dP (α→ β) = P (α→ β)dβ。

36注意这里前后两个 δ 的不同，前一个是 δ 函数，在 p′ = p 时为无穷，后者为 1。
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由于 p = 2π
L
(n1, n2, n3)，则 ∆n1∆n2∆n3 =

L3

(2π)3
dp1dp2dp3，即 ∆n = V

(2π)3
d3p，即态的数目和动量

的关系。

dβ = dNβ =
∏
f=1

V

(2π)3
d3pf (6.37)

即在 p+ d3p 态的数目。

dP (α→ β) = P (α→ β)dβ

= V −(Nα+Nβ)

Nα∏
i=1

(2Ei)
−1

Nβ∏
f=1

(2Ef )
−1 V

(2π)3
d3pf |Sβα|2

= V −(Nα)

Nα∏
i=1

(2Ei)
−1

Nβ∏
f=1

(2Ef )
−1 d

3pf
(2π)3

|Sβα|2

(6.38)

S 矩阵元的非平庸部分可以写成

iTβα = (2π)4δ3(pβ − pα)δ(Eβ − Eα)imβα (6.39)

|Sβα|2 ∝ (2π)8δ3(pβ − pα)δ(Eβ − Eα)δ
3(0)δ(0)|mβα|2 (6.40)

令 δ3(0) = V
(2π)3

, δ(0) = T
2π

则

(2π)8δ3(pβ − pα)δ(Eβ − Eα)δ
3(0)δ(0)|mβα|2 = (2π)4δ3(pβ − pα)δ(Eβ − Eα)V T |mβα|2 (6.41)

dP (α→ β) = V 1−(Nα)T |mβα|2δ4(pβ − pα)T

Nα∏
i=1

(2Ei)
−1

Nβ∏
f=1

(2Ef )
−1 d

3pf
(2π)3

(6.42)

说明跃迁几率和时间 T 明显相关，但实验更关心跃迁速率，即单位时间的跃迁几率
定义跃迁速率

dW (α→ β) =
dP (α→ β)

T
= V 1−(Nα)|mβα|2δ4(pβ − pα)

Nα∏
i=1

(2Ei)
−1

Nβ∏
f=1

(2Ef )
−1 d

3pf
(2π)3

(6.43)

其中
Nβ∏
f=1

(2Ef )
−1 d

3pf
(2π)3

δ4(pβ − pα) → d
∏
Nβ
，即相对论不变的 Nβ 体相空间。

分情况讨论

1.
Nα = 1, dW (α→ β) =

1

2Eα
d
∏
Nβ

|mβα|2 (6.44)

物理中代表一个粒子的衰变，例如 n → p+ e+ ν̄，初态如果只有一个粒子常用衰变宽度 dΓ(α → β) 代

替 dW (α→ β)，且由于 Eα 不是相对论不变的，则粒子的衰变宽度和参照系有关。
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总宽度

Γ(α→ β) =
1

2Eα

∫
d
∏
Nβ

|mβα|2 (6.45)

考察不稳定粒子数的变化率，

dn(t)

dt
= −Γn(t) → n(t) = n(0)e−Γt (6.46)

不稳定粒子是指数衰减的，且不稳定粒子的寿命

τ =
1

n(0)

∫ ∞

0

dt t|dn(t)
dt

| = 1

Γ
(6.47)

这个公式相当于给所有的粒子存在的时间求平均。

2.
Nα = 2, , dW (α→ β) =

1

V

1

2E1

1

2E2

d
∏
Nβ

|mβα|2 (6.48)

如何讨论 V 这个因子，考虑刚球散射，如何将刚球的横截面和 dW 联系起来。

我们可以回顾卢瑟福实验 (α 粒子轰击金泊)，实验是对散射到某个立体角 dΩ 中 dN 事例数进行测

量，而 dσ = dN
t×flux，t 为反应时间，flux：粒子数/(单位时间 × 单位面积)，系数 σ 描绘的是微观反应

的内禀性质，量纲为面积。

Thomson cross section：σT =
8πr2e
3
，其中 re 为电子经典半径。

现在我们知道实验家测量的是跃迁几率 /flux，而 flux = nv = ( 1
V
)|v1 − v2|

考虑打靶试验，因为入态只有一个粒子则 n = 1
V
，速度 v，为入射粒子相对于靶粒子的速度，则流

强为 v
V
，而转到质心系下，两个粒子都有速度，简单起见假设两个粒子的质量相同，则质心相对于静止

靶粒子的运动速度为 v
2
，利用速度变化公式可以求得粒子在质心系下的速度，

V ′ =
V − v

1− vV
= ± v

2(1− v2

2
)

(6.49)

粒子间的相对速度并不是参考系不变的，显然流强公式的定义依赖于坐标系的选取

则

dσ(α→ β) =
dW (α→ β)

flux
=

1

(2E1)(2E2)|v1 − v2|
|mβα|2d

∏
Nβ

(6.50)

且量纲为面积，且我们希望它在沿对撞方向 Boost 不变。
利用 v = p

E

则有

(2E1)(2E2)|v1 − v2| = 4E1E2|
|p1|
E1

+
|p2|
E2

|

= 4(|p1|E2 + |p2|E1)

= 4
√

(p1 · p2)2 −m2
1m

2
2

(6.51)
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37

最后得到了 Lorentz 不变量。
则

dσ(1 + 2 → β) =
1

4
√

(p1 · p2)2 −m2
1m

2
2

|mβα|2d
∏
Nβ

(6.52)

。

最后讨论一下运动学，考虑两体相空间，且 p1 = −p2, E1 + E2 = ECM

d
∏
2

=

∫
d3p1

(2π)32E1

d3p2
(2π)32E2

(2π)4δ4(P − p1 − p2)

=
1

16π2

∫
dΩd|p1|
E1

1

E2

δ(E1 + E2 − ECM )

=
1

16π2

∫
dΩd|p1||p1|2

E1

1

E2

δ(E1 + E2 − ECM )

d (E1 + E2 − ECM )

d|p1|
=

|p1|
E1

+
|p1|
E2

=
E1 + E2

E1E2

|p1|

=
1

16π2

∫
dΩ

d|p1|
d (E1 + E2 − ECM )

d (E1 + E2 − ECM )
|p1|2

E1

1

E2

δ(E1 + E2 − ECM )

=
1

16π2

∫
dΩd (E1 + E2 − ECM )

|p1|
E1 + E2

δ(E1 + E2 − ECM )

=
1

16π2

∫
dΩ

|p1|
ECM

(6.53)
最后得到散射截面公式

dσ(α→ β) =
1

(2E1)(2E2)|v1 − v2|
|mβα|2

1

16π2

∫
dΩ

|p1|
ECM

dσ(α→ β)

dΩ
=

1

16π2(2E1)(2E2)|v1 − v2|
|p1|
ECM

|mβα|2
(6.54)

6.5 老式微扰论

Lippmann -Schwinger equation 中间步骤不协变，最后结果协变，但是过程很复杂。
散射理论:

H = H0 + V (6.55)

散射态

H|ψ±⟩ = E|ψ±⟩ (6.56)

连续态

H0|ϕ⟩ = E|ϕ⟩ (6.57)
37后面来细推
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如何从 |ϕ⟩ 得到 |ψ±⟩
根据

(H0 + V )|ψ⟩ = E|ψ⟩ → (E −H0)|ψ⟩ = V |ψ⟩ → |ψ⟩ = |ϕ⟩+ 1

E −H0

V |ψ⟩ (6.58)

但若边界条件满足 V = 0，|ψ⟩ = |ϕ⟩，上式就是 L-S 方程。
接下来处理 1

E−H0
。

定义 V |ψ⟩ = T |ϕ⟩，则

V |ψ⟩ = V |ϕ⟩+ V
1

E −H0

T |ϕ⟩

T |ϕ⟩ = V |ϕ⟩+ V
1

E −H0

T |ϕ⟩

T = V + V
1

E −H0

T

则有迭代解

T = V + V
1

E −H0

(V + V
1

E −H0

(...)) (6.59)

则可以定义散射振幅，

⟨ϕf |T |ϕi⟩ = Vfi +
∑
n

Vfn
1

E − En
Vni (6.60)

展开到一阶，其中 Vfi = ⟨ϕf |V |ϕi⟩，其中还插入了一组单位算符
∑
n

|ϕn⟩⟨ϕn|。

考虑 L = LDirac + LKG + Lint
其中 LDirac = ψ̄e(i/∂ −me)ψe + ψ̄µ(i/∂ −mµ)ψµ, V =

∫
d3x(gψ̄eΓψeϕ+ gψ̄µΓψµϕ)

考虑 e(p1) + µ(p2) → e(p3) + µ(p4) 散射过程。

则

|i⟩ = |e(p1), µ(p2)⟩, |f⟩ = |e(p3), µ(p4)⟩ (6.61)

由于 ϕ→ a+ a†，其中 ϕ 代表了轴子，且由于初末态都不存在轴子，则 ⟨f |a|i⟩ = 0，相应地 ⟨f |V |i⟩ = 0，

则领头阶为 0。
要使第二阶不为 0，则插入的中间态必须含有 ϕ 的本征态。

时空图像为: 电子发射一个动量为 p 的轴子 ϕ，然后被 µ 子吸收，即轴子是在壳的。

定义中间态 |n⟩ = |e(p3)µ(p2)ϕ(pϕ)⟩，则

Vni = ⟨e(p3)µ(p2)ϕ(pϕ)|V |e(p1)µ(p2)⟩

= ⟨e(p3)ϕ(pϕ)|V |e(p1)⟩⟨µ(p2)µ(p2)⟩

=

∫
d3x⟨e(p3)ϕ(pϕ)|(gψ̄eΓψeϕ|e(p1)⟩

(6.62)

其中

ϕ(x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

(ape
ip·x + a†pe

−ip·x), |e(p1)⟩ =
√
E1a

†
p1
|0⟩ (6.63)
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且 ϕ 只有 a†p 一项贡献。

则相应地

Vni = g

∫
d3x⟨0|

√
2E3ap32

√
Eϕapϕψ̄eΓψeϕ

√
2E1a

†
p1
|0⟩

= gū(p3)Γu(p1)

∫
d3xei(p3+pϕ−p1)·x

= g(2π)3δ3(p3 + pϕ − p1)ū(p3)Γu(p1)

(6.64)

类似的有 Vfn = g(2π)3δ3(p2 + pϕ − p4)ū(p4)Γu(p2)

e, p3

e, p1

pϕ

µ, p2

µ, p4

上图便是散射过程的示意图，从下到上是时间方向。

定义

I =

∫
d3pϕ

(2π)32Epϕ
|pϕ⟩⟨pϕ| (6.65)

则

Tfi =

∫
d3pϕ

(2π)32Epϕ
g(2π)3δ3(p2+pϕ−p4)ū(p4)Γu(p2)

1

E − En
g(2π)3δ3(p3+pϕ−p1)ū(p3)Γu(p1) (6.66)

其中 E = E1 + E2 = E3 + E4, En = E3 + Eϕ + E2

TRfi =

∫
d3pϕ

(2π)32Epϕ
g(2π)3δ3(p2+pϕ−p4)ū(p4)Γu(p2)

1

E1 − E3 − Eϕ
g(2π)3δ3(p3+pϕ−p1)ū(p3)Γu(p1)s

(6.67)
其中三动量守恒，能量不守恒。中间态能量不等于初态能量，体现了测不准原理，如果中间态能量

偏移太多，存在的时间也相应较短。

最后的结果还是很丑陋的，而且我们之考虑了一种散射过程，还可以考虑下面这种时间顺序。



6 相互作用的 QFT 118

e, p3

e, p1

pϕ

µ, p2

µ, p4

此时有

TAfi =

∫
d3pϕ

(2π)32Epϕ
g(2π)3δ3(p1+pϕ−p3)ū(p3)Γu(p1)

1

E1 + E2 − (E1 + E4 + Eϕ)
g(2π)3δ3(p2−pϕ−p4)ū(p4)Γu(p2)

(6.68)
则

Tfi = TRfi + TAfi (6.69)

其中 TRfi 对 pϕ 积分得到

TRfi = g(2π)3ū(p4)Γu(p2)ū(p3)Γu(p1)δ
3(p2 + pϕ − p4)

∫
d3pϕ

(2π)32Epϕ

1

E1 − E3 − Eϕ
g(2π)3δ3(p3 + pϕ − p1)

= g2(2π)3ū(p4)Γu(p2)ū(p3)Γu(p1)δ
3(p1 + p2 − p3 − p4)

1

(E1 − E3 − Eϕ)2Eϕ
(6.70)

则

Tfi = g2(2π)3ū(p4)Γu(p2)ū(p3)Γu(p1)δ
3(p1 +p2 −p3 −p4)(

1

(E1 − E3 − Eϕ)2Eϕ
+

1

(E2 − E4 − Eϕ)2Eϕ
)

(6.71)
其中

1

(E1 − E3 − Eϕ)2Epϕ
+

1

(E2 − E4 − Eϕ)2Eϕ
=

1

(E1 − E3 − Eϕ)2Eϕ
− 1

(E1 − E3 + Eϕ)2Eϕ
=

1

2Eϕ

2Eϕ
(E1 − E3)2 − E2

ϕ

(6.72)
其中

E2
ϕ = p2ϕ +m2

ϕ = (p1 − p3)
2 +m2

ϕ (6.73)

最后有

Tfi = g2(2π)3ū(p4)Γu(p2)ū(p3)Γu(p1)δ
3(p1 + p2 − p3 − p4)

1

(E1 − E3)2 − (p1 − p3)2 −m2
ϕ

(6.74)

可以定义 kµ = pµ1 − pµ3 = (E1 − E3,p1 − p3)
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则

Tfi = g2(2π)3ū(p4)Γu(p2)ū(p3)Γu(p1)δ
3(p1 + p2 − p3 − p4)

1

k2 −m2
ϕ + iϵ

(6.75)

该表达式就是费曼传播子，明显协变，说明老式微扰论对各种情况求和就得到了新式微扰论，根据

iTβα = (2π)4δ3(pβ − pα)δ(Eβ − Eα)imβα，该散射过程的散射截面

mβα = g2ū(p4)Γu(p2)ū(p3)Γu(p1)
1

k2 −m2
ϕ + iϵ

(6.76)

(后面补充了能量守恒 δ 函数)

6.6 相互作用绘景

为了计算 S 算符，引入相互作用绘景。

t = 0, |ψ(0)⟩S = |ψ(0)⟩H = |ψ(0)⟩I (6.77)

薛定谔绘景:
Os(t) = Os(0), i

d

dt
|ψ(t)⟩S = H|ψ(t)⟩S (6.78)

海森堡绘景:
iȮH(t) = [OH(t),H], |ψ(t)⟩H = |ψ(0)⟩H (6.79)

相互作用绘景:

H = H0 + V, iȮI(t) = [OI(t),H0], |ψ(t)⟩I = eiH0t|ψ(t)⟩S (6.80)
38

实际上物理结果并不依赖于绘景，

⟨ψ(t)|OS |ψ(t)⟩S = ⟨ψ(t)|OH(t)|ψ(t)⟩H = ⟨ψ(t)|OI(t)|ψ(t)⟩I = ⟨ψ(t)|e−iH0tOIe
iH0t|ψ(t)⟩S (6.81)

则

OI = eiH0tOSe
−iH0t (6.82)

将 e−iH0t|ψ(t)⟩I = |ψ(t)⟩S 代入薛定谔方程，

i
d

dt
(e−iH0t|ψ(t)⟩I) = He−iH0t|ψ(t)

H0e
−iH0t|ψ(t)⟩I + e−iH0t

d

dt
|ψ(t)⟩I = (H0(0) + V (0))e−iH0t|ψ(t)

d

dt
|ψ(t)⟩I = VI(t)|ψ(t)⟩I

(6.83)

38相互作用绘景下算符满足和自由情形下海森堡运动方程。
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其中 VI(t) = eiH0tV (0)e−iH0t

考虑一个绝热近似图像，定义一个开关函数 f(t) 作用于相互作用部分，在 ∞,−∞ 值都为 0，在相
互作用 T 为 1，最后要取极限 T → ∞,∆ → ∞, ∆

T
→ ∞，这些条件令边界效应消失。

T

f(t)

t

考虑

|i⟩ = |ψ(t = −∞)⟩I (6.84)

且满足
d

dt
|ψ(t)⟩I = VI(t)|ψ(t)⟩I (6.85)

定义 S 算符
|ψ(∞)⟩ = Ŝ|ψ(t = −∞)⟩ = Ŝ|i⟩ (6.86)

S 矩阵元为
Sfi = ⟨f |Ŝ|i⟩ = ⟨f |ψ(∞)⟩ (6.87)

所以如何得到 ψ(∞) 就成为了问题的关键。

通过 d
dt
|ψ(t)⟩I = VI(t)|ψ(t)⟩I 可以假定解为

|ψ(t)⟩I = |i⟩+ (−i)
t∫

−∞

dt1VI(t1)|ψ(t1)⟩I (6.88)

这确实是符合边界条件的正确解。

可以利用迭代法，将 |ψ(t1)⟩I 继续展开。

|ψ(t)⟩I = |i⟩+ (−i)
t∫

−∞

dt1VI(t1)|i⟩+ (−i)2
t∫

−∞

dt1

t1∫
−∞

dt2VI(t1)VI(t2)|i⟩+ .... (6.89)

而

Ŝ|i⟩ = |ψ(t)⟩I → Ŝ =

∞∑
n=0

(−i)n
∞∫

−∞

dt1

t1∫
−∞

dt2...

tn−1∫
−∞

dtnVI(t1)VI(t2)...VI(tn) (6.90)

这里的积分限制很明确 t1 > t2... > tn，但我们不想定这么死，希望上限都是一样的。

n = 2，
∞∫

−∞
dt1

t1∫
−∞

dt2VI(t1)VI(t2)，积分线为 −∞ < t2 < t1 <∞，积分区域如下图，
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x1

x2

我们可以将 t1, t2 交换积分次序，但自变量不变。

∞∫
−∞

dt2

∞∫
t2

dt1VI(t1)VI(t2) (6.91)

再做变量替换
∞∫

−∞

dt1

∞∫
t1

dt2VI(t2)VI(t1) (6.92)

这三项都是全同的，可以得到

∞∫
−∞

dt1

t1∫
−∞

dt2VI(t1)VI(t2) =
1

2!
[

∞∫
−∞

dt2

∞∫
t2

dt1VI(t1)VI(t2) +

∞∫
−∞

dt1

∞∫
t1

dt2VI(t2)VI(t1)] (6.93)

定义编时乘积 T [O1(x1)O2(x2)]

∞∫
−∞

dt1

t1∫
−∞

dt2VI(t1)VI(t2) =
1

2!

∞∫
−∞

dt1

∞∫
−∞

dt2T [VI(t1)VI(t2)] (6.94)

拓展到 n 阶，

1

n!

∞∫
−∞

dt1

∞∫
−∞

dt2...

∞∫
−∞

dtnT [VI(t1)VI(t2)...VI(tn)] (6.95)

则

Ŝ =

∞∑
n=0

(−i)n

n!

∞∫
−∞

dt1

∞∫
−∞

dt2...

∞∫
−∞

dtnT [VI(t1)VI(t2)...VI(tn)] (6.96)

上述级数也叫 Dyson 级数，看起来很像一个指数函数，则可以简写 Ŝ = T exp[−i
∞∫

−∞
dtVI(t)]，整个

推导只用到了量子力学相关知识，这个公式适用于一切量子体系。

则 ϕI(t,x) = eiH0tϕ(x)e−iH0t

VI(t) =

∫
d3x

λ

4!
eiH0tϕ4(x)e−iH0t =

∫
d3x

λ

4!
ϕ4
I(t,x) =

∫
d3xHI

int(t) (6.97)
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Ŝ = T exp[−i
∞∫

−∞

d4xHI
int(t)] =

∞∑
n=0

(−i)n

n!

∞∫
−∞

d4x1

∞∫
−∞

d4x2...

∞∫
−∞

d4xnT [H
I
int(x1)H

I
int(x2)...H

I
int(xn)]

(6.98)
根据 Lorentz 不变性，要求 U(Λ)ŜU−1(Λ) = Ŝ

且 HI
int(x) = −LIint(x) → U(Λ)ĤI

int(x)U
−1(Λ) = ĤI

int(Λx)

且 T [HI(x1)H
I(x2)] 在类时间隔时 (x1 − x2)

2 > 0 时 x1, x2 的先后顺序不会因为参考系的变化而变

化，则时序保持不变。

(x1 − x2)
2 < 0 时，根据因果性的要求 [HI(x1),H

I(x2)] = 0，以上说明编时算符并不会影响 Ŝ 的

Lorentz 不变性，综上可以得出 Ŝ 的 Lorentz 不变性。

6.7 Wick 定理

场算符总可以写出两个部分，即正频和负频部分。

ϕI(x) = ϕ+
I (x) + ϕ−

I (x) (6.99)

其中 ϕ+
I (x) =

∫
d3p

(2π)3
√

2Ep

ape
−ip·x, ϕ+

I (x) =
∫

d3p

(2π)3
√

2Ep

a†pe
ip·x39

则若 x0 > y0，

T [ϕI(x)ϕI(y)] = [ϕ+
I (x) + ϕ−

I (x)][ϕ
+
I (y) + ϕ−

I (y)]

= ϕ+
I (x)ϕ

+
I (y) + ϕ−

I (x)ϕ
+
I (y) + ϕ+

I (x)ϕ
−
I (y) + ϕ−

I (x)ϕ
−
I (y)

= ϕ+
I (x)ϕ

+
I (y) + ϕ−

I (x)ϕ
+
I (y) + ϕ−

I (y)ϕ
+
I (x) + [ϕ+

I (x), ϕ
−
I (y)] + ϕ−

I (x)ϕ
−
I (y)

(6.100)

注意这里处理的是玻色型算符，定义正则排序，即一切产生算符都在湮灭算符的左边

N(apa
†
kaq) = a†kapaq (6.101)

定义缩并

ϕ(x)ϕ(y) =

[ϕ+(x), ϕ−(y)], x0 > y0

[ϕ+(y), ϕ−(x)], x0 < y0
(6.102)

其实 ϕ(x)ϕ(y) = DF (x−y) = ⟨0|Tϕ(x)ϕ(y)|0⟩ = θ(x0−y0)⟨0|ϕ(x)ϕ(y)|0⟩+θ(y0−x0)⟨0|ϕ(y)ϕ(x)|0⟩
其中 ⟨0|ϕ(x)ϕ(y)|0⟩ = [ϕ+(x), ϕ−(y)]

Wick 定理

T {ϕ (x1) ...ϕ (xn)} = N
{
ϕ (x1) ...ϕ (xn) +所有可能的缩并

}
(6.103)

若 n = 4，则

T{ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4} = N{ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4 + ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4 + ...+ ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4 + ... (6.104)
39因为我们采用的相互作用表象下的场算符满足自由场论中的海森堡运动方程，所以可以写成自由场的形式
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其中只有两个缩并有 6 种，而两组缩并一共有 3 种情况。
如何理解 N{ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4}, 其中的费曼传播子可以提出来，N{ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4} = DF (x1 − x3)N(ϕ2ϕ4)

由于正则排序的真空期望值都为 0，所有只有后面三个缩并 ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4 + ... 保留。

则

⟨0|T{ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4}|0⟩ = DF (x1 − x3)DF (x2 − x4) +DF (x1 − x2)DF (x3 − x4) +DF (x1 − x4)DF (x2 − x3)

(6.105)
图示为
1 2

3 4

1 2

3 4

1 2

3 4
接下来讨论其应用，第一个 cross section example:
λϕ4 理论，L = LKG − λ

4!
ϕ4

考虑 2 → 2 的散射过程，

Ŝ = T exp[−i
∞∫

−∞

d4xHI
int(t)] = 1− i

λ

4!

∫
d4xT [ϕ4(x)] +O(λ2) (6.106)

定义初态末态 |pApB⟩ → |p1p2⟩，则

⟨p1p2|I|pApB⟩ =
√

2E12E22EA2EB⟨0|a1a2a†Aa
†
B|0⟩

=
√

2E12E22EA2EB⟨0|a1{[a2, a†A] + a†Aa2}a
†
B|0⟩

= 2EA2EB(2π)
6[δ3(pA − p1)δ

3(pB − p2) + δ3(pA − p2)δ
3(pB − p1)]

因为是玻色型算符，所以有两种组合方式，自由部分还是很无趣的。

图示为
1 2

A B

1 2

A B

特点都是非连通图。

根据

T [ϕ4(x)] = N [ϕ4(x)] + 6DF (x− x)N [ϕ2(x)] + 3DF (x− x)DF (x− x) (6.107)

则

⟨p1p2|iT̂ |pApB⟩ = −i λ
4!

∫
d4x⟨p1p2|T [ϕ4(x)]|pApB⟩ (6.108)

第一项 ⟨p1p2|N [ϕ4(x)]|pApB⟩
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其中每个 ϕ(x) 中的正频负频部分都可以和 |pA⟩ 或 ⟨p1| 缩并，例如

ϕ†(x)|pA⟩ =
∫

d3p

(2π)3
√

2Ep
ape

−ip·x2
√
EAa

†
A|0⟩

=

∫
d3p

(2π)3
√

2Ep
[ap, a

†
A]e

−ip·x2
√
EA|0⟩

= e−ipA·x|0⟩

(6.109)

所以先可以选一个 ϕ(x) 和 pA, pB, p1, p2 中一个缩并，剩下的 ϕ(x) 和剩下的 pA, pB, p1, p2 缩并，一共有

4! 种情况。

−i λ
4!

∫
d4x⟨p1p2|N [ϕ4(x)]|pApB⟩ = −iλ

∫
d4xe−ix·(pA+pB−p1−p2)

= −iλ(2π)4δ4(pA + pB − p1 − p2)

则 im = −iλ
而第二项只有两个 N [ϕ2(x)]，

T 2
fi = −i λ

4!
6DF (0)

∫
d4x⟨p1p2|N [ϕ2(x)]|pApB⟩

= −i λ
4!
2× 6DF (0)

∫
d4x[⟨p1|N [ϕ(x)ϕ(x)]|pA⟩⟨p2|pB⟩+ ...]

= −i λ
4!
2× 6DF (0)[⟨p2|pB⟩

∫
d4xe−i(p1−pA)·x + ...]

(6.110)

其中 1
4!
2× 6 = 1

2
，即结构化因子，而 DF (0) =

∫
d4k

((2π)4)
1

k2−m2+iϵ
，上面主要展示的情况就对应于第

一幅图的过程。

图示为
1 2

A B

1 2

A B

1 2

A B

1 2

A B
图中圆圈表示 DF (x − x)，由于 x = x，这里还会出现一个不确定的动量，最后结果类似于向前散

射两个 δ 函数的乘积，而不是一个四动量守恒 δ 函数，这一项最后并不考虑。

第三项则对应于真空泡泡图，

Tfi = −i λ
4!
3D2

F (0)
∫
d4x⟨p1p2|I|pApB⟩

1 2

A B

1 2

A B
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这些图可以用来计算自由理论的真空和相互作用理论真空能量的区别 |0⟩ → |Ω⟩，但对于计算格林
函数还是不贡献。

对于

dσ(α→ β) =
1

(2E1)(2E2)|v1 − v2|
|mβα|2

1

16π2

∫
dΩ

|p1|
ECM

dσ(α→ β)

dΩ
=

1

16π2(2E1)(2E2)|v1 − v2|
|p1|
ECM

|mβα|2
(6.111)

考虑 m1 = m2 = mA = mB

dσ(α→ β)

dΩ
=

1

16π2(2E1)(2E2)| |p1|E1
+ |p2|

E2
|
|p1|
ECM

|mβα|2

=
1

16π2(2E1)(2E2)| |p1|E1
+ |p1|

E2
|
|p1|
ECM

|mβα|2

=
1

16π2(2E1)(2E2)|p1|E1+E2

E1E2

|p1|
ECM

|mβα|2

=
1

64π2E2
CM

|mβα|2

(6.112)

最后代入 mβα = −λ
dσ

dΩ
|CM =

λ2

64π2E2
CM

(6.113)

σ =

∫
dΩ

dσ

dΩ
|CM = 4π

dσ

dΩ
|CM =

λ2

16π2E2
CM

(6.114)

但正确答案是

σ =
λ2

32π2E2
CM

(6.115)

因为末态有两个全同粒子，在相空间中积分的某个角度，粒子 1，2 交换是相同的，并不能视为两种
情况。

6.8 ϕ4 模型次领头阶振幅

展开到第二阶，

⟨p1p2|iT |pApB⟩ =
1

2!
(−i λ

4!
)2⟨p1p2|

∫
d4x

∫
d4yT [ϕ4(x)ϕ4(y)]|pApB⟩

=

∫
d4x

∫
d4y⟨p1p2|N [ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)]|pApB⟩

(6.116)

如果考虑两组 ϕ(x)�ϕ(y) 内线缩并，有 (4× 4× 3× 3)/2 = 72，除 2 的原因是有双重计数
则有 ∫

d4x

∫
d4yDF (x− y)DF (x− y)⟨p1p2|N [ϕ(x)ϕ(x)ϕ(y)ϕ(y)]|pApB⟩ (6.117)
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再考虑外线缩并，ϕ(x) 和 p1, p2 缩并，ϕ(y) 和 pA, pB 缩并，四种情况。首先
1
2!
展开带来的因子永

远无需考虑，我们总可以对积分变量进行变化就得到了新的一种缩并情况，相当于变换费曼图顶角的坐

标 x, y, z，本质上是一种图，变化的种数也正是 n!。

则

⟨p1p2|iT |pApB⟩ = (−i λ
4!
)2(4× 4× 3× 3)/2× 4

∫
d4x

∫
d4yDF (x− y)DF (x− y)e−i(pA+pB)·ye+i(p1+p2)·x

(6.118)
将 DF (x − y) =

∫
d4q

(2π)4
e−iq·(x−y) i

q2−m2+iϵ
, DF (x − y) =

∫
d4r

(2π)4
e−ir·(x−y) i

r2−m2+iϵ
，代入，再交换∫

d4x,
∫
d4p 的积分顺序，就可以得到每个顶点上的四动量守恒 δ 函数。

最后结果为∫
(−iλ)2

2

∫
d4q

(2π)4
d4r

(2π)4
i

q2 −m2 + iϵ

i

r2 −m2 + iϵ
(2π)4δ4(p1+p2−q−r)(2π)4δ(pA+pB−q−r) (6.119)

则 q, r 并不是独立的，可以利用 δ 函数积掉一个变量。

(−iλ)2

2

∫
d4q

(2π)4
i

q2 −m2 + iϵ

i

(p1 + p2 − q)2 −m2 + iϵ
(2π)4δ(pA + pB − p1 − p2) (6.120)

树图每一个动量被决定了，圈图则有动量未被确定，要对某个动量做积分。

则不变振幅为

im =
(−iλ)2

2

∫
d4q

(2π)4
i

q2 −m2 + iϵ

i

(p1 + p2 − q)2 −m2 + iϵ
(6.121)

图示为

A B

x

1 2

y

还有其他可能的情况
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1 2

3 4 5 6

第五幅图正是真空泡泡图，可以不考虑，但第六幅图则是说明有 ϕ(x), ϕ(y) 内线缩并和 ϕ(y), pA 外

线缩并，最后是剩下的 ϕ(y) 内线缩并，一共有 4× 4× 3× 1 种可能性，然后是 ϕ(x) 和 p1, p2, pB 缩并，

有 3! 种情况。

则

⟨p1p2|iT |pApB⟩ =
1

2!
(−i λ

4!
)2⟨p1p2|

∫
d4x

∫
d4yN [ϕ4(x)ϕ4(y)]|pApB⟩

= (−i λ
4!
)24× 4× 3× 1× 3!

∫
d4x

∫
d4yDF (x− y)DF (0)e

+i(p1+p2−pB)·xe−ipA·y

=
(−iλ)2

2

∫
d4q

(2π)4

∫
d4r

(2π)4
i

q2 −m2 + iϵ

i

r2 −m2 + iϵ
(2π)4δ4(pA − q)(2π)4δ4(p1 + p2 − pB − q)

= (2π)4δ4(p1 + p2 − pB − pA)
(−iλ)2

2

∫
d4r

(2π)4
i

r2 −m2 + iϵ

i

q2 −m2 + iϵ
|q=pA

(6.122)
且 p2A = m2，则 i

q2−m2+iϵ
→ ∞，这样散射截面趋于无穷大，这类图相当于从无法观测的裸态到相

互作用的物理态。

这类无穷大我们利用 amputation(截腿) 来处理，把这些会出现发散的部分全部截掉。

A

y

x

B

1 2

λϕ4 理论的动量空间费曼规则。

1. 顶角
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= −iλ

2. 每一个传播子 (内线)
p

= i
p2−m2+ϵ

3. 每一个外线

= 1

p

4. 每一个顶角强制四动量守恒。
5. 对于 under termined loop monmentum 引入圈积分

∫
d4k
(2π)4

6. 除以可能的对称性因子。
以下图为例

k
pA + pB − k

pA pB

p1

p2

=
∫

d4k
(2π)4

(−iλ)2
2

i
k2−m2+iϵ

i
(pA+pB−k)2−m2+iϵ

所以我们计算不变振幅，需要的只是所有联通截腿的费曼图，也即 T 矩阵必须包含且只含一个四度

动量守恒 δ 函数。

6.9 ϕ3 模型

L = LKG +
g

3!
ϕ3 (6.123)

和前面一样，考虑
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⟨3, 4|N(ϕϕϕ)|1, 2⟩ (6.124)

考虑下面二到二散射的几个树图对应的不变振幅。其中内线的动量都被确定了。

p1 p2

p1 + p2

p1

p3

p1 − p3

p2
p1

p1 − p4

p4

im = (−ig)2 i
(p1+p2)2−m2 im = (−ig)2 i

(p1−p3)2−m2 im = (−ig)2 i
(p1−p4)2−m2

Mandelstam variables:
s = (p1 + p2)

2 = (p3 + p4)
2 ≥ 4m2 (6.125)

t = (p1 − p3)
2 = (p2 − p4)

2 ≤ 0 (6.126)

u = (p1 − p4)
2 = (p2 − p3)

2 ≤ 0 (6.127)

且 s+ t+ u =
4∑
j=1

m2
j

6.10 标量 QED 费曼规则

考虑如下的拉式量

L = |Dµϕ|2 −m2|ϕ|2 − 1

4
F 2
µν

= LCKG + LMax − ieAµ[ϕ
∗∂µϕ− (∂µϕ∗)ϕ] + e2|ϕ|2AµAµ

(6.128)

π =
L
∂ϕ̇

= ϕ̇∗ − ieA0ϕ
∗ (6.129)

对于这种场，S 算符可以直接写成 S = T exp[i
∫
d4xLIint(x)]

因为考虑了复标量场

ϕ(x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

[ape
−ip·x + b†pe

ip·x] (6.130)

ϕ(x)† =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

[a†pe
ip·x + bpe

−ip·x] (6.131)
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Aµ(x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2|p|

4∑
λ=1

[ϵλµ(p)a
λ
pe

−ip·x + ϵλ∗µ (p)aλ†p e
+ip·x] (6.132)

内线缩并

ϕ(x)ϕ†(y) = DF (x− y) (6.133)

这里的具体推导为

[
ϕ+(x), ϕ− (y)

†
]
=

∫
d3p

(2π)3

∫
d3q

(2π)3
1

2
√
EpEq

[
ap, a

†
q

]
e−ip·xeip·y (x0 > y0) + ... (x0 < y0)

=

∫
d3p

(2π)32Ep
e−ip·(x−y) (x0 > y0) + ... (x0 < y0)

= DF (x− y)

(6.134)

这是电子的情形，同理还应有正电子

[
ϕ+†(x), ϕ− (y)

]
=

∫
d3p

(2π)3

∫
d3q

(2π)3
1

2
√
EpEq

[
bp, b

†
q

]
e−ip·xeip·y (x0 > y0) + ... (x0 < y0)

=

∫
d3p

(2π)32Ep
e−ip·(x−y) (x0 > y0) + ... (x0 < y0)

= DF (x− y)

(6.135)

ϕ(x)ϕ(y) = 0 (6.136)

Aµ(x)Aν(y) = DFµν(x− y) (6.137)

外线缩并

电子态:

ϕ(x)|p⟩ = e−ip·x|0⟩, ⟨p|ϕ†(x) = eip·x⟨0| (6.138)

正电子态:

ϕ(x)†|p⟩ = e−ip·x|0⟩, ⟨p|ϕ(x) = eip·x⟨0| (6.139)

光子态：

Ak(x)|k, λ⟩ = ϵ(λ)µ (k)e−ik·x|0⟩, ⟨k, λ|Aµ(x) = ⟨0|ϵ(λ)∗µ e+ik·x (6.140)
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考虑电子释放出一个光子 (这个过程可否发生？)

k

p′

p

则有

⟨e−(p′)γ(k, λ)|
∫
d4xeN [Aµ(x)[ϕ

∗∂µϕ− (∂µϕ∗)ϕ]]|e−(p)⟩ (6.141)

先将光子场缩并，得到

e

∫
d4xϵλ∗µ (k)eik·x⟨e(p′)|N [ϕ∗∂µϕ− (∂µϕ∗)ϕ]|e−(p)⟩ (6.142)

其中 ϕ 只能和 |e−(p)⟩ 缩并，ϕ∗ 只能和 ⟨e−(p′)| 缩并。(其实这里应该写 ϕ† 的，因为量子化的场，

写 ∗ 其实很奇怪。)
最后得到 (这里会考)

= e

∫
d4xϵλ∗µ (k)eik·x[eip

′·x(−ipµ)e−ip·x − (ip′µ)eip
′·xe−ip·x⟨0|0⟩]

= (2π)4δ4(p− p′ − k)ϵλ∗µ (k)ie[−pµ − p′µ]

(6.143)

如果是正电子，由于缩并形式的改变，最后计算出的费曼规则为 ie[pµ + p′µ]。

⟨e−(p′)e−(p)|
∫
d4xeN [Aµ(x)[ϕ

∗∂µϕ− (∂µϕ∗)ϕ]]|γ(k, λ)⟩

=

∫
d4xeϵ(λ)µ (k) e−ik·x⟨e−(p′)e−(p)|N [ϕ∗∂µϕ− (∂µϕ∗)ϕ]|0⟩

=

∫
d4xeϵ(λ)µ (k) e−ik·x

(
eip·x (ip′µ) eip

′·x − (ipµ) eip·xeip
′·x
)

=(2π)
4
δ (p′ + p− k) ie (p′µ − pµ)

(6.144)

如果是从光子变成正负电子，费曼规则为 ie[−pµ + p′µ]

引入一个概念 particle flow arrow 粒子流箭头，反粒子和粒子的流向是互逆的，箭头方向是连续
的，原因是电荷守恒，每个顶角都有，保证电荷守恒。

k

p′

p
k

p′

p k

p′p
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所以最后可以写成一个统一的费曼规则，我们只要根据粒子的运动方向和粒子流方向的同向和异向

来决定 −ie(±pµ ± p′µ) 的形式，例如两个正电子，则粒子流方向和运动方向都相反，就都是负号。

考虑 e−(p1)e
+(p4) → γ(p3)γ(p4)

p1 p2

p3 p4
p4p3

p1 p2 p1 p2

p3 p4

以上是几个拓扑不等价的费曼图，都是 e2 的。

对于最后一个四顶角，我们有

⟨γ(k′, λ)γ(k, λ)|
∫
d4xeN [ie2ϕϕ∗Aµ(x)A

µ (x)]|e−(p)e+(p′)⟩

=gµν⟨γ(k′, λ′)γ(k, λ)|
∫
d4xeN [ie2ϕϕ∗Aν(x)Aµ (x)]|e−(p)e+(p′)⟩

=2× ie2gµνϵ
µ(λ′)∗ (k′) ϵµ(λ)∗ (k)

∫
d4xei(k+k

′−p−p′)

=2× ie2gµνϵ
µ(λ′)∗ (k′) ϵµ(λ)∗ (k) (2π)

4
δ4 (k + k′ − p− p′)

(6.145)

其中 2 来自于电磁场的两种缩并情况。即对应的费曼规则为

2ie2gµν (6.146)

对于 t 道图，

imt = (−ie)(pµ1 + pµ1 − pµ3 )ϵ
∗
µ(p3)

i

(p1 − p3)2 −m2 + iϵ
(−ie)(pµ1 − pµ3 − pµ2 )ϵ

∗
µ(p4) (6.147)

Ward 等式
含有光子振幅总可以写成 M =Mµϵµ(k)，且 Mµkµ = 0，本质上是流守恒。

考虑 Lorentz 变换，M ′µϵ′µ(k) =Mµϵµ(k) + (SM) · (SK) =Mµϵµ(k) +Mµkµ，额外项来自于小群

诱导表示 (Schwartz p125-128)，如果要求 Mµϵµ(k) Lorentz 不变，则 Mµkµ = 0。

6.11 费米子的费曼规则

费米子在时序算符 T 的作用下有如下形式

T [ψ(x)ψ̄(y)] =

ψ(x)ψ̄(y), x0 > y0

−ψ̄(y)ψ(x), x0 < y0
(6.148)

费米子的费曼传播子定义为
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SF (x− y)

∫
dp4

(2π)4
i(/p+m)

p2 −m2 + iϵ
= ⟨0|T (ψ(x)ψ̄(y))|0⟩ (6.149)

考虑 t3 > t1 > t4 > t1，则 T (ψ1ψ2ψ3ψ4) = (−1)3T [ψ3ψ1ψ4ψ2]

相应的对于产生湮灭算符的正则排序

N(apaqa
†
r) = (−1)2a†rapaq (6.150)

最简单的 Wick 定理

T [ψ(x)ψ̄(y)] = N [ψ(x)ψ̄(y)] + ψ(x)ψ̄(y) (6.151)

其中

ψ(x)ψ̄(y) =


{
ψ+ (x) , ψ̄− (y)

}
x0 > y0

−
{
ψ̄+ (y) , ψ̄− (x)

}
y0 > x0

=

⟨0|
{
ψ+ (x) , ψ̄− (y)

}
|0⟩ x0 > y0

−⟨0|
{
ψ̄+ (y) , ψ̄− (x)

}
|0⟩ y0 > x0

=

⟨0|apa†p|0⟩ x0 > y0

−⟨0|bpb†p|0⟩ y0 > x0

=

⟨0|
(
ap + b†p

) (
bp + a†p

)
|0⟩ x0 > y0

−⟨0|
(
bp + a†p

) (
ap + b†p

)
|0⟩ y0 > x0

=

⟨0|ψ (x) ψ̄ (y) |0⟩ x0 > y0

−⟨0|ψ̄ (y)ψ (x) |0⟩ y0 > x0

= SF (x− y)

(6.152)

6.12 Yukawa 模型

Yakawa 的哈密顿量为

H = HDirac +HKG +

∫
d4xgψ̄Γψϕ,Γ = I or iγ5 (6.153)

外线缩并：利用 Dirac 场的表达式可得到

ψ(x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
s

(aspu
s(p)e−ip·x + bs†p v

s(p)eip·x) (6.154)
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ψ̄(x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
s

(bspv̄
s(p)e−ip·x + as†p ū

s(p)eip·x) (6.155)

和电子缩并：

ψ(x)|p, s⟩ = ψ(x)
√

2Eqa
s†
p |0⟩

=

∫
d3q

(2π)3
1√
2Eq

√
2Ep{arq, as†p }ur(p)e−ip·x|0⟩

= e−ip·xus(p)|0⟩

(6.156)

⟨p, s|ψ̄(x) = ⟨0|ūs(p)eip·x (6.157)

和正电子缩并：

ψ̄(x)|p, s⟩ = e−ip·xv̄s(p)|0⟩ (6.158)

⟨p, s|ψ(x) = ⟨0|vs(p)eip·x (6.159)

考虑电子间的弹性散射

e−(p) + e−(k) → e−(p′) + e−(k′) (6.160)

展开到第二阶

⟨p′,k′| 1
2!
(−ig)

∫
d4xT [ψ̄xΓψxϕx(−ig)

∫
d4yψ̄yΓψyϕy]|p,k⟩ (6.161)

其中由于末态没有 ϕx, ϕy，这两个场只能内态缩并。

则有

⟨p′,k′| 1
2!
(−ig)

∫
d4xN [ψ̄xΓψx(−ig)

∫
d4yψ̄yΓψy]|p,k⟩DF (x− y) (6.162)

假定 ψ̄x, ψ̄y 分别和 p′, k′ 缩并，ψx, ψy 分别和 p, k 缩并，如下图所示。
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p′

p

k′

k

y x
q

⟨p′,k′| 1
2!
(−ig)

∫
d4xN [ψ̄xΓψx(−ig)

∫
d4yψ̄yΓψy]|p,k⟩DF (x− y)

= ⟨p′,k′| 1
2!
(−ig)

∫
d4xN [ψ̄xΓψx(−ig)

∫
d4yψ̄yΓψy]|p,k⟩

∫
d4q

1

q2 −m2
ϕ + iϵ

e−iq·(x−y)

= (−ig)2 ⟨p′,k′|
∫
d4xN [ψ̄xΓψx

∫
d4yψ̄yΓψy]|p,k⟩

∫
d4q

1

q2 −m2
ϕ + iϵ

e−iq·(x−y)

= (−ig)2
∫
d4xd4y⟨p′,k′|N [ψ̄xΓψxψ̄yΓψy]|p,k⟩

∫
d4q

1

q2 −m2
ϕ + iϵ

e−iq·(x−y)

= (−ig)2
∫
d4xd4yū (x) Γu (x) e−ik·xeik

′·xū (y) Γu (y) e−ip·yeip
′.y

∫
d4q

1

q2 −m2
ϕ + iϵ

e−iq·(x−y)

= (−ig)2
∫
d4q

∫
d4xd4ye−ik·xeik

′·xe−iq·(x−y)e−ip·yeip
′.yū (x) Γu (x) ū (y) Γu (y)

1

q2 −m2
ϕ + iϵ

= (−ig)2
∫

d4q

(2π)4
i

q2 −m2
ϕ

(2π)4δ4(p′ − p− q)(2π)4δ4(k′ − k − q)ū(p′)Γu(p)ū(k′)Γu(k)

= (2π)4δ4(p′ + k′ − p− k)
i(−ig)2

(p− p′)2 −m2
ϕ

ū(p′)Γu(p)ū(k′)Γu(k)

(6.163)

则 im = i(−ig)2
(p−p′)2−m2

ϕ
ū(p′)Γu(p)ū(k′)Γu(k)，记住 m 是几率幅，而不是矩阵，所以 ū 必须在前。

例子 2：

e+(p′)e−(p) → ϕ(k′)ϕ(k) (6.164)

⟨k′,k| 1
2!
(−ig)

∫
d4xT [ψ̄xΓψxϕx(−ig)

∫
d4yψ̄yΓψyϕy]|p,p′⟩ (6.165)

则假定 ϕx, ϕy 分别和 k′, k 缩并，

⟨0| 1
2!
(−ig)

∫
d4xT [ψ̄xΓψx(−ig)

∫
d4yψ̄yΓψy]|p,p′⟩eik·yeik

′·x (6.166)

假设 ψx, ψ̄y 做内线缩并，ψ̄x, ψy 和 p′, p 缩并。
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⟨0| 1
2!
(−ig)

∫
d4xT [ψ̄xΓψx(−ig)

∫
d4yψ̄yΓψy]|p,p′⟩eik·yeik

′·x

= (−ig)2
∫ ∫

d4xd4yeik·yeik
′·xv̄(p′)e−ip

′·xΓSF (x− y)Γu(p)e−ip·y⟨0|0⟩

= (−ig)2
∫ ∫

d4xd4yeik·yeik
′·xv̄(p′)e−ip

′·xΓ

∫
d4q

(2π)4
i(/q +m)

q2 −m2 + iϵ
e−iq·(x−y)Γu(p)e−ip·y⟨0|0⟩

= (−ig)2
∫

d4q

(2π)4
v̄(p′)Γ

i(/q +m)

q2 −m2 + iϵ
Γu(p)(2π)4δ4(k′ − p′ − q)(2π)4δ4(k + q − p)

= (2π)4δ4(k + k′ − p− p′)(−ig)2v̄(p′)Γ
i(/p− /k +m)

(p− k)2 −m2 + iϵ
Γu(p)

(6.167)

中间虚粒子的动量方向必须和粒子流的方向相同，写费曼规则时逆着费米子流的方向，外线为 u, v, ū, v̄，

顶点为 −igΓ，内线传播子为动量空间的费曼传播子。
刚才只讨论了两电子散射 e−(p) + e−(k) → e−(p′) + e−(k′) 一个图，接下来研究其他图之间的区别，

这个过程会体现出 Dirac-Fermi 统计。
比如下面这副图

p′

p

k′

k

y x
q

上面的过程，我们可以形式地写成

⟨0|ak′ap′ψ̄ (x) Γψ (x) ψ̄ (y) Γψ (y) a†ka
†
p|0⟩ = ⟨0|ak′ψ̄ (x) Γψ (x) ap′a

†
kψ̄ (y) Γψ (y) a†p|0⟩

= (−1) ⟨0|ak′ψ̄ (x) Γψ (x) a†kap′ψ̄ (y) Γψ (y) a†p|0⟩
(6.168)

即末态的缩并交换了一下，相当于交换了 p′, k′ 两个费米子，相应地不变振幅也存在一个正负号之

差。

如果 Wick 定理中处理

(ψ̄ψ)x(ψ̄ψ)y(ψ̄ψ)z(ψ̄ψ)w (6.169)

假设 ψx 和 ψ̄z,ψz 和 ψ̄y,ψy 和 ψ̄w 缩并，我们想交换顺序让缩并看起来美观一些，其中 (ψ̄ψ)x 整体

是玻色型算符，可以直接交换。



6 相互作用的 QFT 137

有时还要处理

N [(ψ̄ψ)x(ψ̄ψ)y(ψ̄ψ)z(ψ̄ψ)w]，其中每个 ψ, ψ̄ 都和临近的 ψ, ψ̄ 缩并，但最后一个 ψw 和 ψ̄x 缩并，相

当于一个费米子圈。

利用 Tr[AB] = Tr[BA]，所以只要保证 AB 为一个数，则 Tr[BA] 也为一个数，所以我们只需要加

上 −Tr(负号来自于将 ψw 交换位置)，就可以保证我们最后得到结果都是一个数。

6.13 QED 费曼规则

QED 相互作用项为
V =

∫
d3xeψ̄γµψAµ (6.170)

顶角为

= −ieγµ

传播子为

µ ν

k

= −igµν

k2+iϵ

实际上顶角有很多种不同的物理过程。例如

e− → e− + γ e− + γ → e− e+ → e+ + γ

考虑

LQED = Le,µDirac + LMax + Lint (6.171)

其中

Lint = eψ̄eγ
ρψeAρ + eψ̄µγ

νψµAν (6.172)
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考虑 e+e− → µ+µ− 散射过程，则需要展开到第二阶，即

i2

2!

∫
d4xd4yT [LIint(x)LIint(y)] (6.173)

如下图所示，注意读的时候要逆着费米线的顺序读，比如最开始读正电子线，

e− e+

vs
′
(p′)us(p)

−ieγµ

µ− µ+

ur(k) vr
′
(k′)

= vs
′
(p′) (−ieγµ)us(p)−igµν

q2+iϵ
ur(k) (−ieγν) vr′(k′)

−ieγν

我们的目标是得到一个截面，不变振幅为

m =
e2

q2
[v̄(p′)γµu(p)][ū(k)γµv(k

′)] (6.174)

由于我们要处理 |m|2 = mm∗。由于 m 本质为一个数，则

(v̄γµu)∗ = (v̄γµu)†

= u†(γµ)†(v†γ0)†

= u†(γµ)†γ0†v

= u†γ0γ0(γµ)†γ0†v†

= ūγ0(γµ)†γ0†v

= ūγµv

(6.175)

则 |m|2 = mm∗ = e4

q4
[v̄(p′)γµu(p)ū(p)γνv(p′)][ū(k)γµv(k

′)v̄(k′)γνu(k)]

实际上实验家感兴趣的是对初态自旋求和，末态的极化求平均的结果，即非极化的散射振幅

1

2

∑
s

1

2

∑
s′

∑
r

∑
r′

|m|2 (6.176)
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再利用第 4 章的自旋求和公式，为了方便改变顺序，利用 Tr 得到

1

4

∑
spin

|m|2 = e4

4q4

∑
spin

Tr[v(p′)v̄(p′)γµu(p)ū(p)γν ]Tr[u(k)ū(k)γµv(k′)v̄(k′)γν ]

=
e4

4q4

∑
spin

Tr[(/p
′ −me)γ

µ(/p+me)γ
ν ]Tr[(/k +mµ)γ

µ(/k
′ −mµ)γ

ν ]

(6.177)

在具体计算这个式子之前还要引入一些技巧

6.13.1 γ 矩阵求迹

首先有

tr [γµ] = tr
[
γ5γ5γµ

]
= tr

[
−γ5γµγ5

]
= −tr

[
γ5γµγ5

]
= −tr

[
γ5γ5γµ

]
= −tr [γµ]

= 0

(6.178)

以及两个 γ 矩阵相乘求迹。

tr [γµγν ] =
1

2
tr [γµγν ] +

1

2
tr [γµγν ]

=
1

2
tr [γµγν ] +

1

2
tr [γνγµ]

=
1

2
tr [{γµ, γν}]

=
1

2
tr [2gµνI4×4]

= 4gµν

(6.179)

对于奇数个 γ 矩阵相乘求迹，其中偶数个 γ 矩阵总可以通过反对易关系化为对一系列单位矩阵，得

到的系数并不影响求迹，剩下的 γµ 求迹一定为 0，则奇数个 γ 矩阵相乘求迹为 0。
而对于 γ5 = iγ0γ1γ2γ3



6 相互作用的 QFT 140

tr
[
γ5
]
= tr

[
γ0γ0γ5

]
= −tr

[
γ0γ5γ0

]
= −tr

[
γ0γ0γ5

]
= −tr

[
γ5
]

= 0

(6.180)

这样我们就可以得到了剩下的 6 个和 8 个 γ 矩阵求迹的结果了

tr
(
γiγiγ5

)
= −tr

(
γ5
)
= 0

tr
(
γ0γiγ5

)
= tr

(
γ0γiiγ0γ1γ2γ3

)
= tr

(
−γiγ0iγ0γ1γ2γ3

)
= tr

(
−γiγ1γ2γ3

)
= 4

(
gi1g23 − gi2g13 + gi3g12

)
= 0

tr
(
γiγjiγ0γ1γ2γ3

)
= tr

(
iγ0γiγjγ1γ2γ3

)
i = 1, j = 2

= tr
(
iγ0γ1γ2γ1γ2γ3

)
= −tr

(
iγ0γ2γ2γ3

)
= 0

tr
(
γiγjiγ0γ1γ2γ3

)
= ±tr

(
iγ0γk

)
(k ̸= i ̸= j)

= 0

(6.181)

注意 ϵµνρσ 的正负和置换的奇偶性相关，显然对于长度为 4 的轮换，它能拆成 5 个对换，为奇置换。
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tr
(
γµγνγργσiγ0γ1γ2γ3

)
= itr

(
γµγνγργσγ0γ1γ2γ3

)
µ = 0, ν = 1, ρ = 2, σ = 3

= itr
(
γ0γ1γ2γ3γ0γ1γ2γ3

)
= itr

(
γ0γ0γ1γ1γ2γ2γ3γ3

)
= −itr (I4×4)

= −4i

tr
(
γµγνγργσiγ0γ1γ2γ3

)
→ aµνρσ

aµνρσ = −aνρσµ

aµµρσ = 0

aνµρσ = −aµνρσ

aνµσρ = aµνρσ

aµνρσ = −4iϵµνρσ

(6.182)

以及

γµγµ = gµνγ
µγν =

1

2
gµνγ

µγν +
1

2
gµνγ

µγν

=
1

2
gµνγ

µγν +
1

2
gνµγ

νγµ

=
1

2
gµνγ

µγν +
1

2
gµνγ

νγµ

=
1

2
gµν {γµ, γν}

= gµνg
µν

= 4

(6.183)
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有了这些公式后，可以得到

tr [(p′ργρ −me) γ
µ (pσγσ +me) γ

ν ] = tr [(p′ργργ
µ −meγ

µ) (pσγσ +me) γ
ν ]

= tr
[(
p′ργργ

µpσγσ −meγ
µpσγσ +mep

′ργργ
µ −m2

eγ
µ
)
γν
]

= tr [(p′ργργ
µpσγσ −meγ

µpσγσ +mep
′ργργ

µ) γν ]− 4gµνm2
e

= p′ρpσtr (γργ
µγσγ

ν)− 4gµνm2
e

= p′ρpσtr
(
gραγ

αγµgσβγ
βγν
)
− 4gµνm2

e

= p′ρpσgραgσβtr
(
γαγµγβγν

)
− 4gµνm2

e

= p′αpβtr
(
γαγµγβγν

)
− 4gµνm2

e

= 4p′αpβ
(
gαµgβν − gαβgµν + gανgµβ

)
− 4gµνm2

e

= 4
[
p′µpν + p′νpµ − gµν

(
p · p′ +m2

e

)]

(6.184)

以及，注意 mµ 的下标志表示 µ 粒子。

tr [(k′ργρ +mµ) γµ (k
σγσ −mµ) γν ] = 4

[
k′µkν + k′νkµ − gµν

(
k · k′ +m2

µ

)]
(6.185)

令 me = 0，可以得到散射振幅为

1

4

∑
spin

|M|2 = e4

4q4
tr [(p′ργρ −me) γ

µ (pσγσ +me) γ
ν ] tr [(k′ργρ +mµ) γµ (k

σγσ −mµ) γν ]

=
4e4

q4
[(p′µpν + p′νpµ)− gµν (p · p′)]

[(
k′µkν + k′νkµ

)
− gµν

(
k · k′ +m2

µ

)]

=
4e4

q4


2 (p · k) (p′ · k′) + 2 (p′ · k) (p · k′)
− (p · p′) (k · k′)− (p · p′) (k · k′)
− (p′µpν + p′νpµ) gµν

(
k · k′ +m2

µ

)
+4 (p · p′)

(
k · k′ +m2

µ

)



=
4e4

q4


2 (p · k) (p′ · k′) + 2 (p′ · k) (p · k′)
− (p · p′) (k · k′)− (p · p′) (k · k′)

− (p · p′) (k · k′)− (p · p′) (k · k′)− 2 (p · p′)m2
µ

+4 (p · p′)
(
k · k′ +m2

µ

)


=

4e4

q4
(
2 (p · k) (p′ · k′) + 2 (p′ · k) (p · k′) + 2 (p · p′)m2

µ

)
=

8e4

q4
(
(p · k) (p′ · k′) + (p′ · k) (p · k′) + (p · p′)m2

µ

)

(6.186)

假定两电子运动方向沿着 z 轴，则有
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p = (E,Ez)

p′ = (E,−Ez)

k = (E,k)

k′ = (E,−k)

k · Ez = E|k| cos θ

q2 = (p+ p′)
2
= 4E2

p · p′ = 2E2

p · k = p′ · k′ = E2 − E|k| cos θ

p · k′ = p′ · k = E2 + E|k| cos θ

(6.187)

代入散射振幅

1

4

∑
spin

|M|2 = 8e4

q4
(
(p · k) (p′ · k′) + (p′ · k) (p · k′) + (p · p′)m2

µ

)
=

8e4

q4
(
(p · k) (p′ · k′) + (p′ · k) (p · k′) + (p · p′)m2

µ

)
=

8e4

16E4

((
E2 − E|k| cos θ

)2
+
(
E2 + E|k| cos θ

)2
+ 2E2m2

µ

)
=

e4

2E4

(
2E4 + 2 (E|k| cos θ)2 + 2E2m2

µ

)
= e4

(
1 +

|k|2 cos2 θ
E2

+
m2
µ

E2

)
= e4

(
1 +

(
E2 −m2

µ

)
cos2 θ

E2
+
m2
µ

E2

)

= e4
((

1 +
m2
µ

E2

)
+

(
1−

m2
µ

E2

)
cos2 θ

)

(6.188)

最后再积分求出总散射截面
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dσ(α→ β) =
1

(2E1)(2E2)|v1 − v2|
|mβα|2

1

16π2

∫
dΩ

|k|
ECM

dσ(α→ β)

dΩ
=

1

16π2(2E1)(2E2)|v1 − v2|
|k|
ECM

|mβα|2

E1 = E2 =
1

2
Ecm

|v1 − v2| = 2
p1
E

= 2

dσ(α→ β)

dΩ
=

1

2E2
cm

|k|
16π2Ecm

1

4

∑
spin

|M|2

=
1

2E2
cm

√
E2 −m2

µ

16π2Ecm
e4
((

1 +
m2
µ

E2

)
+

(
1−

m2
µ

E2

)
cos2 θ

)
σ =

∫ −1

1

−d cos θdϕ 1

2E2
cm

√
E2 −m2

µ

16π2Ecm
e4
(
1 +

m2
µ

E2

)
+

∫ −1

1

− cos2 θd cos θdϕ 1

2E2
cm

√
E2 −m2

µ

16π2Ecm
e4
(
1−

m2
µ

E2

)
= 4π

1

2E2
cm

√
E2 −m2

µ

16π2Ecm
e4
(
1 +

m2
µ

E2

)
+

4π

3

1

2E2
cm

√
E2 −m2

µ

16π2Ecm
e4
(
1−

m2
µ

E2

)
=

4π

3E2
cm

e4

16π2

√
E2 −m2

µ

E

(
1 +

1

2

m2
µ

E2

)
=

4πα2

3E2
cm

√
1−

m2
µ

E2

(
1 +

1

2

m2
µ

E2

)
(6.189)

对于散射截面，在高能极限 E >> mµ 下，

dσ

dΩ
=

α2

4E2
CM

(1 + cos2 θ) (6.190)

对 dσ
dΩ

= α2

4E2
CM

(1 + cos2 θ) 积分，得到 σ = 4πα2

3E2
CM

康普顿散射

考虑初态末态有光子的过程，例如康普顿散射。
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k′ p′

pk

k′

p′

p

k

相应的不变振幅为

im = ū(p′)(−ieγµ)ϵ∗µ(k′)
i(/p+ /k +m)

(p+ k)2 −m2
(−ieγν)ϵν(k)u(p)+ū(p′)(−ieγν)ϵν(k′)

i(/p− /k′ +m)

(p− k′)2 −m2
(−ieγµ)ϵ∗µ(k)u(p)

(6.191)
且满足之前提到的 Ward 等式 Mµkµ = 0。

我们可以具体验证 Ward 等式

iM = −ie2ϵ∗µ(k′)ϵν(k)ū (p′)

[
γµ
(
/p+ /k +m

)
γν

(p+ k)
2 −m2

+
γν
(
/p− /k′ +m

)
γµ

(p− k′)−m2

]
u (p)

iMνkν = −ie2ϵ∗µ(k′)kν ū (p′)

[
γµ
(
/p+ /k +m

)
γν

(p+ k)
2 −m2

+
γν
(
/p− /k′ +m

)
γµ

(p− k′)−m2

]
u (p)

p− k′ = p′ − k

iMνkν = −ie2ϵ∗µ(k′)kν ū (p′)

[
γµ
(
/p+ /k +m

)
γν

(p+ k)
2 −m2

+
γν ( /p′ − /k +m) γµ

(p′ − k)−m2

]
u (p)

iMνkν = −ie2ϵ∗µ(k′)ū (p′)

[
γµ
(
/p+ /k +m

)
/k

(p+ k)
2 −m2

+
/k ( /p′ − /k +m) γµ

(p′ − k)−m2

]
u (p)

(6.192)

再利用

ū (p)
(
/p−m

)
= 0(

/p−m
)
u (p) = 0

(6.193)

代入上式得到
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iMνkν = −ie2ϵ∗µ(k′)ū (p′)

[
γµ
(
/p+ /k +m

) (
/p+ /k −m

)
(p+ k)

2 −m2
+

−
(
/p′ /−k −m

)
( /p′ − /k +m) γµ

(p′ − k)−m2

]
u (p)

iMνkν = −ie2ϵ∗µ(k′)ū (p′)

γµ
[
(p+ k)

2 −m2
]

(p+ k)
2 −m2

+
− [(p′ − k)−m2] γµ

(p′ − k)−m2

u (p)
iMνkν = −ie2ϵ∗µ(k′)ū (p′) [γµ − γµ]u (p)

= 0

(6.194)
其中

/p/p = pµpνγ
µγν =

1

2
(pµpνγ

µγν + pνpµγ
νγµ)

=
1

2
(pµpνγ

µγν + pµpνγ
νγµ)

=
1

2
(pµpν {γµ, γν})

= pµpνg
µν

= p2

(6.195)

还要做 |m|2 以及自旋求和，但是需要处理对光子的极化求和，
∑
ϵ∗µϵν =?

之前的极化求和公式为

∑
λ=±1

ϵλiϵλj = δij − kikj

|k|2
(6.196)

这个公式很复杂，但是 Ward 等式成立，该求和可以得到简化，替换为 gµν。

例如考虑有一个光子，振幅为 im = iMµ(k)ϵ∗µ(k)

则
∑

|ϵ∗µ(k)Mµ(k)|2 =
∑
polar

ϵ∗µϵνM
µ(k)Mν∗(k)

出于简单考虑，kµ = (k, 0, 0, k), ϵµ1 = (0, 1, 0, 0), ϵµ2 = (0, 0, 1, 0).k · ϵ = 0

则
∑

|ϵ∗µ(k)Mµ(k)|2 = |M1(k)|2 + |M2(k)|2

又 kµM
µ(k) = 0 → kM0(k) = kM3(k)

则可以加入 0 = |M3(k)|2 − |M0(k)|2，得到∑
|ϵ∗µ(k)Mµ(k)|2 = |M1(k)|2 + |M2(k)|2 + |M3(k)|2 − |M0(k)|2 = (−gµν)Mµ(k)Mν∗(k) (6.197)

最后有结果
dσ

dcosθ
=
πα2

m2
(
ω′

ω
)[
ω′

ω
+
ω

ω′ − sin2 θ] (6.198)

ω → 0 → dσ

dcosθ
=
πα2

m2
(1 + cos2 θ) → σ =

8πα2

2m2
(6.199)
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和汤普森散射一致，且是普遍结果，说明光子只能探测到带电粒子的电荷。

6.14 光学定理

在量子力学中，光学定理体现了几率守恒，即和 S 矩阵的幺正性有关。

光学中有一个折射率:
n(ω) = 1 +

2π

k2
Nfk(0) (6.200)

其中 N 为靶粒子数密度，fk(0) 为向前散射振幅。

由于靶粒子会吸收光，穿过之后光有一个衰减，其中的原因是折射系数有虚部 Imn(ω) = Nσ
2k
，σ 就

是总截面。

在量子场论中，可以给出光学定理的严格形式。

考虑 Ŝ = T exp[−i
∫∞
−∞ dtVI(t)]，且 S†S = I → −i(T − T †) = T †T

在此基础上加上初末态，

⟨f | − i(T − T †)|i⟩ = ⟨f | − iT |i⟩+ ⟨f |T †|i⟩

= ⟨f | − iT |i⟩+ ⟨i|T |f⟩∗

= −i[M(i→ f)−M∗(f → i)](2π)4δ4(pi − pf )

(6.201)

⟨f |TT †|i⟩ =
∑
n

∫ n∏
i=1

d3qi
(2π)3Ei

⟨f |T †|{qi}⟩⟨{qi}|T |i⟩

−i[M(i→ f)−M∗(f → i)](2π)4δ4(pi − pf ) =
∑
n

∫ n∏
i=1

d3qi
(2π)3Ei

M∗(f → {qi})M(i→ {qi})

× (2π)4δ4(pi −
∑
i

qi)(2π)
4δ4(

∑
i

qi − pf )

−i[M(i→ f)−M∗(f → i)] =
∑
n

∫ n∏
i=1

d3qi
(2π)3Ei

M∗(f → {qi})M(i→ {qi})(2π)4δ4(pi −
∑
i

qi)

=
∑
x

∫ ∏
x

M∗(f → x)M(i→ x)

(6.202)
最后

∏
x 用于代指多体相空间的积分，最后得到广义的光学定理。

令 f = i，若右边不等于 0，则M(i→ f) 有虚部，则

2ImM(i→ i) = 4ECM |p1|CMσtot(p1, p1 → anything) (6.203)

则向前散射振幅的虚部和总截面是有一定联系的。

这里的讨论没有涉及到微扰展开，理论上来说，光学定理对每一阶展开都是成立的。

以 λϕ4 模型为例，考虑 ϕϕ→ ϕϕ 中的 s 道图
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k p− k

p = p1 + p2

则

iM =
(−iλ)2

2

∫
d4k

(2π)4
i

k2 −m2 + iϵ

i

(k − p)2 −m2 + iϵ
= (−iλ)2 i

32π2

∫ 1

0

dx ln[m
2 − x(1− x)s

Λ2
]

(6.204)
Λ 为一个很大的数，对应于紫外截断。

其中 s = (p1 + p2)
2，如果 m = 0，则得到一个 ln(−|a|), 根据复变函数中的公式 ω = ln z =

ln |z|+ i(θ + 2nπ)，这导致了不变振幅的多值性。

在具体讨论协变微扰论的 Cutkosky Rule 之前，先讨论一下老式微扰论。
对于老式微扰论，根据

Tfi = Vfi +
∑
n

Vfn
1

Ei − En + iϵ
Vni + ... (6.205)

则当 Ei = En 时出现虚部。

再接着考察协变微扰论中费曼传播子的虚部。

对于 Im 1
k2−m2+iϵ

= 1
2i
[ 1
k2−m2+iϵ

− 1
k2−m2+iϵ

∗
] = −ϵ

(k2−m2)2+ϵ2

则费曼传播子为实的，除非 k2 = m2。∫ ∞

−∞
dk2

−ϵ
(k2 −m2)2 + ϵ2

= −π (6.206)

则
−ϵ

(k2 −m2)2 + ϵ2
= −πδ(k2 −m2) (6.207)

且有
1

k0 − Ek + iϵ
− 1

k0 − Ek − iϵ
= −2iπδ(k0 − Ek) (6.208)

D̃F (k) =
1

k2 −m2 + iϵ
=

i

2Ek
[

1

k0 − Ek + iϵ
− 1

k0 + Ek − iϵ
] (6.209)

对于超前传播子，相当于将两个极点向上移动了，都在实轴上面，则

D̃A(k) =
1

k2 −m2 + iϵ
=

i

2Ek
[

1

k0 − Ek − iϵ
− 1

k0 + Ek − iϵ
] (6.210)
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则

D̃F (k)− D̃A(k) =
i

2Ek
[

1

k0 − Ek + iϵ
− 1

k0 − Ek − iϵ
] =

π

Ek
δ(k0 − Ek) (6.211)

则

ims =
(−iλ)2

2

∫
d4k

(2π)4
D̃F (k)D̃F (k − p)

=
(−iλ)2

2

∫
d4k

(2π)4
[D̃A(k) +

π

Ek
δ(k0 − Ek)][D̃A(k − p) +

π

Ek−p
δ(k0 − p0 − Ek−p)]

=
(−iλ)2

2

∫
d4k

(2π)4
[
π

Ek
δ(k0 − Ek)D̃A(k − p) +

π

Ek−p
δ(k0 − p0 − Ek−p)D̃A(k)]

=
(−iλ)2

2

∫
d4k

(2π)4
[
π

Ek
δ(k0 − Ek)D̃F (k − p) +

π

Ek−p
δ(k0 − p0 − Ek−p)D̃F (k)]

(6.212)

一共四个极点都在实轴上方，我们可以选择不包含极点的围道，则 D̃A(k)D̃A(k − p) 的积分并不贡

献。

再考察两个 δ 函数能否成立。

在质心系，

p = 0, Ek−p =
√

(k − p)2 +m2 = Ek (6.213)

则两个 δ 函数要求 k0 = Ek, k0 = ECM + Ek，其中 ECM ̸= 0，则两个 δ 函数相乘也不成立，最后

只剩下两项。

如想看到不连续性，令 D̃A → D̃F

利用
−ϵ

(k2 −m2)2 + ϵ2
= −πδ(k2 −m2) (6.214)

ImMs = ii(−)
λ2

2

∫
d4k

(2π)4
[
π

Ek
δ(k0−Ek)πδ((p−k)2−m2)+

π

Ek−p
δ(k0−p0−Ek−p)πδ(k2−m2)] (6.215)

再看在质心系是否成立，第二项 k0 = ECM +Ek, k0 = ±Ek，显然不能同时满足，只有第一项成立。
根据 δ(k2 −m2) = 1

2Ek
(δ(k0 − Ek) + δ(k0 + Ek)) ，且 δ(k0 + Ek) 和 δ((p− k)2 −m2) 相乘并不成

立，最后得到

ImMs = λ2

∫
d4k

(2π)4
πδ(k2 −m2)πδ((p− k)2 −m2) (6.216)

Disc Ms = 2iImMs = −iλ
2

2

∫
d4k

(2π)4
(−2πi)δ(k2 −m2)(−2πi)δ((p− k)2 −m2) (6.217)

Cutkosky Rule
1. 用任何方法去砍费曼图使得被切的传播子同时在壳。
2. 对于每一个被砍的传播子做替换

1

p2 −m2 + iϵ
→ (−2πi)δ(p2 −m2) (6.218)
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3. 对所有可能的 cut 求和。
令 k → k1, p− k → k2，则

Disc Ms = i
λ2

2

∫
d4k1
(2π)4

∫
d4k2
(2π)4

(2π)2δ(k21 −m2)δ(k22 −m2)(2π)4δ4(k1 + k2 − p)

=
i

2

∫
d4k1

(2π)32E1

∫
d4k2

(2π)32E2

λ2(2π)4δ4(k1 + k2 − p)

=
i

2

∫
d3k1

(2π)32E1

∫
d3k2

(2π)32E2

|Ml|2(2π)4δ4(k1 + k2 − p)

=
i

2

∫
d
∏
2

|Ml|2

(6.219)

其中 Ml 指的是顶角的 λ 贡献，则不连续性和散射振幅联系在一起。

6.15 传播子和极化求和

考虑 LY = LKG + LDirac − gψ̄Γψϕ 的一个 ϕ→ ψψ̄ 的散射。

k

p1p2

Γ(ϕ→ ψ̄ψ) =
1

2M

∫
d
∏
2

∑
s1,s2

|M(ϕ→ ψ̄ψ)|2

=
g2

2M

∫
d3p1

(2π)32E1

∫
d4p2

(2π)32E2

∑
s1,s2

v̄s1Γus1(p)ūs2Γvs2(p)(2π)4δ4(p1 + p2 − k)

=
1

2M

∫
d3p1

(2π)32E1

∫
d3p2

(2π)32E2

(2π)4δ4(p1 + p2 − k)g2tr[(/p1 +m)Γ(/p2 −m)Γ]

=
1

2M

∫
d4p1
(2π)4

×
∫

d4p2
(2π)4

(2π)δ(p21 −m2)θ(p01)(2π)δ(p
2
2 −m2)θ(p02)(2π)

4δ4(p1 + p2 − k)g2tr[(/p1 +m)Γ(/p2 −m)Γ]

(6.220)
M 为标量场质量，其中利用了 γ0Γ†γ0 = Γ。

再考虑圈图，



6 相互作用的 QFT 151

p1 p1 − k

k

k

im = −(−ig)2
∫

d4p1
(2π)4

tr[
i

/p1 −m+ iϵ
Γ

i

/p1 − /k −m+ iϵ
Γ] = −g2

∫
d4p1
(2π)4

tr[(/p1 +m)Γ(/p1 − /k +m)Γ]

(p21 −m2 + iϵ)[(p1 − k)2 −m2 + iϵ]

(6.221)
我们想让这个结果和前面的散射结果尽可能地接近。

im(ϕ→ ϕ) = −g2
∫

d4p1
(2π)4

∫
d4p2
(2π)4

(2π)4δ(p1 + p2 − k)
tr[(/p1 +m)Γ(−/p2 +m)Γ]

(p21 −m2 + iϵ)[(p2)2 −m2 + iϵ]
(6.222)

根据: 对于每一个被砍的传播子做替换 1
p2−m2+iϵ

→ (−2πi)δ(p2 −m2)。

Disc im(ϕ→ ϕ) = −g2
∫

d4p1
(2π)4

∫
d4p2
(2π)4

(2π)4δ(p1+p2−k)tr[(/p1+m)Γ(−/p2+m)Γ](−2πi)δ(p21−m2)(−2πi)δ(p22−m2)

(6.223)

Disc im(ϕ→ ϕ) = g2
∫

d4p1
(2π)4

∫
d4p2
(2π)4

(2π)4δ(p1+p2−k)tr[(/p1+m)Γ(/p2−m)Γ](−2πi)δ(p21−m2)(−2πi)δ(p22−m2)

(6.224)
则

Im M(ϕ→ ϕ) =MΓ(ϕ→ ψψ̄) (6.225)

tr[(/p1 +m)Γ(/p2 −m)Γ] 在两个公式中分别源于极化求和和传播子的分子，即费曼传播子的分子对

应于对应物理态的极化求和。

6.16 相互作用场论的格林函数

6.16.1 拉格朗日形式

从标量场论出发 (无导数耦合)，例如 gϕ3。

等时量子化条件不变。[
ϕ (t,x) , ϕ̇ (t,y)

]
= ih̄δ(3) (x− y)

⟨0|Tϕ (x)ϕ (y) |0⟩ = DF (x− y)

=

∫
d4p

(2π)
4 e

−ip·(x−y) 1

p2 −m2 + iϵ

(6.226)
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使用 h̄ 是为了强调这是一个量子力学相关的结论。

∂0⟨Ω|Tϕ (x)ϕ (y) |Ω⟩ = ⟨Ω|∂0
(
θ
(
x0 − y0

)
ϕ (x)ϕ (y) + θ

(
y0 − x0

)
ϕ (y)ϕ (x)

)
|Ω⟩

= ⟨Ω|θ
(
x0 − y0

)
ϕ̇ (x)ϕ (y) + θ

(
y0 − x0

)
ϕ (y) ϕ̇ (x) + δ

(
x0 − y0

)
[ϕ (x) , ϕ (y)] |Ω⟩

= ⟨Ω|T
(
ϕ̇ (x)ϕ (y)

)
+ δ

(
x0 − y0

)
[ϕ (x) , ϕ (y)] |Ω⟩

(6.227)
∂2
0⟨Ω|Tϕ (x)ϕ (y) |Ω⟩ = ∂0⟨Ω|θ

(
x0 − y0

)
ϕ̇ (x)ϕ (y) + θ

(
y0 − x0

)
ϕ (y) ϕ̇ (x) + δ

(
x0 − y0

)
[ϕ (x) , ϕ (y)] |Ω⟩

= ⟨Ω|T
(
∂2
0ϕ (x)ϕ (y)

)
+ 2δ

(
x0 − y0

) [
ϕ̇ (x) , ϕ (y)

]
+ ∂0

(
δ
(
x0 − y0

))
[ϕ (x) , ϕ (y)] |Ω⟩

= ⟨Ω|T
(
∂2
0ϕ (x)ϕ (y)

)
+ 2δ

(
x0 − y0

) [
ϕ̇ (x) , ϕ (y)

]
+ ∂0

(
δ
(
x0 − y0

)
[ϕ (x) , ϕ (y)]

)
− δ

(
x0 − y0

)
∂0 [ϕ (x) , ϕ (y)] |Ω⟩

= ⟨Ω|T
(
∂2
0ϕ (x)ϕ (y)

)
+ δ

(
x0 − y0

) [
ϕ̇ (x) , ϕ (y)

]
|Ω⟩

= ⟨Ω|T
(
∂2
0ϕ (x)ϕ (y)

)
− ih̄δ(4) (x− y) |Ω⟩

(6.228)
利用上面的结论则可以给出(

∂2 +m2
)
⟨Ω|Tϕ (x)ϕ (y) |Ω⟩ = ⟨Ω|T

(
∂2 +m2

)
[ϕ (x)ϕ (y)] |Ω⟩ − ih̄δ4 (x− y) (6.229)

其中的额外项体现了量子场论和经典场论的区别。

接下将这个结论推广到 n 点格林函数。

对于自由场论 (
∂2 +m2

)
ϕ (x) = 0(

∂2 +m2
)
⟨0|Tϕ (x)ϕ (y) |0⟩ = −ih̄δ4 (x− y)(

∂2 +m2
)
DF (x− y) = −ih̄δ4 (x− y)

(6.230)

推广到有 n+ 1 个场(
∂2
x +m2

)
⟨Ω|Tϕ (x)ϕ (x1) ...ϕ (xn) |Ω⟩ = ⟨Ω|T

(
∂2
x +m2

)
ϕ (x)ϕ (x1) ...ϕ (xn) |Ω⟩

− ih̄

n∑
j=1

δ4 (x− xj) ⟨Ω|Tϕ (x1) ...ϕ (xj−1)ϕ (xj+1)ϕ (xn) |Ω⟩

(6.231)
根据 E-L 方程 (

∂2 +m2
)
ϕ (x) =

∂Lint
∂ϕ (x)

= L′
int

⟨Ω|T
(
∂2
x +m2

)
ϕ (x)ϕ (x1) ...ϕ (xn) |Ω⟩ = ⟨Ω|TL′

intϕ (x1) ...ϕ (xn) |Ω⟩
(6.232)
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最后得到 Dyson-Schwinger 方程。(
∂2
x +m2

)
⟨Ω|Tϕ (x)ϕ (x1) ...ϕ (xn) |Ω⟩ = ⟨Ω|TL′

intϕ (x1) ...ϕ (xn) |Ω⟩

− ih̄

n∑
j=1

δ4 (x− xj) ⟨Ω|Tϕ (x1) ...ϕ (xj−1)ϕ (xj+1)ϕ (xn) |Ω⟩

(6.233)
接下来利用来微扰展开格林函数。

利用分部积分可以得到

⟨ϕ (x1)ϕ (x2)⟩ =
∫
d4xδ (x− x1) ⟨ϕ (x)ϕ (x2)⟩

=

∫
d4x

i

h̄

(
∂2
x +m2

)
DF (x− x1) ⟨ϕ (x)ϕ (x2)⟩

=

∫
d4x

i

h̄
DF (x− x1)

(
∂2
x +m2

)
⟨ϕ (x)ϕ (x2)⟩

=

∫
d4x

i

h̄
DF (x− x1)

(
−ih̄δ4 (x− x2)

)
= DF (x2 − x1)

= DF (x1 − x2)

(6.234)

以上的结果是假设是自由真空的结果。

接下来考虑四点格林函数的情形。

如果考虑自由情形，则 Dyson-Schwinger 方程为(
∂2
x +m2

)
⟨Ω|Tϕ (x)ϕ (x1) ...ϕ (xn) |Ω⟩ = −ih̄

n∑
j=1

δ4 (x− xj) ⟨Ω|Tϕ (x1) ...ϕ (xj−1)ϕ (xj+1)ϕ (xn) |Ω⟩

(6.235)
则有

⟨ϕ (x1)ϕ (x2)ϕ (x3)ϕ (x4)⟩ =
∫
d4xδ (x− x1) ⟨ϕ (x)ϕ (x2)ϕ (x3)ϕ (x4)⟩

=

∫
d4x

i

h̄
DF (x− x1)

(
∂2
x +m2

)
⟨ϕ (x)ϕ (x2)ϕ (x3)ϕ (x4)⟩

=

∫
d4x

i

h̄
DF (x− x1) (−ih̄)

 δ4 (x− x2) ⟨ϕ (x3)ϕ (x4)⟩
+δ4 (x− x3) ⟨ϕ (x2)ϕ (x4)⟩
+δ4 (x− x4) ⟨ϕ (x2)ϕ (x3)⟩


= DF (x1 − x2)DF (x3 − x4) +DF (x1 − x3)DF (x2 − x4) +DF (x1 − x4)DF (x2 − x3)

(6.236)
考虑加上相互作用

L = LKG − λ

4!
ϕ4

L′
int = −λ

6
ϕ3

(6.237)



6 相互作用的 QFT 154

⟨Ω|Tϕ (x1)ϕ (x2) |Ω⟩ =
∫
d4x

i

h̄
DF (x− x1)

(
∂2
x +m2

)
⟨ϕ (x)ϕ (x2)⟩

=

∫
d4x

i

h̄
DF (x− x1)

(
⟨L′

intϕ (x2)⟩ − ih̄δ4 (x− x2)
)

=

∫
d4x

i

h̄
DF (x− x1)

(
⟨−λ

6
ϕ3 (x)ϕ (x2)⟩ − ih̄δ4 (x− x2)

)
= DF (x1 − x2) +

∫
d4x

i

h̄
DF (x− x1) ⟨−

λ

6
ϕ3 (x)ϕ (x2)⟩

≈ DF (x1 − x2) +

∫
d4x

−iλ
6h̄

DF (x− x1) ⟨0|Tϕ3 (x)ϕ (x2) |0⟩+O
(
λ2
)

= DF (x1 − x2) +

∫
d4x

−iλ
6h̄

DF (x− x1) 3DF (x− x)DF (x− x2) +O
(
λ2
)

(6.238)
画成费曼图为

x1 x2 x1 x2x

已知费曼传播子正比于 ih̄δ4(x− y)，则第二项正比于 h̄2，从费曼图的角度来讲，就是单圈图比树图

多一个 h̄。换句话说，作圈图展开等价于 h̄ 展开，圈图修正等价于量子修正。

再考虑

Lint = − g

3!
ϕ3,L′

int = −g
2
ϕ2 (6.239)
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⟨ϕ (x1)ϕ (x2)⟩ =
∫
d4x

i

h̄
DF (x− x1)

(
∂2
x +m2

)
⟨ϕ (x)ϕ (x2)⟩

=

∫
d4x

i

h̄
DF (x− x1)

(
⟨L′

intϕ (x2)⟩ − ih̄δ4 (x− x2)
)

=

∫
d4x

i

h̄
DF (x− x1)

(
⟨−g

2
ϕ2ϕ (x2)⟩ − ih̄δ4 (x− x2)

)
= DF (x1 − x2) +

i

h̄

(
−g
2

)∫
d4x

∫
d4yDF (x− x1) δ (y − x2) ⟨ϕ2 (x)ϕ (y)⟩

= DF (x1 − x2) +
g

2h̄2

∫
d4x

∫
d4yDF (x− x1)

(
∂2
y +m2

)
[DF (y − x2)] ⟨ϕ2 (x)ϕ (y)⟩

= DF (x1 − x2) +
g

2h̄2

∫
d4x

∫
d4yDF (x− x1)DF (y − x2)

(
∂2
y +m2

)
⟨ϕ2 (x)ϕ (y)⟩

= DF (x1 − x2) +
g

2h̄2

∫
d4x

∫
d4yDF (x− x1)DF (y − x2)

(
∂2
y +m2

)
⟨ϕ2 (x)ϕ (y)⟩(

∂2
y +m2

)
⟨Ω|Tϕ (y)ϕ (x1) ...ϕ (xn) |Ω⟩

= ⟨Ω|TL′
intϕ (x1) ...ϕ (xn) |Ω⟩

− ih̄

n∑
j=1

δ4 (y − xj) ⟨Ω|Tϕ (x1) ...ϕ (xj−1)ϕ (xj+1)ϕ (xn) |Ω⟩

= DF (x1 − x2) +
g

2h̄2

∫
d4x

∫
d4yDF (x− x1)DF (y − x2)

×
[
⟨
(
−g
2

)
ϕ2 (x)ϕ2 (y)⟩ − 2ih̄δ4 (y − x) ⟨ϕ (x)⟩

]
(6.240)

精确到 g 的平方阶

⟨ϕ2 (x)ϕ2 (y)⟩ = DF (x− x)DF (y − y) + 2D2
F (x− y) (6.241)

对于 ⟨ϕ (x)⟩，也对应于 g2 阶，也需要考虑。

⟨ϕ (x)⟩ =
∫
d4yδ4 (y − x) ⟨Ω|ϕ (y) |Ω⟩

=
i

h̄

∫
d4yDF (x− y)

(
∂2
y +m2

)
⟨Ω|ϕ (y) |Ω⟩

=
i

h̄

∫
d4yDF (x− y)

(
−g
2

)
⟨Ω|Tϕ2 (y) |Ω⟩

≈ i

h̄

∫
d4yDF (x− y)

(
−g
2

)
⟨0|Tϕ2 (y) |0⟩

=
i

h̄

∫
d4yDF (x− y)

(
−g
2

)
DF (y − y)

(6.242)
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⟨ϕ (x1)ϕ (x2)⟩ = DF (x1 − x2) +
g

2h̄2

∫
d4x

∫
d4yDF (x− x1)DF (y − x2)

×
{(

−g
2

) [
DF (x− x)DF (y − y) + 2D2

F (x− y)
]
− 2ih̄δ4 (y − x)

i

h̄

∫
d4yDF (x− y)

(
−g
2

)
DF (y − y)

}
= DF (x1 − x2) +

g

2h̄2

∫
d4x

∫
d4yDF (x− x1)DF (y − x2)

×
(
−g
2

) [
DF (x− x)DF (y − y) + 2D2

F (x− y)
]

+
g

2h̄2

∫
d4xDF (x− x1)DF (x− x2)

∫
d4y2

(
−g
2

)
DF (x− y)DF (y − y)

= DF (x1 − x2)

+
(−ig)2

2h̄2

∫
d4x

∫
d4yDF (x− x1)D

2
F (x− y)DF (y − x2)

+
(−ig)2

4h̄2

∫
d4x

∫
d4yDF (x− x1)DF (x− x)DF (y − y)DF (y − x2)

+
(−ig)2

2h̄2

∫
d4xDF (x− x1)DF (x− x2)

∫
d4yDF (x− y)DF (y − y)

(6.243)
注意中间的 δ4(y − x) 作用在前面的两重积分。

总的思路为引入额外积分，再将 δ 函数转为 K-G 算符作于传播子，再利用分部积分将 K-G 算符
作用于格林函数，再利用 Dyson-Schwinger 方程迭代到我们需要的阶，最后将相互作用真空换成自由
真空，得到自由场论传播子。

6.16.2 哈密顿形式

我们并不会处理

⟨Ω|T {ϕH (x)ϕH (y)} |Ω⟩ (6.244)

作替换

ϕH (x) → ϕI (x) , |Ω⟩ → |0⟩ (6.245)

利用

ϕH (t,x) = eiH(t−t0)ϕH (t0,x) e
−iH(t−t0)

ϕI (t,x) = eiH0(t−t0)ϕI (t0,x) e
−iH0(t−t0)

ϕH (t,x) = eiH(t−t0)e−iH0(t−t0)ϕI (t,x) e
iH0(t−t0)e−iH(t−t0)

U (t, t0) = eiH0(t−t0)e−iH(t−t0)

= T exp
[
−i
∫ t

t′
dt′′VI (t

′′)

]
(6.246)
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得到相互作用真空荷自由真空的关系

e−iHT |0⟩ =
∑
n

e−iHT |n⟩⟨n|0⟩

=
∑
n

e−iEnT |n⟩⟨n|0⟩

= e−iE0T |Ω⟩⟨Ω|0⟩+
∑
n ̸=0

e−iEnT |n⟩⟨n|0⟩

e−iEn∞(1−iϵ) = e−iEn∞e−En∞ → 0

|Ω⟩ = lim
T→∞(1−iϵ)

e−iHT |0⟩
e−iE0T ⟨Ω|0⟩

= lim
T→∞(1−iϵ)

e−iHT |0⟩
e−iE0T ⟨Ω|0⟩

= lim
T→∞(1−iϵ)

e−iH(T+t0)|0⟩
e−iE0(T+t0)⟨Ω|0⟩

= lim
T→∞(1−iϵ)

e−iH(t0−(−T ))|0⟩
e−iE0(t0−(−T ))⟨Ω|0⟩

= lim
T→∞(1−iϵ)

e−iH(t0−(−T ))e−iH0(t0−(−T ))|0⟩
e−iE0(t0−(−T ))⟨Ω|0⟩

|Ω⟩ = lim
T→∞(1−iϵ)

U (t0,−T ) |0⟩
e−iE0(t0−(−T ))⟨Ω|0⟩

⟨Ω| = lim
T→∞(1−iϵ)

⟨0|U (T, t0)

e−iE0(T−t0)⟨0|Ω⟩

⟨Ω|Ω⟩ = 1

= lim
T→∞(1−iϵ)

⟨0|U (T,−T ) |0⟩
e−iE0(2T )|⟨0|Ω⟩|2

lim
T→∞(1−iϵ)

e−iE0(2T )|⟨0|Ω⟩|2 = ⟨0|Ŝ|0⟩

(6.247)
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这样就能得到著名的 Gell-Mann-Low 定理

⟨Ω|T {ϕH (x)ϕH (y)} |Ω⟩ = ⟨Ω|T {ϕH (x)ϕH (y)} |Ω⟩
(
x0 > y0

)
= ⟨Ω|ϕH (x)ϕH (y) |Ω⟩

= lim
T→∞(1−iϵ)

⟨0|U (T, t0)U (x0, t0)
†
ϕI (x)U (x0, t0)U (y0, t0)

†
ϕI (y)U (y0, t0)U (t0,−T ) |0⟩

e−iE0(2T )|⟨0|Ω⟩|2

= lim
T→∞(1−iϵ)

⟨0|U (T, x0)ϕI (x)U (x0, y0)ϕI (y)U (y0,−T ) |0⟩
e−iE0(2T )|⟨0|Ω⟩|2

⟨Ω|T {ϕH (x)ϕH (y)} |Ω⟩ = lim
T→∞(1−iϵ)

⟨0|T {ϕI (x)ϕI (y)}U (T,−T ) |0⟩
e−iE0(2T )|⟨0|Ω⟩|2

= lim
T→∞(1−iϵ)

⟨0|T {ϕI (x)ϕI (y)}T exp
[
−i
∫ T
−T dtVI (t)

]
|0⟩

⟨0|U (T,−T ) |0⟩

= lim
T→∞(1−iϵ)

⟨0|T
[
ϕI (x)ϕI (y) exp

[
−i
∫ T
−T dtVI (t)

]]
|0⟩

⟨0|T exp
[
−i
∫ T
−T dtVI (t)

]
|0⟩

(6.248)
其中 ⟨0|U (T, x0)ϕI (x)U (x0, y0)ϕI (y)U (y0,−T ) |0⟩ 自动满足了编时需求。
例 ϕ4 模型

Ŝ = exp
[
−i
∫ T

−T
dtVI (t)

]
= 1− i

∫ T

−T
dtVI (t)

= 1− i

∫ T

−T
dx4HI (x)

= 1− i
λ

4!

∫
d4zϕ4 (z)

(6.249)

⟨Ω|T {ϕH (x1)ϕH (x2)} |Ω⟩ =
⟨0|T

{
ϕI (x)ϕI (x2) Ŝ

}
|0⟩

⟨0|Ŝ|0⟩

=
⟨0|TϕI (x1)ϕI (x2) |0⟩+ ⟨0|T

{
ϕI (x1)ϕI (x2)

(−iλ)
4!

∫
d4zϕ4 (z)

}
|0⟩

⟨0|Ŝ|0⟩
(6.250)

考虑如下的缩并

⟨0|T
{
ϕI (x1)ϕI (x2)

(−iλ)
4!

∫
d4zϕ (z)ϕ (z)ϕ (z)ϕ (z)

}
|0⟩ (6.251)

对应的费曼图为
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x1 x2

我们好奇这些真空泡泡图的命运。

1

8
(−iλ)D2

F (0)

∫
d4z × 1 =

1

8
(−iλ)D2

F (0)V

∫ T

−T
dt

=
1

8
(−iλ)D2

F (0)V (2T )

(6.252)

⟨0|T
[
ϕI (x)ϕI (y) exp

[
−i
∫ T
−T dtVI (t)

]]
|0⟩ 展开到多阶有更多真空泡泡图

这些图可以因子化为

x y( )+ +... × exp[ ]+ +...x y

而

exp[ ]+ +...⟨0|Ŝ|0⟩ =

所以我们只需要考虑具有两个外点的费曼图之和，排除了真空泡泡图，peskin 中不需要非联通的图
并不是很严格，考虑四点格林函数，就有不少不包含真空泡泡图的非联通图。

⟨0|Ŝ|0⟩ = e−iE0(2T )|⟨0|Ω⟩|2 其中 |⟨0|Ω⟩|2 即为物理真空中出现相互作用真空的几率。
令 E0 = ϵ0V，ϵ0 为真空能密度。

ln⟨0|Ŝ|0⟩ = ln |⟨0|Ω⟩|2 − iϵ0V (2T ) = 8 + ...

ϵ0 =
E0

V
= i

(8 + ....)

V (2T )

(6.253)

即通过真空泡泡图得到相互作用真空的基态能密度。
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考虑 QED 的相互作用，展开到一阶

⟨Ω|T
{
ψ (x) ψ̄ (y)Aµ (z)

}
|Ω⟩ = ⟨0|T

{
ψα (x) ψ̄β (y)Aµ (z) Ŝ

}
|0⟩

= ⟨0|T
{
ψα (x) ψ̄β (y)Aµ (z) (−ie)

∫
d4ωψ̄ρ (ω) γ

ν
ρσψσ (ω)Aν (ω)

}
|0⟩

= ⟨0|T
{
Aµ (z) (−ie)

∫
d4ωψα (x) ψ̄ρ (ω) γ

ν
ρσψσ (ω) ψ̄β (y)Aν (ω)

}
|0⟩

= −ie
∫
d4ωDFµν (z − ω)SFαβ (x− ω) γνρσSFσβ (ω − y)

(6.254)
一般我们更经常用的是动量空间的格林函数

⟨Ω|T
{
ϕ (x1)ϕ (x2)ϕ (x3)ϕ (x4)

[
−iλ
4!

∫
d4zϕ4 (z)

]}
|Ω⟩

= −iλ
∫
d4zDF (x1 − z)DF (x2 − z)DF (x3 − z)DF (x4 − z)

= (−iλ)
∫

d4z
∫

d4p1e
−ip1·(x1−z)D̃F (p1)....

= (2π)
4
δ (p1 + p2 + p3 + p4) (−iλ)

4∏
i=1

∫
d4pie

−i(p1·x1+p2·x2+p3·x3+p4·x4)D̃F (p1) D̃F (p2) D̃F (p3) D̃F (p4)

(6.255)

6.17 两点关联函数的 Kallen Lehmann 谱表示

定义完整汉密顿量的所有能量本征态的归一化关系

I = |Ω⟩⟨Ω|+
∑
n

∫
dΠn|n⟩⟨n|, dΠn =

∏
i∈n

d3pi

(2π)
3
2Ei

(6.256)

由于这里不涉及对称性自发破缺，场算符对于相互作用真空的内积等于 0，所以可以不考虑这一项。
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将上述归一化关系插入两点关联函数得到

⟨Ω|ϕ (x)ϕ (y) |Ω⟩ =
∑
n

∫
dΠn⟨Ω|ϕ (x) |n⟩⟨n|ϕ (y) |Ω⟩

=
∑
n

∫
dΠn⟨Ω|eiP̂ ·xϕ (0) e−iP̂ ·x|n⟩⟨n|ϕ (y) |Ω⟩

=
∑
n

∫
dΠn⟨Ω|ϕ (0) e−ipn·x|n⟩⟨n|ϕ (y) |Ω⟩

=
∑
n

∫
dΠne

−ipn·(x−y)|⟨Ω|ϕ (0) |n⟩|2

=
∑
n

∫
dΠne

−ipn·(x−y)|⟨Ω|ϕ (0) |n⟩|2
(
1 =

∫
d4p

(2π)
4 (2π)

4
δ4 (p− pn)

)
=

∫
d4p

(2π)
4 e

−ip·(x−y)
∑
n

∫
dΠn (2π)

4
δ4 (p− pn) |⟨Ω|ϕ (0) |n⟩|2

(6.257)

其中 ∑
n

∫
dΠn(2π)

4δ4 (p− pn) |⟨Ω|ϕ (0) |n⟩|2 = 2πθ
(
p0
)
ρ
(
p2
)

(6.258)

ρ 为谱密度函数，必须是实的而且是正定的。

利用

D (x− y) =

∫
d4p

(2π)
4 e

−ip·(x−y)θ (p0) δ
(
p2 −m2

)
(6.259)

得到

⟨Ω|ϕ (x)ϕ (y) |Ω⟩ =
∫

d4p

(2π)
3 e

−ip·(x−y)θ
(
p0
)
ρ
(
p2
)

=

∫ ∞

0

dM2

∫
d4p

(2π)
3 e

−ip·(x−y)θ
(
p0
)
ρ
(
M2
)
δ
(
p2 −M2

)
=

∫ ∞

0

dM2ρ
(
M2
)
D
(
x− y,M2

)
(6.260)

最后得到 K-L 谱表示

⟨Ω|Tϕ (x)ϕ (y) |Ω⟩ =
∫ ∞

0

dM2ρ
(
M2
)
DF

(
x− y,M2

)
(6.261)

接下来考察谱密度函数 ρ 的性质

2πθ
(
p0
)
ρ
(
p2
)
=
∑
n

∫
dΠn(2π)

4δ4 (p− pn) |⟨Ω|ϕ (0) |n⟩|2 (6.262)

例如 ϕ3 理论的谱函数
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ρ (M2)

M2
m2
phy

即单粒子态出现尖峰，多粒子态连续分布。

接下来考虑动量空间，并将谱函数参数化为如下的形式

ρ
(
M2
)
= Zδ

(
M2 −m2

phy

)
+ σ

(
M2
)

(6.263)

∫
d4xeip·x⟨Ω|Tϕ (x)ϕ (y) |Ω⟩ =

∫ ∞

0

dM2ρ
(
M2
) ∫

d4xeip·xDF

(
x− y,M2

)
=

∫ ∞

0

dM2ρ
(
M2
) i

p2 −M2 + iϵ

=

∫ ∞

0

dM2
[
Zδ
(
M2 −m2

phy

)
+ σ

(
M2
)] i

p2 −M2 + iϵ

=
iZ

p2 −m2
phy + iϵ

+

∫ ∞

0

dM2 iσ (M2)

p2 −M2 + iϵ

(6.264)

接下来考察 Z 的物理意义。考虑在靠近物理质量时，谱函数以单粒子态为主导。

2πθ
(
p0
)
ρ
(
p2
)
=

∫
d3q

(2π)
3
2Eq

(2π)
4
δ4 (p− pn) |⟨Ω|ϕ (0) |q⟩|2

= 2π

∫
d4qθ

(
q0
)
δ
(
q2 −m2

phy

)
δ4 (p− pn)Z

= 2πθ
(
p0
)
δ
(
p2 −m2

phy

)
Z

ρ
(
p2
)
= δ

(
p2 −m2

phy

)
Z

(6.265)

√
Z = ⟨Ω|ϕ (0) |pphy⟩ (6.266)

Z 也称为场强重整化因子或者波函数重整化因子

对 Z 的限制为 0 ≤ Z ≤ 1
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⟨Ω| [ϕH (x) , ϕH (y)] |Ω⟩ =
∫ ∞

0

dM2ρ
(
M2
)
⟨Ω| [ϕ0 (x) , ϕ0 (y)] |Ω⟩

∂x0
⟨Ω| [ϕH (x) , ϕH (y)] |Ω⟩ = ∂x0

∫ ∞

0

dM2ρ
(
M2
)
⟨Ω| [ϕ0 (x) , ϕ0 (y)] |Ω⟩ (x0 = y0)

⟨Ω|
[
ϕ̇H (x) , ϕH (x0,y)

]
|Ω⟩ =

∫ ∞

0

dM2ρ
(
M2
)
⟨Ω|
[
ϕ̇0 (x) , ϕ0 (x0,y)

]
|Ω⟩

−iδ3 (x− y) ⟨Ω|Ω⟩ =
∫ ∞

0

dM2ρ
(
M2
) [

−iδ3 (x− y) ⟨0|0⟩
]

1 =

∫ ∞

0

dM2ρ
(
M2
)

=

∫ ∞

0

dM2Zδ
(
M2 −m2

phy

)
+ σ

(
M2
)

Z +

∫ ∞

0

dM2σ
(
M2
)
= 1

Z ≤ 1

(6.267)

接下来讨论微扰论 ∫
d4xeip·x⟨Ω|Tϕ (x)ϕ (0) |Ω⟩ (6.268)

对应如下的图

+ + +...

这些图即单粒子不可约图，几何上来讲，就是在不截断外腿的情形下，任意截费曼图并不会出现孤

立的线，而每个单粒子不可约图，也即 1PI 自能图。只包含一个 p2 的函数，而其他的图则可以通过截

断内线的方式，变成多个不可约图，即多个 1PI。

∫
d4xeip·x⟨Ω|Tϕ (x)ϕ (0) |Ω⟩ = i

p2 −m2
0 + iϵ

+
i

p2 −m2
0 + iϵ

(
−iΣ

(
p2
)) i

p2 −m2
0 + iϵ

+
i

p2 −m2
0 + iϵ

(
−iΣ

(
p2
)) i

p2 −m2
0 + iϵ

(
−iΣ

(
p2
)) i

p2 −m2
0 + iϵ

+ ...

=
i

p2 −m2
0 + iϵ

1−
(
(−iΣ(p2)) i

p2−m2
0+iϵ

)n
1− (−iΣ(p2)) i

p2−m2
0+iϵ

=
i

p2 −m2
0 + iϵ− Σ(p2)

(6.269)
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根据 ∫
d4xeip·x⟨Ω|Tϕ (x)ϕ (0) |Ω⟩ = iZ

p2 −m2
phy + iϵ

+

∫ ∞

0

dM2 iσ (M2)

p2 −M2 + iϵ
(6.270)

在 p2 = m2
phy 时会出现奇异性，该奇异性也应当出现在根据 1PI 展开得到的结果中。[

p2 −m2
0 + iϵ− Σ

(
p2
)]

|p2=m2
phy

= 0

m2
phy = m2

0 +Σ
(
m2
自能

) (6.271)

考虑在物理质量附近泰勒展开

p2 −m2
0 + iϵ− Σ

(
p2
)
= p2 −m2

0 −
(
Σ
(
m2
自能

)
+
dΣ(p2)

dp2
|p2=m2

phy

(
p2 −m2

phy

))
=
(
p2 −m2

phy

)(
1− dΣ(p2)

dp2
|p2=m2

phy

)
i

p2 −m2
0 + iϵ− Σ(p2)

=
i(

p2 −m2
phy

(
1− dΣ(p2)

dp2
|p2=m2

phy

))
=

iZ

p2 −m2
phy + iϵ

+ ...

Z−1 = 1− dΣ(p2)

dp2
|p2=m2

phy
> 1

(6.272)

根据之前得到的 Z ≤ 1 可知
dΣ(p2)
dp2

< 0。

在讨论 Z 的物理意义之前，先回顾一下量子力学中的时间无关微扰论。

H = H0 + V

H0|n(0)⟩ = E(0)
n |n(0)⟩

H|n⟩ = (H0 + V ) |n⟩

= En|n⟩

⟨m(0)|n(0)⟩ = δnm

En = E(0)
n + ⟨n(0)|V |n(0)⟩+

∑
m ̸=n

|Vmn|2

E
(0)
n − E

(0)
m

+ ..., Vmn = ⟨m(0)|V |n(0)⟩

|n⟩ = |n(0)⟩+
∑
n ̸=m

|m(0)⟩ Vmn

E
(0)
n − E

(0)
m

+ ...

(6.273)

其中 |n⟩ 是没有归一化的。
重新定义归一化的态

|n⟩N =
√
Zn|n⟩

N ⟨n|n⟩N = 1
(6.274)

其中
√
Zn 就是波函数重整化因子。
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有了以上定义则可以给出 Zn 的物理意义

⟨n(0)|n⟩N =
√
Zn (6.275)

即从扰动之后的态找到非扰动态的概率。

N ⟨n|n⟩N = ZN ⟨n|n⟩

1 = ZN ⟨n|n⟩

Z−1
N = ⟨n|n⟩

= ⟨n(0)|n(0)⟩+ ⟨n(1)|n(1)⟩

= 1 +
∑
n ̸=m

| Vmn

E
(0)
n − E

(0)
m

|2 + ...

(6.276)

利用泰勒展开

ZN ≈ 1−
∑
n ̸=m

| Vmn

E
(0)
n − E

(0)
m

|2 + ...

=
∂En

∂E
(0)
n

(6.277)

和之前动量空间两点关联函数的结论很类似

Z−1 = 1− dΣ(p2)

dp2
|p2=m2

phy
> 1 (6.278)

类比于量子力学将场强重整化因子

√
Z = ⟨Ω|ϕ (0) |pphy⟩ (6.279)

诠释为
√
Z 表示在物理的相互作用单粒子态中找到质量为 m0 的裸的单粒子态。

例如电子态有

|e⟩phy =
√
Z|e⟩bare + |e+ γ⟩+ ... (6.280)

6.18 LSZ 约化公式

即从动量空间格林函数得到物理的 S 矩阵元。

回忆之前推导两点关联函数时，在趋于物理质量的极限下，奇异性主要体现在第一项∫
d4xeip·x⟨Ω|Tϕ (x)ϕ (y) |Ω⟩ = iZ

p2 −m2
phy + iϵ

+

∫ ∞

0

dM2 iσ (M2)

p2 −M2 + iϵ
(6.281)

考虑 2 → n 散射，n+ 2 点格林函数的傅里叶变换。

我们希望寻找下式的非解析结构∫
d4xeip·x⟨Ω|Tϕ (x)ϕ (z1) ...ϕ (zn+1) |Ω⟩ (6.282)
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为此将积分区域分为以下三个部分∫ ∞

−∞
dx0 =

∫ T−

−∞
dx0 +

∫ T+

T−

dx0 +

∫ ∞

T+

dx0 (6.283)

其中
∫ T+

T−
dx0 有明确的上下限，不会出现奇异性。

=

∫ ∞

T+

dx0
∫
d3x eip

0x0

e−ip·x⟨Ω|Tϕ (x)ϕ (z1) ...ϕ (zn+1) |Ω⟩

=

∫ ∞

T+

dx0
∫
d3x eip

0x0

e−ip·x⟨Ω|Tϕ (x) Îϕ (z1) ...ϕ (zn+1) |Ω⟩

=

∫ ∞

T+

dx0
∫
d3x eip

0x0

e−ip·x⟨Ω|Tϕ (x)
∫

d3q

(2π)
3
2Eq

|q⟩⟨q|ϕ (z1) ...ϕ (zn+1) |Ω⟩

⟨Ω|ϕ (x) |q⟩ = ⟨Ω|eiHtϕ (0) e−iHt|q⟩ = ⟨Ω|ϕ (0) |q⟩e−iq·x =
√
Ze−iq·x

=

∫ ∞

T+

dx0
∫

d3q

(2π)
3
2Eq

eip
0x0

e−iEqx
0

∫
d3x

(
e−ip·x + eiq·x

)√
Z⟨q|Tϕ (z1) ...ϕ (zn+1) |Ω⟩+ ...

=

∫ ∞

T+

dx0
∫

d3q

(2π)
3
2Eq

eip
0x0

e−iEqx
0

(2π)
3
δ(3) (p− q)

√
Z⟨q|Tϕ (z1) ...ϕ (zn+1) |Ω⟩+ ...

=

∫ ∞

T+

dx0
1

2Ep
ei(p

0−Eq)x0√
Z⟨p|Tϕ (z1) ...ϕ (zn+1) |Ω⟩+ ...

=

∫ ∞

T+

dx0
1

2Ep
ei(p

0−Eq+iϵ)x0√
Z⟨p|Tϕ (z1) ...ϕ (zn+1) |Ω⟩+ ...

=
1

2Ep

iei(p
0−Ep+iϵ)T+

p0 − Ep + iϵ

√
Z⟨p|Tϕ (z1) ...ϕ (zn+1) |Ω⟩+ ...

= lim
p0→Ep

1

2Ep

iei(p
0−Ep+iϵ)T+

p0 − Ep + iϵ

√
Z⟨p|Tϕ (z1) ...ϕ (zn+1) |Ω⟩+ ...

=
i

p2 −m2
phy + iϵ

√
Z⟨p|Tϕ (z1) ...ϕ (zn+1) |Ω⟩+ ..

(6.284)
而

i

p2 −m2 + iϵ
=

1

2Ep

(
i

p0 − EP + iϵ
− i

p0 + EP − iϵ

)
(6.285)

也在 p0 → Ep 也出现了类似的奇异性。

考虑另一种时序

1

2Ep

iei(p
0−Ep+iϵ)T+

p0 − Ep + iϵ
=

i

p2 −m2
phy + iϵ

(6.286)
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类似的对于另外一个区间 −∞ → T−

=

∫
d4xeip·x⟨Ω|T {ϕ (z1) ...ϕ (zn+1)}

∫
d3q

(2π)
3
2Eq

|q⟩⟨q|ϕ (x1) |Ω⟩

=

∫ T−

−∞
dx0

1

2Ep
ei(p

0+Ep+iϵ)x0√
Z⟨Ω|T {ϕ (z1) ...ϕ (zn+1)} | − p⟩

= − 1

2Ep

iei(p
0+Ep−iϵ)T−

p0 + Ep − iϵ

√
Z⟨Ω|T {ϕ (z1) ...ϕ (zn+1)} | − p⟩

(6.287)

即和传播子在 p0 → −Ep 时有类似的奇异性。
最后可以给出 LSZ 约化公式

=

n∏
i=1

∫
d4xeipi·xi

m∏
j=1

∫
d4ye−ikj ·yj ⟨Ω|T {ϕ (x1) ...ϕ (xn)ϕ (y1) ...ϕ (yn)} |Ω⟩

∼
n∏
i=1

( √
Zi

p2i −m2
phy + iϵ

) n∏
j=1

( √
Zi

p2j −m2
phy + iϵ

)
out⟨p1..pn|S|k1...km⟩in

∼
n∏
i=1

(
Zi

p2i −m2
phy + iϵ

) n∏
j=1

(
Zi

p2j −m2
phy + iϵ

)
out⟨p1..pn|S|k1...km⟩in

(Z)
n+m

out⟨p1..pn|S|k1...km⟩in

= (−i)m+n
(√

Z
)−(m+n)

n∏
i=1

∫
d4x

(
p2i −m2

phy

)
eipi·xi

m∏
j=1

∫
d4y
(
p2j −m2

phy

)
e−ikj ·yj ⟨Ω|T {ϕ (x1) ...ϕ (xn)ϕ (y1) ...ϕ (yn)} |Ω⟩

=
(√

Z
)−(m+n)

n∏
i=1

∫
d4xi

(
−p2i +m2

phy

)
eipi·xi

m∏
j=1

∫
d4yi

(
−p2j +m2

phy

)
e−ikj ·yj ⟨Ω|T {ϕ (x1) ...ϕ (xn)ϕ (y1) ...ϕ (yn)} |Ω⟩

=
(√

Z
)−(m+n)

n∏
i=1

∫
d4xieipi·xi

(
∂2
xi

+m2
) m∏
j=1

∫
d4yie−ikj ·yj

(
∂2
xi

+m2
)
⟨Ω|T {ϕ (x1) ...ϕ (xn)ϕ (y1) ...ϕ (yn)} |Ω⟩

(6.288)
其中 −iki · yi 是为了保证不出现负能量态。
这里补充一下动量空间关联函数的推导(

∂2
x +m2

)
G (x, y) = −iδ4 (x− y)(

∂2
x +m2

) ∫ d4p

(2π)
4G (p) e−ip(x−y) = −iδ4 (x− y)

(
−p2 +m2

) ∫ d4p

(2π)
4G (p) e−ip(x−y) = −i

∫
d4p

(2π)
4 e

−ip(x−y)

G (p) =
i

p2 −m2

(6.289)
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考虑将 S 矩阵元写成下面的形式

⟨f |S|i⟩ =
(√

2
)2√

E1..En⟨Ω|ap3 (∞) ...apn (∞) a†p1 (−∞) a†p2 (−∞) |Ω⟩

⟨f |S|i⟩ =
(√

2
)2√

E1..En⟨Ω|T
{
ap3 (∞) ...apn (∞) a†p1 (−∞) a†p2 (−∞)

}
|Ω⟩

=
(√

2
)2√

E1..En⟨Ω|T
{
(ap3 (∞)− ap3 (−∞)) ...

(
a†p2 (−∞)− a†p2 (∞)

)}
|Ω⟩

= T
{
(ap3 (∞)− ap3 (−∞))

(
a†p2 (−∞)− a†p2 (∞)

)}
= T

(
ap3 (∞) a†p2 (−∞)− ap3 (−∞) a†p2 (−∞)− ap3 (∞) a†p2 (∞) + ap3 (−∞) a†p2 (∞)

)
= ap3 (∞) a†p2 (−∞)− ap3 (−∞) a†p2 (−∞)− ap3 (∞) a†p2 (∞) + a†p2 (∞) ap3 (−∞)

= ⟨Ω|ap3 (∞) a†p2 (−∞)− ap3 (−∞) a†p2 (−∞)− ap3 (∞) a†p2 (∞) + a†p2 (∞) ap3 (−∞) |Ω⟩

= ⟨Ω|ap3 (∞) a†p2 (−∞) |Ω⟩

(6.290)

再利用

= i

∫
d4xeipx

(
∂µ∂µ +m2

)
ϕ (x)

= i

∫
d4xeipx

(
∂2
t + E2

p

)
ϕ (x)

=

∫
d4x∂t

(
eip·x (i∂t + Ep)ϕ (x)

)
=

∫
dt∂t

(
eiEpt

(∫
d3xe−ip·x ( i∂t + Ep)

)
ϕ (x)

)
=

∫
dt∂t

(
eiEpt

(∫
d3xe−ip·x ( i∂t + Ep)

)∫
dk3

(2π)
3

1

2
√
Ek

(
ak (t) e

−ik·x + h.c.
))

=

∫
dt∂t

(
eiEpt

(∫
dk3

(2π)
3

∫
d3x

(
Ek + Ep√

2Ek

)
ak (t) e

−ikxe−ip·x +

(
−Ek + Ep√

2Ek

)
a†k (t) e

ikxe−ip·x
))

=

∫
dt∂t

(
eiEpt

(∫
dk3

(2π)
3

(
Ek + Ep√

2Ek

)
ak (t) e

−iEktδ3 (k − p) +

(
−Ek + Ep√

2Ek

)
a†k (t) e

iEktδ3 (k + p)

))
=

∫
dt∂t

(
eiEpt

(√
2Epap (t) e

−iEpt
))

=
√

2Ep [ap (∞)− ap (−∞)]

= ∂t
(
eip·x (i∂t + Ep)ϕ (x)

)
=
[
iEpe

ipx (i∂t + Ep) + eipx
(
i∂2
t + Ep∂t

)]
ϕ (x)

= ieipx
(
∂2
t + E2

p

)
ϕ (x)

(6.291)
以上推导利用了在初态和末态时算符与时间无关 ∂tap(t) = 0
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从另一个方向得到了 LSZ 公式

⟨f |S|i⟩ =
(√

2
)2√

E1..En

(√
2
)2√

E1..En⟨Ω|T
{
(ap3 (∞)− ap3 (−∞)) ...

(
a†p2 (−∞)− a†p2 (∞)

)}
|Ω⟩

=

[
i

∫
d4x1e

ip1x1
(
∂x1∂x1

+m2
)]
...

[
i

∫
d4xne

ipnxn
(
∂xn∂xn

+m2
)]

×⟨Ω|T {ϕ (x1) ...ϕ (xn)} |Ω⟩
(6.292)

考虑

L =
1

2
(∂µϕ)

2 − 1

2
m2ϕ2 − λ

4!
ϕ4 (6.293)

在 ϕ→ 2ϕ 时，会同时改变格林函数和
√
Z，不会改变 S 矩阵元。

Grossing symmetry

out⟨ϕ (p) ...|α⟩in =out ⟨...|ϕ̄ (−p)α⟩in (6.294)

因为我们区别出态和入态只和傅里叶变换的因子负号有关

eipi·xi → e−ipi·(−xi) (6.295)

7 重整化

7.1 重整化的基本思路

以无质量 λϕ4 模型为例

L =
1

2
(∂µϕ)

2 − 1

4!
λϕ4 (7.1)

考虑两体散射的二阶费曼图，具体为四条外线，两个顶点，一个内圈

相应的不变振幅为

ims = −λ
2

2

∫
d4k

(2π)4
i

k2 + iϵ

i

(k − p)2 + iϵ
(7.2)

利用费曼参数化公式

1

AB
=

∫ 1

0

dx
1

[XA+ (1−X)B]2
(7.3)

利用 Schwinger 参数化可以证明上式
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1

A
= −i

∫ ∞

0

ds eisA

1

AB
= (−i)2

∫ ∞

0

ds eisA
∫ ∞

0

dt eitB

= (−i)2
∫ ∞

0

ds
∫∞
0
dt eis(A+B)

s = rx, t = r (1− x)

1

AB
= (−i)2 −

∫ 1

0

dx

∫ ∞

0

dr r eir(xA+(1−x)B)

(7.4)

ms = −iλ
2

2

∫
d4k

(2π)
4

i

k2 + iϵ

i

(k − p)
2
+ iϵ

= i
λ2

2

∫ 1

0

dx

∫
d4k

(2π)
4

1[
x (k − p)

2
+ (1− x) k2 + iϵ

]2
= i

λ2

2

∫ 1

0

dx

∫
d4k

(2π)
4

1[
x (k − p)

2
+ (1− x) k2 + iϵ

]2
= i

λ2

2

∫ 1

0

dx

∫
d4k

(2π)
4

1

[xk2 + xp2 − 2kpx+ k2 − xk2 + iϵ]
2

= i
λ2

2

∫ 1

0

dx

∫
d4k

(2π)
4

1

[xp2 − 2kpx+ k2 + iϵ]
2 p

2 = s = Ecm > 0

= i
λ2

2

∫ 1

0

dx

∫
d4k

(2π)
4

1

[xs− 2kpx+ k2 + iϵ]
2

= i
λ2

2

∫ 1

0

dx

∫
d4k

(2π)
4

1[
(k − xp)

2
+ x (1− x) s+ iϵ

]2
k′ = k − 2xp

= i
λ2

2

∫ 1

0

dx

∫
d4k′

(2π)
4

1[
(k′)

2
+ x (1− x) s+ iϵ

]2
= i

λ2

2

∫ 1

0

dx

∫
d4l

(2π)
4

1

[l2 −∆]
2 ∆ = −x (1− x) s− iϵ

= i
λ2

2

∫ 1

0

dx

∫
d3l

∫
dl0

(2π)
4

1

[l2 −∆]
2

(7.5)

对于
∫

dl0

(2π)4
1

[(l0)2−l2−∆]
2，有奇点 l0 = ±

√
l2 +∆，围道可以选从正实轴到右上半圆弧，到虚轴，再

到左下半圆弧，刚好绕过所有极点。这样可以得到实轴和虚轴积分差一个负号。
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∫ ∞

−∞
dl0

1[
(l0)

2 − |l|2 −∆
]2 =

∫ i∞

−i∞
dl0

1[
(l0)

2 − |l|2 −∆
]2

l0 → ilE∫ i∞

−i∞
dl0

1[
(l0)

2 − |l|2 −∆
]2 =

∫ i∞

−i∞
d (ilE)

1[
(ilE)

2 − |l|2 −∆
]2

= i

∫ ∞

−∞
d (lE)

1[
(ilE)

2 − |l|2 −∆
]2

= i

∫ ∞

−∞
d (lE)

1

[l2E +∆]
2

(7.6)

ms = i
λ2

2

∫ 1

0

dx
i

(2π)
4

∫
d4lE

1

(l2E +∆)
2

xµE = (r sinω sin θ sinϕ, r sinω sin θ sinϕ, r sinω sin, r cosω)∫
d4lE =

∫ ∞

0

d|lE |l3E
∫
dΩ4

ms = i
λ2

2

∫ 1

0

dx
i

(2π)
4

∫ ∞

0

d|lE |l3E
∫
dΩ4

1

(l2E +∆)
2

ms = i
λ2

2

∫ 1

0

dx
i

(2π)
4

∫ Λ

0

d|lE |l3E
1

(l2E +∆)
2

(
2π2
)

ms = i
λ2

2

∫ 1

0

dx
i

(2π)
4

1

2

(
ln
[
Λ2

∆

]
− 1

)(
2π2
)

ms = − λ2

32π2

∫ 1

0

dx
1

2

(
ln
[
Λ2
]
− ln [−x (1− x) s− iϵ]− 1

)

(7.7)

ln [−x (1− x) s− iϵ] 有复值，Imm ∝ σtot > 0，lnx = lnx+ i arg 虚部是正的，和光学定理对应。

微分方程法

dm (s)

ds
= − λ2

32π2

1

s
→ ms = − λ2

32π2

(
ln s − lnΛ2

)
m = m0 (O (λ)) +ms +mt +mu(O2)

= −λ− λ2

32π2
ln s

Λ2

m (s0) = −λ− λ2

32π2
ln s0

Λ2

m (s) (∞)−m (s0) (∞) = − λ2

32π2
ln s

s0

(7.8)

定义实验上可观测的耦合常数 λR，也叫重整化的耦合常数。
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λR = −m (s0) = λ+
λ2

32π2
ln s0

Λ2
(7.9)

由于是实验测量出来的，一定是有限的。

λR 可以用级数展开，λ 可以用 λR 表示。

λ = λR + aλ2
R + ...

λR = λR + aλ2
R +

λ2
R

32π2
ln s0

Λ2
→ a = − 1

32π2
ln s0

Λ2

λ = λR − 1

32π2
ln s0

Λ2
λ2
R

ms = −λ− λ2

32π2
ln s

Λ2
+ ...

= −
(
λR − 1

32π2
ln s0

Λ2
λ2
R

)
− λ2

R

32π2
ln s

Λ2

= −λR − λ2
R

32π2
ln s

s0
+ ...

(7.10)

裸耦合常数 λ 并不对应可观测量，用 λR 表示是有限的。
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