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Chapter 1

群的基本概念与性质

1.1 群的概念

定义 1.1.1 Group：
设 G 是一个集合，在 G 中定义了一个二元群乘法，并且群中的元素都

要满足一下的要求：
1) Associativity: (gi · gj) · gk = gi · (gj · gk)
2) Identity: 对于 ∀g ∈ G 都有 eg = ge = g

3) Inverse: 对于 ∀g ∈ G 都有逆元素记作 g−1

4) Closure: 对于 ∀g, f ∈ G，都有 h ∈ G 使得 gf = h

定理 1.1.1：单位元素有且只有一个
证：假设存在两个单位元素 e1, e2，那么会有

e1 = e1e2 = e2e1 = e2 (1.1)

这与假设矛盾，所以单位元素是唯一的。

定理 1.1.2：元素的逆也是唯一的
证：假设元素 g 有两个逆 h1, h2，那么会有

h1 = h1e = h1gh2 = eh2 = h2 (1.2)

这个同样与假设矛盾，所以元素的逆也是唯一的。

定义 1.1.2 Abelian Group：
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6 CHAPTER 1. 群的基本概念与性质

如果群元素满足如下的关系就叫做 Abelian group

gf = fg f, g ∈ G (1.3)

定义 1.1.3 Order of group：
我们把群元素的个数定义为群的阶。

定义 1.1.4 Permutation Group：
置换群表示的是元素的调换，具体的例子可以想象正三角形的旋转，把

置换关系用矩阵表示：

(
A B C

C A B

)
(1.4)

对于转置群的乘法我们做一个演示：

a · b =

(
1 2 3

1 3 2

)(
1 2 3

3 1 2

)
=


(
1 2 3

3 1 2

)
(
3 1 2

2 1 3

)
 =

(
1 2 3

2 1 3

)
(1.5)

n 阶置换群的群元个数为 n!。最后我们引入一个简记来表示置换群：(
1 2 3

2 1 3

)
= (21) (1.6)

定理 1.1.3 重排定理：对于 ∀g ∈ G，有 gG = Gg = G

证：� gG ⊂ G

g, gi ∈ G⇒ ggi ∈ G⇒ gG ⊂ G

�G ⊂ gG

g ∈ gG⇒ g−1 ∈ gG⇒ gi = g−1(ggi) ∈ gG⇒ G ⊂ gG

综上所述可以得出 gG = G，同样的方法可以得到 Gg = G，于是此定理得
证。
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1.2 子群和陪集

定义 1.2.1 Subgroup:
设 H ⊂ G 并且 H 满足群的性质，那么 H 就叫做 G 的一个子群。于

是我们在证明是子群的时候只需要证明 Closure 和 Inverse 即可。
一般来说 {e} 一定是子群，这种子群叫做平庸子群，基本没什么用处；

我们更关系的是非平庸子群，也叫做固有子群

例子 1.2.1 Cyclic subgroups：我们从有限群中挑出一系列数组 {a, a1, a2, ·, an}
并且要求这列数组形成一个群，这样的群就叫做循环子群。由于子群是有封
闭性的，所以 an = e 的指数 n 就是群元的阶。

定义 1.2.2 陪集：
设 H 是 G 的子群，由固定 g ∈ G 生成的 gH,Hg 为子群 H 的左陪集

和右陪集。

定理 1.2.1 陪集定理：子群 H 的两个左（右）陪集要么完全相同，要
么没有交集。
证：设子群 H 的两个左陪集为 uH, vH，其中 u, v ∈ G；假设两个左陪集存
在一个公共元素，即

uhα = vhβ ⇒ v−1u = hβh
−1
α ∈ H

⇒ v−1uH = H ⇒ uH = vH

这显然与假设矛盾，所以两个左陪集就不存在公共元素；相应的，一旦两左
陪集由公共元素就意味着两个左陪集完全相等。

定理 1.2.2 Lagrange 定理：有限子群的阶一定是群阶的因子
证：假设我们有一个有限群 G，它有 m 个元素，那么它的阶是 m；再假设
H 是其中的一个子群，阶为 n，那么它可以看成本身的陪集，即 eH = H，
之后我们再构建多个完全没有交集的陪集 u1H,u2H, · · ·，这些陪集的阶也
同样是 n。于是有限群 G 就被划分的干干净净，于是意味着 m/n ∈ Z

1.3 类与不变子群

定义 1.3.1 共轭：
如果群 G 中存在一个元素 g 使得 f, h ∈ G, gfg−1 = h 的话就称 f, h

共轭，记作 f ∼ h。
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我们利用这一定义可以找到共轭的一些性质：
1) 对称性：gi = fgjf

−1 ⇒ gj = f−1gif

2) 传递性：g1 = fg2f
−1, g2 = hg3h

−1 ⇒ g1 = fhg3f
−1h−1

通过传递性，我们就可以自然而然地引出类的概念。
定义 1.3.2 类：
群中所有相互共轭的元素组成的集合。

如果我们知道类中的一个元素 f，那么我们对它做 gfg−1 的操作，当 g 取
遍所有元素之后，这一类中的所有元素我们就都知道了。然后我们看几个例
子，首先单元元素就自成一类，geg−1 = e; 然后 Abelian group 中的元素也
自成一类 gfg−1 = gg−1f = f；如果群元素的阶是 m，即 fm = e，那么它
的类元素也是 m 阶。
于是我们就有了两种分割群的方法：陪集和类。这两种分类方法有不同

之处：一个是将群划分成若干等分，每一部分中的元素个数都是相同的；另
一个则不是，每一类中元素并不相等。
定理 1.3.1：有限群的每个类中元素的个数都是群阶的因子

证：Step 1：先证明所有与 g 互易的元素 h 形成一个子群 Hg

Hg = {hi|hig = ghi} (1.7)

首先证明封闭性：
对于 ∀hi, hj ∈ Hg 都有

hihjg = highj = ghihj ∈ Hg (1.8)

然后证元素的逆也在群中, 取 ∀hi ∈ Hg 有

hig = ghi ⇒ g = h−1
i ghi ⇒ h−1

i g = gh−1
i (1.9)

Step 2: 我们根据 Lagrange 定理将群 G 分解成若干子群 {Hg, giHg, · · · }，
其中 gi 都是与 g 是同一类元素。那么根据前面说的只要将整个群扫一遍即
可求得 g 类的全部元素，下面我们将证明每一个陪集都会贡献出一个 g 类
元素，并且不同陪集贡献的 g 类元素都不相同。
首先是对于任意一个陪集 giHg 都会有

gihαgh
−1
α g−1

i = gihαh
−1
α gg−1

i = gigg
−1
i (1.10)

然后我们用反证法证明不同陪集给出不同的 g 元素:
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假设有两个陪集给出相同的元素 gigg
−1
i = gjgg

−1
j ，那么会有

g−1
j gig = gg−1

j gi ∈ Hg

⇒g−1
j giHg = Hg ⇒ giHg = gjHg

(1.11)

这显然与陪集定理相矛盾，所以两个不同陪集将会给出不同 g 类元素。
Step 3: 我们假设群 G 的阶为 m，Hg 的阶为 n，那么会有 m/n 个陪集，而
每一个陪集将会给出一个 g 类元素，那么 g 类元素总共就是有 m/n 个，这
显然就是群阶的因子，至此此定理得证。

定义 1.3.3 共轭子群：
假设群 H 是群 G 的子群，那么共轭子群的元素要满足：

H ′ = {ghg−1|h ∈ H, g ∈ G} (1.12)

定义 1.3.4 不变子群：
设群 H 是群 G 的子群，如果 H 中所有元素的同类元素都属于 H，则

称 H 为 G 的不变子群。

定理 1.3.2：设 H 是 G 的不变子群，对于任意固定 g ∈ G，当 hi 取遍
所有 H 时，ghig

−1 有且仅有一次给出 H 中的所有元素
证：Step 1: 对于 ∀hi ∈ H，都有

hi = g(g−1hig)g
−1 = hi (1.13)

Step 2：如果能够给出两次，会有

ghig
−1 = ghjg

−1 ⇒ hi = hj (1.14)

这显然是矛盾的，所以有且只能给出一次；所有元素用重排定理来保证。

定理 1.3.3：不变子群的左右陪集是相同的。
证：略

定理 1.3.4：不变子群两个（非子群的）不同陪集中元素的乘积，必为
第三个陪集中的元素。
证：取两个陪集 giH, gjH。
I) 如果 gi = gj = g0，定理显然成立
II) 如果 gi = g0, gj ̸= g0 的话，那么两个陪集相乘会有

gjHg0H = gjH
2 = gjH (1.15)
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III) 如果 gi, gj ̸= g0 的话，我们利用反证法证明这一情况：首先看两个陪集
的乘积

gihαgjhβ = gigjg
−1
j hαgjhβ = gkh

′
αhβ (1.16)

其中我们插入了一对元素，凑出了 hα 的共轭元素，我们把这个陪集记作
gkH。如果我们让 gkH = giH，那么我们能够导出：

gkH = giH ⇒ gigjh
′
αhβ = gihγ

⇒ gj = hγh
−1
β h′−1

α ∈ H ⇒ gjH = H
(1.17)

这显然是矛盾的，所以此情况下只能有 giH, gjH ̸= gkH，最后此定理得证。
于是利用此定理我们就可以提出商群的概念。

定义 1.3.5 商群：
用不变子群 H 及其陪集将群 G 进行划分，G = {g0H, g1H, · · · }，然后

把每一个陪集看作一个新的元素，两个陪集中元素的乘积得到另一个陪集
中的元素，在定义新的元素的乘法：gihαgjhβ = gkhγ，于是这样的群就叫做
商群，记作 G/H。

1.4 同构与同态

定义 1.4.1 同构：
如果有一个一一对应的满映射 ϕ : G → F，并且保持群乘法不变，即

ϕ(gigj) = ϕ(gi)ϕ(gj)，那么就说 G 和 F 同构，记作 G ∼= F，映射 ϕ 为同构
映射。

定义 1.4.2 同态：
如果有一个满映射 ϕ : G → F，并且保持群乘法不变，就说两个群同

态，记作 G ∼ F

定义 1.4.3 同态核：
设 G ∼ F，那么 G 中所有与 F 的单位元素对应的所有元素就叫做同

态核。

定理 1.4.1 同态核定理：设 G ∼ F，则有：
1) 同态核 H 是 G 的不变子群;
2) 商群 G/H ∼= F

证：Step 1：证明同态核 H 是子群。
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首先证明封闭性，∀hα, hβ ∈ H，会有

ϕ(hαhβ) = ϕ(hα)ϕ(hβ) = f0 ⇒ hαhβ ∈ H (1.18)

然后利用反证法证明逆，假设 h−1
α /∈ H，那么会有

ϕ(hαh
−1
α ) = f0 = ϕ(hα)ϕ(h

−1
α ) = f0fi = fi (1.19)

这显然是矛盾的，所以 h−1
α ∈ H，于是同态核是一个子群。

Step 2：证明同态核是不变子群。
对于 ∀g ∈ G 都有，

ϕ(ghαg
−1) = ϕ(g)ϕ(hα)ϕ(g

−1) = ϕ(gg−1) = f0 ⇒ ghαg
−1 ∈ H (1.20)

于是同态核就是不变子群。
Step 3:G/H ∼= F

首先我们用 H 及其陪集将 G 进行划分，然后每一陪集对应 F 中的一个元
素，这个是显然的；然后我们接下来用反证法证明不同陪集将会对应不同
的元素：取两个不同的陪集 giH, gjH，假设它们对应相同的元素相同，即
fi = fj，会有

ϕ(g−1
i gjhα) = ϕ(g−1

i )ϕ(gj) = f−1
i fj = f0

⇒ g−1
i gjhα ∈ H ⇒ g−1

i gjH = H ⇒ gjH = giH
(1.21)

这显然是矛盾的，所以不同陪集会对应不同的元素，于是 G/H 与 F 之间
是一一满映射，所以 G/H ∼= F，此定理得证。

定义 1.4.4 自同构群：
把群 G 的自同构映射放在一起，并且要求 ν1 ◦ ν2(g) = ν1(ν2(g))，这样

形成的群就叫做群 G 的自同构群，记作 A(G)。

定义 1.4.5 内自同构映射：
在群 G 中取一个元素 u，用它对于 ∀g ∈ G 都做一个 ugu−1 的操作，

会有 u(gigj)u
−1 = ugiu

−1ugju
−1，映射满足群乘法，所以这种操作会是一

个自同构映射，叫做内自同构映射。内自同构映射构成的群就叫做内自同构
群，记作 I(G)。

定理 1.4.2；I(G) 是 A(G) 的不变子群。
证：Step 1：证明 I(G) 是一个子群。
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I) 封闭性：取两个自同构映射 f, h，相应的映射为 fgf−1, hgh−1。他们的乘
积为

fhgh−1f−1 = fhg(fh)−1 (1.22)

两者乘积依旧还是个自同构映射。
II) 逆：假设 f 是一个自同构映射，那么它与逆自同构映射的乘积为：

f−1
(
fgf−1

)
f = g (1.23)

两者的乘积是一个恒定映射，所以逆也在这个群中。所以自同构映射是一个
子群。
Step 2：证明 I(G) 是一个不变子群。
先取一个自同构映射 ν(gα) = gβ，再取一个内自同构映射 µ(g) = ugu−1，于
是看一下映射的乘积：

ν◦µ◦ν−1(gβ) = ν◦µ(gα) = ν(ugαu
−1) = ν(u)gβν(u

−1) = u′gβu
′−1 = µ′(gβ)

(1.24)
由于 u 是固定元素，所以 ν(u) 也一定是固定元素，于是 ν ◦ µ ◦ ν−1 既是 µ

的共轭，也是一个内自同构映射，所以 I(G) 群是一个不变子群，至此此定
理得证。

1.5 变换群

定义 1.5.1 变换 or 置换：
设 X 是一个非空集合，映射 f : X → X 是一个一一满映射，那么就称

f 是 X 上的变换 or 置换。
定义 1.5.2 完全对称群与变换群：
我们定义置换的乘法，取两个变换 f, g，它们的乘积为 f ◦ g(X) =

f(g(X))，置换操作构成一个群，这种群就叫做完全对称群，记作 SX；如果
X 是有限群，有 n 个元素，那么就叫做 n 阶置换群，记作 Sn；如果我们把
群元当作变换对象时，那么记作 SG。
定理 1.5.1 Cayley 定理：G 同构于 SG 的一个子群

证：这个定理的证明非常简单，我们就用重排定理，任取 ∀g ∈ G，于是就
会有 gG = G，这显然是 G→ G 的映射，然后我们把 G 中所有元素都当成
一种变换，组成 SG 的一个子群，就很显然 G ∼= SG，至此此定理得证。
定义 1.5.2 等价性与轨道：
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设 G 是 X 的变换群，若对 x, y ∈ X，∃g ∈ G，使得 g(x) = y，则称 x

与 y 等价，记作 x ∼ y；所有与 x 等价的元素组成的集合就叫做 x 的 G 轨
道。
定义 1.5.3 不变子集：
设 G 是 X 上的变换群，若有 X 上的一个子集 Y，对应 G 中的任意元

素都有 gY = Y，就称 Y 为群 G 在 X 上的不变子集。
从这个定义可以知道：1)X 中的 G 轨道都是不变的，轨道的并集会是

一个不变子集；2)X 中的任意子集 Y 都可以在 G 中找到一个子群 H，使
Y 是 H 上不变的，因为至少存在恒等变换。
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定义 1.5.4 迷向子群：
设 G 是 X 上的变换群，x ∈ X，Gx = {h|h ∈ G,hx = x} 是 G 的子

群，称 Gx 是 G 对 x 的迷向子群。换句话说 Gx 中的任意一个元素对 x 做
变换得到的结果都是相同的。

定理 1.5.2：设 Gx 是 G 对 x 的迷向子群，则含 x 的 G 轨道上的点与
Gx 的左陪集一一对应。
证：Step 1：每一个左陪集对应一个点。
对于 x 的 G 轨道上的任意一点 y 都会有，gy = x, g ∈ G，如果 y ̸= x 的话
可以有 g /∈ Gx，于是我们就可以生成一个左陪集 gGx。这个陪集里面的元
素作用到 x 上会有 ghαy = gy = x，所以每一个陪集会给出轨道中的一个
点。
Step 2：不同陪集会给出不同的点。
我们还是用反证法来证明，假设有两个陪集 giG

x, gjG
x，给出了相同的点，

会有
gihαy = gjhβy = x⇒ g−1

j gihαy = hβy = x

⇒g−1
j gihα ∈ Gx ⇒ g−1

j gi ∈ Gx ⇒ giG
x = gjG

x
(1.25)

这个很明显是与陪集定理相矛盾的，所以不同陪集会给出不同的点，至此此
定理得证。

1.6 直积与半直积

定义 1.6.1 直积群：
假设我们有两个群 G1 = {g1α}, G2 = {g2β}，我们定义一种有序对

gαβ = (g1αg2β)，并且定义一种新的乘法：gαβgα′β′ = (g1αg1α′g2βg2β′)，那么
这种集合就构成一个群叫做直积群，记作 G1 ⊗G2

定义 1.6.2 直积因子：
假设我们有一个群 G，有两个子群 G1, G2。如果 ∀gαβ ∈ G 都可以唯

一地表示为 gαβ = g1αg2β, g1α ∈ G1, g2β ∈ G2，并且 g1αg2β = g2βg1α，则
G = G1 ⊗G2，其中 G1, G2 就叫做 G 的直积因子。

对于前两个定义，我们需要值得关注的是第二个。因为如果两个群
G1, G2 的元素之间没有乘法，那么这种直积群就单纯的是一种操作，没
有任何实际意义；但如果一个群中的两个子群 G1, G2 的元素之间有乘法，
且互易，这种情况的直积群是有实际意义的，具体是什么我还不清楚。
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定理 1.6.1：假设我们有一个直积群 G = G1 ⊗G2，那么我们会有：
I)G1 ∩G2 = e

II)G1, G2 都是 G 的不变子群；
证：
I) 我们采用反证法，假设两个子群有两个公共元素 {e, a}，那么我就可以有
两个有序对 (e, a), (a, e)，这两种有序对有相同的乘法结果，但它不是唯一
的，这个与直积因子的定义相违背，所以两个子群只能有一个公共元素。
II)∀g1α ∈ G1，我们做一个共轭操作：

(g1α′g2β)g1α(g1α′g2β)
−1 = g1αg1α′g2βg

−1
2β g

−1
1α′ = g1α′g1α(g

−1
1α′) ∈ G1 (1.26)

其中我们只要求 G1, G2 之间的元素互逆，并没有要求子群自身元素互逆；
就这样 G1 就是 G 的不变子群，同理 G2 也是，至此此定理得证。

定义 1.6.3 半直积：

假设我们有两个子群 G1 = {g1α}, G2 = {g2β}，如果 G1 中的自同构映
射群 A(G1) 与 G2 同态。那么我们就定义一种新的有序对 gαβ = ⟨g1αg2β⟩，
并且定义一种新的乘法：gαβgα′β′ = ⟨g1ανg2β (g1α′)g2βg2β′⟩，其中 νg2β′ ∈ G1

是 g2β′ 的同态映射。这样的集合会形成一个群，我们叫做半直积群，记作
G1 ⊗s G2。

接下来我们会证明半直积群它是一个群：
在证明之前我们做一些讨论，g2α ∈ G2 所对应的自同构映射记作 νg2α，同
构映射会有：元素乘积的映射应该等于映射的乘积，即

νg2β (g1αg1α′) = νg2β (g1α)νg2β (g1α′) (1.27)

其次如果我们对同一个元素 g1α ∈ G1，连续做两次变换会有

νg2β (νg2β′ (g1α)) = νg2βg2β′ (g1α) (1.28)

这是因为由于 G2 ∼ A(G1)，会有乘积的映射等于映射的乘积，即 νg2βg2β′ =

νg2βνg2β′。于是我们就可以来证明半直积会是一个群：
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I) 结合律：

(⟨g1αg2β⟩⟨g1α′g2β′⟩) ⟨g1α′′g2β′′⟩

= ⟨g1ανg2β (g1α′)g2βg2β′⟩⟨g1α′′g2β′′⟩ = ⟨g1ανg2β (g1α′)νg2βg2β′ (g1α′′)g2βg2β′g2β′′⟩

= ⟨g1ανg2β (g1α′)νg2β (νg2β′ (g1α′′))g2βg2β′g2β′′⟩

⟨g1αg2β⟩ (⟨g1α′g2β′⟩⟨g1α′′g2β′′⟩)

= ⟨g1αg2β⟩
(
⟨g1α′νg2β′ (g1α′′)g2β′g2β′′⟩

)
= ⟨g1ανg2β (g1α′νg2β′ (g1α′′))g2βg2β′g2β′′⟩

= ⟨g1ανg2β (g1α′)νg2β (νg2β′ (g1α′′))g2βg2β′g2β′′⟩

很显然，结合律是满足的，虽然证明过程有点繁琐。
II) 封闭性：由于 G1, G2 都是群，所以封闭性就自然而然地满足。
III) 单位元素：我们只需要证明 ⟨g10g20⟩ 是单位元素就可以了

⟨g1αg2β⟩⟨g10g20⟩ = ⟨g1ανg2β (g10)g2βg20⟩ = ⟨g1αg2β⟩

⟨g10g20⟩⟨g1αg2β⟩ = ⟨g10νg20(g1α)g20g2β⟩ = ⟨g1αg2β⟩

其中单位元素对应的映射为恒等映射的性质。
IV) 逆元：

⟨g1αg2β⟩⟨g1α′g−1
2β ⟩ = ⟨g1ανg2β (g1α′)g20⟩ = ⟨g10g20⟩

很显然我们要求 νg2β (g1α′) = g−1
1α，我们只需要简单的做个 νg−1

2β
映射即可，

会得到 g1α′ = νg−1
2β
(g−1

1α )，于是逆元为 ⟨νg−1
2β
(g−1

1α )g
−1
2β ⟩。至此，我们证明的群

的四个性质，所以半直积满足群的定义。



Chapter 2

群表示理论

2.1 群表示

定义 2.1.1 线性变换群：
定义两个线性变换的乘法，则 n 维复线性空间 V 上的全部非奇异线

性变换在此乘法下构成一个群，称为 n 维复一般线性群 GL(V,C)，其子群
L(V,C) 称作 V 上的线性变换群。

至于为什么要非奇异，这是因为如果有奇异群，既有的元素没有逆元
素，这就没有办法构成一个群。
定义 2.1.2 群表示：
如果存在一个同态映射A : G→ L(V,C)，并且满足A(gigj) = A(gi)A(gj)，

那么就称 A 是群 G 的一个线性表示。
很显然互逆的元素对应的变换也是互逆的。如果说同态映射满是满射

的话，就叫做忠实表示。原则上来说，一个群有无穷多个表示，后面可以用
相似、等价这些概念将它们联系起来，这正要关心的是那些特殊的，称之为
不等价不可约表示。
我们常见的线性空间是矢量空间，基矢都是一些矢量，无论是群元 g 直

接作用到基矢，还是 A(g) 作用到基矢这些都比较容易理解，但还有很多线
性空间是以函数 φ(r) 作为基矢，对于这种情况该如何处理是值得讨论的。
一般来说我们抽象群的群元 g 是作用到 r 上的，而 A(g) 是要作用到 φ(r)
上，假设 r′ = gr，并且通过下面的方式来给出 A(g)φ(r) 的形式：

φ′(r′) = φ(r) = φ(g−1r′) ⇒ φ′(r) = A(g)φ = φ(g−1r) (2.1)

17



18 CHAPTER 2. 群表示理论

因为我们同时对 r, φ 做了变换，所以变换前后两者相等，具体可以想象一
下整个函数随着 xy 平面旋转的例子：xy 平面旋转，函数也跟着旋转，所以
整个函数值并不发生改变。

2.2 等价表示、不可约表示、酉表示

定义 2.2.1 等价表示：
假设群 g 中的每一个元素都有一个非奇异变换 A(g)，设 P 是 V 上的一

个非奇异变换，并且 det(P ) ̸= 0，且 PA(g1g2)P
−1 = PA(g1)P

−1PA(g2)P
−1，

那么 P−1A(g)P 也给出了群 G 的一个表示，那么这个新表示就叫做旧表示
的等价表示。

那么就会有一个很自然而然的问题，就是群 G 的表示和它的等价表示
在矩阵方面有什么联系，接下来我们来讨论这个问题：
假设我们有两组基矢，它们之间的关系为

(e′1, e
′
2, · · · ) = (e1, e2, · · · )P ; (2.2)

然后对于同一个函数 x，它的线性变换 y = A(g)x 我们用两组基矢展开

y = (e1, e2, · · · )


y1

y2

· · ·

 = (e1, e2, · · · )[A(g)]B


x1

x2

· · ·



= (e′1, e
′
2, · · · )


y′1

y′2

· · ·

 = (e′1, e
′
2, · · · )[A(g)]B′


x′1

x′2

· · ·



= (e1, e2, · · · )P [A(g)]B′P−1


x1

x2

· · ·



, (2.3)

其中 [A(g)]B 表示的是线性变换的系数矩阵，B,B′ 表示的两组不同的基矢，
于是一个表示和它的等价表示的关系为

[A(g)]B = P [A(g)]B′P−1. (2.4)

定义 2.2.2 可约表示：
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设 A 是群 G 在表示空间 V 上的一个表示，如果 V 存在一个不变的真
子空间 W，则称 A 是可约表示，矩阵群的形式都要为

[A(gα)] =

(
Cα Nα

0 Bα

)
(2.5)

其中真子空间指的是空间不能为 V 本身或者只包含零向量，不变指的是对
于 ∀y ∈W, ∀g ∈ G 都有 A(gα)y ∈W。
定义 2.2.3 直和：
对于群 G 的表示空间 V，如果 W,W ′ 都是它的子空间，如果对于

∀x ∈ V 都能找到 y ∈W, z ∈ w′ 使得 x 可以被唯一的分解为 x = y + z，那
么就称作 V 是 W,W ′ 的直和，记作 V =W ⊕W ′。

定义 2.2.4 完全可约：
如果可以把 G 的表示空间 V 分解为两个不变子空间的直和，那么就称

V 是完全可约的。它的矩阵形式为(
Cα 0

0 Bα

)
相应的表示 A 也可以写成直和的形式 A = C ⊕ B。我们可以一直做下
去，直到把可约表示分解为一系列的不可约表示，于是最终可以写作 A =∑

pmpA
p，其中 p 是第 p 个不可约表示，mp 是重复度，指出现的次数。

在以后的学习当中只考虑完全可约的东西，然后我们可以得到它的逆
命题：如果群 G 表示空间不存在真子空间，则称 A 是 G 的不可约表示。接
下来我们会证明有限群的一个定理
定理 2.2.1：对于有限群，表示可约则一定完全可约

证：设可约表示的形式为

A(gα) =

(
G1(gα) R(gα)

0 G2(gα)

)
, (2.6)

然后我们需要寻找一个矩阵 P 使得，它能够对角化

A(gα) =

(
G1(gα) 0

0 G2(gα)

)
(2.7)

简单起见我们可以假设 P 的形式为

P =

(
I C

0 I

)
, (2.8)
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其中 C 就是我们需要寻找的矩阵。A(g) 的可约和完全可约表示是通过相似
联系起来的于是，我们就要寻找 C 满足的方程

(
G1(gα) R(gα)

0 G2(gα)

)(
I C

0 I

)
=

(
I C

0 I

)(
G1(gα) 0

0 G2(gα)

)

⇒

(
G1(gα) G1(gα)C +R(gα)G2(gα)

0 G2(gα)

)
=

(
G1(gα) CG2(gα)

0 G2(gα)

) (2.9)

于是我们就找到了 C 满足的方程

G1(gα)C +R(gα) = CG2(gα) (2.10)

在求解这个方程之前我们要先利用 A 来推导出下面这个公式，从而可以进
一步求解 C

A(gα)A(gβ) =

(
G1(gα) R(gα)

0 G2(gα)

)(
G1(gβ) R(gβ)

0 G2(gβ)

)

=

(
G1(gαgβ) G1(gα)R(gβ) +R(gα)G2(gβ)

0 G2(gαgβ)

)

=

(
G1(gαgβ) R(gαgβ)

0 G2(gαgβ)

) (2.11)

于是就会得到如下的关系式

R(gαgβ) = G1(gα)R(gβ) +R(gα)G2(gβ) (2.12)

在 (2.10) 右乘一个 G2(g
−1
α )

C = G1(gα)CG2(g
−1
α ) +R(gα)G2(g

−1
α ) (2.13)

然后我们猜测解的形式为

C =
1

nG

∑
g∈G

R(g)G2(g
−1) (2.14)
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其中 nG 为群元的个数，把这个解带入到方程当中会有

G1(gα)CG2(g
−1
α ) =

1

nG

∑
g∈G

G1(gα)R(g)G2(g
−1)G2(g

−1
α )

=
1

nG

∑
g∈G

[R(gαg)−R(gα)G2(g)]G2((gαg)
−1)

=
1

nG

∑
g∈G

[
R(gαg)G2((gαg)

−1)
]
− 1

nG

∑
g∈G

R(gα)G2(g
−1
α )

= C −R(gα)G2(g
−1
α )

(2.15)
这个就是 (2.13)，所以猜测的解是正确的。综上所述，我们可以找到一个包
含 C 构成一个矩阵 P 使得，可约表示变成完全可约表示，于是此定理得证。
定义 2.2.5 酉表示：
由酉变换群或酉矩阵群进行的表示是酉表示。它有 A(gα)

† = A(gα)
−1 =

A(g−1
α ) 的特点。
定理 2.2.2：酉表示可约则完全可约

证：假设酉表示定义的内积空间可以写成两个子空间的直和 V = W ⊕W ′,
其中 W 是不变真子空间，W ′ 是正交补空间，接下来只需要证它也是不变
子空间即可。取 ∀y ∈W, ∀z ∈W ′ 都会有

(y, z) = 0 ⇒ (A(g)z, y) = (z,A(g)†y) = (z,A(g−1)y) = (z, y′) = 0

这就说明 A(g)z ∈W ′ 进而说明 W ′ 是不变的，所以酉表示也是完全可约的，
此定理得证。

2.3 群代数与正则表示

定义 2.3.1 群空间：
取复数域 C 和一个群 G，然后定义群元的加法与数乘，那么就构成了

线性空间，这就叫群空间，记作 VG。
定义 2.3.2 群代数：
在群空间的基础上，取 ∀x =

∑
α xαgα, ∀y =

∑
β yβgβ，两者的乘积为

(xy)γ =
∑

α xαyα−1γgγ，其中 gγ = gαgβ。至于为什么 y 分量写的这么奇怪
是因为要保证 gγ = gαgα−1gγ 的存在。
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定义 2.3.3 左、右正则表示：
既然我们有了群代数，那么考虑群 G 的一个线性变换群 {L(g)}，它作

用到群代数上会有 L(gi)x =
∑
xjgigj，这种同态映射关系构成一种表示，称

之为左正则表示；右正则表示与之相似，R(gi)x =
∑
xjgjg

−1
i 。同时它们还

是同构映射，也是群表示的忠实表示。左右正则表示统称做正则表示。

2.4 有限群表示理论

定理 2.4.1 Shur 引理 I：
设群 G在有限维向量空间 VA 与 VB 有不可约表示 A,B，如果 ∀g ∈ G，

有线性变换 M : VA → VB，且满足 B(gα)M =MA(gα)，则：
1) 当表示 A 与表示 B 不等价时，M = 0；
2）当 M ̸= 0 时，A,B 等价。
证：我们利用反证法来证明，假设 A 与 B 不等价时，M ̸= 0。
首先我们找 VA 中的一个子空间 N，里面的元素 x 都满足 Mx = 0。然

后对于 ∀g ∈ G 都会有

MA(g)x = BMx = B0 = 0 ⇒ A(g)x ∈ N,

于是 N 是 VA 的不变子空间，但是因为 VA 是不可约的，所以只有两种结
果：N = VA,∅。
I) 当 N = VA 时，由于 x 是 VA 中的任意一个向量，都会有 Mx = 0 那么
就意味着 M = 0 这与假设矛盾，所以此情况不成立。
II) 当 N = ∅ 时，∀x1, x2 ∈ VA，它们都会对应 VB 中的两个不同的元素；
如果对应相同会有

M(x1 − x2) = 0 ⇒ x1 − x2 ∈ N,

这与 N = ∅ 相矛盾。所以 M 必须为零。
然后我们证明第二点。假设 R = {y ∈ Vb|y = Mx, x ∈ VA}，对于

∀g ∈ G 都会有

B(g)y = B(g)Mx =MA(g)x =Mx′ = y′ ∈ R,

这就说明 R 是 VB 的不变子空间，同样也就会有 R = VB,∅。其中成立的
情况只有 R = VB 于是 M 就会是一个满映射，就会有逆的存在，于是 A 与
B 等价。至此此引理得证。
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定理 2.4.2 Shur 引理 II：
设 A 是群 G 在有限维复空间 V 上的不可约表示，若 V 上的线性变换

M 满足 ∀g ∈ G,MA(g) = A(g)M，则 M = λE，其中 λ 为数域上的数，E
为单位变换。简单来说，与不可约表示任意一个矩阵互易的矩阵必为常数矩
阵。
证：因为 M 是一个变换矩阵，所以它一定会有 My = λ0y，我们在 V 中找
这么一个集合 R = {y|My = λ0y}。然后 ∀g ∈ G 都会有

MA(g)y = A(g)My = Aλ0y = λ0A(g)y ∈ R.

可以看到 R 是 G 的不变子空间，所以 R = V,∅，很显然第二种情况是不
可能的，所以 R = V。既然 Mx = λx 恒成立，那么只能是 M 是一个常数
矩阵，于是此引理得证。
定理 2.4.3：有限群在内积空间的每一个表示都有等价的酉表示。

证：设 A 是一个表示，那么会有 A(gi)A(gj) = A(gigj)，我们的目的是要找
到一个相似变换，使得 (X−1AXx|X−1AXy) = (x, y)。由于酉表示是保内
积的，所以我们先定义一个新的内积：

⟨x|y⟩ = 1

n

∑
i

(A(gi)x|A(gi)y) ,

假设我有两组正交归一的基矢 f, e，两者是通过一个非奇异线性变换联系起
来的 f = eX，那么两组基矢下的系数是 x′ = X−1x。下一步就是来寻找两
种内积之间的联系：

⟨x|y⟩ = x′∗y′ = x∗(x−1)†x−1y ⇒ ⟨Xx|Xy⟩ = (x|y).

可以证明 A 在新内积下也是酉表示

⟨A(gi)x|A(gi)y⟩ =
1

n

∑
i

(Agigjx|Agigjy) = ⟨x|y⟩.

找到两种内积的联系之后，我们就可以证明 X−1AX 是个酉表示：

(X−1AXx|X−1AXy) = ⟨AXx|AXx⟩ = ⟨Xx|Xy⟩ = (x|y).

可以看到 X−1AX 是酉表示，于是此定理得证。
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定理 2.4.4 正交性定理：
设群 G 有不等价不可约酉表示 Ai，其维数为 Si。这些不等价不可约酉

表示矩阵元可以作为群函数，在群函数的内积空间内有：

(Ap
ab|A

r
a′b′) =

1

Sp

δprδaa′δbb′ ⇔
∑
i

Ap∗
ab(gi)A

r
a′b′(gi) =

n

Sp

δprδaa′δbb′ .

证：
Step 1: 行正交性
取 Sp 的两个矩阵，然后按照下面的方式构建

C =
1

n

∑
i

Ap(gi)DA
p(g−1

i ),

然后证明 C 只能是 λ(D)E 的形式

Ap(gj)C =
1

n

∑
i

Ap(gjgi)DA
p(g−1

i g−1
j gj) = CA(pj),

利用 Shur 引理 2，可以得出 C = λ(D)E。由于没有对 D 有任何要求，所
以可以取 Daa′ = δaa′，对应的 C 为

Caa′ =
1

n

∑
i

Ap
ab(gi)δbcA

p∗
ca′(gi) = λ(D)δaa′ ,

其中我们用到了下面的性质

Ap
ab(g

−1
i ) = Ap†

ab(gi) = Ap∗
ba(gi).

Step 2：列正交性
这一步会证明 λ(D) 就蕴含着列正交性，首先令 a = a′，然后对 a 求

和，会有∑
a

Caa = λ(D)Sp =
1

n

∑
ia

Ap
ab(gi)A

p
ca(g

−1
i ) =

1

n

∑
i

Ap
cb(g0) = δcb

⇒λ(D) =
δbc
Sp

.
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Step 3: 维度正交性
取两个不等价不可约表示 Ar, Ap，它们的维度是 Sr, Sp，然后构造一个

和 Step 1 中很相似的矩阵

C ′ =
1

n

∑
i

Ar(gi)DA
p(g−1

i ), (2.16)

然后为了要利用 Shur 引理 1，于是右乘一个不可约表示

CAp(gj) =
1

n

∑
i

Ap(gj)A
p(g−1

j )Ar(gi)DA
p(g−1

i )Ap(gj) = Ap(gj)C,

(2.17)
由于 Ar, Ap 都是不可约表示，所以 C ≡ 0。和 Step 2 的方法相似，我们也
做求和处理，D 也取相同的矩阵，会有∑

i

Caa′ =
1

n

∑
i

Ar
ab(gi)δbc(A

∗p
ca′(g

−1
i )) = 0, (2.18)

当 r = p 时就会回到前面的情况，所以综上考虑会有

(Ap
ab|A

r
a′b′) =

1

Sp

δprδaa′δbb′ . (2.19)

至此此定理得证。
定理 2.4.5 完备性定理：
设 Ap 是有限群 G 的所有不等价不可约表示的集合，当 Ap

ab 走遍所有
p, a, b 时，群函数空间是完备的。
证：我们任取表示矩阵的第 a 行，由于正交性定理，这一行的群函数都
是正交的，所以可以构成一个子空间。然后我们选取其中的第 b 列元素∑

iA
p
ab(gi)gi，对它做个右乘，做个线性变换

R(gj)
∑
i

Ap
ab(gi)gi

=
∑
i

Ap
ab(gi)g

−1
j =

∑
k

Ap
ab(gkgj)gk =

∑
kc

Ap
ac(gk)A

p
cb(gj)gk =

∑
c

Ap
cb(gj)

∑
k

Ap
ac(gk)gk,

(2.20)
这个线性变换说明，变换后的矢量可以用第 a 行的元素线性展开，所以这
个矢量还是在这个子空间内，所以构成一个右正则表示的不变子空间。假设
我们有 q 个不等价不可约酉表示，利用它们的正交性就可以构成一个线性
空间记作 V，然后我们要证明 V = R。为了证明这一点，我们要利用 RG

的正交补空间 V ⊥。既然 V 是不变子空间，那么 V ⊥ 也一定是不变子空间，
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接下来我们利用反证法来证明 V = RG，取 V ⊥ 中的一组基矢 X，然后算
一下其中一个基矢的右正则表示

R(gj)
∑
i

Xα(gi)gi =
∑
k

Xα(gkgj)gk =
∑
β

Ar
βα(gj)

∑
k

Xβ(gk)gk,

最后一步是因为 Ar 是 RG 的不可约不等价表示，那么它的子空间也要满足
Ar 的变换规律。之后关注 g0，并且右乘上个 gj 然后对 gj 求和，就会发现
矛盾之处：

∑
j

(∑
β

Ar
βα(gj)Xβ(g0)

)
gj =

∑
β

Xβ(g0)
∑
j

Ar
βα(gj)gj =

∑
j

Xα(gj)gj ,

这个等式说明，V ⊥ 的向量可以由 V 中的向量线性表出，这就说明两者是
有交集的，所以 RG ̸= V ⊕ V ⊥，所以只能有 V = RG，于是此定理得证。
所以 RG 就可以写成一些列不等价不可约表示的直和，即 RG =

∑
⊕SpA

p，
其中 Sp 是重复度。
定理 2.4.6 Burnside 定理：群函数空间的维数之和等于群的阶数

证：群 G 的维数为 n，群函数空间也肯定是 n，正交群函数
√
SpA

p
ab(gi)gi

构成的空间是完备的，所以它的的维度是 S2
1 + S2

2 + · · · = n。

2.5 特征标理论

定义 2.5.1 特征标：
设 A 是群 G 的一个表示，那么这个表示的特征标为

χ(gα) = TrA(gα). (2.21)

由此定义可以直到相似变换的特征标是相同的；同一类的元素的特征标是
相同的；所以特征标它既是群函数又是类的函数。
定理 2.5.1 特征标第一正交定理：有限群不可约表示的特征标满足

(χp|χr) =
1

n

∑
i

χ∗p(gi)χ
r(gi) = δpr. (2.22)

证：利用正交性原理即可证明

(χp|χr) =
1

n

∑
iab

Ap∗
aa(gi)A

r
bb(gi) =

∑
iab

1

n
Ap∗

aa(gi)A
r
bb(gi) =

∑
ab

1

Sp

δprδab = δpr.
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至此此定理得证。
在特征标的定义中提到，特征标还是类的函数，于是特征标的内积还可

以写成：
(χp|χr) =

1

n

∑
i

niχ
p∗(Ki)χ

r(Ki), (2.23)

其中 Ki 为类，ni 为类元素的个数。由第一正交定理可以知道以下三点：
I) 不可约表示自身的内积为 1，因为有 δ 的存在；
II) 一个可约表示中某个不可约表示的重复度可以由内积给出：(χAp |χB) =

mp;
III) 可约表示的特征标内积总是大于一：(χB|χB) =

∑
m2

p > 1.
定理 2.5.2：有限群的所有不等价不可约表示的特征标在函数空间是完

备的
证：特征标 f 的展开式为

f(gi) =
∑
pab

apabA
p
ab(gi),

其中 a 为展开系数，然后再把这个特征标用同类元素给展开：

f(gi)

=
1

n

∑
j

f(g−1
j gigj) =

1

n

∑
jpab

apabA
p
ab(g

−1
j gigj) =

∑
pabcd

apabA
p
cd(gi)

∑
j

1

n
Ap

ac(g
−1
j )Ap

db(gj)

=
∑
pabcd

apabA
p
cd(gi)

∑
j

1

n
Ap∗

ca(g
−1
j )Ap

db(gj) =
∑
pabcd

apabA
p
cd(gi)

1

Sp

δcdδab

=
∑
pac

1

Sp

apaaA
p
cc(gi) =

∑
p

apχp(gi),

这就说明任何一个类函数都可以用有限群的不等价不可约表示的特征标展
开，这就意味着类函数空间的维数等于不等价不可约表示的个数，至此此定
理得证。
定理 2.5.3 特征标第二正交定理：

1

n

∑
p

niχ
p∗(Ki)χ

p(kj) = δij , (2.24)

其中 K 为类，也就是说不同的类的特征标正交。
证：构建一个 q × q 的矩阵 F，矩阵元为

Fri =

√
nb

n
χr(Ki),
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然后利用第一正交定理

δpr =
1

n

∑
i

niχ
p∗(Ki)χ

r(Ki)

=
∑
i

√
ni

n
χp∗(Ki)

√
ni

n
χr(Ki)

=
∑
i

FriF
†
ip = (FF †)rp

⇒FF † = E

⇒δab = (FF †)ab =
∑
i

F †
arFrb =

1

n

∑
i

niχ
r∗(Ka)χ

r(Kb),

至此此定理得证。

于是我们就可以利用上面的定理来绘制特征标表，具体形式如下：

图 2.1: 特征标表示意图

其中 A 为表示，n 为类中元素的个数，K 为类。

2.6 新表示的构成

定义 2.6.1 矩阵的直积：
假设我们由两个方阵 A,B，它们的阶数分别为 m,n，那么它们两个的

直积为

A⊗B =


A11B A12B · · ·
A21B A22B · · ·

...
...

...

 , (2.25)
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换成矩阵元的形式

(A⊗B)abcd = AacBbd. (2.26)

除此之外直积还有以下四个性质：
I) E ⊗ E = E;
II) 对角阵直积依旧是对角阵;
III) 酉矩阵直积依旧是酉矩阵;
IV) (A1 ⊗B1)(A2 ⊗B2) = (A1A2 ⊗B1B2).
定义 2.6.2 群表示的直积：
取群 G 的两个表示 A,B，然后做直积 C = A⊗B，利用直积的性质可

以证明直积矩阵保持乘法不变，即 C(gαgβ) = C(gα)C(gβ)。相应的直积的
特征标为 χc(g) = χA(g)χB(g)。很显然，如果两个表示相似，那么特征标一
定相同；反过来，如果特征标相同，那么这一组数一定相同。
定义 2.6.3 直积群的表示：
设 G = G1⊗G2，G1, G2 分别由表示 A,B，然后 C(g1αg2β) = A(g1α)⊗

B(g2β) 构成群 G 的表示，并且还满足乘法规则不变，就叫做 G1, G2 直积
群的表示。两个不可约表示的直和也是不可约的。
一般来说，如果我们遇到的群过于复杂，那么把这个群分解成不可与表

示实属不容易。所以就想由小推大：如果我们知道群 G 中的一个子群 H，
和它的表示 B 以及表示空间 W，那么我们就是要用这三个已知条件来得到
群 G 的表示，这种表示就叫做诱导表示，记作 HU

B
G ,H U

B, UB，三种记法
都可以。那么怎么做？首先要捋通思路：
I) 定义一个线性空间，使得线性变换可以作用到这个线性空间上的向量
把诱导空间记作 U，其表示空间记作 V，它是一个函数空间。接下来

就要让这个空间和 H,B,W 有联系，我们定义 V 中的向量 f : G→W，并
且规定有如下的变换性质

f(hg) := B(h)f(g) h ∈ H. (2.27)

II) 定义线性变换
我们把 V 的线性变换记作 U(g)，并且要求它作用到 f 上要满足

[U(g)f ](g′′) = f(g′′g) ⇒ [U(g)f ](hg′′) = f(hg′′g) = B(h)f(g′′g). (2.28)

III) 看看这些线性变换能不能构成一个群，能不能与 G 同态
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在这里我们只证明结合律：

[U(g′′)U(g′)f ](g) = [U(g′′)f ](g′g) = f(g′′g′g) = [U(g′′g′)f ](g),

于是 U 构成一个群，同时还保持乘法规则，那么它就可以是 G的一个表示。
既然弄明白了，整个思路，那么接下来就是如何求出诱导表示的具体形

式，还是分三步：
I) 确定函数空间的维度
因为 V : G → W，所以这个函数空间就是 n × d 维的，然后再考虑到

同一类元素的函数值 f 是相同的，假设群中有 l 类，那么这个空间维度就
可以进一步缩小到 l × d 维。
II) 确定基矢
既然函数空间是 l × d 维的，那么我们就需要 l × d 个基矢。既然 V :

G → W，那么我先用子群和陪集将群分解 G = {H,Hgi}，这样 G 中的任
意元素都可以由 hgi 表出，那么群函数是可以将 gi → W 的，所以基矢就
可以按照如下的方式定义：

erj(gk) = δjke⃗r, (2.29)

其中 r, j 的上限分别为 d, l，e⃗r 是 W 空间中的 gi。
III) 确定诱导表示的表示矩阵
既然诱导表示是一种线性变换，那么它作用到群函数 erj 上也应该有对

应的形式，按照 U(g) 的映射规则为：

U(g)erj(gk) = erj(gkg) = B(h)erj(gi), (2.30)

前面我们说过群 G 中的任意一元素都可以用 hgi 表出，那么下一步就是确
定 h, gi。在这里采用一个讨巧的方法，前面是用 g1, c . . . , gl 将群分解的，那
么就把 gi, gk 放在里面，那么根据 erj 的性质，就会有 erj(gi) = erj+t(gk)，
其中 t 是 gi, gk 的间隔。那么诱导表示可以进一步写为

U(g)erj(gk) = B(h)erj+t(gk), (2.31)

erj(gk) 的线性变换，可以由 erj+t(gk) 线性表示，它们都是由同一个群元 gk

生成的，那么剩下的就只需要确定 B(h) 的形式了。利用 δ 的性质，我们可
以知道

Ḃ(gkgg
−1
i ) =

 j = i, j + t = k gkg = hgi ⇒ B(h) = B(gkgg
−1
i )

Otherwise 0
,
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那么利用 δ 的性质，诱导表示的矩阵表示可以写成：

U(g) =


Ḃ(g1gg

−1
1 ) Ḃ(g1gg

−1
2 ) · · · Ḃ(g1gg

−1
l )

Ḃ(g2gg
−1
1 ) Ḃ(g2gg

−1
2 ) · · · Ḃ(g2gg

−1
l )

...
...

...
Ḃ(glgg

−1
1 ) Ḃ(glgg

−1
2 ) · · · Ḃ(glgg

−1
l )

 , (2.32)

这样无论 erj(gk) 是怎样的，都可以从这个矩阵表示中找到对应的方程。诱
导表示的特征标为

χU (g) =

l∑
j

TrḂ(gjgg
−1
j ) =

1

m

∑
t∈G

Ḃ(tgt−1), (2.33)

其中我们把对类的求和，拓展到了对整个元素利用的还是 δ 函数，其中 m

是子群 H 的阶数，之所以这么写是因为 t ∈ H, tgt−1 = hk ∈ H。
刚刚说的是如何用子群给出诱导表示，现在将其反过来，如果知道一个

表示还有一个子群，那么就可以构建一个群 G 的表示到子群 H 的一个缩
小，记作 A|H。这种缩小表示可能是可约的，也有可能是不可约的。
定理 2.6.1 Frobenius 定理：诱导表示 UB 的重复度 =群缩小 A|H 的

重复度
证：

(χA|χU ) =
1

n

∑
g∈G

χA∗(g)χU (g) =
1

nm

∑
t∈G,g∈G

χA∗(g)TrḂ(tgt−1)

=
1

nm

∑
t∈G,s∈G

χA∗(t−1gt)TrḂ(s)

=
1

m

∑
s∈H

χA∗(s)χB(s) = (χ|χB) = (χB|χ),

其中 χ 为缩小群的特征标，至此此定理得证。
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Chapter 3

群论与量子力学

3.1 哈密顿算符群与相关定理

定理 3.1.1：保持哈密顿量不变的坐标空间的变化 g，它所对应的函数
变换算符 Pg 必与哈密顿量对易。
证：首先我们先定义什么是哈密顿量不变。如果 g ∈ G 使得

H(x) = H(gx), (3.1)

那么 g 所对应的变换算符 Pg 实际上也是一个表示，它满足乘法规则，所以
会有：

H(x)φ(x) = PgPg−1(H(x)φ(x)) = PgH(gx)φ(gx)

= PgH(x)Pg−1
φ(x)

⇒ [Pg,H] = 0,

(3.2)

于是此定理得证。
定义 3.1.1 哈密顿算符的群：
保持哈密顿量不变的变换 g 构成的群，记为：

GH = {g|H(gx) = H(x), g ∈ G}. (3.3)

定义 3.1.2 哈密顿算符群：
GH 中群元对应的函数变化算符形成的群，记为：

PGH
= {Pg|g ∈ GH}. (3.4)

33
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定理 3.1.2：哈密顿量算符 H 的具有相同本征能量的本征函数构成哈
密顿算符群表示的基函数。
证：假设我们有个 n 重简并态，本征函数为 ψ，构成一个线性空间 WH。利
用本征方程可以有，∀Pg ∈ PGH

都会有

HPψi = PHψi = EPψi =
∑
j

ajψj , (3.5)

这说明 Pψi 也是哈密顿量的本征函数，也可以在线性空间中给出，所以此
定理得证。这个定理说的是同一能级的本征函数构成的线性空间能够承载
这个哈密顿算符群表示，这个表示可约也可以不可约。可约的表示可以化简
成一系列不可约表示的直和，每一个不可约表示对应的本征态必定属于同
一能级。
定理 3.1.3：承载哈密顿算符群不可约表示的本征函数必属于同一能级。

证：我们采用反证法来证明这个定理，假设有 l 个本征函数，前 l − 1 个本
征态的能级为 E，最后一个本征态的能级为 E′，然后它们承载一个不可约
表示。取 ∀Pg ∈ PGH

，会有

PHφl = HPφl = H
∑
i

αilφi = E′Pφl = E′
∑
i

αilφi, (3.6)

因为前 l− 1 个本征函数的能级为 E′，所以此等式要是想成立的话，就只有
α1l = α2l = · · · = αl−1,l = 0, αll = 1，很显然这是一个可约表示，这就与假
设矛盾，于是此定理得证。

3.2 投影算符与久期行列式的对角化

这一小节主要是利用对称化的基函数来花间薛定谔方程的久期行列式。
如何对称化基函数，会用到投影算符
定义 3.2.1 投影算符：
线性空间 V 上的线性算符 P，如果满足 P 2 = P，则称其为 V 上

的一个投影算符，值域为 RP = PV = {z ∈ V |z = Px, x ∈ V }，核为
NP = {z ∈ V |Pz = 0}。
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定理 3.2.1：
若线性空间 V =W1⊕W2⊕· · ·⊕Wk，则 V 上存在投影算符 P1, P2, · · · , Pk，

满足：
I) P 2

i = Pi;
II)PiPj = 0;
III) P1 + P2 + · · ·+ Pk = E;
IV) PiV =Wi.
反之，如果线性空间 V 上存在算符 P1, P2, · · · , Pk 满足上面四个条件，则
V =W1⊕W2⊕· · ·⊕WK。具体的证明可以参考三维欧氏空间 V = xoy⊕ z，
两个算符分别是将向量 r⃗ 投影到 z 轴和 xoy 平面，这两个算符是满足上面
四个条件的。
定理 3.2.2：
设群 G 的不可约酉表示 Aα, α = 1, · · · , q，维数为 sα。PG 为群 G 对

应的算符群，即 PG = {Pg|g ∈ G}。定义算符 Pα
kj =

Sα

n

∑
g A

α∗
kj (g)Pg，则这

些算符满足下列的关系：

Pα
kjP

β
il = δαβδijP

α
kl� (3.7)

且 Pii 为投影算符。证：

Pα
kjP

β
il =

SαSβ

n2

∑
g,g′

Aα∗
kj (g)PgA

β∗
il (g

′)Pg′ =
SαSβ

n2

∑
g,g′

Aα∗
kj (g)A

β
li(g

′−1)Pgg′

g′′=gg′

=
SαSβ

n2

∑
g,g′′

Aα∗
kj (g)A

β
li(g

′′−1g)Pg′′

=
SαSβ

n2

∑
g,g′′,m

Aα∗
kj (g)A

β
lm(g′′−1)Aβ

mi(g)A
β
mi(g)Pg′′

=
Sβ

n

∑
g′,m

δαβδkmδjiA
β
lm(g′′−1)Pg′′ = δαβδjiP

β
kl,

(3.8)
此定理得证。
定理 3.2.3: ∑

α,k,l

Sβ

n
Aα∗

kl (g
′)Aα

kl(g) = δg′g (3.9)

证：我们从特征标的正交性定理出发，∑
g

sβ
n
Aα∗

kl (g)A
β
k′l′(g) = δαβδkk′δll′ , (3.10)
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然后我们定义一个新的矩阵

F ∗
ij :=

√
sα
n
Aα∗

kl (gj) = (F †)ji, (3.11)

然后正交性定理可以重新表述为∑
j

FijF
†
ji′ = δii′ = δgg′ =

∑
α,k,l

sα
n
Aα∗

kl (g)A
α
kl(g

′), (3.12)

于是此定理得证。

定理 3.2.4： ∑
iα

Pα
ii = Pe. (3.13)

证：Pα
kl 的定义式为

Pα
kl =

sα
n

∑
g

Aα∗
kl (g)Pg, (3.14)

左乘 Aα
kl(g

′) 并利用定理 3.2.3，∑
α,k,l

Aα
kl(g

′)Pα
kl =

sα
n

∑
gαkl

Aα∗
kl (g

′)Aα
kl(g)Pg =

∑
g

δgg′Pg = P ′
g, (3.15)

令 g′ = e，于是就会有∑
αkl

Aα
kl(e)P

α
kl =

∑
αkl

δklP
α
kl =

∑
αk

Pα
kk = Pe, (3.16)

于是，此定理得证。

定理 3.2.5 有限群不可约酉表示基函数定理 I：
设 PG 是群 G 的函数作用算符群，它可以定义算符 Pα

ij，对于一组基函
数 φα

i 可以构成群 G 的第 α 个不可约酉表示基函数的充要条件是：

Pα
ijφ

α
j = φα

i . (3.17)

证：
I) 必要性：
对于 Pα

g ，它作用到基函数上会有：

Pgφ
α
k =

∑
l

Aα
lk(g)φ

α
l , (3.18)
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左乘 Aα∗
ij (g) 并求和，就可以利用正交定理：∑

g

Aα∗
ij (g)Pgφ

α
k =

∑
gl

Aα∗
ij (g)A

α
lk(g)φ

α
l =

n

sα

∑
l

δilδjkφ
α
l =

n

sα
δjkφ

α
i ,

(3.19)
于是很自然地就有

Pα
ijφ

α
j =

sα
n

∑
g

Aα∗
ij (g)Pgφ

α
j = δjjφ

α
i = φα

i . (3.20)

II) 充分性：
我们已知：

Pα
ijφ

α
j = φα

i , (3.21)

然后我们任取一个算符，会有

Pgφ
α
i = PgP

α
ijφ

α
j =

sα
n
Pg

∑
g

Aα∗
ij (g

′)Pg′φα
j =

sα
n

∑
g′′

Aα∗
ij (g

−1g′′)Pg′′φα
j

=
sα
n

∑
g′′,k

Aα∗
ik (g

−1)Aα∗
kj (g

′′)Pg′′φα
j =

∑
k

Aα
ki(g)P

α
kjφ

α
j

=
∑
k

Aα
kl(g)φ

α
k ,

(3.22)
于是，此定理得证。
定理 3.2.6 有限群不等价、不可约酉表示的基函数定理 II：
有限群不等价、不可约酉表示的基函数 φα

i 会满足如下的正交关系：

(φα
i |φ

β
j ) = δijδαβf

α. (3.23)

证：假设我们有一个群 G，它的第 α，β 的不等价、不可约酉表示的基函数
为 φα, φβ，它对应的算符群为 PG，所以会有以下的关系

(φα
i |φ

β
j ) = (Pgφ

α
i |Pgφ

β
j ) =

∑
kl

Aα∗
ki (g)A

β
lj(g)(φ

α
k |φ

β
l )

⇒
∑
g

(φα
i |φ

β
j ) = n(φα

i |φ
β
j ) =

∑
kl

n

sα
δαβδklδij(φ

α
k |φ

β
l )

⇒(φα
i |φ

β
j ) =

1

sα

∑
k

δijδαβ(φ
α
k |φ

β
k),

(3.24)

于是我们就可以定义一个函数

fα =
1

sα

∑
k

(φα
k |φ

β
k), (3.25)
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于是，此定理得证。
定理 3.2.7：
假设 φα 是第 α 个不等价不可约表示的基函数，那么 Hφα 也是这第 α

个不等价不可约表示的基函数，而且次序不发生改变。
证：对于第 α 个不等价不可约表示的基函数，如果 Pg 作用到上面会有

Pgφ
α
i =

∑
l

Aα
ki(g)φ

α
k , (3.26)

然后我们利用 Pg 与 H 对易会有如下的关系：

PgHφ
α
i = HPgφ

α
i = H

∑
l

Aα
ki(g)φ

α
k =

∑
l

Aα
ki(g)Hφ

α
k , (3.27)

很显然，φα 与 Hφα 是同一组表示，而且顺序并没有发生改变。我们之前都
是利用的是 Pα

ij 这种矩阵来找到对称化的基函数，但是我们可以用特征标来
操作，这种方法更加通用，所以在这一节的最后来简单说一下操作的过程：
Step 1：
构造特征标投影算符

Pα =
sα
n

∑
g

χα∗Pg =
∑
i

Pα
ii , (3.28)

第二步自行验证。
Step 2：
对于任意一个向量 ψ，都可以分解为群的不等价不可约表示的基来线

性给出
ψ =

∑
iβl

aβilφ
β
il, (3.29)

其中 i 为重复度，β 为不可约表示的序号，l 为基的序号。当我们把特征标
算符作用到这个向量上，我们可以得到第 α 不等价不可约表示的部分，

Pαψ = Pα
∑
iβl

aβilφ
β
il =

∑
iβlj

aβilP
α
jjφ

β
il =

∑
iβlj

aβilδαβδjlφ
β
il =

∑
il

aαilφ
α
il,

(3.30)
其中我们利用了投影算符 Pα

jj 的意义，它可以将矢量投影到第 α 个不等价、
不可约酉表示的第 j 个分量上。所以 Pα 可以把第 α 个不等价、不可约 9
酉表示空间部分给提取出来。
Step 3：
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置换群

4.1 n 阶置换群

定义 4.1.1 轮换：

形如这样的置换

(
e1, e2, · · · , em
e2, e3, · · · , e1

)
，就叫做轮换，记作 (e1, e2, · · · , em)，

其中 m 为轮换的阶。
轮换有下面几个有用的性质，对于我们研究置换群的结构有很大的帮助：

1. 轮换内的数字做轮换，仍然还是同一个轮换，即：

(e1, e2, · · · , em) = (e2, e3, · · · , em, e1). (4.1)

2. 两个轮换没有公共元素，则就叫做独立轮换，它们满足乘法交换律，即：

(e1, e2, · · · , em)(f1, f2, · · · , fn) = (f1, f2, · · · , fn)(e1, e2, · · · , em).

(4.2)

3. 任意一个置换群都可以分解成相互独立的轮换的乘积.

4. 轮换的逆为：

(e1, e2, · · · , em)−1 = (em, em−1, · · · , e1). (4.3)

39
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5. 二阶轮换群称作对换，任意一个 m 阶置换群都可以分解为 m − 1 个
对换乘积，即：

(e1, e2, · · · , em) = (e1, em)(e1, em−1) · · · (e1, e3)(e1, e2). (4.4)

6. 对于任意一个置换，我们都可以分解为相邻对换的乘积。我们利用的
就是下面这个等式：

(e1, ek) = (e2, ek)(e1, e2)(e2, ek). (4.5)

很容易这个等式：

(e2, ek)(e1, e2)(e2, ek) =



e1, e2, ek

e1, ek, e2

e1, ek, e2

e2, ek, e1

e2, ek, e1

ek, e2, e1


=

(
e1, e2, ek

ek, e2, e1

)
= (e1, ek). (4.6)

定理 4.1.1：具有相同轮换结构的置换构成置换群 Sn 的一个类。
证：
Step 1：共轭置换具有相同的轮换结构。
首先从 Sn 中任取一个元素，

s =

(
1, 2, · · · , n
c1, c2, · · · , cn

)
, (4.7)

然后再从 Sn 中取一个元素

t =

(
1, 2, · · · , n

d1, d2, · · · , dn

)
=

(
c1, c2, · · · , cn
f1, f2, · · · , fn

)
, (4.8)

第二步是做了重排，方便进行乘积。然后看一下 tst−1 的具体表达式是什么：

tst−1 =



d1, d2, · · · , dn
1, 2, · · · , n
1, 2, · · · , n
c1, c2, · · · , cn
c1, c2, · · · , cn
f1, f2, · · · , fn


=

(
d1, d2, · · · , dn
f1, f2, · · · , fn

)
. (4.9)
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然后我们假设 s 可以有 k 个独立轮换因子，即 s = s1, s2, · · · , sk，然后我们
中间插若干个单位元素

tst−1 = ts1t
−1ts2t

−1 · · · tskt−1, (4.10)

由刚刚的分析可以知道任意一个 tsit
−1 都和 si 是同阶的置换群，所以轮换

因子并不会改变，所以共轭操作并不会改变轮换结构。
Step 2：具有相同轮换因子的置换是共轭的，考虑两个置换：

s = (a1, a2, · · · , an1
)(b1, b2, · · · , bn2

) · · · (c1, c2, · · · , cnl
),

r = (d1, d2, · · · , dn1
)(e1, e2, · · · , en2

) · · · (f1, f2, · · · , fnl
).

(4.11)

我们只需要找到能够让这两个置换共轭的元素即可，令

t =

(
a1, a2, · · · , an1

d1, d2, · · · , dn1

)(
b1, b2, · · · , bn2

e1, e2, · · · , en2

)
· · ·

(
c1, c2, · · · , cnl

f1, f2, · · · , fnl

)
, (4.12)

简单计算一下，即可验证两者共轭

tst−1 =



d1, d2, · · · , dn1
, e1, e2, · · · , en2

, f1, f2, · · · , fnl

a1, a2, · · · , an1
, b1, b2, · · · , bn2

, c1, c2, · · · , cnl

a1, a2, · · · , an1
, b1, b2, · · · , bn2

, c1, c2, · · · , cnl

a2, a3, · · · , a1, b2, b3, · · · , b1, c2, c3, · · · , c1
a2, a3, · · · , a1, b2, b3, · · · , b1, c2, c3, · · · , c1
d2, d3, · · · , d1, e2, e3, · · · , e1, f2, f3, · · · , f1


=

(
d1, d2, · · · , dn1

, e1, e2, · · · , en2
, f1, f2, · · · , fnl

d2, d3, · · · , d1, e2, e3, · · · , e1, f2, f3, · · · , f1

)
= (d1, d2, · · · , dn1

)(e1, e2, · · · , en2
) · · · (f1, f2, · · · , fnl

)

= r.

(4.13)

至此，此定理得证。也就是说置换群的类与轮换结构一一对应，除此定理之
外，我们再列举置换群的其他性质以方便后面内容的学习：

1. 刚刚我们说了置换群的类与轮换结构一一对应，所以我们总是可以把
置换进行分解，每一类轮换的分解记为 (γ) = (1γ1 , 2γ2 , · · · , nγn)，意味
着它有 γ1 个一阶轮换，有 γ2 个二阶轮换等。同时它们还满足下面这
一个等式：

1 · γ1 + 2 · γ2 + · · ·+ n · γn = n� (4.14)
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2. 类 (γ) 里的个数为：

n!

(1γ1γ1!)(2γ2γ2!) · · · (nγnγn!)
(4.15)

3. 定义杨图的标记方式为：[λ] = [λ1, λ2, · · · , λn]，其中：

λ1 = γ1 + γ2 + · · ·+ γn,

λ2 = γ2 + γ3 + · · ·+ γn,

· · ·

λn = γn,

(4.16)

很显然有

λ1 + λ2 + · · ·+ λn = 1 · γ1 + 2 · γ2 + · · ·+ n · γn = n. (4.17)

4. 于是我们就可以利用 λ 来画杨图，具体例子如下：

最后，如果两个杨图可以通过转置变换联系起来，就叫做共轭；一个
杨图转置不变，就叫做自轭。

4.2 杨盘及其引理

定义 4.2.1 杨盘：
将数字 1, 2, . . . , n 分别填到 Sn 的杨图中，就可以得到杨盘。简单来说

就是填了数的杨图。
然后我们再简单说一下杨盘的性质：
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1. 一个杨图可以至多得到 n! 个杨盘;

2. 杨盘中的数字可以由行和列的位置确定，就跟矩阵一样；

3. 不同杨盘可以由一个置换联系起来;

4. 每一个杨盘都可以定义出行置换 R(T ) 与列置换 C(T )。R(T ) 是保
持杨盘 T 的各行中的数字置换后还在同一行的所有置换 p 的集合
{p}；L(T ) 是保持杨盘 T 的各列中的数字置换后还在同一列的所有
置换 q 的集合 {q}。如果杨盘对应的杨图为 [λ]，那么 R(T ) 的阶为：
λ1!, λ2!, · · · , λn!

5. 由行列置换 p, q 可以定义出两个算符 P (T ), Q(T ):

P (T ) =
∑
p

p, Q(T ) =
∑
q

δqq, (4.18)

其中偶置换为 1，奇置换为 −1，这里的奇偶置换指的是置换分解的对
换的个数。可以看到，每一个 p 或 q 都是把 p,q 的分量给投影出来，
所以 P ,Q 可以看作是置换群群元的线性组合。

6. 同一个杨图对应的所有杨盘都是同构的，这是因为不同杨盘只是换了
个数而已。

最后用一个例子来说明一下什么是行列置换，杨图如下

行置换为：

R(Ta) =


e, (1, 2), (1, 5), (2, 5), (1, 2, 5), (1, 5, 2);

e, (3, 4);

e,

(4.19)
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列置换为

C(Ta) =


e, (1, 3), (1, 6), (3, 6), (1, 3, 6), (1, 6, 3);

e, (2, 4);

e.

(4.20)

定义 4.2.2 杨算符：
杨算符是杨盘 T 的算符 P (T ), Q(T ) 的乘积，为

E(T ) = P (T )Q(T ) =
∑
pq

δqpq� (4.21)

显然，杨算符把行、列的分量都给提取出来，所以它可以看作是群空间 RSn

的一个矢量 (个人理解)。每一个杨盘只有一个杨算符, 它的两个性质有：

1. 如果 p, p′ ∈ R(T ), q, q′ ∈ C(T )，且 pq = p′q′ 那么一定会有 p = p′, q =

q′。证明这一点很简单，只需要利用到子群的性质：首先变换这个等式，
p′−1p = q′q−1 等式左边是 R(T )的元素，右边是 C(T )的元素，那么很
显然两个子群的交集就只有恒等元，那就说明 p′−1 = p−1, q−1 = q′−1，
于是此性质得证;

2. 由于杨算符是对所有行置换、列置换的求和，而且在求和的过程中 pq

不会重复出现，于是就不会出现相消的可能，于是 E(T ) 一定是一个
非零向量。

定义 4.2.3 幂等元：
满足 e2 = e 的元素就叫做幂等元，满足 e2 = λe 的元素叫做本质幂等

元，即 (λ−1e)2 = λ−1e。幂等元和之前说过的投影算符相似，实际上是有这
么个定理的，但在此之前要先证一个引理。
定理 4.2.1：
对于群 G 表示空间 V，如果它可以用进行直和分解 V =

∑
⊕Wi，那

么 Wi 是不变子空间的充要条件是 [A(g), Pi] = 0。
证：
必要性：从 Wi 是不变子空间出发，有

A(g)Pix⃗i = A(g)x⃗i = x⃗′i ∈Wi = PiA(g)x⃗i, (4.22)

其中 x⃗i ∈Wi, PiV = x⃗i, Pix⃗i = x⃗i，由于此等式恒成立，所以一定要有

[A(g), Pi] = 0. (4.23)
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充分性：从两者对易出发，

A(g)x⃗i = A(g)Pix⃗i = PiA(g)x⃗i ∈Wi, (4.24)

这说明等式左边依旧在 Wi 中，这就说明它是一个不变子空间，于是此定理
得证。
定理 4.2.2：群代数 RG 中有多少个幂等元，群空间中就有多少个左正

则变换不变子空间，就有多少个投影算符。
证：
Step 1：若 Wi = PiRG 为正则变换的不变子空间，则一定对应一个幂等元。
我们从不变子空间出发，利用投影算符得到不变子空间 Wi = PiRG, 然

后我们在证明想要寻找的幂等元为 e⃗1 = Pig0。子空间 Wi 对于左正则表示
是不变的，所以会有 L(g)Pi = PiL(g)，于是

∀x⃗ =
∑
j

xj g⃗j ∈ RG =
∑
j

xj g⃗j g⃗0, (4.25)

我们把投影算符作用上去，有

Pix⃗ =
∑
j

xj(Pig⃗j)g⃗0 =
∑
j

xj g⃗j(Pig⃗0) = x⃗e⃗1, (4.26)

于是我们就利用投影算符找到了幂等元的表达式，然后我们在证明它就是
幂等元。

P 2
i x⃗ = Pix⃗ = x⃗e⃗1 = Pi(x⃗e⃗1) = x⃗e⃗21, (4.27)

很显然它满足幂等元的定义，所以我们就找到投影算符对应的幂等元。
Step 2：一个幂等元一定存在一个与之对应的 G 不变的 RG 的子空间还有
投影算符。
我们用如下等式来定义由幂等元生成的投影算符：

x⃗e⃗1 = Pix⃗, (4.28)

证明它是投影算符是一件非常容易的事情，在这里就不展示了。剩下的就是
证明它由不变子空间，对于 g⃗k ∈ Sn，都会有

Pi(g⃗j x⃗) = g⃗j(x⃗e⃗1) = g⃗jPix⃗, (4.29)

很显然 Pi 和 g⃗j 是对易的，所以利用定理 4.2.1 就可以证明它是不变子空
间，于是此定理得证。幂等元是要与表示联系起来的，其中有不可约表示对
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应的幂等元就叫做本原幂等元，这样我们就可以把杨算符、杨盘与不可约表
示联系起来，这个就是杨盘定理干的事情。

定理 4.2.3 杨盘定理：

1. 杨盘 T 的杨算符 E(T ) 可以给出置换群群空间 RSn
中的一个本原幂

等元 E(T )
θ
，其中 θ 是一个常数。换成人话就是一个杨盘给出置换群在

群空间 RSn
中的一个不可约表示；

2. 源于同一个杨图的杨盘，它们给出的不可约相互等价；

3. 源于不同杨图的杨盘，它们给出的不可约表示不等价。

这个定理的证明过于复杂，所以就不加以证明。

定义 4.2.4 标准杨盘：
杨盘中，每行、每列的数字从左到右，从上到下都是逐渐增加的，这种

杨盘就叫做标准盘。

定理 4.2.4：
杨图 [λ] 对应的不可约表示的维度等于标准盘的个数。

既然不可约表示的维度和标准杨盘挂钩，一旦置换群足够大的时候，穷
举法就显得非常的笨重，在这里我们介绍两种快速求不可与表示维数的公
式：

• 直接计算

d[λ](Sn) =
n!

r1!r2!r3! · rn!

n∏
i<j

(ri − rj), (4.30)

其中

ri = λi + n− i, (4.31)

λi 是杨盘中第 i 行有几个格子，n 是杨图总共有多少行。

• 构形规则
d[λ](Sn) =

n!∏
ij hij

, (4.32)

其中 hij 是钩形数，计算规则如下：从杨盘中的第 (i, j) 格开始，分别
向右、向下做直线，这两条直线经过的方格数加上第 (i, j) 本身就是钩
形数。
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按照常理来说，我们弄清楚了置换群的不可约表示的维数下一步就是想方
设法求它的特征标，求特征标有两种方法：

• Frobenius 公式 (不讲人话);

• 图形方法：

1. 根据 [λ] 画出相应的杨图；

2. 每一个置换元素都可以分解成多个独立循环的乘积，所以每一个
独立循环都用一个数字填充 (例如：4 个 1 循环用 1,2,3,4，1 个 2
循环用 5,5); 同时，填充的时候要遵循三个要求：1. 相同数字的
分布要成阶梯状；2. 不同数字之间的分布，从内向外看是成相等
或者递增的趋势 (也就是内圈是小数，外圈是大数)；3. 填充的每
一步都要要求 λi ≥ λi+1，也就是对填充格子有所要求；

3. 填充完毕之后，相同数字占据偶数行就给出一个 −1，占据奇数行
就给出一个 +1，±1 做乘法；

4. 特征标就是所有填充方式的代数和。

最后的最后，我们给出置换群元在杨基下的矩阵形式，首先我们先定义什么
是杨基：
定义 4.2.5 杨基：
给杨盘指定一个函数 ϕ(1, 2, · · · , n)，它的具体形式是什么不重要，我们

只需要知道置换群元作用到这个函数上只会改变数字的位置，例如：(1, 3)ϕ(1, 2, 3, 4) =
ϕ(3, 2, 1, 4)，然后我们就可以用杨算符 E(T ) 来生成杨基：

ψi(1, 2, 3, · · · , n) = E(T )ϕi(1, 2, 3, · · · , n). (4.33)

当置换群的群元 g 作用到杨基上时，gψ 就可以通过我们刚刚说过的运算法
则即可得到一个新的结果，这个新结果可以用 ψ 进行展开，所以就得到的
置换群元 g 的表示形式。换句话说，我们在群代数空间上构建了一组基，然
后利用向量乘法求得了群元的矩阵形式。
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Chapter 5

李群与李代数

5.1 李群

定义 5.1.1 李群：

G它既是流形，又是群，同时群乘映射 G×G→ G和求逆映射 G→ G

都是 C∞ 的，那么它就叫做李群。

表 5.1: 各种群、性质及其李代数
群 维数 性质 李代数矩阵

GL(m,R) m2 m×m 任意实矩阵 R
GL(m,C) 2m2 m×m 任意复矩阵 C
SL(m) m2 − 1 R, detA = 1 R
SL(m,C) 2m2 − 2 C, detA = 1 R, trA = 0

O(m) m(m−1)
2

R, ATA = I R, AT = −A
SO(m) m(m−1)

2
R, ATA = I, detA = 1 R, AT = −A

O(1, 3) 6 R, η = ΛT ηΛ R, AT = −ηAη
U(m) m2 U, A†A = I U, A† = −A
SU(m) m2 − 1 U, detA = 1 U, A† = −A, trA = 0

49
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• SO(2) 群：

R(θ) =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
. (5.1)

• SO(3) 群：

R(α1, α2, α3)

= Rz(α3)Ry(α2)Rx(α1)

=


cosα3 − sinα3 0

sinα3 cosα3 0

0 0 1




cosα2 0 sinα2

0 1 0

− sinα2 0 cosα2



1 0 0

0 cosα1 − sinα1

0 sinα1 cosα1

 ,

(5.2)
或者

R(α, β, γ) = Rz(γ)Ry(β)Rx(α). (5.3)

• SU(2) 群：

g =

(
a b

−b∗ a∗

)
, |a|2 + |b|2 = 1. (5.4)
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5.2 无穷小生成元和无穷小算符

5.2.1 无穷小生成元

我们在单位元附近将群元展开，

g(α) = g(0) + αiXi +
1

2
αiαjXij + · · · , (5.5)

其中

Xi ≡
∂g(α)

∂αi

∣∣∣∣
α

= 0, Xij ≡
∂2g(α)

∂αi∂αj

∣∣∣∣
α

= 0. (5.6)

它的逆为

g−1(α) = I − αiXi + αiαjXiXj −
1

2
αiαjXij + · · · . (5.7)

利用两个等式我们可以有

g−1(β)g−1(γ)g(β)g(γ) = I + βiγj [Xi,Xj ] + · · ·

= g(α) = I + αiXi + · · · ,
(5.8)

于是我们会有

[Xi,Xj ] = ckijXk, αk = ckijβiγj , (5.9)

其中 ckij 叫做结构常数。利用这个方法我们就可以得到各种常见群的无穷小
生成元：

• SO(2)

g(ϕ) =

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
, X =

(
− sinϕ − cosϕ
cosϕ − sinϕ

)∣∣∣∣
ϕ=0

=

(
0 −1

1 0

)
.

(5.10)

• SO(3)

X1 =


0 0 0

0 0 −1

0 1 0

 ,X2 =


0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 ,X3 =


0 −1 0

1 0 0

0 0 0

 .

(5.11)
对易关系为

[Xi,Xj ] = εijkXk. (5.12)
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• SU(2)

X1 =
i

2

(
0 1

1 0

)
,X2 = − i

2

(
0 −i
i 0

)
X3 =

i

2

(
1 0

0 −1

)
. (5.13)

对易关系为
[Xi,Xj ] = εijkXk, (5.14)

很明显 SO(3) 和 SU(2) 的李代数是同构的。

• SU(3)

X1 =
i

2


0 1 0

1 0 0

0 0 0

 ,X2 =
i

2


0 −i 0

i 0 0

0 0 0

 ,X3 =
i

2


1 0 0

0 −1 0

0 0 0



X4 =
i

2


0 0 1

0 0 0

1 0 0

 ,X5 =
i

2


0 0 −i
0 0 0

i 0 0

 ,X6 =
i

2


0 0 0

0 0 1

0 1 0

 ,

X7 =
i

2


0 0 0

0 0 −i
0 i 0

 ,X8 =
i

2
√
3


1 0 0

0 1 0

0 0 −2

 .

(5.15)
对易关系为

[λi, λj ] = 2ifijkλk, Xi =
i

2
λi. (5.16)

5.2.2 无穷小算符

对于无穷小变换有
I + ε, (5.17)

坐标系的变分为
δxa = εabx

b = Ui(x)αi. (5.18)

然后无穷小算符的定义为1

X ≡ Ui(x)∂i, (5.19)

不同算符之间满足 [
Xa,Xb

]
= ifab

cXc, (5.20)
1这个定义的指标有问题，但是小问题。具体可以参考场论笔记的 Chaper3.
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其中 ckij 为常数。然后常见群的无穷小算符为

• SU(2) 无穷小变换为

ε =

(
0 −α
α 0

)
, (5.21)

于是坐标系的变分为 (
dx1

dx2

)
=

(
−αx2
αx1

)
. (5.22)

于是按照定义无穷小算符为

X = x1∂2 − x2∂1 = iL3. (5.23)

• SO(3) 变换矩阵为

ε =


0 −α3 α2

α3 0 −α1

−α2 α1 0

 , (5.24)

相应的无穷小算符就是角动量算符。

• SU(2) 群的无穷小变换为

ε =
i

2

(
α3 α1 + iα2

α1 − iα2 −α3

)
, (5.25)

相应的无穷小算符为自旋算符。
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5.3 SU(2) 群的不可约表示

SU(2) 群的群元为

D(g) = g =

(
a b

−b∗ a∗

)
. (5.26)

很显然它是不可约的。然后假设我们有一组函数基矢，取一个变换作用到其
中一个函数上会有

Γg−1fm(x) = fm(gx) =
l∑

m′=−l

D−1(g)m′mfm′(x). (5.27)

假如说函数族取如下的形式，可以满足此等式：

f l
m(x1, x2) =

xl+m
1 xl−m

2√
(l +m)!(l −m)!

, m = −l,−l + 1, · · · , l. (5.28)

在此选择下不可约表示为

Dl
m′m(g−1)

=

min{l+m,l−m′}∑
µ=max{0,m−m′}

√
(l +m)!(l −m)!(l +m′)!(l −m′)!

(l +m− µ)!(l −m′ − µ)!(m′ −m+ µ)!µ!

× al+m−µ (a∗)
l−m′−µ

bµ(−b∗)m
′−m+µ.

(5.29)

此外此表示也是幺正的：
DlDl† = I. (5.30)
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5.4 SU(2) 群和 SO(3) 群的同态映射

之前我们说过 SU(2) 和 SO(3) 的李代数是同构的，所以这两个群之间
应该是同态的，所以这一节就是来探讨这一个问题。首先，我们先看一下如
何从 SU(2) 群变换到 SO(3) 群：任取一个群元

g =

(
a b

−b∗ a∗

)
, g ∈ SU(2). (5.31)

然后我们定义一个变换：

r̂′ = Γg r̂ ≡ grg−1, r̂ ≡ r · σ. (5.32)

这会是一个非常长的公式，在这里就不展开了，自己可以用 Mathematica
计算一下。然后这个式子可以写成三维转动的形式，即

x′1

x′2

x′3

 = R(g)


x1

x2

x3

 . (5.33)

这样 SU(2) 群就和 SO(3) 群有了联系，需要注意的是这是一个 2− 1 的映
射，也就是说有两个 SU(2) 群元对应同一个 SO(3) 群元。最后我们给出这
个旋转矩阵的形式，它会是非常复杂的矩阵：

R(a, b) =


1
2
(a2 + a∗2 − b2 − b∗2) i

2
(a∗2 − a2 + b∗2 − b2) −(ab+ a∗b∗)

i
2
(a2 − a∗2 − b2 + b∗2) 1

2
(a2 + a∗2 + b2 + b∗2) −i(ab− a∗b∗)

(ab∗ + a∗b) i(a∗b− ab∗) (aa∗ − bb∗).


(5.34)

然后我们再看两个比较特殊的形式：

R(e−iγ/2, 0) = Rz(γ), R

(
cos β

2
,− sin β

2

)
= Ry(β). (5.35)

于是利用这两个等式，我们就可以看到高量中两个常见的旋转矩阵：

g = g1(α)g2(β)g1(γ) =

(
e−i(α+γ)/2 cos β

2
−e−i(α−γ)/2 sin β

2

ei(α−γ) sin β
2

ei(α+γ)/2 cos β
2
,

)
(5.36)

它所对应的 SO(3) 群元为：

R(α, β, γ) = Rz(α)Ry(β)Rz(γ). (5.37)
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因为存在 2 − 1 的映射关系，所以 (I2,−I2) 都对应同一个单位元，利用群
表示保持乘法关系不变的性质，我们可以推导出一个常见的结论：[

Dl(−I2)
]2

= Dl
[
(−I2)2

]
= Dl(I2) = I,→ Dl(−I2) = ±I. (5.38)

于是我们把满足下面的条件

Dl(−I2g) = Dl(g), (5.39)

叫做单值表示，当 l 是整数的时候，Rl(α, β, γ) 就是 SO(3) 群的不可约表
示，特征标为

χl
(
e−iα/2, 0

)
=

l∑
m=−l

e−imα =
sin [(l + 1/2)α]

sin (α/2)
, (5.40)

我们为什么只计算绕 z 轴旋转的特征标，这是因为：绕任意一个轴，只要旋
转相同的角度，它们都属于同一类。最后我们给出表示的具体表达式：

Dl(a, b)m′m =
[
Dl(α, β, γ)

]
m′m

=

[
Dl

(
e−i(α+γ)/2 cos β

2
, e−i(α−γ)/2 sin β

2

)]
m′m

=

min{l+m,l−m′}∑
m=max{0,m−m′}

(−1)µ
√
(l +m)! (l −m)! (l +m′)! (l −m′)!

(l +m− µ)! (l −m′ − µ)! (m′ −m+ µ)!µ!

×
(

cos β
2

)2l+m−m′−2µ(
sin β

2

)m′−m+2µ

e−imα+im′γ

(5.41)
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5.5 角动量及其耦合

如果我们考虑无穷小变化的话，那么我们就可以把不可约表示做泰勒
展开，保留到一阶项，相应的系数就是高量中所学到的磁量子数。但是这其
中有许多数学细节我还没搞懂，所以只是形式上简单说一下。不过有一点
需要说的是，如果两个角动量耦合，那角动量量子数的取值范围就变成了
(|l1 − l2|, l1 + l2)，这一点可以从特征标来体现这一点。首先角动量耦合意味
着两个对应的表示做直积，即

Dj1 ⊗Dj2 =
∑
j

cjj1j2D
j , (5.42)

相应的特征标为

χj1χj2

=

j1∑
m1=−j1

j2∑
m2=−j2

e−i(m1+m2)α

= ei(j1+j2)α + ei(j1+j2−1)α + · · ·+ ei(j1−j2)α + ei(−j1+j2)α + · · ·+ e−i(j1+j2)α

=

j1+j2∑
m=−(j1+j2)

e−imα + · · ·+
|j1−j2|∑

m=−|j1−j2|

e−imα.

(5.43)
最后我们给出 C-G 系数的相关内容，首先是正交性：∑

j

δmm′⟨j1, j2;m1,m2|j,m⟩⟨j,m′|j1, j2;m′
1,m

′
2⟩ = δm′

1m1
δm′

2m2
. (5.44)

一般计算公式为：

⟨j1, j2|m1,m2|j,m⟩ =

√
(2j + 1)(j1 + j2 − j)!(j + j1 − j2)!(j − j1 + j2)!

(j1 + j2 + j + 1)!
.

(5.45)
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5.6 经典 Lie 群的张量表示

在前面的章节里我们看到，Lie 群可以是实数群也可以是复数群，同时
Lie 群也是一种矩阵群，所以它的表示就可以有四种，分别是：

D(g),
[
D−1(g)

]T
, D∗(g),

[
D−1(g)

]†
, (5.46)

如果说 D(g)是 Lie群的表示的话，那么另外三个就自动也是 Lie群的表示。
证明这一点只需要验证这三种表示保持群乘法即可，例如：[

D−1(g1)
]† [

D−1(g2)
]†

=
[
D−1(g2g1)

]†
. (5.47)

如果令 D(g) = g 的话，那么这四种表示都是不等价的不可约表示，利用
这四种表示即可把 GL(n,C) 的所有有限维表示给表示出来。需要注意的是
D(g) = g 的矢量空间是 V，[D−1(g)]

T 的矢量空间是对偶空间 Ṽ，而另外
两个表示不怎么重要所以就不说了。
上一章我们学习了置换群，那么在这一节我们就把 Lie群的表示和置换

群联系起来。首先，我们先分解一下一个 (1, 1) 型的张量，

T a
b = T̂ a

b + δab

(
1

n
tr T

)
, (5.48)

其中

T̂ a
b ≡ T a

b − δab

(
1

n
tr T

)
. (5.49)

显然，我们把这个张量拆分成了迹和无迹两部分，其中迹承载恒等变换，无
迹部分承载 n2 − 1 维的不可以表示。对于 (2, 0) 型的张量，我们也可以进
行拆解，即

T ab = T (ab) + T [ab], (5.50)

我们把它拆分成了对称和反对称两部分，它们对应表示的维数分别为 1
2
n(n+

1) 和 1
2
n(n − 1)。从这里我们就可以看到，Lie 群表示和置换群的联系了。

(2, 0) 型张量对应 S2 的杨图，即 需要注意的是，GL(n,C) 是一个线性变化

群，那么张量的变化规律与之前学过的有一点点不同，即

T a
b = gacT

c
d

(
g−1
)d

b
. (5.51)
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最后我们给出几个常见群的一些性质：既然我们已经将张量和杨盘联系起

表 5.2: 几种群的性质和构建表示要用到的张量
群 性质 构建表示对应的张量

U(n) 群 (g−1)
†
= g, (g−1)

T
= g∗ (i, j) 型张量

SU(n) 群 不可约，可能等价 完全对称化张量

SL(2,C) 群 g ∼ (g−1)
T
, g∗ ∼ (g−1)

†
(i, 0; k, 0) 型张量，一行杨图

GL(n,R) 群 g∗ = g 无迹 (i, j) 型张量

O(n) 群 无 无迹 (i, 0) 型张量

来了，那么我们就需要给出能够计算这些杨盘所对应的不可约表示的维数。
在这里介绍两种计算 SU(n) 群不可约表示维度的方法：

1. 假设杨盘每一行的长度为 fi，那么我们把相邻行长度的差记为 λi ≡
fi − fi+1，最后一个长度为 λn−1 = fn−1。那么维度为

d = (1 + λ1) · · · (1 + λn−1)

(
1 +

λ1 + λ2

2

)
· · ·
(
1 +

λn−2 + λn−1

2

)
×
(
1 +

λ1 + λ2 + λ3

3

)
· · ·
(
1 +

λ1 + · · ·λn−1

n− 1

)
.

(5.52)
这个方法很繁琐，所以只适用于简单的杨盘。

2. 第二种方法除了要就用上一章用到的钩形数之外，还需要一个数 Di。
假如说第 (i, j) 个格子，它会有一个这么样的数 Dij = j − i。当数完
所有格子的钩形数和 D 之后，SU(n) 群的不可约表示维度为

d =
∏
i

(
n+Di

hi

)
, (5.53)

其中 hi 是钩形数。下面是个具体的例子

搞定维度之后，就是直积。直积的步骤分下面三步：
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1. 杨盘中的每一行都各用一个字母来标记，例如：

2. 首先取第一个 a 往第二个杨盘上粘，要求粘完之后的杨图依旧是个杨
盘（下一行不能比上一行多）；然后粘第二个 a，依旧保持是个杨盘。
按照着用要求将第一个杨盘中的所有字母都粘完。

3. 当我们把所有可能的杨盘都构造出来之后，直积对应的表示就都出来
了。

下面举个例子：
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5.7 Lie 代数

定义 Lie 代数之前，需要定义 Lie 括号，[, ] : V × V → V，并且满足下
面两个性质：

• 反线性：
[A,B] = −[B,A]. (5.54)

• 满足雅可比恒等式：

[A, [B,C]] + [B, [C,A]] + [C, [A,B]] = 0. (5.55)

上面两个性质我们可以得出 Lie 结构常数满足的性质：

fab
c = −f ba

c, (5.56)

fab
df

dc
g + f bc

df
da
g + f ca

df
db
g = 0. (5.57)

在 Lie群恒等元的切矢空间的基础上再要求这个空间有 Lie括号的性质，那
么这就叫 Lie 代数。例如最常见的 SU(2) 的 Lie 代数为 ckij = −εijk, ε123 =
1。然后我们在介绍几个和 Lie 代数有关的定义，

定义 5.7.1 子代数：
假设 U 是 L 的一个子空间，当 ∀x1, x2 ∈ U 时恒有，

[x1, x2] ∈ U,

就称 U 是 L 的子代数.
定义 5.7.2 不变子代数（理想）：
对于 ∀x ∈ U, y ∈ L，都有

[x, y] ∈ U,

那么就叫做 U 是 L 的不变子代数。
定义 5.7.3 直和：
∀x1 ∈ L1, x2 ∈ L2，都有

[x1, x2] = 0

那就称 L 为这两个 Lie 代数的直和，记作：

L ≡ L1 ⊕ L2.
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定义 5.7.4 单 Lie 代数，半单 Lie 代数：
除了 L 本身和 {0} 之外没有平凡不变子代数就叫做单 Lie 代数；除了

{0} 之外没有 Abel 不变子代数的叫做半单 Lie 代数。
如果 Lie 代数是单的那么它一定是半单的，这是显而易见的；但反过来就不
一定了。对于但 Lie 代数我们总可以用不变子代数将其唯一分解，即

L = L1 ⊕ L2 ⊕ · · · . (5.58)

定义 5.7.5 同态：
对于映射 f : L → L′，会有如下的性质的话：

f ([x, y]) = [f(x), f(y)] = [x′, y′] , (5.59)

就称两个 Lie 代数同态。我们给出 Lie 代数的一种表示：

Γ(g) ≡ Γ(ex) ≡ eΓ(x). (5.60)

这就是我们在 QFT 中经常见到的表示。其中 Γ 还满足一下两个性质：

1. Γ(ag1 + bg2) = aΓ(g1) + bΓ(g2).

2. Γ ([g1, g2]) = [Γ(g1),Γ(g2)].

另一种重要的表示叫做伴随表示，它是由结构常数构建的，即

(T a)
b
c ≡ −ifab

c, (5.61)

利用雅可比恒等式可以证明它确实是 Lie 代数的一种表示，即[
T a, T b

]
= ifab

cT
c (5.62)

定义 5.7.6 Killing 形式：

gab ≡ tr T aT b = −fac
df

bd
c. (5.63)

定理 7.1.1：Lie 代数是半单的 ⇔ det gij ̸= 0。
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5.8 根向量与 Dynkin 图

假设我们有 n 个生成元 Xa，然后我们把相互对易的生成元 H i 挑出
来，组成一个集合。这个最大的集合中元素的个数叫做阶，假设是 l。剩下
的 n − l 个生成元我们记作 E。我们可以重新组合，使得 H i 同时对角化，
并且让 E 变成对角元都为零，所以会有 H iE ≡ 0。

H i 对角化之后，伴随矩阵也会相应对角化，记作：(T i)
a

b = −βi(a)δab。
这是一种非常奇怪的记法，但却能够说明对角元是不同的这么一个情况。对
角化之后，我们就可以引出根向量了。首先看一个对易式，[

H i, Xa
]
= if ia

bX
b = −

(
T i
)a

b
Xb = βiδabX

b = βiXa. (5.64)

啥意思？这有点像特征方程了，H i 给出了一个数 βi，如果我们跑遍所有的
H i 那么姐可以得到一个完整的向量，即

β⃗ =
(
β1, β2, · · · , βl

)
. (5.65)

这就是伴随根向量。既然一个 Xa 对应一个向量，那么我们不妨直接把 Xa

记作 Eβ，这样我们一起讨论生成元和根向量了。需要注意的是，我们之前
已经做了对角化，这就意味着新生成元就不再是厄米的了，但 H i 依旧是厄
米的。利用一系列简单的数学技巧我们可以求得：

E−β = E†
β. (5.66)

利用雅可比恒等式我们可以知道：[
H i, [Eα, Eβ]

]
= (α+ β)

i
[Eα, Eβ] (5.67)

很显然这个对易式与 Eα+β 有联系，我们可以假设：

[Eα, Eβ] = Nα,βEα+β. (5.68)

还是经过一系列简单无聊的数学技巧我们可以知道：

Nα,β = −Nβ,α = −N−β,−α = −N∗
−β,−β. (5.69)

最后一步利用的是 Nα,β 是一个实数的性质。
在求解这个系数之前，我们先处理比较简单的一种情况，β = −α，很

显然 [Eα, E−α] 跟所有 H i 都对易，这就意味着这个对易式一定可以由 H i

线性给出，即：
[Eα, E−α] = αiH

i. (5.70)
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右乘一个 Hj 然后求迹，利用迹的性质我们有

αitr H
iHj = aig

ij = ajtr EαE−α = ajtr EαE
†
α = aj , (5.71)

有了指标升降的定义之后就可以定义内积了，即：(
α⃗, β⃗

)
≡ gijα

iβj = gijαiβj . (5.72)

说了这么多数学的东西，然后我们讲一点物理上的应用，在 SU(2)群中，它
有三个生成元 J1, J2, J3，当我们将 H i 之后，它对应 J3，剩下的两个对应
J+, J−。对应的根矢量就是角动量，其中 β 对应总角动量 l，α 对应 z 方向
的角动量，即 m。所以说 kα+ β 是有上下界的。我们也可以从群论的角度
找出这个结论，但这里我不想细讲，只列出结果2：

2
(α, β)

α, α
= n, (5.73)

2
(α, β)

β, β
= m, (5.74)

cos2 θα,β ≡ (α, β)
2

(α, α) (β, β)
=
mn

4
(5.75)

从 (5.75) 中我们可以看出它只能等于 0, 1
4
, 2
4
, 3
4
, 1，也就意味着这两个矢量

的夹角只能是特定的角度。我们可以证明这种情况只能有四个根3 = 0����
然后我们简单介绍一下正根与单根：
定义 5.8.1 正根与单根：
正根是第一个非零分量为正数的矢量；单根是和基矢类似，用它们可以

线性组合出其他正根，到要求所有系数必须都是正数。
我们可以证明单根之间的角度会是钝角4。

5.8.1 Dynkin 图

这一小节会简写，因为我也不知道 Dynkin 图在物理上会有什么应用，
只是模糊的感觉它可以应用粒子的多重态上。具体是什么我打算寒假去细
读，所以在这里只是非常简单的写一下。

Dynkin 图例为
2详细内容看 A.Zee 的书 Part VI Section 3。
3利用反证法即可证明，可以导出 (β⃗, β⃗)
4需要用到 2 (α⃗,β)

(α⃗,α⃗)
= q − p，对应着 β⃗ + pα⃗ 和 β⃗ − qα⃗。既然 α⃗ 和 β⃗ 都是单根，那么 β⃗ − qα⃗ 就不

是根，所以 q = 0，cos θα,β < 0，就表明是钝角了。
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(a) 角度

(b) SU(2l)

(c) SO(2l + 1)

(d) SU(2O)

最后我们给出三条构建 Dynkin 图的规则：

1. Dynkin 图中不能形成圈；

2. 两个点最多只能有三条连线;

3. Dynkin 图可以缩并，但要求缩并之后的 Dynkin 图依旧要是一个
Dynkin 图。
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