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振幅分析概述

• 多体衰变末态粒⼦在相空间呈现⼀定的分布，与初、末态粒⼦
⾃旋，中间共振态成分有关系

• 原理：能动量守恒，⾓动量守恒和叠加
Ø初、末态⾓动量(⾃旋)在某⽅向投影相等：𝑚! = 𝑚"# +𝑚"$
Ø𝑝! = ∑𝑝"，𝐸$ = 𝑝$ +𝑚$

举例：氢原⼦电⼦云分布(忽略内禀⾃旋)。系统总⾓动量等于轨
道⾓动量𝑗 = 𝑙。
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球谐函数 Wigner⼩𝑑-函数

𝑓 𝜃 ∝ 𝑌!" 𝜃, 𝜙 # ∝ 𝑑",%! #

Ref: rpp2020-rev-clebsch-gordan-coefs.pdf

对𝑙, 𝑚 = 1,0， 𝑑%%&
#
= cos# 𝜃

等价为⾃旋为𝑙的粒⼦衰变到两个
⾃旋为0的粒⼦𝐿 → 00，𝜃为质⼼系
质⼦/电⼦的飞⾏⽅向。也可求解。

⾃旋宇称符号标记𝐽%

质⼦ 电⼦
𝜃

氢原⼦薛定谔球⾯部分⽅程解

分布为



振幅分析应用

• 研究CP破坏、寻找新粒⼦态、探索反应机制
• 测量粒⼦⾃旋、宇称、质量参数
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验证希格斯𝐽'
𝐻 → 𝑍 𝑙(𝑙) 𝑍∗/𝛾∗ 𝑙(𝑙)

CP破坏研究
𝐵( → 𝜋(𝜋)𝜋(

CP(%)

寻找和研究五夸克态
Λ+% → 𝐽/𝜓𝑝𝐾)

振幅分析



描述多体衰变

• 反应概率是初、末态量⼦状态的函数
• 对 𝑃 → 𝑓#𝑓$…𝑓&衰变，记各粒⼦量⼦态为 𝑂! ≡ 𝐽!, 𝐽'!; 𝑚!, 𝑝⃗! ，
则在𝑃质⼼系衰变微分宽度可以⼀般表⽰为(舍去常数系数)
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Ref: rpp2020-rev-kinematics.pdf

𝑀!: 衰变粒⼦的质量
ℳ: Lorentz-invariant矩阵元，原则上可以通过动⼒学计算得到
⾃旋𝑚"求和: 往往不直接测量⾃旋，需要对初态⾃旋求平均，末态⾃旋求和

𝑑Φ, = 𝛿- 𝑃 − ∑./&
, 𝑝. ∏./&

, 2𝜋𝛿 𝐸.# − 𝑝.# − 𝑚.
# 01&0'3⃗&

#4 (

𝑑Γ ∝
1
𝑀%

ℳ 𝑂#, 𝑂$…𝑂&|𝑂% $𝑑Φ& 𝑃; 𝑝#, … , 𝑝&

𝑑Γ ∝;
+5

1/𝑀% ℳ 𝑂#, 𝑂$…𝑂&|𝑂% $𝑑Φ& 𝑃; 𝑝#, … , 𝑝&

Φ#:多体相空间，由动量决定，量纲为𝐸$#%&

质能关系能动量守恒

态密度



多体相空间
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𝑑Φ& ∝ 𝛿. 𝑃 − ∑!/#& 𝑝! ∏!/#
& 062⃗5

35
, 𝐸. = 𝑝.# + 𝑚.

#

由于𝛿 𝐸!$ − 𝑝⃗!$ −𝑚!
$ 𝑑𝐸! = 𝛿 𝐸!$ − 𝑝⃗!$ −𝑚!

$ 035
7

$35

= #
$35
，并且𝐸! = 𝑝!$ +𝑚!

$，略去常数因⼦得到

𝑝& = −𝑝# ≡ (𝑞, 𝜃, 𝜙)
𝑝& = 𝑝# = 𝑞

𝐸&,# = 𝑞# + 𝑚&,#
#

两体： 𝑑Φ# ∝ 𝛿- 𝑃 − 𝑝& − 𝑝#
𝑑8𝑝&
𝐸&

𝑑8𝑝#
𝐸#

= 𝛿 𝑀' − 𝐸& − 𝐸# 𝛿8 𝑝& + 𝑝#
0!3⃗"
1"

0!3⃗#
1#

= 𝛿 𝑀' − 𝐸& − 𝐸#
0!3⃗"
1"1#

= 𝛿 𝑀' − 𝐸& − 𝐸#
9#09 0:;< =0>

1"1#
𝛿 𝑦 𝑑𝑥 = 𝑑𝑦/𝑑𝑥 )&𝛿 𝑦 𝑑𝑦利⽤𝛿函数性质 得

= 𝛿 𝑀' − 𝑦 𝑑𝑦 9
1"
+ 9

1#

)& 9#

1"1#
𝑑Ω = 9

?$
𝑑Ω𝑦 = 𝐸& + 𝐸# 𝐸& + 𝐸# = 𝑀'



两体相空间讨论
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质量为𝑀%的粒⼦衰变到质量为𝑚#, 𝑚$的两体末态，其相空间为

𝑑Φ$ =
4
5@
𝑑Ω, 𝑑Ω ≡ 𝑑cos 𝜃𝑑𝜙

𝐸& + 𝐸# = 𝑚&
# + 𝑞# + 𝑚#

# + 𝑞# = 𝑀'

• 𝑞, 𝜃, 𝜙为质⼼系中粒⼦1(2)动量⼤⼩和⽅向
• 质⼼系动量⼤⼩𝑞由下式完全确定

𝑞 =
'!
"% (#)(" " '!

"% (#%(" "

$'!
,

如果𝑚& = 𝑚# = 𝑚，则𝐸 = 𝑀'/2, 𝑞 = 𝑀'/2 # − 𝑚#

𝐸* =
'!
")(#

"%("
"

$'!

求得：

• 2体相空间没有动量⼤⼩⾃由度，仅有动量⽅向⾃由度

对于𝑛体 𝑛 ≥ 3 衰变，可以拆成级联的两体衰变。对于每个
两体衰变，重复利⽤上式。



多体相空间拆解
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𝑛-体衰变相空间可以拆成𝑗体和𝑛 − 𝑗 + 1体两部分⼦相空间乘积

𝑑Φ# = 𝑑Φ+ 𝑞; 𝑝*, … , 𝑝+ ×𝑑Φ#%+)* 𝑀!; 𝑞, 𝑝+)*, … , 𝑝# 2𝜋 ,𝑑𝑞$

𝑞

𝑛 − 𝑗 + 1体𝑛-体

𝑗-体

𝑗-体⼦相空间 𝑗-体作为整体和另外𝑛 − 𝑗
构成 𝑛 − 𝑗 + 1相空间

𝑗-体不变
质量平⽅

𝑗-体⼦相空间由多种取法

三体：ΛEF → 𝑝𝐾 𝜋, 𝑝 𝐾𝜋 , 𝑝𝜋 𝐾
四体：ΛEF → 𝑝𝐾 𝜋#𝜋$ , 𝑝𝜋# (𝐾𝜋$)

ΛEF → 𝑝𝐾𝜋# 𝜋$, 𝑝 𝐾𝜋#𝜋$ …



三体相空间详解
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𝑑Φ8 ∝ 𝑑Φ# 𝑀'; 𝑞&#𝑝8 ×𝑑Φ# 𝑞; 𝑝&, 𝑝# 𝑑𝑞&##

𝑞

2体

3-体

2-体

拆成两个两体相乘，不失⼀般性把12结合成⼦空间

记𝑞#$系统的质量为𝑚#$， 𝑞#$系统质⼼系1(2)
粒⼦的动量⼤⼩为𝑞，⽅向为Ω#。
记𝑞#$系统在𝑀%质⼼系的动量⼤⼩为 𝑝，⽅向⾓为Ω4。
得到：

𝑑Φ8 ∝
𝑝
𝑀'

𝑑Ω9×
𝑞
𝑚&#

𝑑Ω9×𝑑𝑚&#
# =

𝑝𝑞
𝑀'

𝑑𝑚&#𝑑Ω9𝑑Ω&

讨论：在𝑀%质⼼系，末态三粒⼦动量张成平⾯，即衰变平⾯。
Ω4和𝜙#决定平⾯的法线⽅向和各粒⼦绕平⾯法线的共同转动。
如果衰变不依赖这三个⾓度，仅仅依赖于衰变平⾯内三粒⼦的
相对位置和对量⼤⼩，则𝑑ΦG =

24
5@
𝑑𝑚#$𝑑cos𝜃#

此时三体相空间可表⽰为： 𝑑ΦG = 𝑑𝑚#$
$ 𝑑𝑚$G

$ = 𝑑𝐸#𝑑𝐸$



附录
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从⽽： 𝑑ΦG =
262A∗

5@
𝑑𝑚#$𝑑cos𝜃 ∝

#
+@
7 𝑑𝑚!H

$ 𝑑𝑚!I
$ = 𝑑𝐸!𝑑𝐸H

已知，𝑚#$, 𝑀%，并标记*是在12质⼼系的变量

𝜃

1

2

3

𝑀%

3从𝑀%质⼼系boost到12系统质⼼系，𝛾 = 𝐸#$/𝑚#$, 𝛽 = 𝑝G/𝐸#$

𝐸G =
5@
7J+6

7K+A7
7

$5@
𝐸#$ =

5@
7J+A7

7 K+6
7

$5@

进⽽：
B""!

#

B :;< =
= 2𝑝&∗𝑝8∗ = 2𝑝&∗𝛾 𝑝8 + 𝛽𝐸8 = 2𝑝&∗

1"#
""#

𝑝8 +
3!
1"#

𝐸8 = $2A∗265@
+A7

𝐸8∗ = 𝛾 𝐸8 + 𝛽𝑝8

𝑚&8
# = 𝐸&∗ + 𝐸8∗ # − 𝑝&∗ + 𝑝8∗ # = 𝑚&

# + 𝑚8
# + 2𝐸&∗𝐸8∗ + 2𝑝&∗𝑝8∗ cos 𝜃

𝑝G∗ = 𝛾 𝑝G + 𝛽𝐸G得到：

雅可⽐⾏列式 𝑑𝑚*$
$ 𝑑𝑚$,

$ =
𝜕𝑚*$

$ /𝜕𝑚*$, 𝜕𝑚*$
$ /𝜕 cos 𝜃

𝜕𝑚$,
$ /𝜕𝑚$,, 𝜕𝑚$,

$ /𝜕 cos 𝜃
𝑑𝑚*$𝑑𝑐𝑜𝑠 𝜃 = 4𝑀!𝑝*∗𝑝,

最后⼀个利⽤𝑑𝑚!H
$ = 𝑑𝐸I (注意𝑚#$𝑝G∗ = 𝑀%𝑝G)



四体相空间
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𝑑Φ. 𝑃; 𝑝#, 𝑝$, 𝑝G, 𝑝.

∝
2⃗CAD
@

5@
𝑑ΩWA.

{%} 2⃗C76
CA

+CA
𝑑𝑚WA

$ 𝑑ΩW7G
{WA} 2⃗A7

C7

+C7
𝑑𝑚W7

$ 𝑑Ω#$
{W7}

0 → 𝑅# 4 𝑅# → 𝑅$ 3 𝑅$ → 1 2

∝
2⃗CAC7
@

5@
𝑑ΩWAW7

{%} 2⃗A7
CA

+CA
𝑑𝑚WA

$ 𝑑Ω#$
{WA} 2⃗6D

C7

+C7
𝑑𝑚W7

$ 𝑑ΩG.
{W7}

0 → 𝑅& 𝑅# 𝑅& → 1 2 𝑅# → 3 4

按照2 + 2体拆解，即0 → 𝑅# 𝑅$ → (12)(34)衰变模式

按照3 + 1体拆解，即0 → 𝑅#4 → 𝑅$3 4 → 12 3 4衰变

结论：多体相空间(∏𝑑!𝑝")可以表⽰为2体不变质量
和2体质⼼系中粒⼦动量⽅向⾓的函数



分布实例
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𝑑ΓG spinless ∝
1
𝑀%
$ ℳ 𝑚#$, cos 𝜃 $𝑝𝑞𝑑𝑚#$𝑑cos𝜃

对于初、末态粒⼦无⾃旋的三体衰变，⽐如𝐵J → 𝐾J𝐾J𝐾K

如果振幅为常数，即各相空间点衰变率相等，则

𝑑ΓG spinless ∝ 1𝑝𝑞𝑑𝑚#$𝑑cos𝜃 = 1𝑑𝑚#$
$ 𝑑𝑚$G

$ ，分布如下图：

注意分布边界



一般情况的矩阵元
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给定初、末态的量⼦态(即⾃旋和动量)，振幅矩阵元可以表⽰
为各种可能的中间过程的叠加，即“多缝⼲涉”

ℳ =;
!

𝒜! 𝑚,Ω

求和𝑖包括不同的共振态、每个态各个⾃旋分量等等
各成分的分布作为相空间(𝑚,Ω)的函数可以唯⼀的表⽰出来

强⼦态叠加：

ΛEF → 𝜓𝐾K𝑝衰变由多个Λ∗强
⼦态相⼲叠加构成

Λ+% → 𝜓Λ∗，Λ∗ → 𝐾)𝑝



矩阵元ℳ求解的isobar模型
ℳ有由⼀系列振幅叠加形成，各成分有特定的轨道⾓动量、
⾃旋、宇称等量⼦数，因此可因⼦化为质量和⾓度分布的乘积
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PhysRevD.11.3165.pdf
PhysRev.135.B551.pdf

实际分析中，振幅由多个(⾮)共振态叠加，每个成分𝐽%Z选定

ü 𝐵. 𝑞, 𝑞/ : Blatt-Weisskopf 形状因⼦, 压低⾼轨道⾓动量概率，查表获得

ü
0
($

.
: 压低⼩轨道⾓动量概率

ü 𝑅(𝑚; 𝑙, 𝑚/, Γ/): 共振态传播⼦(⽐如Breit-Wigner共振态函数)

理论上是无限个振幅叠加，但总是根据能量范围的限制以
及经验选取有限成分。
注意叠加可以包含多种拓扑结构，通常称为不同的衰变链。

举例：ℳ(0 → 123) = ℳ(𝑅#$3) +ℳ(𝑅#G2) +ℳ(𝑅#$3)

ℳ =a
1%

𝐵. 𝑞, 𝑞/ ×
𝑞
𝑚/

.
×𝑅 𝑚; 𝑙, 𝑚/, Γ/ ×𝑇% Ω

质量分布 ⾓分布

多级衰变的每级都有
⼀组这些因⼦相乘



共振、谐振、共振态

外界对系统的扰动频率与系统的本征频率相等的时
候，系统响应极⼤
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简谐振动

振动
幅度

固有频率：材料弹性性质

RLC电路：

𝐼 = &
' ()*+/(- ./

= *'&(/)
(!*("! *'(//)

, 𝜔0 ≡
+
)-

QCD/粒⼦物理共振态(Breit-Wigner传播⼦)

𝑅 𝑚 = &
"1
#)"#)."1E(")

Γ 𝑚 = Γ%
9
91

#!(& "1
"

𝐵!#

幅频曲线

E(𝑒.𝑒*)

𝑙是轨道⾓动量



考虑形状因子后的质量分布
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ℳ = ∑1% 𝐵. 𝑞, 𝑞/ ×
0
($

.
×𝑅 𝑚; 𝑙, 𝑚/, Γ/ ×𝑇% Ω



17

𝑑Γ ∝ #
5@

∑WH 𝑅′ 𝑚; 𝑙,𝑚F, ΓF ×𝑇! Ω
$𝑑Φ& 𝑚,Ω

只剩⾓度部分需要求解
已知特定成分、特定相空间位置，求对应的⾓分布

注意这⾥的⾓分布是2体质⼼系中末态粒⼦动量的⽅向⾓

记：𝑅I 𝑚; 𝑙, 𝑚%, Γ% ≡ 𝐵! 𝑞, 𝑞% ×
9
"1

!
𝑅 𝑚; 𝑙, 𝑚%, Γ%

多级衰变

𝑑Γ ∝ #
5@

∑ WA,W7… 𝑅#c×𝑇& 𝑅$c×𝑇# …
$𝑑Φ& 𝑚,Ω

螺旋度公式法(Helicity formalism)



坐标系与参考系
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坐标系： (3维)互相正交的基⽮，对物理量进⾏投影
参考系：某粒⼦的静⽌系，由于洛伦兹变换不对易，参考系
需要标记具体的洛伦兹变换

记𝑅在𝐵质⼼系和实验室系的动量分别为
𝑝⃗W
d ， 𝑝⃗W

{e}。 1粒⼦在实验室系动量为
𝑝⃗#
{W}， 𝐵在实验室系动量为𝑝⃗d

{e}。求粒⼦
1在实验室系的动量？

错误⽅案： 𝑝#
{W} 2⃗C

{K}

𝑝#
{e}c

正确⽅案：𝑝#
{W} 2⃗C

{M}

𝑝#
{d} 2⃗M

{K}

𝑝#
{e}

𝜃

1

2

3

𝐵

𝑅



粒子静止系中自旋态
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对于⾃旋为𝑗的粒⼦，选定量⼦化坐标系，记为𝐶F ≡ 𝑥, 𝑦, 𝑧 F

粒⼦有2𝑗 + 1个⾃旋本征态： 𝑚 F，𝑚 = −𝑗,−𝑗 + 1 ,… , 𝑗 − 1, 𝑗

正交、归⼀性： F 𝑚 𝑛 F = 𝛿+&
完备性：∑+ 𝑚 FF 𝑚 = 1

(无质量粒⼦只有螺旋度态，取值 ±𝑗 ，稍后介绍)

有另⼀坐标系 𝐶#，由𝐶F经过𝛼' → 𝛽fN → 𝛾'cc三次欧拉转动达到。

下表0表⽰定义在𝐶%坐标系中

也记作 𝜙' → 𝜃fN → 𝜓'NN。注意三次转轴所在的坐标系不同，
称为被动转动。

可以证明其与𝛾' → 𝛽f →
𝛼'等价，后者坐标系不变，
称为主动转动。



𝐶#系与 𝐶$自旋本征态的关系
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𝐶#系中⾃旋本征态记为 𝑛 #。

对于𝐶F系中任⼀态 𝑚 F，如果它与𝐶F的复制坐标系⼀起按照
𝑅(𝛼, 𝛽, 𝛾)转动，直到𝐶F转到𝐶# = 𝑅 𝛼, 𝛽, 𝛾 𝐶F，新态记为 𝑋 #。
对称性使得在𝐶#观察 𝑋 #态应与𝐶F观察 𝑚 F态无法区分，

即： 𝑋 # = 𝑚 #，在相应的𝑧-轴投影相同，且相位⼀样

也就是： 𝑚 # = 𝑈 𝑅 𝛼, 𝛽, 𝛾 𝑚 F

= ∑+c 𝑚′ FF 𝑚c 𝑈 𝑅 𝛼, 𝛽, 𝛾 𝑚 F (态完备条件)
= ∑+N 𝑚c

F 𝐷+N+
H 𝛼, 𝛽, 𝛾

Wigner⼤𝐷函数： 𝐷+N+
H 𝛼, 𝛽, 𝛾 ≡ 𝑚c 𝑈 𝑅 𝛼, 𝛽, 𝛾 𝑚

可以查表，部分可见rpp2020-rev-clebsch-gordan-coefs.pdf

(注意是左求和)
𝑚c , 𝑚 ≤ 𝑗

变成新坐标系的本征态



Wigner 𝐷函数 (spinfm1附录)
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𝑈 𝑅 𝛼, 𝛽, 𝛾 = 𝑒K!ghO𝑒K!ihP𝑒K!jhO，主动变换𝛾' → 𝛽f → 𝛼'

𝐷+N+
H 𝛼, 𝛽, 𝛾 = 𝑚c 𝑈 𝑅 𝛼, 𝛽, 𝛾 𝑚 = 𝑒K!g+N𝑑+N+

H 𝛽 𝑒K!j+

Wigner⼩𝑑函数： 𝑑+N+
H 𝛽, ≡ 𝑚c 𝑒K!ihP 𝑚

𝐷函数正交性： ∑I𝐷+NI
H 𝑅 𝐷+I

H∗ 𝑅 = 𝛿+N+

𝐷函数结合律： ∑I𝐷+NI
H 𝑅$ 𝐷I+

H 𝑅# = 𝐷+N+
H 𝑅$𝑅#

反演性： 𝑑"2"
Q 𝜃 = − "2)"𝑑""2

Q 𝜃 = 𝑑)")"2
Q 𝜃 = 𝑑""2

Q −𝜃

另有： 𝐷+N+
H 𝜋 + 𝜙, 𝜋 − 𝜃, 0 = 𝑒!kH𝐷+NK+

H 𝜙, 𝜃, 0

𝑑"2"
Q 𝜋 − 𝜃 = − Q("2𝑑"2)"

Q 𝜃以及：

特例： 𝐷+N+
H 0,0,0 = 𝛿+N+，𝐷+N+

F 𝑅 = 𝛿+NF𝛿+F



𝐶#与 𝐶$系自旋本征态的反关系
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利⽤ 𝑚 # = ∑+N 𝑚c
F 𝐷+N+

H 𝛼, 𝛽, 𝛾

利⽤𝐷-函数的正交性∑I𝐷+NI
H 𝑅 𝐷+I

H∗ 𝑅 = 𝛿+N+

得到：∑+𝐷I+
H∗ 𝑅 𝑚 # = ∑+N+ 𝑚c

F𝐷+N+
H 𝑅 𝐷I+

H∗ 𝑅

= ∑+N 𝑚c
F𝛿+NI

= 𝑘 F

即： 𝑚 F = ∑+N𝐷++N
H∗ 𝑅 𝑚c

# 注意：共轭、右求和

解释： 𝐶#(新)系下的态可以表征为 𝐶F (旧)	系的态的线性叠
加，(左)叠加系数𝐷+N+

H 𝛼, 𝛽, 𝛾 函数与𝐶F → 𝐶#的转⾓有关系。
反之 𝐶F系态表征为𝐶#系态的叠加， (右)系数为𝐷+N+

H∗ 𝛼, 𝛽, 𝛾



相对论粒子自旋态(以下内容参考Chung的spinfm1.pdf)
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正则(canonical)态: 𝑝⃗, 𝑗𝑚 = 𝑈 𝐿 𝑝⃗ 𝑗𝑚
粒⼦动量为𝑝⃗，球坐标系为𝑝, Ω ≡ 𝜃,𝜙

解释：𝑅 𝜙𝜃0 :把𝑧-轴转到𝑝⽅向，这⾥只需要两次转动，(主动)第⼀次
转动不动(先沿𝑦-轴转𝜃，再沿𝑧-轴转𝜙，则𝑧-轴与𝑝重合)。
把𝑝转到𝑧-轴⽅向，沿着𝑧-⽅向做⼤⼩为 𝑝 的boost，再把𝑧-轴转回𝑝⽅向

𝑈 𝐿 𝑝 ≡ 𝑈 𝑅 𝜙𝜃0 𝐿R 𝑝 𝑈)&[𝑅(𝜙𝜃0)]由于：

螺旋度(helicity)态: 𝑝⃗, 𝑗𝜆 ≡ Ω, 𝑝, 𝑗𝜆 = 𝑈 𝐿 𝑝⃗ 𝑈 𝑅 𝜙, 𝜃, 0 𝑗𝜆
解释：先把 𝑗𝑚 态转到 𝑝⽅向，即使之成为沿着𝑝⽅向投影为𝑚
的态，再沿着𝑝⽅向做boost。Boost⽅向跟⾃旋⽅向⼀致。

根据 𝑈 𝐿 𝑝⃗ 定义可得：
𝑝⃗, 𝑗𝜆 = 𝑈 𝑅 𝜙𝜃0 𝐿' 𝑝 𝑗𝜆

解释：质⼼系⾃旋为 𝑗𝑚 粒⼦boost到动量𝑝

解释：沿着𝑧(⾃旋)-⽅向做⼤⼩为 𝑝 的boost，再把𝑧-轴转到𝑝⽅向



两种相对论自旋态的性质
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螺旋度态是沿着动量⽅向的本征态，具体⽽⾔，对于转动
𝑈 𝑅 𝜙, 𝜃, 0 𝑗𝜆 ，新态定义在𝐶# = 𝑅 𝜙, 𝜃, 0 𝐶F坐标系，也
就是把𝐶F先绕𝑦F -轴转𝜃⾓，再绕𝑧F -轴转𝜙⾓得到的坐标系

𝐶#坐标系的𝑧# = 𝑅 𝜙, 𝜃, 0 𝑧F，沿着动量⽅向
𝑦#与𝑧F和𝑧#都垂直，计算得到𝑦# = 𝑧F×𝑧#

𝜃
𝜙

𝑧c

𝑦#

𝑧#



两种相对论自旋态的性质
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根据定义(记𝑅2⃗ ≡ 𝑅 𝜙2⃗, 𝜃2⃗, 0 )：
𝑈 𝑅2⃗N 𝑝⃗, 𝑗𝑚 = 𝑈 𝑅2⃗N 𝑈 𝑅2⃗ 𝐿' 𝑝 𝑈K# 𝑅2⃗ 𝑈K# 𝑅2⃗N 𝑈 𝑅2⃗N 𝑗,𝑚

= 𝑈 𝑅2⃗N𝑅2⃗ 𝐿' 𝑝 𝑈K# 𝑅2⃗N𝑅2⃗ 𝑈 𝑅c 𝑗,𝑚

= 𝑈 𝑅2⃗N𝑅2⃗ 𝐿' 𝑝 𝑈K# 𝑅2⃗N𝑅2⃗ ∑+N 𝑚c 𝐷+N+
H 𝑅c

= ∑+N 𝑅2⃗N𝑅2⃗𝑝𝑧̂,𝑚c 𝐷+N+
H 𝑅c

正则态与静⽌系态具有类似的转动关系

⽽螺旋度态： 𝑈 𝑅c 𝑝⃗, 𝑗𝜆 = 𝑈 𝑅c 𝑈 𝑅 𝐿' 𝑝 𝑗𝜆

=𝑈 𝑅c𝑅 𝐿' 𝑝 𝑗𝜆
即沿着𝑅c𝑅𝑧̂⽅向的螺旋度态，称为螺旋度态的旋转不变性(𝜆不变)

两个态的定义有如下关系： 𝑝⃗, 𝑗𝜆 = ∑+ 𝑝⃗, 𝑗𝑚 𝐷+t 𝑅2⃗



两种相对论自旋态的性质
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对于正则态，当粒⼦沿着动量反⽅向boost到质⼼时候，
⾃旋指向𝑧-轴，投影为𝑚，即 𝑗,𝑚 '̂

0质量粒⼦无质⼼系，抽象的定义其螺旋度态为 𝑝⃗, ±𝑗

⽽对于螺旋度态，当粒⼦沿着动量反⽅向boost到质⼼时
候，⾃旋指向原来的𝑝⃗-⽅向，投影为𝑚，即 𝑗,𝑚 v2

当沿着动量⽅向进⼀步boost时候，螺旋态性质不变，只
是动量⼤⼩改变

𝑈 𝐿 𝑝⃗c 𝑝⃗, 𝑗𝜆 = 𝑈 𝐿 𝑝⃗c 𝑈 𝐿 𝑝⃗ 𝑈 𝑅 𝜙, 𝜃, 0 𝑗𝜆
= 𝑈 𝐿 𝑝⃗c + 𝑝⃗ 𝑈 𝑅 𝜙, 𝜃, 0 𝑗𝜆

= 𝑝⃗c + 𝑝⃗, 𝑗𝜆



两粒子态/正则态
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仅需定义在衰变粒⼦质⼼中末态两粒⼦态

两粒⼦态为单粒⼦态直乘，⼆粒⼦动量互补。

两粒⼦正则态:
𝜙𝜃𝑚#𝑚$ = 𝑈 𝐿 𝑝⃗ 𝑠#𝑚# ⨂ 𝑈 𝐿 −𝑝⃗ 𝑠$𝑚$

利⽤⾓动量叠加性质构成具有确定总⾃旋⾓的态 𝑠𝑚w ：

Ω𝑠𝑚w = ∑+A+7 𝑠#𝑚#𝑠$𝑚$|𝑠𝑚w 𝜙𝜃𝑚#𝑚$

说明：这⾥的⽅向⾓Ω ≡ 𝜙𝜃是使⽤1粒⼦来标记，称为参考粒⼦。

𝑈 𝐿 −𝑝 = 𝑈 𝑅 𝜙&𝜃&0 𝐿)R 𝑝 𝑈)& 𝑅 𝜙&𝜃&0

= 𝑈 𝑅 𝜋 + 𝜙&, 𝜋 − 𝜃&0 𝐿R 𝑝 𝑈)& 𝑅 𝜋 + 𝜙&, 𝜋 − 𝜃&0

由粒⼦1⽅向定义

由粒⼦2⽅向定义= 𝑈 𝑅 𝜙#, 𝜃#0 𝐿R 𝑝 𝑈)& 𝑅 𝜙#, 𝜃#0

𝑈 𝑅 Ω𝑠𝑚w = ∑+S
N 𝐷+S

N+S
w 𝑅 𝑅Ω𝑠𝑚w

c [spinfm1, 4.4]



正则两粒子态
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具有特定轨道⾓动量的正则两粒⼦(有⼼势薛定谔⽅程球⾯解)

𝑙𝑚𝑠𝑚w = ∫ 𝑑Ω𝑌+x Ω Ω𝑠𝑚w 𝑑Ω ≡ cos 𝜃𝑑𝜙

𝑈 𝑅 𝑙𝑚𝑠𝑚w = ∫ 𝑑Ω𝑌+x Ω 𝑈 𝑅 Ω𝑠𝑚w

旋转变换：

= ∑+N+S
N 𝐷+N+

x 𝑅 𝐷+S
N+S

x 𝑅 𝑙𝑚c𝑠𝑚w
c

即系统⾃旋和轨道⾓动量同时按单粒⼦⽅式转动

𝑈 𝑅 𝐽𝑀𝑙𝑠 = ∑5N𝐷5N5
w 𝑅 𝐽𝑀c𝑙𝑠

旋转变换：

进⼀步利⽤⾓动量叠加关系组成具有特定总⾓动量的两粒⼦态：
𝐽𝑀𝑙𝑠 = ∑++S 𝑙𝑚𝑠𝑚w|𝐽𝑀 𝑙𝑚𝑠𝑚w

= ∑""3"""# 𝑙𝑚𝑠𝑚T|𝐽𝑀 𝑠&𝑚&𝑠#𝑚#|𝑠𝑚T ×∫ 𝑑Ω𝑌"! Ω Ω𝑚&𝑚#

满⾜isobar模型需要

沿Ω⽅向的概率幅为球谐函数 𝑌"! Ω



两粒子态/螺旋态
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为单粒⼦螺旋度态直乘，spinfm1定义为：

𝜙𝜃𝜆#𝜆$ = 𝑈 𝑅 𝜙𝜃0 𝑈 𝐿' 𝑝 𝑠#𝜆# 𝑈 𝐿K' 𝑝 𝑠$ − 𝜆$

解释：粒⼦1和 2分别向±𝑧⽅向boost，然后𝑧-轴转到粒⼦1动量⽅向

直观来看粒⼦ 1和 2在定两粒⼦螺旋度态的义中地位不等价

表⽰为对称性的形式：
𝜙𝜃𝜆&𝜆# = − T# 𝑈 𝑅 𝜙𝜃0 𝑈 𝐿R 𝑝 𝑠&𝜆& 𝑈 𝑅 m𝜙𝜃̅0 𝑈 𝐿R 𝑝 𝑠#𝜆#

其中 �𝜙 = 𝜋 + 𝜙，𝜃̅ = 𝜋 − 𝜃为2-粒⼦的动量⽅向

全局相因⼦ − w7不影响⾓分布结果。

证明见下页。



两粒子螺旋态对称形式
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得到𝑈 𝐿)R 𝑝 ≡ 𝑈 𝐿 − 𝑝 𝑧̂ = 𝑈 𝑅 𝜋𝜋0 𝐿R 𝑝 𝑈)&[𝑅(𝜋𝜋0)]

根据定义：𝑈 𝐿 𝑝 ≡ 𝑈 𝑅 𝜙𝜃0 𝐿R 𝑝 𝑈)&[𝑅(𝜙𝜃0)]

进⽽ 𝑈 𝑅 𝜙𝜃0 𝑈 𝐿)R 𝑝 𝑠# − 𝜆#
= 𝑈 𝑅 𝜙𝜃0 𝑈 𝑅 𝜋𝜋0 𝐿R 𝑝 𝑈)&[𝑅(𝜋𝜋0)] 𝑠# − 𝜆#
= 𝑒.4T#𝑈 𝑅 𝜙𝜃0 𝑈 𝑅 𝜋𝜋0 𝐿R 𝑝 𝑠#𝜆# (a)
= 𝑒.4T#𝑈 𝑅 m𝜙𝜃̅0 𝐿R 𝑝 𝑠#𝜆# (b)

(a)等式证明如下：
𝑈)& 𝑅 𝑈 𝑅 = 1 ⇒ 𝛿", = ∑U 𝑚 𝑈)& 𝑅 𝑘 𝑘 𝑈 𝑅 𝑛
⇒ 𝛿", = ∑U 𝑋"U 𝑈)& 𝐷U,

Q Ω ，由𝐷的正交性得 𝑚 𝑈)& 𝑅 𝑘 = 𝐷"U
Q∗ Ω

⼜利⽤ 𝐷"2"
Q 𝜋𝜋0 = − Q𝛿"2,)"得到

𝑈)& 𝑅 𝜋𝜋0 𝜆# = ∑V#2 𝜆#
I 𝜆#I 𝑈)& 𝑅 𝜋𝜋0 𝜆# = 𝑒.4T# −𝜆#

说明：上式𝐿%2 𝑝 是沿−𝑧̂⽅向⼤⼩为 𝑝 的boost，可以看做先把
坐标系绕𝑥-轴转𝜋 (此时𝑦和𝑧反向)，做boost，再反向转回去

(b)式：由于𝑈 𝑅 𝜋𝜋0 𝑧̂ = −𝑧̂，所以𝑅 𝜙𝜃0 𝑧̂ = 𝑝̂&，⽽
𝑅 𝜙𝜃0 𝑅 𝜋𝜋0 𝑧̂ = −𝑝̂& = 𝑝̂#，因此𝑈 𝑅 𝜙𝜃0 𝑈 𝑅 𝜋𝜋0 = 𝑈 𝑅 m𝜙𝜃̅0



螺旋度两粒子态构成特定角动量
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由两粒⼦螺旋度态构造具有特定⾓动量的态

𝐽𝑀𝜆#𝜆$ ∝ ∫ 𝑑𝑅𝐷5}
h∗ 𝑅 𝑈 𝑅 00𝜆#𝜆$ (a)

𝑑𝑅 ≡ 𝑑𝜙𝑑cos 𝜃 𝑑𝜓，𝜇待定

𝑈 𝑅c 𝐽𝑀𝜆#𝜆$ = ∑5N𝐷5N5
h 𝑅c 𝐽𝑀c𝜆#𝜆$

spinfm1 (4.13)

𝐽𝑀𝜆#𝜆$ ∝ ∫ 𝑑𝜙𝑑cos 𝜃 𝑑𝜓𝐷'3
4∗ 𝑅 𝑈 𝑅 𝜙𝜃0 𝑈 00𝜓 𝑈 𝐿2 𝑝 𝜆* 𝑈 𝐿%2 𝑝 −𝜆$

(a)进⼀步化简为

满⾜空间转动变换关系

= $4)*
&5

∫ 𝑑𝜙𝑑cos 𝜃 𝑑𝜓𝐷'3
4∗ 𝜙𝜃0 𝑒)"36𝑈 𝑅 𝜙𝜃0 𝑒%" 7#%7" 6 00𝜆*𝜆$

= $4)*
&5

∫ 𝑑Ω𝐷'3
4∗ 𝜙𝜃0 𝑈 𝑅 Ω 00𝜆*𝜆$ ，𝜇 = 𝜆* − 𝜆$

= $hJ#
.k

∫ 𝑑Ω𝐷5tAKt7
h∗ 𝜙𝜃0 𝜙𝜃𝜆#𝜆$ ，𝜇 = 𝜆# − 𝜆$

解释：沿各个⽅向的两粒⼦螺旋度态以𝐷-函数作为系数线性叠加构成具
有特定⾓动量的态。两粒⼦系统总⾃旋和轨道⾓动量不确定。



两粒子螺旋度态与正则态的线性叠加关系
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𝜙𝜃𝜆#𝜆$ = 𝑈 𝑅(Ω) 𝑈 𝐿' 𝑝 𝑠#𝜆# 𝑈 𝐿K' 𝑝 𝑠$ − 𝜆$
= 𝑈 𝐿 𝑝⃗ 𝑈 𝑅 Ω 𝑠#𝜆# ⨂𝑈 𝐿 −𝑝⃗ 𝑈 𝑅 Ω 𝑠$ − 𝜆$
= ∑+A+7𝐷+AtA

wA Ω 𝐷+7Kt7
w7 Ω 𝜙𝜃𝑚#𝑚$

𝐽𝑀𝜆#𝜆$ = ,-./
01

∑2829 ∫ 𝑑Ω𝐷348549
-∗ Ω 𝐷2848

78 Ω 𝐷29549
79 Ω Ω𝑚/𝑚,

= ∑xw
$xJ#
$hJ#

𝑙0𝑠𝜆|𝐽𝜆 𝑠#𝜆#𝑠$ − 𝜆$|𝑠𝜆 𝐽𝑀𝑙𝑠

𝐽𝑀𝑙𝑠 = ∑tAt7
$xJ#
$hJ#

𝑙0𝑠𝜆|𝐽𝜆 𝑠#𝜆#𝑠$ − 𝜆$|𝑠𝜆 𝐽𝑀𝜆#𝜆$

= ⋯

螺旋度系统好量⼦数 𝐽𝑀𝜆#𝜆%，正则系统好量⼦数𝐽𝑀𝑙s



正交性条件
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𝐽c𝑀c𝜆#c 𝜆$c 𝐽𝑀𝜆#𝜆$ = 𝛿hhN𝛿55N𝛿tAtAN 𝛿t7t7N

𝜙𝜃𝜆#c 𝜆$c 𝐽𝑀𝜆#𝜆$ = $hJ#
.k

𝐷5tAKt7
h∗ 𝛿tAtAN 𝛿t7t7N

𝐽c𝑀c𝑙c𝑠c 𝐽𝑀𝑙𝑠 = 𝛿hhN𝛿55N𝛿xNx𝛿wNw

Ω′𝜆#c 𝜆$c Ω𝜆#𝜆$ = 𝛿$ Ωc − Ω 𝛿tAtAN 𝛿t7t7N

对正则态和螺旋度两粒⼦态都成⽴



衰变角分布
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考虑𝑃 → 12两粒⼦衰变，根据衰变率定义
ℳ 𝑂#, 𝑂$|𝑂%

其中初末态处于特定的量⼦状态 𝑂! ≡ 𝐽!, 𝐽'!; 𝑚!, 𝑝⃗! ，即分波。

对于初态 𝑃，取其质⼼系，则𝑝⃗% = 0。其⾃旋定义在质⼼系，
其取向和数值由𝑃的产⽣机制决定，记坐标系为𝐶%，分量为𝑀

对于末态 1,2，动量定义在𝑃的质⼼系为𝑝⃗# = (𝑝, Ω) = −𝑝⃗$。其
⾃旋选取螺旋度两粒⼦态，⼀般情况下是螺旋度两粒⼦态求和。

则： ℳ 𝑂#, 𝑂$|𝑂% = 𝜙𝜃𝜆#𝜆$ 𝐻 𝐽𝑀
= ∑hN5NtAN t7N

𝜙𝜃𝜆#𝜆$ 𝐽c𝑀c𝜆#c 𝜆$c 𝐽c𝑀c𝜆#c 𝜆$c 𝐻 𝐽𝑀

插⼊完备集

= 𝐷5NtANKt7N
hN∗ 𝜙𝜃0 𝛿tAtAN 𝛿t7t7N 𝛿hhN𝛿5N5𝐻tAN t7N

⾓动量守恒和对称性
使得振幅与𝑀无关= 𝐷5tAKt7

h∗ 𝜙𝜃0 𝐻tAt7



讨论1
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ℳ 𝑂#, 𝑂$|𝑂% = 𝐷5tAKt7
h∗ 𝜙𝜃0 𝐻tAt7

⾃旋为𝑀的态衰变到质⼼系内动量沿Ω⽅向的螺旋度态的振幅为

𝐻tAt7 ≡ 𝐽𝑀𝜆#𝜆$ 𝐻 𝐽𝑀 称为螺旋度耦合系数(Helicity coupling)。
𝐷函数上标为衰变粒⼦的⾃旋。

𝐻tAt7 ≡ 𝐽𝑀𝜆#𝜆$ 𝐻 𝐽𝑀

= ∑xw
$xJ#
$hJ#

𝑙0𝑠𝜆|𝐽𝜆 𝑠#𝜆#𝑠$ − 𝜆$|𝑠𝜆 𝐽𝑀𝑙𝑠 𝐻 𝐽𝑀

螺旋度耦合系数替换为𝑙𝑠耦合系数 𝑎xw：

= ∑xw
$xJ#
$hJ#

𝑙0𝑠𝜆|𝐽𝜆 𝑠#𝜆#𝑠$ − 𝜆$|𝑠𝜆 𝑎xw

末态粒⼦1(2)是处于质⼼系Ω(�Ω)⽅向的螺旋度态𝜆#(𝜆$)。



讨论2
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对于级联衰变 𝑃 → 12， 1 → 𝐴𝐵，2 → 𝐶𝐷
𝑃 → 12衰变，末态粒⼦1(2)处于 𝑃质⼼系Ω(xΩ)⽅向的螺旋度态𝜆&(𝜆#)，
当boost回到粒⼦1(2)	质⼼系时，粒⼦1(2)处于⾃旋为𝜆& 𝜆# 的状态。
1和2粒⼦的质⼼系⾃旋态分别定义在坐标系𝑅 𝜙𝜃0 𝐶'和𝑅 m𝜙𝜃̅0 𝐶'中。

因此1 → 𝐴𝐵， 2 → 𝐶𝐷与𝑃 → 12衰变完全等价，对应关系为：
衰变 𝑃 → 12 1 → 𝐴𝐵 2 → 𝐶𝐷
初态坐标系 𝐶𝑃 𝐶1 = 𝑅 Ω1

{𝑃} 𝐶𝑃 𝐶2 = 𝑅 Ω2
{𝑃} 𝐶𝑃

参考系 𝑃质⼼系 𝑃质⼼系à 1质⼼系 𝑃质⼼系à 2质⼼系

末态动量 𝑝12
{𝑃}, Ω1, Ω2 𝑝𝐴𝐵

{1}, Ω𝐴
{1}, Ω𝐵

{1} 𝑝𝐶𝐷
{2}, Ω𝐶

{2}, Ω𝐷
{2}

末态螺旋度 𝜆1
𝑃 , 𝜆2

𝑃 𝜆𝐴
1 , 𝜆𝐵

1 𝜆𝐶
2 , 𝜆𝐷

2

耦合系数 𝐻7#7" 𝐻7&7' 𝐻7(7)

总的振幅为： 𝐷?V")V#
W∗ Ω& 𝐻V"V#𝐷V"V4)V5

W∗ ΩX 𝐻V4V5𝐷V#V6)V7
W∗ ΩY 𝐻V6V7

更多级衰变可以按照这种⽅式继续写



振幅举例：Λ$ → 𝑝𝜋&
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• 列出各粒⼦总⾃旋：1/2 → 1/2 0
• 选取坐标系𝐶F，这⾥我们选ΛF⾃旋⽅向为𝑧-轴，𝑦-轴任取
• 选择初、末态⾃旋(螺旋度)本征态分量，𝑚 = ±1/2，
𝜆# = ±1/2， 𝜆$ = 0，计算振幅

ℳ = 𝐷+tA
#/$∗ 𝜙, 𝜃, 0

• 计算概率密度。对末态螺旋求和，并乘上相空间。如果初态
各⾃旋概率⼀样则求其平均。此处⼆体相空间为 𝑝 /𝑀�Z𝑑Ω

dΓ ∝ ∑tA 𝐷+tA
#/$∗ 𝜙, 𝜃, 0 𝐻tA

$ 2
5[Z

𝑑Ω

∝ ∑tA 𝐷+tA
#/$∗ 𝜙, 𝜃, 0 𝐻tA

$
𝑑Ω

= 𝐻J $ 𝑑+J 𝜃 $ + 𝐻K $ 𝑑+K 𝜃 $ 𝑑Ω
= 1 + 2𝑚𝛼 cos 𝜃 𝑑 cos 𝜃 𝑑𝜙 定义 𝐻±

#
= 1 ± 𝛼

如果初态ΛF上下分量相等则，对𝑚求平均，无⾓分布

测量⾓分布抽
取 𝛼参数



振幅举例：氢原子模型
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将氢原⼦模型想象成总⾃旋为𝐽 = 𝐿的氢原⼦系统衰变到⾃旋为
0的两粒⼦末态: 𝐻# → 𝑝F𝑒F 。⾓分布表⽰末态粒⼦的出射⽅向。

• 选取坐标系𝐶F，在𝐶F中氢原⼦⾃旋在𝑧F-轴投影为𝑀

• 计算振幅概率密度

ℳ(𝜃,𝜙) ∝ 𝐷5Fe∗ 𝜙, 𝜃, 0 𝐻FFe ∝ 𝑌e5 𝜃, 𝜙 𝐻FFe

• 列出各粒⼦总⾃旋：𝐿 → 0 0

关系：𝑌]? 𝜃𝜙 = 2𝐿 + 1 /4𝜋𝑑?%] 𝜃 𝑒.?> = 𝐷?%]∗ 𝜃, 𝜙, 0

（𝐷-函数性质和关系参考spinfm1.pdf附录和PDG CG系数）

耦合系数不依赖于𝑀，但不同的𝐿，𝐻FFe ⼀般不相等。



空间反演P宇称对称性，单粒子态
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对称性使得不同(𝑙𝑠)或者 (𝜆#𝜆$)分量的耦合系数相联系。
单粒⼦态：
1. 静⽌系，内禀宇称 𝜂 ± 1：𝒫 𝑗𝑚 = 𝜂|𝑗𝑚⟩
2. 运动系
转动与空间反演对易： 𝒫,𝑈 𝑅 = 0
Boost与在空间反演下的变换为𝒫𝐿 𝑝⃗ 𝒫� = 𝐿 −𝑝⃗

从⽽得到：

正则态：𝒫 𝑝⃗, 𝑗𝑚 = 𝒫𝑈 𝐿 𝑝⃗ 𝒫�𝒫 𝑗𝑚 = 𝜂 −𝑝⃗, 𝑗𝑚
螺旋度：𝒫 𝑝⃗, 𝑗𝜆 = 𝒫𝑈 𝑅 Ω 𝑈 𝐿' 𝑝 𝑗𝜆

= 𝜂𝑈 𝑅 Ω 𝒫𝑈 𝐿' 𝑝 𝒫� 𝑗𝜆
= 𝜂𝑈 𝑅 Ω 𝑈 𝐿K' 𝑝 𝑗𝜆

利⽤p30结果= 𝜂𝑒!kw𝑈 𝑅 �𝜙𝜃̅0 𝑈 𝐿' 𝑝 𝑗 − 𝜆
= 𝜂𝑒!kw 𝑝 �𝜙𝜃̅𝑗 − 𝜆 ≠ 𝜂 𝑝𝜙𝜃𝑗 − 𝜆



空间反演P宇称对称性，两粒子正则态
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两粒⼦态宇称对称性，由单粒⼦态直乘定义来求得。

𝒫 𝜙𝜃𝑚#𝑚$ = 𝒫 𝑝⃗𝑚# −𝑝⃗𝑚$ = 𝜂#𝜂$ −𝑝⃗𝑚# 𝑝⃗𝑚$
= 𝜂#𝜂$ 𝑝⃗c𝑚# −𝑝⃗c𝑚$ 𝑝⃗c = −𝑝⃗ = �Ω

正则态：

𝐽𝑀𝑙𝑠 = ∑++S+A+7 𝑙𝑚𝑠𝑚w|𝐽𝑀 𝑠#𝑚#𝑠$𝑚$|𝑠𝑚w

×∫ 𝑑Ω𝑌+x Ω Ω𝑚#𝑚$

对于具有特定𝐽𝑙𝑠的⼆粒⼦态，根据定义得：

𝒫 𝐽𝑀𝑙𝑠 = 𝜂#𝜂$ − x 𝐽𝑀𝑙𝑠 ，即对称性由轨道⾓动量决定

如果衰变满⾜𝒫反演对称性，则对于𝑙𝑠耦合系数：
𝑎xw ≡ 𝐽𝑀𝑙𝑠 𝐻 𝐽𝑀 = 𝜂F𝜂#𝜂$ − x𝑎xw

对轨道⾓动量有选择。(举例：Λ% → 𝑝𝜋的s-波和𝑝-波)



空间反演P宇称对称性，两粒子螺旋度态
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螺旋度量⼦态空间反演对称性：

则𝒫𝑈 𝑅 Ω 𝑈 𝐿58 𝑝 𝑗 − 𝜆 = 𝑒9179𝒫𝑈 𝑅 1Ω 𝑈 𝐿8 𝑝 𝑗𝜆
= 𝑒917𝒫 𝑝1Ω𝑗𝜆 = 𝜂𝑒917𝑈 𝑅 1Ω 𝑈 𝐿58 𝑝 𝑗𝜆 (多次套用上式)

由于𝒫 𝑝⃗, 𝑗𝜆 = 𝜂𝑈 𝑅 Ω 𝑈 𝐿58 𝑝 𝑗𝜆
= 𝜂𝑒917𝑈 𝑅 1Ω 𝑈 𝐿8 𝑝 𝑗 − 𝜆 ≡ 𝜂𝑒917 𝑝1Ω𝑗𝜆

= 𝜂/𝑒9178𝜂,𝑒9179𝑈 𝑅 1Ω 𝑈 𝐿8 𝑝 𝑠/ − 𝜆/ 𝑈 𝐿58 𝑝 𝑠,𝜆,

从⽽ 𝒫 𝑝⃗, 𝑗𝜆 = 𝒫𝑈 𝑅 Ω 𝑈 𝐿8 𝑝 𝑠/𝜆/ 𝑈 𝐿58 𝑝 𝑠, − 𝜆,

= 𝜂#𝑒!kwA𝜂$𝑒!kw7 𝑝�Ω − 𝜆# − 𝜆$



空间反演P宇称对称性，两粒子螺旋度态
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对于具有特定 𝐽𝜆#𝜆$的⼆粒⼦态，根据定义得：

如果衰变满⾜𝒫对称性，则对于螺旋度耦合系数：

𝐻tAt7 ≡ 𝐽𝑀𝜆#𝜆$ 𝐻 𝐽𝑀 = 𝜂F𝜂#𝜂$ − hKwAKw7𝐻KtAKt7

𝒫 𝐽𝑀𝜆&𝜆# = #W(&
-4

∫ 𝑑Ω𝐷?V")V#
W∗ 𝜙𝜃0 𝒫 𝜙𝜃𝜆&𝜆#

= 𝜂&𝑒.4T"𝜂#𝑒.4T#
#W(&
-4

∫ 𝑑Ω𝐷?V")V#
W∗ 𝜙𝜃0 xΩ − 𝜆& − 𝜆#

= 𝜂&𝑒.4T"𝜂#𝑒.4T#
#W(&
-4

∫ 𝑑Ω𝑒.4W𝐷?V#)V"
W∗ xΩ xΩ − 𝜆& − 𝜆#

= 𝜂&𝑒.4T"𝜂#𝑒.4T#𝑒.4W 𝐽𝑀 − 𝜆& − 𝜆#

= 𝜂#𝜂$ − hKwAKw7 𝐽𝑀 − 𝜆# − 𝜆$
𝐽 − 𝑠& − 𝑠#必是整数



另外一种视角

质⼼坐标系𝐶F中⾃旋态为 ⟩|𝐽𝑀 F的粒⼦衰变到 𝑝𝜙𝜃𝜆#𝜆$ 螺旋
度态。如果 Ω ≡ 𝜃,𝜙 = 0,即末态粒⼦运动⽅向与初态粒⼦
⾃旋平⾏，则⾓动量守恒要求 00𝜆#𝜆$ ℳ 𝐽𝑀 ∝ 𝛿5t𝐻tAt7 .
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如果初态粒⼦⾃旋 ⟩|𝐽𝑀c
F与末态粒⼦运动⽅向Ω不平⾏，则先

把 ⟩|𝐽𝑀c
F转动到Ω⽅向， 𝐶F转到坐标系𝐶#。有如下关系：

⟩|𝐽𝑀′ F = ∑5𝐷5N5
h∗ Ω ⟩|𝐽𝑀 #和 1 00𝜆#𝜆$ ℳ 𝐽𝑀 #= 𝛿5t𝐻tAt7

1 00𝜆#𝜆$ ℳ 𝐽𝑀c
F = 𝐷5NtAKt7

h∗ 𝜙𝜃0 𝐻tAt7则：

初态和末态⾃旋态在同⼀个坐标系定义。



汇总
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对于级联衰变 𝑃 → 12， 1 → 𝐴𝐵，2 → 𝐶𝐷…，⾓分布振幅为

𝑇 Ω, s𝜆 = 𝐷348549
-∗ Ω/ 𝐻4849𝐷484C54D

-∗ Ω; 𝐻4C4D𝐷494E54F
-∗ Ω< 𝐻4E4F …

考虑质量项后总概率密度函数为

𝑓 𝑚,Ω|𝑅𝑠𝜆 𝑑Φ= = ∑4G4H ∑4849∑>8>9𝑅/
? 𝑚 𝑅,? …𝑇 Ω, s𝜆 , 𝑑Φ=

对初态和末态⾃旋、动量在模⽅外部求和(⾮相⼲叠加)
对中间态⾃旋和共振态成分在模⽅内部求和(相⼲叠加)

所有⾓度按照螺旋度振幅规则，按顺序boost到各级质⼼系计算。



初始坐标系的选择
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𝐶! 𝐶"

P

1

2

𝑚!

𝜆#

𝜆"

前述坐标系问题：
对于 𝑃 𝑚% → 1 𝜆# 2 𝜆$ …衰变，选定初始坐标系𝐶%后，后
续坐标系和参考系根据螺旋度规则完全确定。通常把𝑧-轴选
在初始粒⼦(可能的)极化⽅向。
1. 如果初始粒⼦无⾃旋 𝑠% = 0，则𝐶%任选，分布形式固定

此时：ℳ 𝑃 → 12 = 𝐷"$V")V#
T$∗ 0 𝐻V"V# = 𝛿"$,V")V#𝐻V"V#

2. 如果初始粒⼦有⾃旋但无极化，则𝐶%任选。
对这两种情况，可以按⽅便选为粒⼦1的运动⽅向为𝐶% 𝑧-轴。

在末态粒⼦运动⽅向⾓动量守恒

此时对于 𝑃 → 12衰变，末态是均匀⾓分布：

∑t@tAt7 ℳ
$ =常数



无极化量级衰变
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P

1

2

A B

A

B
𝜃

𝑧*

𝑧I
1

对于𝑃 𝑚% → 1 𝜆# 2 𝜆$ ， 1 → 𝐴 𝜆� 𝐵 𝜆d 级联衰变。如果
𝑃粒⼦无极化，⽤𝑃质⼼系内动量𝑝⃗#, 𝑝⃗�, 𝑝⃗d确定𝐶%坐标系为

Ø𝑧' = 𝑧&轴: 𝑝&
Ø𝑦' = 𝑦&轴: 𝑝Y×𝑝X
Ø𝑥' = 𝑥&轴: 𝑦⃗'×𝑧'

𝑃(𝜆%) → 1 𝜆# 2(𝜆$)衰变矩阵元：𝐻tAt7𝛿t@tAKt7
对于1(𝜆#) → 𝐴 𝜆� 𝐵(𝜆d)衰变，由于初始𝐶%坐
标系的选取，只需要绕𝑦%转𝜃⾓可实现𝐶%与1质
⼼系中粒⼦A动量⽅向重合，即Ω�

{#} = 0, 𝜃

衰变矩阵元：𝐻t^tM𝐷tAt^KtM
∗H 0, 𝜃, 0

总⾓分布为：
∑7!7"7(7) ∑7#𝐻7#7"𝛿7!7#%7"𝐻7&7'𝐷7#7&%7'

+∗ 0, 𝜃, 0
$

= ∑7!7"7(7) 𝐻7!)7"𝐻7&7'𝑑7!)7"7&%7'
+ 𝜃

$
没有𝜙⾓分布(坐标系？)



其他值得研究的问题
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• 多衰变链末态螺旋度不重合问题
𝑃 → 123衰变三个不同的链，定义螺旋
度的参考系不同，必须重新对齐
(选取某个链作为基准，其他chain增加⼀次转动) 1 2

3

𝑃 → 𝑅#$3

1粒⼦螺旋度⽅向 𝑝⃗#
{#$}

1 2

3

1 2

3 1粒⼦螺旋度⽅向 𝑝⃗#
{%}

𝑃 → 𝑅$G1

1 2

3

1粒⼦螺旋度⽅向 𝑝⃗#
{#G}

𝑃 → 𝑅#G2

arXiv:2302.13862



其他值得研究的问题
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在求⼦粒⼦坐标系时，仅根据⼦粒⼦动量⽅向 Ω 转动，少⼀
次欧拉转动。对于包含三次转动的情况：

𝜙𝜃𝜓𝜆/𝜆, = 𝑈 𝑅 𝜙𝜃𝜓 𝑈 𝐿8 𝑝 𝑠/𝜆/ 𝑈 𝐿58 𝑝 𝑠, − 𝜆,

= 𝑒59 48549 @𝑈 𝑅 𝜙𝜃0 𝑈 𝐿8 𝑝 𝑠/𝜆/ 𝑈 𝐿58 𝑝 𝑠, − 𝜆,

绕𝑧-轴的转动与沿𝑧-轴的boost对易，𝑈 𝑅R 𝜓 𝑈 𝐿R 𝑝 = 𝑈 𝐿R 𝑝 𝑈 𝑅R 𝜓

= 𝑒59 48549 @ 𝜙𝜃0𝜆/𝜆,

⾓分布振幅改写为：

= 𝑒K! tAKt7 �𝐷5tAKt7
h∗ 𝜙𝜃0 𝐻tAt7

𝜙𝜃𝜓𝜆#𝜆$ 𝐻 𝐽𝑀 = 𝑒K! tAKt7 � 𝜙𝜃𝜆#𝜆$ 𝐻 𝐽𝑀

两粒⼦螺旋度态重新定义为：

= 𝐷5tAKt7
h∗ 𝜙𝜃0 𝐻tAt7

c

等价于重新定义螺旋度耦合系数，⾓分布形式不变



其他值得研究的问题
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如果对某中间态粒⼦的所有衰变末态⾃旋和⾓度积分，等
价于把该中间态粒⼦当成末态粒⼦（不再考虑其衰变）。



密度矩阵
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描述粒⼦极化的⽅法：𝜌!H，⾃旋处于𝑖𝑗的⼏率幅

已知粒⼦𝑃的密度矩阵 𝜌!H，则𝑃 → 12衰变⾓分布概率密度为：

对于纯态 𝜓 = ∑! 𝑎!
� 𝑖 ( 𝑖 是本征态)，密度矩阵为𝜌 = 𝜓 𝜓

⼀般情况：密度矩阵𝜌 = ∑�𝑝� 𝜓 𝜓 ，由纯态叠加组成。要求
𝜌 = 𝜌�，即𝑝! = 𝑝!∗。 𝜌!H = 𝑖 𝜌 𝑗 ，𝜌 = ∑!H 𝑖 𝜌!H 𝑗 ， 𝜌!H = 𝜌H!∗

𝑇(Ω) = ∑!H 𝜌!H𝐷!tAKt7
h∗ Ω 𝐻tAt7𝐷HtAKt7

h Ω 𝐻tAt7
∗

对于ΛEF → Λ�J𝜋K, Λ�J → 𝑥𝑦衰变，初态ΛEF无极化，则初始坐标系
选Λ�J动量⽅向，⾓分布概率密度
𝑇 𝜃 = ∑t_ ∑t`𝐻t`𝐷t_t`

h_∗ Ω� 𝐻tatP𝐷t`taKtP
h`∗ Ω� …

$

= ∑7*∑7+7+, 𝐻7+𝐷7*7+
4*∗ ΩJ 𝐷7+7-%7.

4+∗ ΩK 𝐻7-7.𝐻7+,
∗ 𝐷7*7+,

4* ΩJ 𝐷7+,7-%7.
4+ ΩK 𝐻7-7.

∗

= ∑7+7+, ∑7*𝐻7+𝐷7*7+
4*∗ ΩJ 𝐻7+,

∗ 𝐷7*7+,
4* ΩJ 𝐷7+7-%7.

4+∗ ΩK 𝐻7-7.𝐷7+,7-%7.
4+ ΩK 𝐻7-7.

∗

即密度矩阵𝜌t`t`N，完全由Λ�
J产⽣机制决定



密度矩阵续
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𝜌t`t`N = ∑t_𝐻t`𝐷t_t`
h_∗ Ω� 𝐻t`N

∗ 𝐷t_t`N
h_ Ω�

ΛEF → Λ�J𝜋K衰变产⽣的 Λ�J密度矩阵为：

= 𝐻t`𝐻t`N
∗ ∑t_𝐷t_t`

h_∗ Ω� 𝐷t_t`N
h_ Ω�

= 𝐻t`𝐻t`N
∗ 𝛿t`t`N = 𝐻t`

$ (𝐷函数正交性)

即如果母粒⼦无极化，其衰变末态只能是纵向极化(极化沿
着动量⽅向)或者无极化，无横向极化。

也就是：𝜌�`b = 𝐻J $ 0
0 𝐻K $ 当 𝐻J $ = 𝐻K $无极化

⾃旋为1/2的密度矩阵统⼀写为 𝜌 = #
$
1 + 𝑎⃗ ⋅ 𝜎 𝜎为泡利矩阵

例：𝜌�`b = #
$

𝐻J $ + 𝐻K $ 𝐼 + 𝐻J $ − 𝐻K $ 𝜎G
若P宇称守恒，则 𝐻J $ = 𝐻K $，得到 𝑎' = 0，无纵向极化。



应用举例：𝑒'𝑒& → 𝜓 𝛾∗ → 𝑌6𝑌
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𝜃
𝑒( 𝑒)

𝑌

m𝑌

𝐽� =
#
$

定义 𝑒J𝑒K束流⽅向为z-轴，	y-轴任取
对于𝑒J𝑒K → 𝜓过程，其矩阵元为

𝐴�b�c→� Ω = 0 = 𝐴�→�b�c∗ Ω = 0
= 𝐻tdbtdc

∗ 𝐷+etdbKtdc
# Ω = 0 = 𝐻tdbtdc

∗ 𝛿+e,�td

对于𝑒J𝑒K → 𝜓过程，其矩阵元为𝐴�→��� = 𝐻tftgf𝐷+etfKtgf
#∗ 𝜃, 𝜙

⾓分布概率密度(𝒀�𝒀继续衰变时)为：
𝑇 Ω = ∑4LM4LN4H ∑4O4PO𝐻4LM4LN

∗ 𝛿2Q,A4L𝐻4O4PO𝐷2Q4O54PO
/∗ 𝜃, 𝜙 …

,

= ∑4LM4LN4H 𝐻4LM4LN
∗ ,

∑4O4PO𝐻4O4PO …
,

= ∑4O4PO4OR 4POR
∑4LM4LN𝐻4O4PO𝐻4OR 4POR

∗ 𝐷A4L4O54PO
/∗ Ω 𝐷A4L4OR 54POR

/ Ω …

= ∑4O4PO4OR 4POR
∑A4L𝐻4O4PO𝐻4OR 4POR

∗ 𝑑A4L4O54PO
/ 𝜃 𝑑A4L4OR 54POR

/ 𝜃 …



密度矩阵
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𝜌tftgftfN tgfN = ∑�td𝐻tftgf𝐻tfN tgfN
∗ 𝑑�tdtfKtgf

# 𝜃 𝑑�tdtfN KtgfN
# 𝜃

P宇称守恒要求：
𝜌)V8)V82 = ∑hV9V:8V:82

𝐻)V8(V:8𝐻)V82 V:8
∗ 𝑑hV9)V8)V:8

& 𝜃 𝑑hV9)V82 )V:8
& 𝜃

定义：
𝜌tftfN = ∑�tdtgftgfN 𝐻tftgf𝐻tfN tgfN

∗ 𝑑�tdtfKtgf
# 𝜃 𝑑�tdtfN KtgfN

# 𝜃 𝛿tgftgfN

= ∑hV9V:8𝐻)V8)V:8𝐻)V82 )V:8
∗ 𝑑)hV9)V8(V:8

& 𝜃 𝑑)hV9)V82 (V:8
& 𝜃

= ∑hV9V:8 −
hV9)(V8)V:8) − )hV9((V8

2 )V:8)𝐻V8V:8𝐻V82 V:8
∗ 𝑑hV9V8)V:8

& 𝜃 𝑑hV9V82 )V:8
& 𝜃

= ∑hV9V:8 −
V8)V8

2
𝐻V8V:8𝐻V82 V:8

∗ 𝑑hV9V8)V:8
& 𝜃 𝑑hV9V82 )V:8

& 𝜃

= − V8)V8
2
𝜌V8V82 得到：𝜌JK = −𝜌KJ， 𝜌JJ = 𝜌KK

即𝑎f ≠ 0, 𝑎� = 𝑎' = 0 𝜌S =
𝜌)) 𝜌)%
−𝜌)% 𝜌))



对于Y = 𝜇'情况
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𝑇 Ω ∝ ∑4LM4LN4TM4TN 𝐻4LM4LN
∗ ,

𝐻4TM4TN𝐷A4LA4T
/∗ 𝜃, 𝜙

,

= ∑4LM4LN4TM4TN 𝐻4LM4LN
∗ ,

𝐻4TM4TN
,
𝐷A4LA4T
/∗ 𝜃, 𝜙

,

⼿征性守恒(⼩质量近似)：Δ𝜆! = ±1，即𝐻±% = 𝐻%± = 0

⼿征性守恒ℒ ∝ m𝜓]𝛾i𝐴i𝜓] + m𝜓j𝛾i𝐴i𝜓j
或

∝ ∑A4LB±/,A4TB±/ 𝐷A4LA4T
/∗ 𝜃, 𝜙

,
P宇称对称性：𝐻(( = 𝜂(𝜂)𝜂k − &)&/# )&/# 𝐻)) = 𝐻))

= 𝑑./.// 𝜃 , + 𝑑./.// 𝜃 , + 𝑑./5// 𝜃 , + 𝑑5/5// 𝜃 ,

= 2 1 − cos 𝜃 , + 1+ cos 𝜃 , ∝ 1 + cos, 𝜃

前冲𝑓 Ω 𝑑Ω = 1 + cos$ 𝜃 𝑑cos𝜃



应用于 𝐵' → 𝜓𝐾' → (𝜇'𝜇&)𝐾'

• ⾃旋宇称构成 0K → 1K 0K → 1/2,1/2 0K

• 𝐵J是标量粒⼦，初始坐标系任选(按⽅便进⾏选取)
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𝜆6 = 0

𝑑/** =
sin 𝜃
2

𝑑/%** = −
sin 𝜃
2

𝑑//* = cos 𝜃

𝑊 𝜃 = F
;#$;#%

𝐻00𝐻;#$;#%𝑑0;#$*;#%
< 𝜃=

>

= 𝐻.. > + 𝐻** > cos> 𝜃 + 𝐻)% $ + 𝐻%) $ sin$ 𝜃 /2

= 𝐻)% $ + 𝐻%) $ sin$ 𝜃 /2
𝛾∗ → 𝑒(𝑒) 衰变⼿征性守恒, 得到 𝐻(( = 𝐻)) = 0

空间反演宇称守恒, 所以 𝐻+− = 𝑃𝜇+𝜇−𝑃𝜓 − 1−1/2−1/2𝐻−+ = 𝐻−+
= sin$ 𝜃 = 1 − cos$ 𝜃

没有自由参数



Dalitz图
0K → 0K(0K0K)三体衰变,初、末态都是标量粒⼦,称为Dalitz
图分析
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单⼀共振态𝑅成分:𝑊 𝜃 = |𝐻j𝑑%%
Q (𝜃)|# = 𝐻j𝑃Q cos 𝜃

#

𝑃< cos 𝜃 : Legendre多项式

多共振态成分: 𝑊 𝜃 = |∑j𝐻j𝑑%%
QA(𝜃)|

#
= ∑j 𝑃QA(cos 𝜃)

#

𝒋 = 𝟎: 均匀分布
𝒋 = 𝟏: 单节点
𝒋 = 𝟐: 双节点
𝒋 = 𝟑: 三节点
......



Dalitz plot
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𝐷-波

𝑃-波

𝐷-波

𝑆-波



Dalitz plot
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2 312 3
1

2 1
3

1 2
3

2 133 12



应用于 Ξ))' → Ξ)*$𝜋' → Ξ)$𝛾 𝜋'

• 自旋构成: 1/2( → 1/2((→ 1/2(1))0).
• 粒子标记A: Ξss( , B: ΞsI%, C: 𝜋(, D: Ξs%, E: 𝛾
• 耦合系数,注意光子没有0分量

Ø𝐻7&)7(7(
I→VW : H)*/$

Y→VW ≡ 𝐻)I, 𝐻%*/$I ≡ 𝐻%I

Ø𝐻7)7/
V→Z[: H)*/$)*\→Z[ ≡ 𝐻))V , 𝐻%%V , 𝐻)%V , 𝐻∓

V

• P宇称对称性: 𝐻V7VB
Y→u1 = 𝑃Y𝑃u𝑃1 −1 Q5)Q7)QB𝐻)V7)VB

Y→u1 =
+ + − − )&𝐻)V7)VB

Y→u1 = 𝐻)V7)VB
Y→u1

Ø𝐻))V = 𝐻%%V ≡ 𝐻^
Ø𝐻)%V = 𝐻%)V ≡ 𝐻_
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+/-1/2, +1/2, +1 +/-1/2, +1/2, -1 +/-1/2, -1/2, +1 +/-1/2, -1/2, -1



应用于 Ξ))' → Ξ)*$𝜋' → Ξ)$𝛾 𝜋'

= |H+|2(|d1/21/2,�1/2(✓)|
2 + |d1/21/2,1/2(✓)|

2) + |H�|2(|d1/2�1/2,�1/2(✓)|
2 + |d1/2�1/2,1/2(✓)|

2)

<latexit sha1_base64="66wVdd0rJiVFAHdOeQjuaavmo3Y="></latexit>
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= |H+|2 + |H�|2 = Const

<latexit sha1_base64="LizhGPqCSZ+EwgA8hnSpZaLkgF0="></latexit>

Uniform distribution or Flat Phase Space

A

B

C

D

E
𝜃 B



应用于 Λ+$ → 𝐷,∗'Λ)' → 𝐷,'𝛾 Λ)'

• 自旋构成: 1/2) → 1%(0%1%)1/2),角分布为

• 粒子标记A: Λ`/ , B: 𝐷a∗), C: ΛJ), D: 𝐷a), E: 𝛾
• 耦合系数

Ø𝐻$&%$'$'
&→() : H#,#/"

,→() , H-,#/"
,→() , H-,.#/"

,→() , H.#,.#/"
,→()

Ø𝐻$($)
(→/0: H-%#1→/0 ≡ 𝐻%(, 𝐻.#(

• P宇称对称性 : 𝐻777B
V→Z[ = 𝑃V𝑃Z𝑃[ −1 +5%+7%+B𝐻%77%7B

V→Z[ =
− − − − *%*𝐻%77%7B

V→Z[ = −𝐻%77%7B
V→Z[

Ø𝐻%( = −𝐻..( ≡ 𝐻(
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∑7&7/7( 𝐻7&)7(7(
I 𝐻7/

V 𝑑7&)7(,%7/
* (𝜃) = ∑7&7/7( 𝐻7&)7(7(

I $
𝑑7&)7(,%7/
* $

= ℎ*,*/$ 𝑑*,** 𝜃 $ + 𝑑*,%** 𝜃 $ + ℎ%*,*/$ 𝑑%*,** 𝜃 $ + 𝑑%*,%** 𝜃 $

+ ℎ/,*/$ + ℎ/,%*/$ 𝑑/,** 𝜃
$
+ 𝑑/,%** 𝜃

$

= ℎ*,*/$ + ℎ%*,*/$ 𝑑*,** 𝜃
$
+ 𝑑*,%** 𝜃

$

+ ℎ/,*/$ + ℎ/,%*/$ 𝑑/,** 𝜃
$
+ 𝑑/,%** 𝜃

$
= |𝐴|(1 + cos 2𝜃) + |𝐵| sin$ 𝜃

D-函数见下页



部分Wigner d-函数
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实际物理分析
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• 共振态质量分布(线型)
• 效率(arXiv:2308.15490)

• 本底
• 拟合程序f
• CP 破坏
• 不要忘记相空间对质量分布的影响


