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4.3.1  随机抽样及其特点 

随机变量的随机抽样指的是由该变量的总体分布产生简 

单随机子样。在用蒙待卡罗法解题时. 经常会遇到具有不 

同分布的各种随机变量. 要求产生对应于该随饥变量的随 

机子样.也即随机数列。这一步骤称为对该随机变量的随 

机模拟或随机抽样。 

 

为方便起见，用XF表示由己知分布F(x)中产生的简单子样 

的个体。对于连续型分布，常用分布密度函数f(x)表示总 

体的己知分布，用Xf表示由己知分布密度函数f(x)产生的 

简单子样的个体。另外，在抽样过程中用到的伪随机数 

均称随机数。 
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4.3.2.离散型分布随机变量的直接抽样 

              对于任意离散型分布： 

 

 

              其中x1，x2，…为离散型分布函数的跳跃点，P1，
P2，…为相应的概率，根据前述直接抽样法，有离散
型分布的直接抽样方法如下： 

 

 

 

 

              该结果表明，为了实现由任意离散型分布的随机
抽样，直接抽样方法是非常理想的。  6 
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例1.  伯努利试验抽样 
伯努利试验  X      取值 

       成功    x=1 

        失败    x=0 

Matlab 代码： Ber(0.25): 用竖条 表示100个随机二进
制的变量Bi(i-1,2,..,1000) 的值 

    x = (rand(1,100)<= 0.25 ) ; bar (x) 

8 



例2.  二项分布的抽样 
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或者：通过伯努利分布的变量来产生 

1. 产生n个具有伯努利分布的随机变量X1,X2,…,Xn 

 

2. 返回  

 



例3.  泊松(Possion)分布的抽样 

        泊松(Possion)分布为离散型分布，其概率函数为： 

 

 

        其中，λ>0 。对该分布的直接抽样方法如下：  
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例4.  掷骰子点数的抽样  

        掷骰子点数X=n的概率为： 

 

 

        选取随机数ξ~U(0,1) ，如 

 

 

        则 

 

 

        在等概率的情况下，可使用如下更简单的方法： 

 

 

        其中［］表示取整数。 
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例5.  碰撞核种类的确定  

              中子或光子在介质中发生碰撞时，如介质是由多
种元素组成，需要确定碰撞核的种类。假定介质中每
种核的宏观总截面分别为Σ1，Σ2，…，Σn，则中子或
光子与每种核碰撞的概率分别为： 

 

 

 

      其中Σt＝Σ1＋Σ2＋…＋Σn。碰撞核种类的确定方法为：
产生一个随机数ξ~U(0,1) ，如果 

 

 

 

      则中子或光子与第I种核发生碰撞。  
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例6.  中子与核的反应类型的确定  

              假设中子与核的反应类型有如下几种:弹性散射，非
弹性散射，裂变，吸收，相应的反应截面分别为Σel，Σin，
Σf，Σa。则发生每一种反应类型的概率依次为 ： 

 

 

 

       其中反应总截面Σt＝Σel＋Σin＋Σf＋Σa。抽样方法类似例5.  
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产生一个随机数ξ~U(0,1)，如果 
 
 
 
 
 
   则中子与核发生第I种反应。  



4.3.3.连续分布的随机变量抽样 
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为(0,1)区间中均匀分布的随机变量。 

累积分布函数为 



例1：对指数分布的直接抽样 
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例2.对如下的分布函数进行抽样 
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小结：直接抽样方法 
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图：高斯分布的反函数抽样动画 



B. 变换抽样方法 
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两边求积分，得 

• 多维随机变量 

多维随机变量X={x1,x2,x3,..,xn}的概率密度函数为 

J是雅可比行列式 
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由随机变量和反解得： 

 r1,r2 是(0,1)均
匀分布的随机
数 

变换的雅可比行列式是： 
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逆问题：已知随机变量的抽样形式，试
求它们的密度分布函数 
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比如，一维变换抽样的密度分布函数，随机变量𝑌与 𝑋具有一一
对应关系𝑦 = 𝑓(𝑥)。𝑌和𝑋的密度函数分别为𝑔 𝑦 和𝑓(𝑥)。 

𝑃𝑌 𝑏 = 𝑃𝑌 𝑌 < 𝑏 =  𝑔 𝑦 𝑑𝑦
𝑏

−∞ 

 

=  𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝑥 𝑦=𝑏

−∞

=  𝑓 𝑥 𝜃 𝑏 − 𝑦 𝑥 𝑑𝑥
+∞

−∞

 

∴ 𝑓𝑌 𝑏 =
𝑑𝑃𝑌 𝑏

𝑑𝑏
=  𝑓 𝑥 𝛿 𝑏 − 𝑦 𝑥 𝑑𝑥
+∞

−∞
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C.舍选抽样方法 
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舍选法是冯⋅诺伊曼（Von Neumann）为克服直接抽样和

变换抽样方法的困难最早提出来的。它抽样的基本思想
是按照给定的分布密度函数𝜙(𝜉)对均匀分布的随机数系
列{𝜉𝑖}进行舍选，舍选的原则是：在 𝜙(𝜉)大的地方保留
较多的随机数，在𝜙(𝜉)小的地方保留较少的随机数，使
得到的子样中的𝜉的分布满足密度函数𝜙(𝜉)的要求，这种
方法对分布密度函数𝜙(𝜉)在抽样范围内有界，且其上界
是容易得到的情况，总是可以采用的。它使用起来十分
灵活，计算也较简单，因而使用也比较广泛，但是这种
方法对𝜙(𝜉)在抽样范围内函数值变化很大的时候效率是
很低的，因为大量的均匀分布的抽样点被舍去了，由于
这个原因，有时我们选择另外一些更有效的方法。 



• 第一类舍选法 

25 第一类舍选法证明 



讨论： 

• 对于无限区间的情形，可进行截尾处理. 即选择有限区
间[a,b]时，满足 

 

只要且够小. 就可以应用上述方法而使计算误差满足要求。 

• 舍选抽样的效率 

因此，舍选法的抽样效率为 
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提示：反函数法和
第二类舍选法 



• 第二类舍选法 
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应用：TOY MC 

注意：这不是条件概率分布抽样 

(a)在(0,1)区间上抽取均匀分布随机数𝜉1。并由ℎ(𝑥)
分布密度函数抽样得到𝜂ℎ。 

(b)判别𝜉2 ≤ 𝑔(𝜂ℎ)不等式是否成立。如果不成立，
则回到步骤(a)。 

(c) 选取𝜂 = 𝜂𝑘作为服从分布密度函数𝑓(𝑥)的一个抽
样值。 
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• 第三类舍选法 
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利用贝叶斯定律： 注：贝叶斯定律    P(B|A)=P(A,B)/P(A) 
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1 2

( )

1 2

2

1

, ( , ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ,

1, (0,1)
( )

0,

( ) ( ) ( ).

h x

x y g x y g x g y

f x Lg x g y dy

x
g x

f x Lh x g x








 






如果 相互独立， 则

进一步假定：

其他.

则回到第二类舍选抽样

特例： 



例：方位角余弦的分布密度函数为 (试证明) 

 

 

 

用第三类舍选抽样法抽取它的随机变量。 

2

1 1

( ) ,| | 11

0,

f x xx




 

 其他

2

1 1

4( , ) ,| | 1,0 1,1

0,

g x y x yx




   

 其他
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一些说明 

𝑓 𝑥 =
4

𝜋
 𝑔(𝑥, 𝑦)
1

0

𝑑𝑦 



2 2
2 21 2

1 22 2

1 2

, ,x y
 

 
 


  



反解可以得到： 

1 1

2 2

(1 ) / 2 ( , ),

(1 ) / 2 ( , ),

y x h x y

y x h x y





  

  

1 2( , ) ( ( , ), ( , )) | |,g x y h x y h x y J
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2 2
2 21 2

1 22 2

1 2

, .x y
 

 
 


  



2 2

1 2 1 2

2 2 2 2

1 2 1 2

2
,sin( ) .

   
  

   


 

 
的抽样值为
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4.3.4. 复合抽样方法 
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( ) ( | ) ( ) ,f x g x y h y dy



 

( | )

+

-

      ( ) ( )

       = ( | ) ( ) ( )

f g x yp x x dx p x x x dx

g x y h y dydx f x dx








      



证明： 



(1)加分布抽样 

作为复合抽样的特殊情况，首先介绍如分布抽样。数学上 

加分布的一般形式为 
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( ) ( ), 0 1, 1n n n n

n

f x p h x p p    

1

1 1

.
n n

i i

i i

p p


 

  
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解：令                                                                          分布函数化为： 
2 2

1 0 0 1 1 0 0( ) , ,r R R x R R R R R     

2

0 13 3

1 0

3
( ) , ,

r
f r R r R

R R
  



2 2
21 0 0 1 0 0( ) 3 ( ) 3

( ) 3 2 *1,
R R R R R R

f x x x
  

 
  

2 2

0 0 1 0 1 0
1 2 3

0 1
1 2

1 2 3

3 3 ( ) ( )
, , ,

3
,

1.

R R R R R R
p p p

R R
p p

p p p

  



 
  

 

  

取： 



抽样方框图 
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(2)减分布抽样 
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1 1 2 2( ) ( ) ( ),f x A g x A g x 

2

[ , ]
1

( )
min ,

( )x a b

g x
m

g x


则有： 

1 2 1

( )
0 1

( ) ( )

f x

A A m g x
 



令 
1 2 2

1

1 2 1 1 2 1 2 1

( )( )
( )

( ) ( ) ( )

A A g xf x
h x

A A m g x A A m A A m g x
  

  
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1 2 1 1( ) ( ) ( ) ,    0) < ( ) 1( .gf x A A m h x hx x  且

1 2
2 2

1 1 2
2

1 2 2 1 2

( )
( ) ( ) ( ),   

( )
( )= ,  0< ( ) 1.

( )

A A m
f x h x g x

m

A m g x A m
h x h x

A A m g x A A m




 
 

其中

且



(3)乘加分布抽样 

此类分布密度函数形式为 
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( ) ( ) ( ),   [ , ],  ( ) 0.n n n

n

f x H x g x x a b H x   且

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ),   f x H x g x H x g x 

如果令 1 1 1 2 2 2 1 2( ) ( ) , ( ) ( ) ,  =1. 
b b

a a
p H x g x dx p H x g x dx p p    必有

1 2
1 1 2 2 1 1 2 2

1 2

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ),   

H x H x
f x p g x p g x p G x p G x

p p
   

 f(x)可改写为： 

这个分布密度函数形式就可以采用加分布抽样法。 



(4)乘减分布抽样 
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1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ),   [ , ]f x H x g x H x g x x a b  

令： 
2 2

1 1
[ , ] [ , ]

1 1

( ) ( )
min ,   max ( )

( ) ( )x a b x a b

H x g x
m M H x

H x g x 
 

则有如下关系： 

2 2
1

1 1

1 1 1

1 1

( ) ( )
( ) 1

( ) ( )
0 ( ) ( ) ( ) ( )(1 )

              (1 ) ( )

H x g x
H x

H x g x
f x g x H x g x m

M m g x

 
   

 

 
 

再令： 2 2
1 1

1 1

1 1 1

( ) ( )1
( ) ( ) ,

(1 ) ( )

( ) (1 ) ( ) ( ).

H x g x
h x H x

M m g x

f x M m h x g x

 
  

  

 则：



43 

2 2 2

1 1
2 2

2 2

(1 )
( ) ( ) ( ),

( ) ( )
( ) ( ) ,

(1 ) ( )

m
f x M h x g x

m

H x g xm
h x H x

M m g x




 
  

  
其中：



4.3.5. 特殊抽样方法 

(1)对由直方图给出的分布抽样 

44 

0 1 2 3   x x x x

1n

2n

3n

1 1

( ) / ,
j N

j i i

i i

F x n n
 

 

1( ) ( )i iF x F x  



进一步作细致的考虑时，我们可以用线性插值法求出抽样值 
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1 2 1' ( ),i i i ix x x x   

(2)对由经验公式/实验测量给出的分布抽样 



区间内对分布密度函数积分；再计算出对所于各个区间 

的分布函数值，即 
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11

( ) ( ) ,
i

i

j
x

x
i

F j f x dx




最后，再采用由于直方图分布抽样中使用的相同办法来求出
抽样值。种方在求对应于各子区间的一组分布函数值时比较
耗时，但依在据这些数产生随机数时却相当快。 

技巧：为了细致地刻画分布函数中的某些细节，比如，
质量谱上较窄的共振态，我们可以采用宽带不同的分bin，
最窄共振态采用较窄的bin来刻画。 



例如，在5GeV以下，由实验测量得的强子截面分布 
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(3)反函数近似 
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1 1

0 1
lim ( ) , lim ( ) ,
y y

F y F y 

 
   

1 2 2 2( ) ( ) (1 ) ln ln(1 ),

, , ,

F y Q y a by cy y y y y

a b c

 

 

        

其中， , 为待定常数。

例如我们取: 

, 



(4)极限近似法 
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1

0

2

2 2 2

1 2

1

0

2 2

1
{ } ( ) .1 ,

2

1 1
{ } { } [ { }] ( ) ,

2 12

... ,

{ } ( ) .1 ,
2

{ } { } [ { }] ,
12

n n

n

n n n

E x f x dx x dx

V E E x f x dx

R

n
E R nx f x dx nx dx

n
V R E R E R



  

  













  

 
     

 

   

  

  

 



 

设： 则：
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2 /2/ 2 1
, lim ( ) (0,1).

/12 2

x
tn

n n
n

R n
p x e dt N

n
 








   则：



4.3.6 多维向量抽样方法 
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1 1 1 2 2 2{ , ,..., }n n na x b a x b a x b     

内。令在该范围内， 

1 2max ( , ,..., ) .nL f x x x  



(2)条件密度 

52 

( , )
( | ) .

( )

P A B
P B A

P A


1 2 2( , ) 0,f x x dx





2 1 1 2 1 2 2( | ) ( , ) / ( , ) ,f x x f x x f x x dx



 

1 2 2 1 1 2 2( , ) ( | ) ( , ) .f x x f x x f x x dx



 g

联系加分布抽样的思想 



53 

1 2 3 1 1 2 2 1 2 3 2 1( , , ) ( ) ( | ) ( | , ),f x x x f x f x x f x x x g g

1 2 1 1 2 2 1 2 3 2 1 1 2 1( , ,..., ) ( ) ( | ) ( | , )... ( | ... ),n n n nf x x x f x f x x f x x x f x x x x  g g g

1 1 1 2 3 2 3
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

 



证明？ 
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( , ) (1 ,0 )
xye

f x y x y
x



      例： 的抽样。

1 2

1 22

( , )

             ( , ) ( ) ( | ),

1
( ) , ( | ) xy

f x y

f x y f x f y x

f x f y x xe
x





 

解：将 写为：

其中： 。

由直接抽样法得到：

1 2 12 1 2

1

1
, ln / ln .f f fx y x  


    



(3)N维正态分布抽样 
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i j{( )( )} ,ij i j jiE        

x yA   
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例：二维正态分布抽样 
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11 12

21 22

,M
 

 

 
  
 

1 1 2 1 2

2 1/ 2

1 11 2 12 11 22 12

11

1
,   [ ( ) ].x y x y y           


     

应用：TOY MC 



4.4：蒙特卡罗模拟在物理中的应用 

4.4.1  蒙特卡罗方法概述 

4.4.2. 蒙特卡罗方法在积分计算中的应用 

4.4.3  随机游走 

4.4.4  高能实验物理中的蒙特卡罗方法 

4.4.5  量子力学中的蒙特卡罗方法 

4.4.6  统计力学中的蒙特卡罗方法 

4.4.7  粒子输运过程的蒙特卡罗模拟 

59 



4.4.1  蒙特卡罗方法概述 

      蒙特卡罗方法是利用随机变量的一个数值序列来得到 

特定问题的近似解的数值计算方法。蒙特卡洛方法的应 

用可以大致分为两类:第一类是所求问题具有严格确定的 

数学形式，例如求定积分、解微分方程的某些边值问题、 

解钱性代数方程组等。对这类问题通常要将其转化为求 

概率或其他统计量的计算问题，然后才能采用蒙特卡洛方 

法求解。另一类是本身就是具有统计性质的问题，如粒于 

输运过程中的问题、粒子反应过程及探测过程等等。这 

类问题可以直接采用蒙特卡罗方法进行计算机"实验"，以 

求出某些物理量。 
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4.4.2. 蒙特卡罗方法在积分计算中的应用 
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方差小 方差大 

减小方差的重要抽样方法： 

*( )
( ) ( ) ( ) ( ) ,

( )

b b b

a a a

f x
f x dx g x dx f x g x dx

g x
   
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Why? 
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(2)一维定积分的掷点法 

,
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A
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b a M



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 
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 

   
  

 

积分估计的误差为： 

(1 )
( ) ( ) .n

p p
I M b a

n



 

思考题: 

用第一类舍选抽样原
理怎么求面积积分? 



(3) 多重定积分的计算 
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1 1 1

1 2 1 2

0 0 0

... ( , ,..., ) ,... ,s sI f x x x dx dx dx   

为了减小积分的估算误差，可抽样重要抽样： 
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1, 2

1 1 1

*

1 2 1 2 1 2
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... ( , ,..., ) ( , ,..., ) ,... ,

s

s s s

I E f x x x

f x x x g x x x dx dx dx



   

按照偏倚密度函数g(x1,x2,…,xs) 在0 xi  1(i=1,2,…,s)空
间抽取N个子样，则记录函数f*(x1,x2,…,xs)的平均值为： 

*

,1, ,2 ,

1

1
( ,.., ).

N

i i i s

i

I f x x x
N 

 

蒙特卡罗积分的特点： 

• 蒙卡积分方法计算定积分的收敛速度与积分的重数无关。 

• 蒙卡积分方法计算定积分问题时受积分区域限制小。 

• CERNLIB提供了自适应蒙卡积分程序包(D114, RIWIAD) 



例. 多重积分在振幅分析中的应用 
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在振幅分析（分波分析）中，一个n体衰变振幅表达
为： ℳ  = 𝑀(𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑛), 我们需要计算振幅的归
一化条件是一个多重积分（3𝑛 − 4维）： 

𝐼 =     … 𝑀 𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑛
2𝑑Φ𝑛 

𝑑Φ𝑛是n体衰变的相空间。多重积分𝐼的值可以表达为n体
衰变相空间的平均值，即： 

𝐼 =
1

𝑁
 𝑀 𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑛 𝑖 

2

𝑁

𝑖=1

 

𝑁代表相空间模型（PHSP）产生的N个相空间的一个事例。 



4.4.3  随机游走 
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   





为什么会有因子3? 

查点法 
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x x x

 

 

  

 

醉汉行走问题的蒙特卡罗方法： 

思考题:根据随机游走的概
率模型。应该怎么做模拟？ 



例2.求解泊松微分方程 

若泊松方程及其边界条件为 
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2

0 1 2 3 4 0

24 4

0 0, 0 0, 0,

1 1

1
( ),   or

4

1
,  and 1, ,

4 4
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j j

h q

h
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 
 

    

    

差分方程： 

随机游走方法： 

𝜙𝑛 
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到达边界，得到0点上的函数的一个估计值 

(1)2
(1) (1) (1)

0

0

( ) .
4

J

j

j

h
F s q



  
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4
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j

j

h
F s q    



  其中

0 0{ },E 

2
2 2

0 0[ { } ].
1

N
E

N
   



这实际上是具有吸收壁的随机游走。对边界条件适应性强！ 



随机游走的特征： 
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随机游走的Metropolis方法 
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20世纪最伟大的10大算法 



例3.随机游走的Metropolis方法 
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f x
x x
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

 
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一维问题的Metropolis随机游走步骤 
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几点说明 
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4.4.4  高能实验物理中的蒙特卡罗方法 

1).实验设计中的蒙特卡罗方法的应用 

        在提出一个完整的高能物理实验建议书，设计一个
实验装置的时候，应当采用蒙特卡罗方法对待研究的
物理过程、本底、判选条件、探测器性能、装置中各
个探测器的设计安排等进行研究。 

  实验装置性能的研究 

 高能粒子反应的终态，在探测器中的输运是个很复杂
的过程，探测器是通过终态粒子在其中穿行过程中，
留下的时间信息和(或)能量祝积信息来决定终态粒子的
物理参数，如能量、动量、运动方向和粒子种类等. 这
些效应具有随机性，涉及到带电粒子与探测器物质的
核力强相互作用，电磁相互作用等过程。 
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• 实验方案的可行性研究 
  高能物理实验的目的之一是要检验某种理论或假说

的正确性，并排除一切可能的理论和假说。因而在对实
验装置进行评估时，判断它能有实现对理论战假说的检
验是很必要的。 

  实验的精度依赖于蒙特卡罗方法做评估。比如理论
预言了某种粒子的衰变截面或者分支比，一种方案是在
该粒子统计量一定的情况下，探测到这种粒子的精度估
计，另一种方案是先预设一个精度，需要用蒙特卡罗方
法估计需要采集的数据统计量或者积分亮度。 

  本底的污染情况和控制方案需要用蒙特卡罗方法来
研究。信号的探测和本底控制是实验过程中的一对矛盾
，严格的事例挑选条件可以降低本底，但要损失效率，
通过蒙特卡罗方法，可以优化事例挑选条件，提高信噪
比。 
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2)实验数据分析中的蒙特卡洛模拟方法的应用 

      高能物理实验可以看做两个系统，硬件装置和软件
系统。硬件系统是获取数据统计量或者积分亮度的系
统，软件系统是对硬件系统获取物理事例的模拟和重
现。 

  事例源的模拟，也称为事例产生器，它是根据物
理过程的理论截面进行随机抽样产生事例，提供末态
粒子的四动量，随后模拟粒子在各个子探测器中的输
送和与探测器的相互作用。 

  在探测器中记录下来的粒子信息，通常是一些带
点径迹或者电磁信号的簇射，通过这些信息我们可以
重建事例。这些被探测到的事例是与这类事例在事例
源点的总数比值，即探测效率，需要用蒙特卡罗模拟
的方法来确定。 
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  探测器对带电径迹的动量测量，量能器对电磁能
量的测量，有探测精度和误差，粒子种类的鉴别也会
有误判。利用这些信息重建出来的事例有可能是假信
号。它对信号的污染水平，需要用蒙特卡罗方法产生
本底事例，研究本底的污染水平。 

  由于高能物理实验对蒙特卡罗的依赖性，软件系
统对物理过程的模拟，粒子的输运等与硬件系统的差
别，造成测量结果的系统性偏差，它是系统误差的一
个重要来源。 

 

  蒙特卡罗方法在事例产生器，探测器中粒子的输
运过程的模拟，留在以后的章节中做专门讲述。 
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例：对MC事例效率的修正 
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𝐷+ → 𝐾𝑆
0𝜋+ 探测器效率的修正(BESIII, Phys.Rev. D89, 052001)。 

定义 𝑟𝜖(𝑝𝐾𝑆
0 , 𝑝𝜋+
 , 𝑝𝜋0) =  

ϵc,data 𝑝𝑐

𝜖𝑐,MC 𝑝𝑐
𝑐 ，通过对蒙特卡罗事例

的舍选抽样，实现蒙特卡罗的效率与数据匹配，步骤为 

1. 对某一事例迹𝐸𝑣 ， 如果𝑟𝜖 < 1，则产生于随机数
𝜉 ∈ (0,1)，如果满足𝜉 < 𝑟𝜖   ，接受这个蒙特卡洛事例, 

否则,转到下一个事例。 

2. 如果𝑟𝜖 > 1， 则接受这个蒙特卡罗事例。然后产生另一
随机数𝜉2 ∈ (0,1)，如果满足𝜉2 < 𝑟𝜖 − 1, 要再一次接受
这个事例, 否则,转到下一个事例  

思考题：试证明，按照这种舍选抽样得到的蒙特卡罗事例
，它的效率分布与数据是一致的。 



4.4.5  量子力学中的蒙特卡罗方法 

量子蒙特卡罗方法是指用于求解量子系统的薛定谔方程 

的蒙特卡罗模拟方法。首先要将薛定谔方程的波函数解 

转化为路径积分形式，它具有统计力学中的波尔茨曼分 

布形式，因此可以借助Metropolis抽样方法计算波函数。 

         在薛定谔方程中，如果哈密顿算符与时间无关，可
以写成： 

 

 

En是能量本征值。在欧式空间将t-t0分成N+1个等时间间 

隔为e的小区间，波函数的路径积分形式为 
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其中，Z为配分函数 

𝑍 =    𝑑𝒙𝑗 exp −
𝜖

ℏ
𝐸 𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑁

𝑛
𝑗=1 ,其中 

𝜖

ℏ
𝐸 𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑁 =

𝜖

ℏ
∑𝑘=0
𝑁  
𝑚

2
×
 𝑥𝑘 − 𝑥𝑘+1
𝜖

2

+ 𝑉(𝑥 𝑘) 

𝑝 𝑥 0, 𝑥 1, … , 𝑥 𝑁  𝑑𝑥 𝑖

𝑁

𝑗=1

= exp
𝜖

ℏ
𝐸 𝑥 0, 𝑥 1, … , 𝑥 𝑁 𝑍

−1 𝑑𝑥 𝑖

𝑁

𝑗=1
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例：用Metropolis方法计算一维谐振子的基态能级。假定有一
个质量为𝑚的粒子，一维简单简谐势为 

2 2( ) / 2V x m x
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21
0 1
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2
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k k

N k
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x x
E x x x x
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e
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



  
   

   


r r r

ℏ/𝑚𝜔 
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波函数决定下来后，基态能量可以用哈密顿算符作用于波函数
来得到. 

2
* 20
0 02

1
.

2

E
x dx

h x
 



 
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4.4.6  统计力学中的蒙特卡罗方法 

1 ( ') ( ( ')) ',A Z A x f H x dx



 
其中，Z是配分函数， 

( ( ')) '.Z f H x dx


 

系统处在x’状态的概率分布为： 

1( ') ( ( ')).f x Z f H x
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1( , ) exp{ ( ) /( )} ,Bp x T dx x k T Z dx 

1

1
( ).

n

i

i

A A X
n 

 

热力学处理的系综有：微正则系综、正则系综、等温等
压系综、巨正则系综等。 
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始于1946年@曼哈顿计划 



4.4.7  粒子输运过程的蒙特卡罗模拟 
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0 S0 
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x 

a 

采用如下的步骤来实现： 
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其中， ， 分别是中子与第 中物质的散射截面和总截面。
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在质心系中，抽取散射角，满足：
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在理论上，散射中子的能量为：

其中，

是原子核质量与中子质量之比。

实验室系的散射角 为：

• 中子透射率的估算 

n

1,                   

0,  

n

M

n

M

x a

x a






 


设第 个中子对透射率的贡献为

或被吸收。
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在跟踪 个中子的模拟中，透射的中子数为

透射率的估计值为：

在 置信水平下， 的误差估计为：

是 的方差，它满足二项式分布，即
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II:权重法 
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是第 种原子核。第 个中子对透射率的贡献为
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在跟踪了 个中子后，透射率P'的估计值为

     

方差为：

III. 统计估计法 
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在权重法中，中子直接贯穿物质层的概率为

      P

其他
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跟踪第 个中子，在 次碰撞后，这个中子对透射率的贡献为

        P

跟踪N个中子后，透过率为： 
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方差为：

为了降低方差和节约计算时间，还发展起来的算法有碰撞点
积分，半解析方法等。 



作业 
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（不考虑相对论效应）。 
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11.对正则高斯分布抽样  

12. Gamma函数的一般形式为 

1( ) , 0
( 1)!

  


n
n axa

f x dx x e dx x
n

𝑝 𝑥 =
1

𝜎 2𝜋
exp −

𝑥−𝜇 2

2𝜎2
  



证明抽样方法为 

 

 

 

13. c2分布的一般形式为 

 

 

 

证明其抽样方法为： 

 

 

其中，x1,x2,...,xn为标准正态分布的n个抽样值。 
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5/ 2

0

exp( ) .I x x dx



 

15. 编写Metropolis 算法的一维积分程序： 

2 2exp( / 2) .I x x dx





 

16. 采用路径积分量子力学蒙特卡洛方法，求液态He4的
基态能量。 
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17.如果cos 𝜃的分布密度函数满足， 

           𝑓(cos 𝜃) ∝ 1 + 𝛼 cos2 𝜃 , 其中𝛼 = −0.358 ± 0.042  
有一个函数 

           𝐶 𝑐𝑜𝑠 𝜃 = −  
𝑠𝑖𝑛2𝜃

1+𝛼 𝑐𝑜𝑠2 𝜃
 

试求 

  (1) 𝐶的分布密度函数𝑔(𝑐)？ 

   (2) 如果在−1 ≤ cos 𝜃 ≤ 1中观测到1000个事例，𝑐𝑜𝑠𝜃直方
图分布为20个bin，用蒙特卡洛方法给出𝑓 𝑐𝑜𝑠𝜃 和  𝐶(cos𝜃) 
的分布。 

  (3).在 𝐶(cos𝜃) 分布中，给每个bin的期望值和统计误差的表
达式，并用toy MC的方法证明它的合理性（需要同时考虑𝛼 
的不确定性）。 



离散随机变量分布 
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返回 



伯努利试验 
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返回 



二项式分布 

109 

返回 



泊松分布 
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• 在一定时间或空间内出现的事件与此时间间隔外出现
的事件数无关，即不相重叠的间隔内的事件相互独立
的 



泊松分布(续) 
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返回 

•  泊松分布与指数函数的关系 



累积分布函数 
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性质： 

1 

1. 有界性 

2. 单调性 
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累积分布函数(续) 

返回 
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利用了反函数求导定律：反函数的导数，等于原函数的导
数的倒数。 

由 
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另外一种证明方法: 

也可以这样直接计算：
𝑑

𝑑𝑥
 𝑓𝑍(𝑡)
𝐹𝑍 𝑥
−1

0
𝑑𝑡 = 𝑓𝑍 𝑡

𝑑𝐹𝑍 𝑥
−1

𝑑𝑥
 

∵
𝜕

𝜕𝜆
 𝑓 𝑥, 𝜆 𝑑𝑥 =  

𝜕

𝜕𝜆
𝑓 𝑥, 𝜆 𝑑𝑥 + 𝑓 𝜙 𝜆 , 𝜆   

𝑑𝜙 𝜆

𝑑𝜆
 

𝜙 𝜆

0

𝜙 𝜆

0
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返回 

•  这条重要的结论是分离抽样的基础  

• 这个结论也为随机数产生提供了一种新的方案。 尽管实
际上并不可行。 

• 推论: 

几点说明： 



随机变量函数的分布 
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a. 考虑离散随机变量的情况 



118 

随机变量函数的分布 

返回 
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返回 

例如： 𝛿 𝑥2 − 𝑎2 =
1

2 𝑎
[𝛿 𝑥 − 𝑎 + 𝛿 𝑥 + 𝑎 ] 

5. 与𝑥乘积 

                          𝑥 𝛿 𝑥 = 0 



舍选抽样方法的证明 
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返回 



球坐标中极角和方位角的抽样 
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返回 
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2
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


 

 其他

方位角的余弦分布密度函数 

返回 

sin (arccos 𝑥) 



中心极限定理 
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返回 

𝑛𝜇, 



分布函数和它的反函数的对称关系 
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1 

  

返回 
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返回 



偏倚抽样和一维积分公式得比较 
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一维积分公式： 

偏倚抽样积分公式 
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按照偏倚抽样的思想，把一维积分写为 

返回 
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返
回 



随机行走的查点法公式 
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3 0 -3 

2 1 -1 

1 2 1 

0 3 3 

返回 

𝒙𝑵 = ∑ 𝒙𝑷𝑵 𝒙
𝑵𝒍
𝒙=−𝑵𝒍 = 𝒑 − 𝒒 𝑵𝒍， 

 𝒙𝑵
𝟐 = ∑ 𝒙𝟐 𝑷𝑵 𝒙

𝑵𝒍
𝒙=−𝑵𝒍 = 𝟒𝒑𝒒𝑵 𝒍 + 𝒙𝑵

𝟐 

𝚫𝒙𝑵
𝟐 = 𝟒𝒑𝒒𝑵 𝒍  

注意位置±1的实现有三种方式，比如位置1。 

(a) 𝐿 → 𝑅 → 𝑅, 𝑏 𝑅 → 𝐿 → 𝑅, 𝑐 𝑅 → 𝑅 → 𝐿 

走𝑁步以后, 右概率论理论公式可以得到： 



微分方程的差分形式 
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向前差分: 

向后差分: 

中心差分: 

泰勒展开： 
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微分方程的差分形式(续) 

所以，导数用差分形式写为 

向前差分形式： 

向后差分形式： 

中心差分形式： 

二阶导数： 

返回 



20世纪最伟大的10大算法 
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1.  1946 年，Metropolis 蒙特卡洛方法 

2.  1947 单纯形法: 一种非常实用的寻找最优基本可行解的方法 

3.  1950 Krylov子空间迭代法:在提高大型科学和工程计算效率上起
着重要作用 

4.  1951 矩阵计算的分解方法:该算法的意义使得开发灵活的矩阵
计算软件包成为可能 

5.  1957 优化的Fortran编译器:它是世界上第一个被正式采用并流
传至今的高级编程语言。 

6.  1959-61 计算矩阵特征值的QR算法: 找到了一种稳定的特征值
的计算方法 

7.  1962 快速排序算法：排序算法中的经典算法 

8.  1965 快速傅立叶变换：是离散傅立叶算法的一种快速算法 

9. 1977 整数关系探测算法：该算法还可简化量子场论中的
Feynman图的计算 

10.  1987 快速多极算法 

返回 



量子蒙特卡罗求解波函数 
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由薛定谔方程： 

引入传播子： 

（1） 

（2） 

（1）式的解： （3） 

(4) 



量子蒙特卡罗求解波函数 

比较(2),(4)式，得到传播子的表达式： 

如果考虑基态的情况，取 

(5) 



量子蒙特卡罗求解波函数 

在（5）中插入完备集 

得到： 



最后得到： 

其中： 

1

ℏ
 𝐸𝑑𝜏 =

𝜖

ℏ
∑𝑘=0
𝑁  
𝑚

2
×
 𝑥𝑘 − 𝑥𝑘+1
𝜖

2

+ 𝑉(𝑥 𝑘) 
𝜏

0

 



 Feynman的物理学思想 
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返回 

科学是一种方法，它教导人们一切事物是如何被了解的，
不了解的还有什么，现在又了解到什么程度（因为任何事
物都没有被绝对了解）。如何对待疑问和不确定性？依据
的法则是什么？如何思考问题并作出判断？如何区别真理
与欺骗？养成一种独创精神和探索精神，在对科学的学习
过程中，你学会通过实验和误差分析来处理问题，养成一
种独创精神和自由探索精神，这比科学本身的价值更巨大
，还要学会问自己有没有更好的办法来做。 


