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第一章：基本概念
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本章要点

概率的定义与诠释

随机变量与概率密度

随机变量的函数

期待值、方差

不确定度的传递



物理实验的目的是什么？

问题：如何实现？如何表述测量结果或发现？

测量 发现

𝑚𝑡 = 173.49 ± 1.07 GeV/𝑐2 发现双粲重子𝛯𝑐𝑐
++

验证已有理论，或者揭示新规律
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如何实现？如何科学地给出结论？

4

采集数据

数据分析

设计实验

现有理论已有实验

物理目标

概率与统计在所有过程都起着重要作用

估计(测量)参数

量化参数估计的不确定度

检验理论与实验的符合程度

数据分析的
主要任务 结论



随机性的来源

粒子物理与核物理中随机性的主要来源
• 理论本身是非确定的

量子力学（...量力学）

• 测量的随机不确定性
即使没有量子效应也存在

• 有些因素原则上可以确定但实际不确定
受限于所需费用、时间等
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这些不确定性可以用概率量化描述



概率与统计的差别
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概率：给定模型，预测数据。

统计：给定数据，预测模型。

例如，已知桶里50白球，50黑球。

问：手中的球什么颜色？

例如，已知手里4白球，6黑球。

问：桶中白球黑球的比例是多少？



概率与统计的差别
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公平硬币

不公平硬币

概率
给定模型，预测数据

统计
给定数据，推测模型

未知硬币



实验观测
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e e 观察某一类型的
𝑛 个事例

实验测量
给出每个事例的特征量(能动量，末态粒子数…)。

理论预言
给出上述各特征量的分布，而且可能还会包含自由参数。

实验数据统计分析物理结论



数据背后的物理图像是什么？
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原初物理 分辨率 探测效率 本底噪音

实验数据

数据分析专业术语：

事例选择，粒子鉴别，选择条件，信噪比优化，无偏选择，
探测效率，效率修正，卷积分辨率，解谱还原…



举例：测量闪烁体的衰减长度
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光在闪烁体中传播时指数衰减

𝑳𝟎：闪烁体的衰减长度，表征闪烁体质量的一项重要指标。

实验测量

𝑸 = 𝑸𝟎 𝒆
−
𝑳
𝑳𝟎

𝑸𝟏 𝑸𝟐

𝑳

𝑳𝟐𝑳𝟏

ො𝒛

𝒛
𝑶

𝑸𝟎 ∝ 𝑬：0.5𝑄0向左， 0.5𝑄0向右

𝑳𝟏 = 𝟎. 𝟓𝑳 + 𝒛, 𝑳𝟐 = 𝟎. 𝟓𝑳 − 𝒛

൝
𝑸𝟏 = 𝟎. 𝟓𝑸𝟎𝒆

−𝑳𝟏/𝑳𝟎

𝑸𝟐 = 𝟎. 𝟓𝑸𝟎𝒆
−𝑳𝟐/𝑳𝟎

൝
𝑸𝟏𝑸𝟐 = 𝟎. 𝟐𝟓𝑸𝟎

𝟐𝒆−𝑳/𝑳𝟎

𝑸𝟏/𝑸𝟐 = 𝒆−𝟐𝒛/𝑳𝟎
൝
𝑳𝟎 = 𝑳/𝐥𝐧 𝑸𝟎

𝟐/𝟒𝑸𝟏𝑸𝟐

𝑳𝟎 = −𝟐𝒛/𝐥𝐧(𝑸𝟏/𝑸𝟐)



举例：测量闪烁体衰减长度（续）
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实验采用恒定光源，因此 𝑄0 为常数，对待测闪烁体 𝐿0也为常数。
理论上只要在给定某个位置 𝑧，测量闪烁体两端的电荷输出量即可。
但在实际中，往往需要做多点测量。

频
数

Q2 Q1Q2
不
同
测
量

使用概率来量化结论！

理论上是不变的 𝑄1𝑄2值，
为什么每次测量都不相同？
能否认为 𝐿0不是常数？

൝
𝑸𝟏𝑸𝟐 = 𝟎. 𝟐𝟓𝑸𝟎

𝟐𝒆−𝑳/𝑳𝟎

𝑸𝟏/𝑸𝟐 = 𝒆−𝟐𝒛/𝑳𝟎



举例：宇宙线测量与物理信号
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问题1：如何确定能量测量的正确性？

问题2：如何确定1.4 TeV附近是物理信号还是统计涨落？
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本章要点

概率的定义与诠释

随机变量与概率密度

随机变量的函数

期待值、方差

不确定度的传递

• 随机事件
• 概率的定义
• 条件概率
• 概率的诠释
• 贝叶斯定理
• 全概率定理



随机事件
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在一定的实验条件下，现象𝐴可能发生，也可能
不发生，并且只有发生或不发生这样两种可能性，
这是偶然现象中一种比较简单的情形，我们把发生
了现象𝐴的事例称为随机事件𝐴，简称事件𝐴。
随机事件也称随机事例。



概率的定义
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柯尓莫哥洛夫公理

利用柯氏三公理可以得到

𝑨

𝑩

𝑪

𝑺

𝑃(𝐴)称为事件𝐴的概率

1. 𝑃 𝐴 ≥ 0, ∀ 𝐴 ⊂ 𝑆
2. 𝑃 𝑆 = 1
3. 𝑃 𝐴 ∪ 𝐵 = 𝑃 𝐴 + 𝑃(𝐵)：如果𝐴 ∩ 𝐵 = ∅

𝑃 ҧ𝐴 = 1 − 𝑃(𝐴)

𝑃 𝐴 ∪ ҧ𝐴 = 1

𝐴 ⊂ 𝐵 ⟹ 𝑃 𝐴 ≤ 𝑃 𝐵
𝑃 𝐴 ∪ 𝐵 = 𝑃 𝐴 + 𝑃 𝐵 − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵)

考虑一全集𝑆，有子集 𝐴, 𝐵,…



条件概率与独立性
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给定事件𝐵的条件下，事件𝐴发生的条件概率定义为

如果 𝑃 𝐴 ∩ 𝐵 = 𝑃 𝐴 𝑃(𝐵)，则称 𝐴与𝐵相互独立。

如果𝐴与𝐵相互独立，则

𝐴发生的概率与𝐵是否发生没有关系

要求 𝑃 𝐵 ≠ 0𝑃 𝐴|𝐵 =
𝑃 𝐴 ∩ 𝐵

𝑃(𝐵)

𝑃 𝐴|𝐵 =
𝑃 𝐴 ∩ 𝐵

𝑃(𝐵)
=
𝑃 𝐴 𝑃(𝐵)

𝑃(𝐵)
= 𝑃 𝐴
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条件概率与独立性

问题：假设两个子集𝐴和𝐵满足 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅，
那么𝐴和𝐵是否相互独立？

注意：两个子集互斥与独立定义不同。
互斥的两个事件必然相互不独立，其中一个事件
发生，则另一个事件必然不发生。
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概率的诠释

相对频率（频率论者）
假设𝐴, 𝐵,… 是可重复实验的一组结果，则概率是

𝑷 𝑨 = 𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

𝒏𝑨
𝒏

𝑛𝐴：𝑛次重复实验中𝐴出现的次数

𝑛：重复实验的次数

例如，量子力学、粒子散射、辐射衰变、宇宙线等

问题：相对频率的概率诠释满足柯氏公理吗？
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概率的诠释

主观概率（贝叶斯论者）

如果𝑨,𝑩,…是一些假设(真或假的一些陈述)，那么概率

 两种解释皆与柯尔莫哥洛夫公理相符。

𝑷 𝑨 = 对𝐴为真的信心程度(degree of belief)

 粒子物理与核物理实验中常用相对频率解释，但是
主观概率对不可重复现象可以提供更自然的处理：

系统不确定度，某个粒子存在的概率，置信区间的
解释，……



频率概率中的问题

实际问题中，统计量总是有限的。𝑃(𝐴)完全取决
于𝐴 的划分与总统计量的大小。
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概率大小会出现波动。

频率的概率解释不适用于某些特殊情况，例如

如何理解天气预报“明天降水概率60%”？

如何理解顶夸克质量的测量结果 𝑚𝑡 = 173.49 ± 1.07 GeV/𝑐2 ？



主观概率的一些特点

主观概率有一些吸引人的地方，例如对于不可重
复现象的处理中，显得比较自然
• 系统误差(重复实验时仍保持不变)；
• 在某个事例出现的粒子是正电子；
• 自然界是超对称的；
• 明天将下雨(将来事件的不确定性)；
• 公元1500年元月一日北京下雨(过去事件的不确定性)。
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结论中包含了主观上对事件为真的信念!



贝叶斯定理
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假设𝑃 𝐴 ≠ 0且𝑃 𝐵 ≠ 0，根据条件概率的定义

利用 𝑃 𝐴 ∩ 𝐵 = 𝑃 𝐵 ∩ 𝐴 ，可得

这就是贝叶斯定理，Reverend Thomas Bayes 首先提出。

𝑃 𝐴|𝐵 =
𝑃 𝐴 ∩ 𝐵

𝑃(𝐵)
与 𝑃 𝐵|𝐴 =

𝑃 𝐵 ∩ 𝐴

𝑃(𝐴)

𝑃 𝐴|𝐵 =
𝑃 𝐴 ∩ 𝐵

𝑃(𝐵)
=
𝑃 𝐵|𝐴 𝑃(𝐴)

𝑃(𝐵)

贝叶斯 (1702-1761)



全概率定律
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考虑样本空间𝑆的一个子集𝐵。
将样本空间划分为互斥的子集𝐴𝑖，
使得 ∪𝒊 𝑨𝒊 = 𝑺 。

全概率定律

贝叶斯定理

𝐵 = 𝐵 ∩ 𝑆 = 𝐵 ∩ ∪𝑖 𝐴𝑖 =∪𝑖 𝐵 ∩ 𝐴𝑖 ，

𝑩

𝑺

𝑩 ∩ 𝑨𝒊

𝑨𝟏

𝑨𝟐

𝑨𝟑 𝑨𝒊

𝑃 𝐵 = 𝑃 ∪𝑖 𝐵 ∩ 𝐴𝑖 =෍

𝑖

𝑃 𝐵 ∩ 𝐴𝑖

=෍

𝑖

𝑃 𝐵|𝐴𝑖 𝑃 𝐴𝑖

𝑃 𝐴 𝐵 =
𝑃 𝐵 𝐴 𝑃 𝐴

𝑃 𝐵
=

𝑃 𝐵 𝐴 𝑃 𝐴

σ𝑖𝑃 𝐵 𝐴𝑖 𝑃(𝐴𝑖)

利用条件概率公式



例：如何利用贝叶斯定理
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假设对任意一个人而言，感染上nCov的概率为

任何一次nCov检查的结果只有阴性(-)或阳性(+)两种

如果某人检查结果为阳性(+)，而他却觉得自己无明显感染
渠道。那么他是否应担心自己真的感染了nCov？

𝑃 nCov = 0.001
𝑃 no nCov = 0.999

验前概率，即任何检验之前

𝑃 +|nCov = 0.98 nCov感染患者阳性的概率
𝑃 −|nCov = 0.02 nCov感染患者阴性的概率

𝑃 +|no nCov = 0.03 nCov未感染患者阳性的概率
𝑃 −|no nCov = 0.97 nCov未感染患者阴性的概率



例：如何利用贝叶斯定理(续)
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利用贝叶斯定理，

也就是说，你可能没什么问题！?

涉及到如何诠释结果（概率）的问题！

从个人角度看：对自己染上nCov结果的可信度为3.2%。
从医生角度看：象这样的人有3.2%感染上了nCov。

𝑃 nCov| + =
𝑃 + nCov 𝑃 nCov

𝑃 + nCov 𝑃 nCov + 𝑃 + no nCov 𝑃 no nCov

=
0.98 × 0.001

0.98 × 0.001 + 0.03 × 0.999
= 0.032

我们想求的是验后概率 𝑃(nCov|+)，即阳性结果条件下
是nCov患者的概率。

nCoV患者阳性

所有为阳性结果的人



贝叶斯理论与主观概率

贝叶斯理论通常用于主观概率问题
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𝑷 理论|实验 =
𝑷 实验 理论

𝑃 实验
⋅ 𝑃 理论

验后概率 先验概率
似然性

实验
改进的
理论

• 如果实验证明 𝑃 理论 实验 = 0，则表明理论不能接受

• 大的 𝑃 理论 实验 会增加对理论的信任度

• 通过实验结果可以修改 𝑃 理论

• 改进的 𝑃 理论 可应用于对重复实验结果的预测

• 𝑃 理论 实验 对先验理论的依赖将最终消失

这是个“认识-实践-再认识-再实践”的迭代过程：

理论 新实验
新改进的
理论



举例：检查给定概率的合理性
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如果一个实验有三种可能并且互斥的结果 𝐴, 𝐵 和𝐶 ，
检查下列各种情况给出的概率值是否是合理的：

1) 𝑃 𝐴 = 1/3, 𝑃 𝐵 = 1/3, 𝑃 𝐶 = 1/3
2) 𝑃 𝐴 = 0.64, 𝑃 𝐵 = 0.38, 𝑃 𝐶 = −0.02
3) 𝑃 𝐴 = 0.35, 𝑃 𝐵 = 0.52, 𝑃 𝐶 = 0.26
4) 𝑃 𝐴 = 0.57, 𝑃 𝐵 = 0.24, 𝑃 𝐶 = 0.19
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本章要点

概率的定义与诠释

随机变量与概率密度

随机变量的函数

期待值、方差

不确定度的传递

• 随机变量
• 概率密度、直方图
• 联合概率密度
• 边缘概率密度
• 条件概率密度



随机变量和概率密度函数

随机变量是样本空间元素的实值单值函数，可以
是离散函数，也可以是连续函数

29

假设实验结果为连续值 𝑥，𝑥 在 𝑥, 𝑥 + d𝑥 区间内的概率为

𝑃 𝑥 ∈ 𝑥, 𝑥 + d𝑥 = 𝑓 𝑥 d𝑥

𝑓 𝑥 为概率密度函数(pdf)

𝑃 𝑥𝑖 = 𝑝𝑖

归一化：𝑥 一定是某个实数

对于离散结果 𝑥𝑖 (𝑖 = 1,2, …)：

׬
−∞

+∞
𝑓 𝑥 d𝑥 = 1

概率质量函数(pmf)

σ𝑖 𝑃(𝑥𝑖) = 1 归一化



累积分布函数

实验结果小于等于 𝑥 的概率

30

累积分布函数(cdf)න
−∞

𝑥

𝑓 𝑥′ d𝑥′ ≡ 𝐹(𝑥)

𝑓(𝑥) 𝐹(𝑥)

𝑥 𝑥

 概率密度函数可以定义为 𝑓 𝑥 =
𝜕𝐹 𝑥

𝜕𝑥



 分位数、中位数与模

31

分位数 𝑥𝛼 定义为随机变量 𝑥 的值，它使得

因此容易求出分位点

随机变量 𝑥 的中位数定义为

随机变量 𝑥 被观测到大于或小于中位数的概率相等。

模定义为使概率密度函数值达到极大的随机变量值。

𝐹 𝑥𝛼 = 𝛼 (0 ≤ 𝛼 ≤ 1)

𝑥𝛼 = 𝐹−1(𝛼)

𝑥1/2 = 𝐹−1(1/2)

𝛼分位数（𝛼-quantile）
中位数（median）
模（mode）



直方图与概率密度函数

概率密度函数 pdf 就是样本无穷大，区间宽度为零，且归一
化到单位面积的直方图。

32

直方图在统计分析中非常重
要，应准确理解它的含义。

𝑁(𝑥)

𝑓(𝑥)𝑓(𝑥)

𝑁(𝑥)

𝑥 𝑥

𝑥 𝑥

𝑓 𝑥 =
𝑁 𝑥

𝑛⋅Δ𝑥

𝑁 𝑥 =每个区间的频数
𝑛 =填入直方图的总事例数
Δ𝑥 =区间的宽度

𝑛 → ∞, Δ𝑥 → 0
𝑛 ⋅ Δ𝑥有限



多变量情形
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观测量不止一个，例如 𝑥 与 𝑦

𝑃 𝐴 ∩ 𝐵 = 𝑓 𝑥, 𝑦 d𝑥d𝑦
𝑓 𝑥, 𝑦 =联合概率密度函数

ඵ𝑓 𝑥, 𝑦 d𝑥d𝑦 = 1



边缘概率密度

有时，我们只关心某个分量的pdf：

34

如果𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑓𝑥 𝑥 𝑓𝑦(𝑦)，则称随机变量 𝑥 和 𝑦 相互独立

𝑃 𝐴 =෍

𝑖

𝑃 𝐴 ∩ 𝐵𝑖

→ න𝑓 𝑥, 𝑦 d𝑦 d𝑥

事件𝐴

事件𝐵𝑖
=෍

𝑖

𝑓 𝑥, 𝑦𝑖 d𝑦 d𝑥

𝑓𝑥 𝑥 = න𝑓 𝑥, 𝑦 d𝑦 边缘概率密度

𝑓𝑦 𝑦 = න𝑓 𝑥, 𝑦 d𝑥类似地



𝒇𝒚(𝒚)

𝒇𝒙(𝒙)

𝒇(𝒙,𝒚)

边缘概率密度

35

边缘概率密度：将联合概率密度投影某个坐标轴

投影到 𝑥 轴，就是对𝑦积分：

𝑓𝑥 𝑥 = න𝑓 𝑥, 𝑦 d𝑦

投影到 𝑦 轴，就是对𝑥积分：

𝑓𝑦 𝑦 = න𝑓 𝑥, 𝑦 d𝑥



条件概率密度函数

36

有时，我们关心联合pdf中某个变量为常数的情况。

条件概率密度函数

贝叶斯定理可写为

𝑃 𝐵 𝐴 =
𝑃 𝐴 ∩ 𝐵

𝑃(𝐴)
=
𝑓 𝑥, 𝑦 d𝑥d𝑦

𝑓𝑥 𝑥 d𝑥

ℎ 𝑦 𝑥 =
𝑓 𝑥, 𝑦

𝑓𝑥 𝑥
, 𝑔 𝑥 𝑦 =

𝑓 𝑥, 𝑦

𝑓𝑦(𝑦)

𝑔 𝑥 𝑦 =
ℎ 𝑦|𝑥 𝑓𝑥(𝑥)

𝑓𝑦(𝑦)

如果𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑓𝑥 𝑥 𝑓𝑦 𝑦 ，则𝑥, 𝑦相互独立。

如果𝑃 𝐴 ∩ 𝐵 = 𝑃 𝐴 𝑃(𝐵)，则𝐴, 𝐵相互独立。

 条件概率

根据条件概率的定义：



条件概率密度函数(续)

37

例如，已知联合概率密度𝑓(𝑥, 𝑦)。
求条件概率密度 ℎ 𝑦 𝑥1 ，ℎ 𝑦 𝑥2 。

做法：
1. 将𝑓(𝑥, 𝑦)中的 𝑥 固定为𝑥1或𝑥2，
2. 除以相应的边缘概率密度𝑓𝑥 𝑥1

或𝑓𝑥 𝑥2 ，以保证归一化条件

ℎ 𝑦 𝑥1 =
𝑓 𝑥1, 𝑦

𝑓𝑥 𝑥1

ℎ 𝑦 𝑥2 =
𝑓 𝑥2, 𝑦

𝑓𝑥 𝑥2



举例：检查经验式概率密度函数

38

实验上经常经验性地从直方图中给出概率密度函数（例如
通过拟合直方图分布），但是需要确定得到的函数是否
满足概率密度函数的定义，例如

试判断哪一个可以用作概率密度函数？

1) 𝑓 𝑥 =
𝑥−2

2
, 对于 𝑥 = 1,2,3,4

2) ℎ 𝑥 =
𝑥2

25
,   对于 𝑥 = 0,1,2,3,4
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本章要点

概率的定义与诠释

随机变量与概率密度

随机变量的函数

期待值、方差

不确定度的传递

• 一维随机变量的函数
• 多维随机变量的函数
• 梅林卷积、傅立叶卷积
• 雅克比行列式



数据分析中的问题

40

粒子物理与核物理实验中对动量的测量通常是分别测量

在已知两分量测量值的概率密度函数情况下，总动量为

如何导出总动量的测量值的概率密度函数？

是研究随机变量函数的p.d.f问题。

𝑝T = 𝑝𝑥
2 + 𝑝𝑦

2 𝑓(𝑝T, 𝑝𝑧)𝑝z

𝑝 = 𝑝T
2 + 𝑝𝑧

2

𝑔(𝑝)

随机变量的函数自身也是一个随机变量。
例如，
𝜃和cos 𝜃



一维随机变量的函数

41

假设 𝑥 服从概率密度 𝑓(𝑥)，对于函数 𝑎 𝑥 ，
其概率密度 𝑔(𝑎)为何？

𝑎 ∈ 𝑎, 𝑎 + d𝑎 的概率 𝑔 𝑎 d𝑎
等于 𝑥 ∈ d𝑆 的概率 𝑓 𝑥 d𝑥

𝑔 𝑎 d𝑎 = ׬
d𝑆
𝑓 𝑥 d𝑥

𝑥

𝑎 𝑥

假设函数𝑎 𝑥 单调。

= ׬
𝑥 𝑎

𝑥 𝑎+d𝑎
𝑓 𝑥′ d𝑥′

d𝑆：满足𝑎 ∈ [𝑎, 𝑎 + d𝑎]的𝑥的集合

= ׬
𝑥 𝑎

𝑥 𝑎 +
d𝑥

d𝑎
d𝑎
𝑓 𝑥′ d𝑥′

⇒ 𝒈 𝒂 = 𝒇 𝒙 𝒂
𝐝𝒙

𝐝𝒂

d𝑆



函数的逆不唯一情况

42

假如 𝑎(𝑥) 的逆不唯一，d𝑆 将包含多段 d𝑥 区间，需要全部
考虑进来

例如：𝑎 = 𝑥2，𝑥 = ± 𝑎，d𝑥 = ±
d𝑎

2 𝑎

d𝑆

𝑔 𝑎 d𝑎 = d𝑆׬ 𝑓 𝑥 d𝑥

d𝑆 = 𝑎, 𝑎 +
𝑑𝑎

2 𝑎
∪ − 𝑎 −

𝑑𝑎

2 𝑎
, 𝑎

𝑔 𝑎 =
𝑓 𝑎

2 𝑎
+
𝑓 − 𝑎

2 𝑎



多维随机变量的函数

43

考虑多维随机变量 Ԧ𝑥 = 𝑥1, … , 𝑥𝑛 与函数 𝑎 Ԧ𝑥 。
已知 Ԧ𝑥 的概率密度 𝑓 Ԧ𝑥 = 𝑓 𝑥1, … , 𝑥𝑛 ，求 𝑎 的概率密度𝑔(𝑎)

𝑔 𝑎′ d𝑎′ = න⋯න
d𝑆

𝑓 𝑥1, … , 𝑥𝑛 d𝑥1⋯d𝑥𝑛

d𝑆：在𝑎 Ԧ𝑥 = 𝑎′和𝑎 Ԧ𝑥 = 𝑎′ + d𝑎′定义的两个曲面
之间的 Ԧ𝑥空间范围



多维随机变量的函数：𝑧 = 𝑥𝑦

44

如果两个随机变量 𝑥, 𝑦 > 0，服从联合概率密度 𝑓 𝑥, 𝑦 ，
考虑函数 𝑧 = 𝑥𝑦，其概率密度函数𝑔 𝑧 是什么形式？

𝑔 𝑧 d𝑧 = ඵ
d𝑆

𝑓 𝑥, 𝑦 d𝑥d𝑦 = න
0

∞

d𝑥 න
𝑧/𝑥

(𝑧+d𝑧)/𝑥

𝑓 𝑥, 𝑦 d𝑦

= න
0

∞

d𝑥 𝑓 𝑥,
𝑧

𝑥

d𝑧

𝑥

给定𝑥，
当𝑧 ∈ 𝑧, 𝑧 + d𝑧 时，

𝑦 ∈
𝑧

𝑥
,
𝑧+d𝑧

𝑥
。

= න
0

∞

𝑓 𝑥,
𝑧

𝑥

d𝑥

𝑥
d𝑧

𝑔 𝑧 = න
0

∞

𝑓 𝑥,
𝑧

𝑥

d𝑥

𝑥

𝑔 𝑧 = න
0

∞

𝑓
𝑧

𝑦
, 𝑦

d𝑦

𝑦



多维随机变量的函数：𝑧 = 𝑥 + 𝑦

45

如果两个随机变量 𝑥, 𝑦 > 0，服从联合概率密度 𝑓 𝑥, 𝑦 ，
考虑函数 𝑧 = 𝑥 + 𝑦，其概率密度函数𝑔 𝑧 是什么形式？

𝑔 𝑧 d𝑧 = ඵ
d𝑆

𝑓 𝑥, 𝑦 d𝑥d𝑦 = න
0

∞

d𝑥 න
𝑧−𝑥

𝑧+d𝑧−𝑥

𝑓 𝑥, 𝑦 d𝑦

= න
0

∞

d𝑥 𝑓 𝑥, 𝑧 − 𝑥 d𝑧
给定𝑥，
当𝑧 ∈ 𝑧, 𝑧 + d𝑧 时，
𝑦 ∈ 𝑧 − 𝑥, 𝑧 + d𝑧 − 𝑥 。

= න
0

∞

𝑓 𝑥, 𝑧 − 𝑥 d𝑥 d𝑧

𝑔 𝑧 = න
0

∞

𝑓 𝑥, 𝑧 − 𝑥 d𝑥

𝑔 𝑧 = න
0

∞

𝑓 𝑧 − 𝑦, 𝑦 d𝑦



梅林卷积与傅立叶卷积

46

假设随机变量 𝑥, 𝑦相互独立，分别服从 𝑔 𝑥 和ℎ(𝑦)分布。

𝑓 𝑧 = න
−∞

+∞

𝑔 𝑥 ℎ
𝑧

𝑥

d𝑥

𝑥
= න

−∞

+∞

𝑔
𝑧

𝑦
ℎ 𝑦

d𝑦

𝑦

梅林(Mellin)卷积

𝑧 = 𝑥𝑦 的概率密度函数𝑓 𝑧 是什么形式？

𝒇 = 𝒈⊗ 𝒉

𝑧 = 𝑥 + 𝑦 的概率密度函数𝑓 𝑧 是什么形式？

𝑓 𝑧 = න
−∞

+∞

𝑔 𝑥 ℎ 𝑧 − 𝑥 d𝑥 = න
−∞

+∞

𝑔 𝑧 − 𝑦 ℎ 𝑦 d𝑦

傅立叶(Fourier)卷积 𝒇 = 𝒈⊗ 𝒉



多维随机变量的函数与雅克比行列式

47

考虑随机矢量 Ԧ𝑥 = 𝑥1, … , 𝑥𝑛 ，联合概率密度为 𝑓 Ԧ𝑥 ，
构造 𝑛 个线性独立的函数 Ԧ𝑎 Ԧ𝑥 = 𝑎1 Ԧ𝑥 ,… , 𝑎𝑛 Ԧ𝑥 ，
并且其逆函数 𝑥1 Ԧ𝑎 ,… , 𝑥𝑛 Ԧ𝑎 存在。

其中 𝑱 是雅可比行列式

对联合概率密度 𝒈 𝒂 积分掉其他不关心的变量，
可以得到任意一个边缘概率密度 𝒈𝒊 𝒂𝒊 。
这是数据分析中误差传递的基础。

则 Ԧ𝑎 的联合概率密度为 𝒈 𝒂 = 𝑱 𝒇 𝒙 𝒂
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本章要点

概率的定义与诠释

随机变量与概率密度

随机变量的函数

期待值、方差

不确定度的传递

• 均值、方差、标准差
• 协方差、相关系数



期待值、方差、标准差

49

考虑概率密度为 𝑓(𝑥) 的随机变量 𝑥，定义期待 (平均)值为

通常记为：

对离散型变量，有

对概率密度为 𝑔(𝑦) 的函数 𝑦(𝑥) ，有

方差定义为

通常记为：

标准差：

𝑬 𝒙 = න𝒙𝒇 𝒙 𝐝𝒙 𝑬 𝒙 = 𝝁
意为pdf的“重心”

𝑬 𝒙 = σ𝒊=𝟏
𝒏 𝒙𝒊𝑷(𝒙𝒊)

𝑬 𝒚 = න𝒚𝒈 𝒚 𝐝𝒚 = න𝒚 𝒙 𝒇(𝒙) 𝐝𝒙

𝑽 𝒙 = 𝑬 𝒙 − 𝑬 𝒙 𝟐 = 𝑬 𝒙𝟐 − 𝝁𝟐

𝑽 𝒙 = 𝝈𝟐

𝝈 ≡ 𝝈𝟐



协方差与相关系数

50

定义协方差 cov[𝑥, 𝑦] (也可用矩阵 𝑉𝑥𝑦 表示)为

相关系数定义为

如果 𝑥, 𝑦 相互独立，即

则

𝐜𝐨𝐯 𝒙, 𝒚 = 𝑬 𝒙 − 𝝁𝒙 𝒚 − 𝝁𝒚 = 𝑬 𝒙𝒚 − 𝝁𝒙𝝁𝒚

𝝆𝒙𝒚 =
𝐜𝐨𝐯 𝒙, 𝒚

𝝈𝒙𝝈𝒚
无量纲

𝒇 𝒙, 𝒚 = 𝒇𝒙 𝒙 𝒇𝒚 𝒚

𝑬 𝒙𝒚 = 𝒙𝒚𝒇׭ 𝒙, 𝒚 𝐝𝒙𝐝𝒚 = 𝝁𝒙𝝁𝒚

𝐜𝐨𝐯 𝒙, 𝒚 = 𝟎

即𝑥, 𝑦 不相关

𝝆 = 𝟎. 𝟕𝟓 𝝆 = −𝟎. 𝟕𝟓

𝝆 = 𝟎. 𝟗𝟓 𝝆 = 𝟎. 𝟐𝟓

𝒙 𝒙

𝒙𝒙

𝒚𝒚

𝒚 𝒚

𝝆𝒙𝒚 = 𝟎



判断题：

51

1. 随机变量 𝑥 的数学期望 𝑬 𝒙 是 𝒙 的函数。 【 】

2. 如果两个随机变量 𝑥, 𝑦 不相关，即 𝝆𝒙𝒚 = 𝟎，则
𝑥, 𝑦 相互独立。【 】



例：样本均值

52

假设实验研究某核素衰变寿命，探测效率100%，共测量了 𝑛
次，每次探测结果为 𝑡𝑖。求平均寿命(即寿命的期待值)。

根据离散型期待值的定义：

问题的关键是 𝑡𝑖 的概率密度 𝑃(𝑡𝑖) 是什么？

𝑛 次测量出现 𝑡𝑖 频率为一次，根据相对频率的概率诠释，

因此，平均寿命（或期待值）为

思考：如果 𝑡𝑖 出现的频率为 𝑚𝑖次，结果会不同吗？

𝑬 𝒕 =෍

𝒊=𝟏

𝒏

𝒕𝒊𝑷 𝒕𝒊

𝑷(𝒕𝒊) =
𝟏

𝒏

𝑬 𝒕 =෍

𝒊=𝟏

𝒏

𝒕𝒊
𝟏

𝒏
=
𝟏

𝒏
෍

𝒊=𝟏

𝒏

𝒕𝒊
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本章要点

概率的定义与诠释

随机变量与概率密度

随机变量的函数

期待值、方差

不确定度的传递
• 不确定度的传递
• 不确定度与相关性
• 正交变换消除相关性



假设我们对某个量测量了一组值 Ԧ𝑥 = 𝑥1, … , 𝑥𝑛 ，并得到其
协方差 𝑉𝑖𝑗 = cov[𝑥𝑖 , 𝑥𝑗]（表征与 𝑥𝑖 有关的测量不确定度）。

不确定度的传递(1)

54

现考虑一函数 𝑦 Ԧ𝑥 ，如何求其方差 𝑉 𝑦 ？

困难所在：

硬核计算法：

利用联合概率密度 𝑓 Ԧ𝑥 求 𝑦 的概率密度 𝑔 𝑦 ，然后计算
𝑉 𝑦 = 𝐸 𝑦2 − 𝐸 𝑦 2

现实中通常不可行，有时我们甚至完全清楚 𝑓 Ԧ𝑥 的形式。

有没有简单可行的方法呢？



假设我们已知 Ԧ𝜇 = 𝐸[ Ԧ𝑥]，

不确定度的传递(2)

55

现实中通常只能根据测量得到 Ԧ𝑥 的估计

为了得到 𝑉 𝑦 ，我们需要计算 𝐸 𝑦2 和 𝐸[𝑦]。

𝒚 𝒙 ≈ 𝒚 𝝁 +෍

𝒊=𝟏

𝒏
𝝏𝒚

𝝏𝒙𝒊 𝒙=𝝁

(𝒙𝒊 − 𝝁𝒊)

对 𝑦 Ԧ𝑥 在 Ԧ𝜇 处作一阶泰勒展开，

𝑬[𝒚 𝒙 ] ≈ 𝒚 𝝁由于 𝐸 𝑥𝑖 − 𝜇𝑖 = 0，



不确定度的传递(3)

56

因此，𝑦 Ԧ𝑥 的方差为

𝝈𝒚
𝟐 ≈ ෍

𝒊,𝒋=𝟏

𝒏
𝝏𝒚

𝝏𝒙𝒊

𝝏𝒚

𝝏𝒙𝒋 𝒙=𝝁

𝑽𝒊𝒋

𝐸 𝑦2 ≈ 𝑦2 𝜇2 + 2𝑦 Ԧ𝜇 σ𝑖=1
𝑛 𝜕𝑦

𝜕𝑥𝑖 Ԧ𝑥=𝜇
𝐸 𝑥𝑖 − 𝜇𝑖

+𝐸 σ𝑖=1
𝑛 𝜕𝑦

𝜕𝑥𝑖 Ԧ𝑥=𝜇
𝑥𝑖 − 𝜇𝑖 σ𝑗=1

𝑛 𝜕𝑦

𝜕𝑥𝑗 Ԧ𝑥=𝜇

𝑥𝑗 − 𝜇𝑗

= 𝑦2 𝜇2 + 0 + 𝐸 σ𝑖,𝑗=1
𝑛 𝜕𝑦

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑦

𝜕𝑥𝑗 Ԧ𝑥=𝜇

𝑥𝑖 − 𝜇𝑖 𝑥𝑗 − 𝜇𝑗

= 𝑦2 𝜇2 +σ𝑖,𝑗=1
𝑛 𝜕𝑦

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑦

𝜕𝑥𝑗 Ԧ𝑥=𝜇

𝑉𝑖𝑗

不确定度传递公式
或

“误差传递公式”



不确定度的传递(4)
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如果 𝑥𝑖 不相关，即 𝑉𝑖𝑗 = 𝜎𝑖
2𝛿𝑖𝑗，那么

𝝈𝒚
𝟐 ≈෍

𝒊=𝟏

𝒏
𝝏𝒚

𝝏𝒙𝒊 𝒙=𝝁

𝟐

𝝈𝒊
𝟐

类似地，对于 𝑚 组函数 Ԧ𝑦 Ԧ𝑥 = 𝑦1 Ԧ𝑥 ,… , 𝑦𝑚 Ԧ𝑥 ，

𝑼𝒌𝒍 = 𝐜𝐨𝐯 𝒚𝒌, 𝒚𝒍 ≈ ෍

𝒊,𝒋=𝟏

𝒏
𝝏𝒚𝒌
𝝏𝒙𝒊

𝝏𝒚𝒍
𝝏𝒙𝒋 𝒙=𝝁

𝑽𝒊𝒋

或者，写成矩阵形式 𝑈 = 𝐴𝑉𝐴𝑇，其中

𝑨𝒊𝒋 =
𝝏𝒚𝒊
𝝏𝒙𝒋 𝒙=𝝁

这是特殊条件下的
“误差传递公式”



不确定度的传递(5)

不确定度传递公式告诉我们，如何
用原始变量 Ԧ𝑥的协方差表示一组函数
Ԧ𝑦 Ԧ𝑥 = 𝑦1 Ԧ𝑥 ,… , 𝑦𝑚 Ԧ𝑥 的协方差。
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局限性
• 只有当 Ԧ𝑦(𝑥)为线性时才严格成立；

• 如果函数在与 𝜎𝑖 差不多的范围内是
非线性的，这个近似不再适用。

前面的推导没有要求 𝑥𝑖 的概率密度的严格
形式，例如，它可以不是高斯分布。



不确定度传递：特例
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注意：变量之间的相关性，可以引起巨大变化！

𝒚 = 𝒙𝟏 + 𝒙𝟐 𝝈𝒚
𝟐 = 𝝈𝟏

𝟐 + 𝝈𝟐
𝟐 + 𝟐𝐜𝐨𝐯 𝒙𝟏, 𝒙𝟐

𝒚 = 𝒙𝟏𝒙𝟐
𝝈𝒚
𝟐

𝒚𝟐
=
𝝈𝟏
𝟐

𝒙𝟏
𝟐
+
𝝈𝟐
𝟐

𝒙𝟐
𝟐
+
𝟐𝐜𝐨𝐯 𝒙𝟏, 𝒙𝟐

𝒙𝟏𝒙𝟐

如果 𝑥𝑖 不相关：
• 和的不确定度的平方等于不确定度的平方和
• 积的相对不确定度的平方等于相对不确定度的平方和



不确定度传递：特例
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即，对于 100% 相关的两个变量，其差的不确定度为零。

𝝁𝟏 = 𝝁𝟐 = 𝟏𝟎， 𝝈𝟏 = 𝝈𝟐 = 𝟏。考虑 𝒚 = 𝒙𝟏 − 𝒙𝟐，其中：

𝑽 𝒚 = 𝟏𝟐 + 𝟏𝟐 = 𝟐 𝝈𝒚 = 𝟏. 𝟒

1)  𝝆 =
𝐜𝐨𝐯 𝒙𝟏,𝒙𝟐

𝝈𝟏𝝈𝟐
= 𝟎

2)  𝝆 = 𝟏

𝑽 𝒚 = 𝟏𝟐 + 𝟏𝟐 − 𝟐 = 𝟎 𝝈𝒚 = 𝟎

这种特征有时候是有益的：将共同的或难以估计的不确定度，
通过适当的数学处理将它们消掉，达到减小不确定度的目的。



实践讨论题

利用普通的体重计称一个重量十公斤以内的物体，
例如
• 笔记本电脑
• 装有大约10本书的书包
• 行李箱

评价你的测量结果是否靠谱。
如果不靠谱，有什么办法？
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大亚湾反应堆中微子实验

 大亚湾实验的主要目的是精确测量中微子振荡混合角𝜃13。

 中微子形态随运动距离的改变理论预言
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𝚫𝑰𝒓 ∼
𝜟𝑺

𝟒𝝅𝒓𝟐
⋅ 𝑰 ⋅ 𝑷 ഥ𝝂𝒆 → ഥ𝝂𝒆 =

𝜟𝑺

𝟒𝝅𝒓𝟐
⋅ 𝑰 ⋅ 𝒇 𝜟𝒎, 𝐬𝐢𝐧𝜽𝟏𝟑 ⋅ 𝝈𝐱𝐬𝐞𝐜 ⋅ 𝜺𝐞𝐟𝐟

为了实现1%的探测精度，除
了在振荡效应较大的远点探测
器，大亚湾实验还在靠近反应
堆处放置了两个近点探测器。
这样做为什么有效？

𝑟： 探测器与反应堆的距离
Δ𝑆：探测器对应的面元
𝐼： 反应堆发射中微子的通量
𝜎xsec：中微子与探测器的反应截面
𝜀eff：探测效率
Δ𝑚, sin 𝜃13：待测量或参数

远点
探测器

近点
探测器

近点
探测器



坐标变换下的不确定度矩阵
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实验上测量带电粒子动量通常是，测量粒子在探测器中各点
的击中坐标 𝑥, 𝑦 ，然后拟合径迹。径迹往往用极坐标 𝑟, 𝜃
描述。一般来说，(𝑥, 𝑦)的测量不相关。 𝑟, 𝜃 是否相关？

由于

坐标变换后的协方差矩阵为

两种坐标的变换关系：
𝑟2 = 𝑥2 + 𝑦2， tan 𝜃 = 𝑦/𝑥

𝑈𝑟𝜃 = 𝐴𝑉𝑥𝑦𝐴
𝑇

𝑉𝑥𝑦 =
𝜎𝑥
2 0

0 𝜎𝑦
2

𝑈𝑟𝜃 =

𝑥

𝑟

𝑦

𝑟

−
𝑦

𝑟2
𝑥

𝑟2

𝜎𝑥
2 0

0 𝜎𝑦
2

𝑥

𝑟
−
𝑦

𝑟2
𝑦

𝑟

𝑥

𝑟2

=
1

𝑟2

𝑥2𝜎𝑥
2 + 𝑦2𝜎𝑦

2
𝑥𝑦 𝜎𝑦

2 − 𝜎𝑥
2

𝑟
𝑥𝑦 𝜎𝑦

2 − 𝜎𝑥
2

𝑟

𝑥2𝜎𝑥
2 + 𝑦2𝜎𝑦

2

𝑟2

𝐴𝑖𝑗 =
𝜕𝑦𝑖
𝜕𝑥𝑗 Ԧ𝑥=𝜇

⇒ 𝐴 =

𝑥

𝑟

𝑦

𝑟

−
𝑦

𝑟2
𝑥

𝑟2

除非处处满足 𝜎𝑥 = 𝜎𝑦，否则 𝑟, 𝜃 有相关性。



不同坐标系下相关性的变化
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𝝆 = 𝟎. 𝟕𝟓 𝝆 = −𝟎. 𝟕𝟓

𝝆 = 𝟎. 𝟗𝟓 𝝆 = 𝟎. 𝟐𝟓

通过转动坐标，随机变量的相关性会发生改变。

显然，通过将坐标系转动 450，上面的相关性在新坐标系下消失。

𝒚

𝒙

𝒚′
𝒙′



正交变换消除随机变量间的相关性
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对应的协方差矩阵为
非线性情况

假设有 𝑛 个随机变量 Ԧ𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛) 及其协方差矩阵 𝑉𝑖𝑗 = cov 𝑥𝑖 , 𝑥𝑗 ，
可以证明，能够通过线性变换重新定义 𝑛 个新的变量 Ԧ𝑦 = 𝑦1, … , 𝑦𝑛 ，
使得对应的协方差矩阵 𝑈𝑖𝑗 = cov 𝑦𝑖 , 𝑦𝑗 非对角元为零。

令这个变换为 𝒚𝒊 = σ𝒋=𝟏
𝒏 𝑨𝒊𝒋𝒙𝒋 或写成矩阵形式 Ԧ𝑦 = 𝐴 Ԧ𝑥

𝑈𝑖𝑗 = cov 𝑦𝑖, 𝑦𝑗
=

cov σ𝑘=1
𝑛 𝐴𝑖𝑘𝑥𝑘 , σ𝑙=1

𝑛 𝐴𝑗𝑙𝑥𝑙
= σ𝑘,𝑙=1

𝑛 𝐴𝑖𝑘𝐴𝑗𝑙cov 𝑥𝑘 , 𝑥𝑙
= σ𝑘,𝑙=1

𝑛 𝐴𝑖𝑘𝐴𝑗𝑙𝑉𝑘𝑙
= σ𝑘,𝑙=1

𝑛 𝐴𝑖𝑘𝑉𝑘𝑙𝐴𝑙𝑗
𝑇

= 𝐴𝑉𝐴𝑇

𝑈𝑖𝑗 = cov 𝑦𝑖, 𝑦𝑗

≈ ෍

𝑘,𝑙=1

𝑛
𝜕𝑦𝑖
𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑦𝑗

𝜕𝑥𝑙 Ԧ𝑥=𝜇

𝑉𝑘𝑙

目标：使矩阵𝑈为对角矩阵



对角化变换后变量的协方差矩阵
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选取适当的𝐴使协方差矩阵 𝑈 = 𝐴𝑉𝐴𝑇 对角化

由于协方差矩阵总是对称的，可知本征矢量是正交的

先确定协方差矩阵 𝑉 的本征列矢量 Ԧ𝑟𝑖 (𝑖 = 1,… , 𝑛) 。解方程

变换矩阵 𝐴 由本征矢量 Ԧ𝑟 给出，即

𝑉Ԧ𝑟𝑖 = 𝜆𝑖 Ԧ𝑟
𝑖 或 𝑉𝑘𝑙𝑟𝑙

𝑖 = 𝜆𝑖𝑟𝑘
𝑖

Ԧ𝑟𝑖 ⋅ Ԧ𝑟𝑗 = ෍

𝑘=1

𝑛

𝑟𝑘
𝑖𝑟𝑘

𝑗
= 𝛿𝑖𝑗

𝐴𝑖𝑗 = 𝑟𝑗
𝑖 , 𝐴𝑖𝑗

𝑇 = 𝑟𝑖
𝑗
,

෍

𝑗=1

𝑛

𝐴𝑖𝑗𝐴𝑗𝑘
𝑇 =෍

𝑗=1

𝑛

𝐴𝑖𝑗𝐴𝑗𝑘
𝑇 =෍

𝑗=1

𝑛

𝑟𝑗
𝑖𝑟𝑗
𝑘 = Ԧ𝑟𝑖 ⋅ Ԧ𝑟𝑘 = 𝛿𝑖𝑘



正交变换后变量的协方差矩阵
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因此，正则变换的协方差矩阵为

正交变换后，变量的
方差由原协方差矩阵
𝑉 的本征值给出。

对应于矢量的转动
不改变模的大小。
Ԧ𝑦 2 = Ԧ𝑦𝑇 Ԧ𝑦 = Ԧ𝑥𝑇𝐴𝑇𝐴 Ԧ𝑥 = Ԧ𝑥 2

尽管不相关的变量往往容易
处理，但是对经过变换的变
量的理解不一定容易。

𝑈𝑖𝑗 = ෍

𝑘,𝑙=1

𝑛

𝐴𝑖𝑘𝑉𝑘𝑙𝐴𝑙𝑗
𝑇

= ෍

𝑘,𝑙=1

𝑛

𝑟𝑘
𝑖𝑉𝑘𝑙𝑟𝑙

𝑗

= ෍

𝑘=1

𝑛

𝑟𝑘
𝑖𝜆𝑗𝑟𝑘

𝑗

= 𝜆𝑗 Ԧ𝑟
𝑖 ⋅ Ԧ𝑟𝑗

= 𝜆𝑗𝛿𝑖𝑗



带电粒子在闪烁体的射程
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在原来的定义下，可以得到
粒子射程随动量大小的变化
关系。通过转动变换，粒子
的射程与动量发生了改变，
没有物理含义，但是提供了一
个很好的粒子类型甄别变量。



69

小结

 概率的定义与诠释

 随机变量与概率密度

 随机变量的函数

 期待值、方差

 不确定度的传递
• 不确定度的传递、不确定度与相关性
• 正交变换消除相关性

• 随机事件
• 概率的定义与诠释（相对频率、主观）
• 条件概率、贝叶斯定理、全概率定理

• 随机变量、概率密度、直方图
• 联合概率密度、边缘概率密度、条件概率密度

• 一维（多维）随机变量的函数
• 梅林卷积、傅立叶卷积、雅克比行列式

• 均值、方差、标准差
• 协方差、相关系数


