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第三章：蒙特卡罗方法



回顾
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概率的基本概念

随机变量与概率密度函数

随机变量的均值与方差

常见的概率分布
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本章要点
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蒙特卡罗模拟在粒子物理与核物理中的应用



蒙特卡罗方法简介
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蒙特卡罗方法（Monte Carlo Method）是一种数值分析技

术，有时也称为统计实验法。它利用计算机模拟研究随机性

问题，或者被映射为随机性问题的确定性问题。

常用于近似求解物理或数学问题的一种方法，在科学与工程

研究中应用广泛。

蒙特卡罗方法要求按照给定的概率分布产生一系列随机数。



蒙特卡罗方法简介（续）
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通常的步骤为：

1) 产生随机数序列 𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑚 ∼ 𝑈(0,1)

2) 利用𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑚，按我们感兴趣的概率密度 𝑓(𝑥) 生成另一

个随机数序列𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 【注：𝑓(𝑥)中的𝑥可以是矢量】

3) 利用 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 估计 𝑓(𝑥) 的某种特性，例如：𝑥 ∈ 𝑎, 𝑏

占所有𝑥值的比例  ׬
𝑎

𝑏
𝑓 𝑥 d𝑥

第一层面上的应用： 蒙特卡罗计算 = 积分

第二层面上的应用： 蒙特卡罗变量 =“模拟的数据”



蒙特卡罗法计算积分
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计算积分值 ׬
𝑎

𝑏
𝑓 𝑥 d𝑥

解析解：׬
𝑎

𝑏
𝑓 𝑥 d𝑥 = ȁ𝐹 𝑥 𝑥=𝑏 − ȁ𝐹 𝑥 𝑥=𝑎

数值解：׬
𝑎

𝑏
𝑓 𝑥 d𝑥 ≃ σ𝑖=1

𝑛 𝑓 𝑥𝑖
𝑏−𝑎

𝑛

蒙特卡罗方法：

函数必须解析可积

自变量不能太多

对函数是否解析可积、
是否太多自变量无要求

在𝐴𝐵区间均匀投点，总数为𝑁。

න
𝑎

𝑏

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 ≃ 𝑂𝐴 ⋅ 𝑂𝐵 ⋅
𝑛

𝑁

其中 𝑛 为 𝑓(𝑥) 曲线下的投点数。
𝐴

𝐵𝑂 𝑥𝑎 𝑏

𝑓(𝑥) 𝑁

𝑛



MC精度： ∝ 1/ 𝑛 （与积分维度无关）
梯形法精度：∝ 1/𝑛2/𝑑 （𝑑：积分维度）

蒙特卡罗方法中的精度问题
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采用蒙特卡罗方法(MC)计算积分
与传统的梯形法相比有如下特点

一维积分:

多维积分:



对于维数大于4的积分, 用蒙特卡罗方法计算积分总是最好。

MC精度： ∝ 1/ 𝑛 （𝑛：随机数的个数）
梯形法精度：∝ 1/𝑛2 （𝑛：子区间的数目）


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随机数的产生
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用物理方法产生
真随机数

•不可重复
•产生速度慢

用数学方法产生
伪随机数

•可重复
•产生的速度快

可重复既是缺点，也是优点。



随机数产生子
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目标：产生 0,1 范围内均匀分布的数。

实际上，用计算机算法产生𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑛。

例如：线性乘同余法（MLCG）

随机数产生子

𝑛𝑖+1 = 𝑎 𝑛𝑖 mod 𝑚

𝑛𝑖 ： 整数
𝑛0： 种子（初值）
𝑎： 乘子（multiplier）
𝑚： 模量（modulus）
mod：除余算子

参数 𝑎,𝑚, 𝑛0 给定，可以得到一个
确定的随机数序列𝑛0, 𝑛1, …



随机数产生子：周期性
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这个随机数序列是周期性的！

例如：𝑎 = 3,𝑚 = 7, 𝑛0 = 1

𝑛1 = 3 ⋅ 1 mod 7 = 3
𝑛2 = 3 ⋅ 3 mod 7 = 2
𝑛3 = 3 ⋅ 2 mod 7 = 6
𝑛4 = 3 ⋅ 6 mod 7 = 4
𝑛5 = 3 ⋅ 4 mod 7 = 5
𝑛6 = 3 ⋅ 5 mod 7 = 1 随机数序列开始重复

 选择合适的𝑎,𝑚  长周期
• 最大的周期是多少？

 只使用一个周期内的随机数序列的子集

𝑚
= 2𝐾

𝑎
= 52𝑞+1

𝑛0 周期
= 2𝐾−2

232 513 1 230 ≈ 109

236 513 1 234 ≈ 2 ⋅ 1010

242 517 1 240 ≈ 1012



随机数产生子：随机性
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如何保证这个随机数序列确实是随机的？
 𝑟𝑖 = 𝑛𝑖/𝑚 在 0,1 之间，但它们是随机出现的吗？

选择 𝑎,𝑚，使得 𝑟𝑖 能通过各种随机性检验：

• 均匀性：在 0,1 之间均匀分布
• 独立性：两两之间不相关

随机变量 𝑟𝑖

频
数

均匀性

𝑟𝑖

相关性

𝑟𝑖+1

例如，取
𝑎 = 40692,
𝑚 = 2147483399

对随机数序列的性质检验应当按照问题的性质有所侧重。



随机性检验
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Draw()h2- root[2]
Draw()h1- root[1]

random.C.x  root[0]




// random.C
void random() {

UInt_t a, m, x0;
TH1F *h1 = new TH1F("h1","",100,0,1);
TH2F *h2 = new TH2F("h2","",100,0,1,100,0,1);
a    = 1220703125; //5^13
m   = 4294967296; //2^32
x0  = 1;
double y, yold;
for (int i=0; i<10000; i++) {

x = (lambda*x0)%m;
y = (double)x/m;
h1->Fill(y);
if (i>1) h2->Fill(yold, y);
x0=x;
yold=y;

}
}

粒子物理与核物理研究中，大都采用
CERN程序库提供的随机数产生子。



计算程序中的随机数产生子
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大部分计算程序都提供了随机数产生子，可以用不同算法产生
随机数。

如果要处理的问题对随机数的统计性质要求很高，需要特别注
意随机数产生子的统计性质。大部分同余算法（尤其是周期小
于232）无法通过比较严格的检验，对结果会造成影响。

用于大型数据统计分析的ROOT软件包（CERN开发）提供的
随机数产生子采用了一些特殊的算法，周期最长为 219937 − 1 。
其推荐的算法比较好地兼顾了随机数的统计性质和产生速度。

参见：
http://pdg.lbl.gov/2018/reviews/rpp2018-rev-monte-carlo-techniques.pdf

http://pdg.lbl.gov/2018/reviews/rpp2018-rev-monte-carlo-techniques.pdf
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从均匀分布到任意分布的随机数
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变换法

舍选法

寻找某个函数，当函数的自变量取均匀分布值时，对应的
函数值自动满足给定分布。

均匀分布 给定分布

从一个随机变量与对应概率密度函数最大值构成的二维均
匀分布中，按概率密度函数与自变量关系曲线切割得到。



变换法：连续分布

17

问题：如果我们能够产生[0,1]区间均匀分布的随机数序列
𝑟𝑖(𝑖 = 1,2,⋯)，如何据此得到服从给定密度函数𝑓(𝑥)的随机
数序列𝑥𝑖 (𝑖 = 1,2,⋯)?

分布函数的重要性质： 𝑓(𝑥)的分布函数𝐹 𝑥 = ׬
−∞

𝑥
𝑓 𝑥′ d𝑥′

也是一个随机变量，服从[0,1]区间均匀分布。

假设𝑟是根据[0,1]内均匀分布产生的随机数，且𝐹(𝑥)可逆，则
𝑟 = 𝐹(𝑥)可唯一确定一个𝑥 = 𝐹−1(𝑟)，服从分布𝑓(𝑥)。

亦称反函数变换法。
适用条件：反函数可求。

𝑥 = 𝐹−1(𝑟)

𝑟



变换法：证明
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证明：假设随机变量 𝑟 ∼ 𝑈(0,1)，概率密度 𝑔 𝑟 ，变换
𝑥 = ℎ(𝑟)也是一个随机变量，设其概率密度为𝑓(𝑥)，有

𝑓 𝑥 = න𝑔 𝑟 𝛿 𝑥 − ℎ 𝑟 d𝑟 = න
0

1

𝛿 𝑥 − ℎ 𝑟 d𝑟

= ቤ
1

ℎ′ 𝑟
𝑟=ℎ−1(𝑥)

=
1

ℎ′ ℎ−1 𝑥

由恒等式ℎ ℎ−1 𝑥 = 𝑥，等式两边对𝑥微分：

ℎ′ ℎ−1 𝑥 ⋅ ℎ−1 𝑥
′
= 1 ⇒ 𝑓 𝑥

1

ℎ′ ℎ−1 𝑥
= ℎ−1 𝑥

′

于是

ℎ−1 𝑥 = න
𝑥min

𝑥

𝑓 𝑥 d𝑥 = 𝐹 𝑥 ⇒ 𝑥 = ℎ 𝑟 = 𝐹−1(𝑟)



变换法：证明
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均匀分布𝒈(𝒓) 任意分布𝒇(𝒙)

假设将每个 𝑟 都变换成 𝑥(𝑟)，使得𝑥 𝑟 ∼ 𝑓(𝑥)，那么
𝑃 𝑟 ≤ 𝑟′ = 𝑃 𝑥 ≤ 𝑥 𝑟′

න
−∞

𝑟′

𝑔 𝑟 d𝑟 = 𝑟′ = න
−∞

𝑥 𝑟′

𝑓 𝑥′ d𝑥′ = 𝐹 𝑥 𝑟′ 𝐹 𝑥 = 𝑟

解得 𝑥 𝑟 = 𝐹−1 𝑟



变换法：离散分布
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对离散分布，𝐹(𝑥)不连续，在每个可取值𝑥𝑘 (𝑘 = 1,2,⋯ )处
的跳跃幅度为𝑓(𝑥𝑘)。

假设 𝑟 是根据[0,1]区间均匀分布产生的随机数，则对应的 𝑥𝑘
由下式给出：

𝐹 𝑥𝑘−1 < 𝑟 ≤ 𝐹 𝑥𝑘 ≡ 𝑃(𝑥 ≤ 𝑥𝑘) =෍

𝑖=1

𝑘

𝑓(𝑥𝑖)

𝑟



例：指数分布抽样
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指数概率密度函数：𝑓 𝑥; 𝜏 =
1

𝜏
𝑒−

𝑥

𝜏 (𝑥 ≥ 0)

令 𝑟 = ׬
0

𝑥
𝑓 𝑥′; 𝜏 d𝑥′ ，求解 𝑥 = 𝑥(𝑟)：

𝑟 = 1 − 𝑒−
𝑥
𝜏 ⟹ 𝑥 𝑟 = −𝜏 log 1 − 𝑟

等价于
𝑥 𝑟 = −𝜏 log 𝑟

𝜏 = 2



例: 泊松分布抽样
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泊松分布：𝑃 𝑥 = 𝑘; 𝜈 =
𝜈𝑘𝑒−𝜈

𝑘!
(𝑘 = 0,1,2,⋯ )

令 𝐹 𝑥𝑘−1 < 𝑟 ≤ 𝐹 𝑥𝑘 = σ𝑛=0
𝑘 𝜈𝑛𝑒−𝜈

𝑛!
，求解 𝑘 = 𝑥𝑘(𝑟)：

程序中利用循环很容易求解。



舍选法
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实际应用中经常出现的情况是，概率密度𝑓(𝑥)的累积分
布𝐹(𝑥)无法求出，或其计算过于复杂。有时候𝑓(𝑥)甚至
没有解析表达式。

假设在定义域内任何𝑥点的概率密度𝑓(𝑥)可以计算，𝑓(𝑥)
的形状可以确定。

此时适合采用
舍选法。



舍选法：步骤
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假设希望按照分布 𝑓(𝑥)（𝑎 < 𝑥 < 𝑏 ）产生随机数：

1）选取一个容易抽样的分布 ℎ(𝑥) （通常为均匀分布），
使得曲线 𝐶ℎ(𝑥)可以覆盖待抽样的分布𝑓(𝑥)。

2）根据 [0,1]区间均匀分布产生𝑟1，做变换𝑥 = 𝑎 + 𝑏 − 𝑎 𝑟1
并计算𝑓(𝑥)和𝐶ℎ(𝑥)。

3）根据 [0,1]区间均匀分布产生𝑟2，并计算𝑟2𝐶ℎ 𝑥 。

4）若𝑟2𝐶ℎ 𝑥 ≤ 𝑓(𝑥)，则保
留𝑥；否则舍弃之。

5）回到2）进行重复，直到
保留的𝑥达到指定数目。

所有保留的𝑥服从分布𝑓(𝑥)。



舍选法：抽样效率
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舍选法存在抽样效率问题，
即，产生的 𝑥 只有一部分被
保留下来。

抽样效率等于 1/𝐶，因为
𝑓(𝑥)和ℎ(𝑥)都是归一化的。

为了提高抽样效率，应当使
得𝐶ℎ(𝑥)尽量靠近 𝑓(𝑥)的曲
线。



舍选法举例
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舍选法存在
效率问题。

频
数

)(xf

频
数

二维均匀分布

随机变量 𝑥(𝑟)

随机变量 𝑥(𝑟)

随机变量 𝑥(𝑟)

边缘分布



变换法与舍选法对比
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变换法 优点：100%的抽样效率

缺点：函数须可积

优点：方法简单，可用于非常复杂的函数

缺点：抽样效率可能会很低

粒子物理与核物理中，常用的概率密
度函数有一些建议采用的方法
(http://pdg.lbl.gov/2018/reviews/rpp2018

-rev-monte-carlo-techniques.pdf)。

除此之外，舍选法最为常用。

舍选法

• 指数分布
• 三维各向同性分布
• 二维随机角度的正余弦分布
• 高斯分布
• 自由度为𝒏的 𝝌𝟐分布
• 伽马分布
• 二项分布
• 泊松分布
• 学生氏分布

http://pdg.lbl.gov/2018/reviews/rpp2018-rev-monte-carlo-techniques.pdf


常用概率分布的抽样：ROOT
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高斯分布

void histgaus( )

{  

TH1F *hx = new TH1F("hx",“x dis.", 100,-10,10);

gRandom->SetSeed();

Double_t x;

const Double_t sigma=2.0;

const Double_t mean=1.0;

const Int_t kUPDATE = 1000;

for ( Int_t i=0; i<kUPDATE; i++) {

x=gRandom->Gaus(mean,sigma);

hx->Fill(x); }

}

产生平均值为mean
标准偏差为sigma的
高斯分布。

可以换为
x = gRandom->Rndm(i); 

x = gRandom->Uniform(xup); 

x = gRandom->Integer(Imax); 

x = gRandom->Landau(mean,sigma); 

x = gRandom->Binomial(ntot,prob); 

x = gRandom->Poisson(mean); 

x = gRandom->PoissonD(mean); 

x = gRandom->Exp(tau); 

x = gRandom->BreitWigner (me,sig); 

在ROOT环境下采用已有的分布，可以容易完成布置的练习。

http://root.cern.ch/root/html/TRandom.html
http://root.cern.ch/root/html/TRandom.html#TRandom:Rndm
http://root.cern.ch/root/html/TRandom.html#TRandom:Uniform
http://root.cern.ch/root/html/TRandom.html
http://root.cern.ch/root/html/TRandom.html#TRandom:Landau
http://root.cern.ch/root/html/TRandom.html
http://root.cern.ch/root/html/TRandom.html#TRandom:Binomial
http://root.cern.ch/root/html/TRandom.html
http://root.cern.ch/root/html/TRandom.html#TRandom:Poisson
http://root.cern.ch/root/html/TRandom.html
http://root.cern.ch/root/html/TRandom.html#TRandom:Poisson
http://root.cern.ch/root/html/TRandom.html
http://root.cern.ch/root/html/TRandom.html
http://root.cern.ch/root/html/src/TRandom.cxx.html#TRandom:BreitWigner


初学者常犯的错误
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我们在做蒙特卡罗模拟用到的几乎都是伪随机数，它的源头
是数学递推公式。对于伪随机数，随机数“种子”（即随机
数序列的初始化）非常重要。

给定了随机数种子，某个随机数产生子产生出来的随机数序
列一定完全相同。

在需要海量随机数的时候，我们往往会将程序复制多份，利用
多CPU核同时进行蒙特卡罗模拟。

初学者往往容易忘记修改复制的程序中随机数种子，从而导致
每一程序模拟出来的每一套数据实际上完全相同。
这种情况下，一定要为每一份程序设置不同的随机数种子。
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粒子与核物理中模拟的应用
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 实验初期的设计阶段建模分析

 了解实验可能遇到物理过程的基本特征

 了解实验仪器自身所受到的各种影响因素与所影
响的大小

 数据分析阶段的系统分析

 …



蒙特卡罗物理产生子
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目的：

将理论用于某种物理过程的事例产生

输出量：

为对应某一物理过程的事例。对于每个事例，给出过程
产生的末态粒子和对应的动量

在粒子物理与核物理实验数据分析中，为了验证某一理
论或模型，常常需要理论家提供蒙特卡罗物理产生子。



蒙特卡罗物理产生子（续）
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简单例子：正负电子对撞机

产生极角 𝜃 与方位角 𝜙

粒子物理与核物理中常用的产生子程序包

JETSET(PYTHIA)
HERWIG
ARIADNE

ISAJET
PYTHIA
HERWIG

KORALW
EXCALIBUR
ERATO

𝑒+𝑒− → 𝜇+𝜇− 𝑒+ 𝑒−

𝜇+

𝜇−

𝑓 cos 𝜃 ; 𝐴FB ∝ 1 +
8

3
𝐴FB cos 𝜃 + cos2 𝜃 ; 𝑔 𝜙 =

1

2𝜋

𝜃

𝑒+𝑒− → 强子 𝑝𝑝 → 强子 𝑒+𝑒− → 𝑊+𝑊−

已知的物理

产生子的输出是“事例”，即每个事例包含产生的粒子列表
以及每个粒子的四动量、类型等等



蒙特卡罗探测器模拟
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以产生子得到的事例为输入，模拟粒子的输运过程

模拟
探测器响应

多重库仑散射 (产生散射角)
粒子衰变 (产生寿命)
电离能损 (产生能损𝛥)
电磁簇射、强子簇射
产生电子学响应 …

输出量 = 模拟的数据 重建分析软件的输入

用途：在给定“物理产生子层面”的某种假设下，预测在
“探测器层面”应该得到的结果。

例如，估计探测效率 𝜀 = 𝑛observed/𝑛generated

通用软件包：GEANT4 http://geant4.web.cern.ch/geant4



探测器模拟的物理过程
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这种模拟可以提供对探测器效率与预期性能的很好估计。



蒙特卡罗快速模拟(fast simulation)
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例如：一质量为 𝑚0 宽度为 𝛤0 的共振态在实验上观测到的
概率分布是什么形式？

 

贝叶斯定理： 𝑃 理论 实验 =
𝑃 理论 实验

𝑃 实验
𝑃 理论

布莱特-魏格纳
分布

𝐵𝑊 𝑀;𝑚0, 𝛤0

探测器
分辨率

𝑅 𝑀′ 𝑀

探测
效率

𝑃 𝜀 = 100% 𝑀

卷积过程：

𝑓 𝑀′ = 𝐵𝑊 𝑀;𝑚0, 𝛤0 ⊗𝑅 𝑀′ 𝑀 ⊗𝑃 𝜀 = 100% 𝑀



蒙特卡罗快速模拟(fast simulation)

37

对应于真实的 𝑀，实际观测的 𝑀′ 应该是怎样一个分布

假设

𝑓 𝑀′ =
∞−׬
+∞

𝐵𝑊 𝑀;𝑚0, 𝛤0 𝑅 𝑀′ 𝑀 𝑃 𝜀 = 100% 𝑀 d𝑀

∞−׬
+∞

∞−׬
+∞

𝐵𝑊 𝑀;𝑚0, 𝛤0 𝑅 𝑀′ 𝑀 𝑃 𝜀 = 100% 𝑀 d𝑀d𝑀′

𝑚0 = 1.19456 GeV/𝑐2

𝛤0 = 0.00426 GeV/𝑐2

𝑅 𝑀′ 𝑀 =
1

2𝜋𝜎2
𝑒
−

𝑀′−𝑀
2

2𝜎2

𝜎 = 0.01 GeV/𝑐2

𝑃 𝜀 = 100% 𝑀 = 0.9 1 − 0.1 𝑀 GeV/𝑐2
2



蒙特卡罗快速模拟(fast simulation)
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真实物理的图像在实验观测
中会发生变化。

如果探测器的影响可以用函
数来表达，有时积分可积。

但大多数情况下，不能用函
数表示，蒙特卡罗方法可以
给出最好的近似。

𝐵𝑊
𝐵𝑊 ⊗𝑅

𝑩𝑾⊗𝑹⊗𝒑 𝜺

变胖变矮



小结
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 蒙特卡罗方法

 随机数产生子

 函数变换法

 舍选法

 在粒子与核物理中的应用

利用随机数对概率或与概率有关的数值计算

0,1 均匀分布 𝑟，相互独立，长周期(伪随机数)

物理产生子与探测器模拟等

𝑟 = න
−∞

𝑥

𝑓 𝑥′ d𝑥′ = 𝐹 𝑥 ⇒ 𝑥 = 𝐹−1(𝑟)

𝑟1 → 𝑥; 𝑦 = 𝑟2𝑓max; 𝑓 𝑥 < 𝑦则保留𝑥 ⇒ 𝑥服从𝑓(𝑥)分布

精度与积分维度无关，总是正比于1/ 𝑛



案例：探测效率的估计
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有一个长度为𝐿 = 5 cm的细长棒状的𝛼放射源，棒的左端位于原点，棒
体与 𝑧 轴平行。放射源在棒中均匀分布，发射的𝛼粒子在空间中的角分
布各向同性。
在 𝑧 轴正向距离原点𝐷 = 14 cm处放置了一个圆盘状的探测器用来记录
𝛼 粒子，圆盘半径 𝑅 = 7 cm，轴线与 𝑧 轴重合。

求探测器的几何接受效率，
即 𝛼 粒子有多大概率可以
入射到探测器中。
（忽略细棒的半径。）



案例：探测效率的估计（分析）
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1）放射棒均匀意味着在 𝑧 ∈ 0,5 cm范围内任意位置发射
𝛼 粒子的概率相同。

该问题关于 𝑧 轴转动对称，
因此实际上与 𝜙 角无关。

2）发射的 α 粒子空间角分布均匀，意味着 𝛼 粒子的运动方向在三维空
间均匀分布，即 cos 𝜃 ∼ 𝑈(−1,1)，𝜙 ∼ 𝑈(0,2𝜋)。

3）𝛼粒子能否入射到探测器中
与𝜙无关，只与发射位置 𝑧 和
极角 𝜃 有关。

极角𝜃 ：𝛼粒子运动方向与𝑧轴的夹角
方位角𝜙：运动方向在𝑥 − 𝑦平面上的投影与𝑥轴的夹角

需要满足

cos 𝜃 >
𝐷 − 𝑧

𝑅2 + 𝐷 − 𝑧 2



案例：探测效率的估计（分析）
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1）放射棒均匀意味着 𝛼 粒子的发射
位置 𝑧 ∼ 𝑈 0,5 cm ：
𝑓 𝑧 = 1/5，0 < 𝑧 < 5 cm

3）𝛼 粒子能否入射到探测器中只与 𝑧 和𝜃有关，要求：

𝐶 >
𝐷−𝑧

𝑅2+ 𝐷−𝑧 2
≡ 𝐶min

2）α 粒子的运动方向可用角度 𝜃, 𝜙 表示，
角分布均匀意味着：

𝑔 𝐶 = 1/2，−1 < 𝐶 < 1，𝐶 ≡ cos𝜃
ℎ 𝜙 = 1/(2𝜋)，0 < 𝜙 < 2𝜋

4）解析解 𝑃𝐴 = 0׬
2𝜋
d𝜙 0׬

5
d𝑧 𝐶min׬

1
d𝐶 𝑓 𝑧 𝑔 𝐶 ℎ(𝜙)

=
1

10
0׬
5
𝑑𝑧 1 −

𝐷−𝑧

𝑅2+ 𝐷−𝑧 2
= 0.0749278



案例：探测效率的估计（蒙特卡罗求解）
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1）根据分布 𝑓 𝑧 产生𝛼粒子的发射位置 𝑧；

3）判断 𝐶 和 𝑧 是否满足

𝐶 >
𝐷−𝑧

𝑅2+ 𝐷−𝑧 2

如果满足，记录为“成功”；否则记录为“失败”。

2）根据分布𝑔(𝐶)产生 𝐶 ≡ 𝑐𝑜𝑠𝜃

模拟𝑁个事例，假设“成功”事例数为𝑛，接受度效率近似为

𝑃𝐴 =
𝑛

𝑁
±
𝜎 𝑛

𝑁
其中𝑛服从𝑝 ≈

𝑛

𝑁
的二项分布，标准差为𝜎 𝑛 = 𝑁𝑝(1 − 𝑝)

模拟𝑁 = 106个事例，结果为𝑃𝐴 = 0.07496 ± 0.00026
（对比解析结果0.0749278）



更真实（复杂）的案例
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假设利用加速器产生了从原点出发沿𝑧轴正向运动的单能𝐾𝑠粒子，能量
𝐸𝐾𝑆 = 𝑀𝐾𝑆

2 𝑐2/2𝑚𝜋。𝐾𝑠粒子平均寿命为𝜏，在实验室系飞行一段距离后

衰变成𝜋+𝜋−粒子对。在𝐾𝑠质心系中，𝜋±的角分布各向同性。
粒子束流前放置了一个圆盘状的探测器以记录末态粒子𝜋±，圆盘半径
𝑅 = 7 cm，轴线与𝑧轴重合，距离原点𝐷 = 14 cm。

末态粒子对𝜋+𝜋−同时击中探测器则
表明探测到了𝐾𝑠粒子的衰变。求探测
器的接受效率。
（已知质量𝑀𝐾𝑆 = 0.498 GeV/𝑐2

𝑀𝜋± = 0.140 GeV/𝑐2

寿命𝜏 = 8.954 × 10−11 s
光速𝑐 = 3 × 108 m/s）



更真实（复杂）的案例：分析
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这个案例由于特殊设定的能量 𝐸𝐾𝑆 = 𝑀𝐾𝑆
2 𝑐2/2𝑚𝜋 ，使得其可以解析求解。

结果为𝑃𝐴 = 0.203574（过程从略）。

用蒙特卡罗直接模拟求解要简单得多：
1）按照指数分布𝑓(𝑧)产生衰变位置𝑧。
2）在𝐾𝑆静止系中产生𝜋±的运动方向：𝑐𝑜𝑠𝜃均匀分布，

且𝜋+与𝜋−方向背对背。
3）在𝑧方向做洛伦兹变换得到

实验室系下运动方向。
4）判断𝜋±是否能入射到探测器内，

统计“成功”的次数。

𝑁 = 106次模拟，𝑛 = 203573次成功。
𝑃𝐴 = 0.20357 +/− 0.00040

（对比解析结果0.203574）。



蒙特卡罗统计检验
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例如，检验理论与实验符合好坏的𝜒2分布。

4个服从标准正态分布且相
互独立的随机变量的平方和

服从𝜒2 4 分布

思考：如果出现不符合的情况，该如何解释？

𝑓 𝑥 =
1

2
⋅
𝑥

2
𝑒−

𝑥
2

1

2 − 1 !
𝐸 𝑥 = 4


