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第五章：参数估计的一般概念



回顾
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假设，检验统计量，显著性水平，功效

纽曼-皮尔逊引理

线性检验统计量，费舍尔甄别函数

检验拟合优度，𝑝值

信号观测的显著程度

非线性检验统计量，神经网络

皮尔逊的𝜒2检验
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本章要点

 估计量

 样本均值

 样本方差

 样本协方差



再论统计分析的目标
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既包含检验假设，
也包含对假设中可能存在的参数进行估计。

实际问题往往是：

1. 如何构造参数估计量问题
2. 对参数估计量的评估问题
3. 对参数的有效估计问题

有限样本 如何给出参数的
最佳估计(包括均值、
方差和协方差等）参数本身不是直接观测量



参数估计
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概率密度函数的参数是表征其形状的常数，例如

𝑓 𝑥; 𝜃 =
1

𝜃
𝑒−

𝑥
𝜃

假设对随机变量𝑥的𝑛次独立观测得到样本 Ԧ𝑥 = 𝑥1, … , 𝑥𝑛

随机变量 参数

我们希望找到数据样本的适当函数，用来估计参数𝜃：

መ𝜃 Ԧ𝑥估计量： 估计量用符号“ ෡”表示

估计量是数据样本的函数；对于给定数据样本，估计量的结
果称为估计值



估计量的性质
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重复整个测量，每次得到的估计值将服从某个分布𝑔 ෠𝜃; 𝜃

偏倚为零或很小（系统不确定度）：𝑏 = 𝐸 ෠𝜃 − 𝜃

方差大
有偏倚

最佳

多次重复测量的均值应当趋于真值

方差小（统计不确定度小）：𝑉 ෠𝜃

我们希望：

偏倚小和方差小通常是相互矛盾的要求



估计量好坏的三个标准
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相合性 (一致性)

偏倚大小 (无偏性)

方差大小 (有效性)

lim
𝑛→∞

෠𝜃 = 𝜃

lim
𝑛→∞

𝑃 ෠𝜃 − 𝜃 > 𝜀 = 0, ∀𝜀 > 0成立

𝑏 = 𝐸 ෠𝜃 − 𝜃 = 0

对任何估计量 ෠𝜃′，都有 lim
𝑛→∞

𝑉 ෡𝜃𝑛

𝑉 ෡𝜃𝑛
′ ≤ 1，

则 ෠𝜃为渐进有效估计量。



参数估计量的构造与收敛性
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没有一个完美的办法

例如，随着样本容量的增大，估计值收敛于真值：

首先是要求相合性（consistency）

如何构造参数𝜃的估计量 ෠𝜃 Ԧ𝑥 ？

lim
𝑛→∞

መ𝜃 = 𝜃

∀𝜀 > 0, lim
𝑛→∞

𝑃 መ𝜃 − 𝜃 > 𝜀 = 0

注意：在统计意义上的收敛并不保证不会有个别特殊的 ෠𝜃obs
与𝜃真值有较大偏离



估计量的偏倚问题
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对于大统计量

考虑样本容量𝑛固定的估计量 ෠𝜃，其概率密度函数𝑔 ෠𝜃; 𝜃, 𝑛

我们不知道𝜃真值，只能得到 ෠𝜃obs值

𝑔 ෠𝜃; 𝜃, 𝑛 的属性包括：
方差𝑉 መ𝜃 = 𝜎෡𝜃

2 (𝜎෡𝜃：统计不确定度)

偏倚𝑏 = 𝐸 መ𝜃 − 𝜃 (系统不确定度)

𝜎෡𝜃 ∝
1

𝑛
, 𝑏 ∝

1

𝑛



均方差
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有时需要在方差与偏倚之间存在平衡点

通常要求无偏估计量中，对应的方差达到最小。

为了衡量估计量的好坏，有时会考虑其与真值 𝜃 的均方误差
（mean square error, MSE）

“有效估计量”：无偏估计量中方差最小的估计量

MSE = 𝐸 መ𝜃 − 𝜃
2
= 𝐸 መ𝜃2 − 2𝜃𝐸 መ𝜃 + 𝜃2

= 𝐸 መ𝜃2 − 2𝐸 መ𝜃𝐸 መ𝜃 + 𝐸 መ𝜃
2
+ 𝐸 መ𝜃

2
− 2𝜃𝐸 መ𝜃 + 𝜃2

= 𝐸 መ𝜃 − 𝐸 መ𝜃
2
+ 𝐸 መ𝜃 − 𝜃

2

= 𝑉 መ𝜃 + 𝑏2



无参数的样本均值与样本方差估计

11

考虑对随机变量𝑥作𝑛次独立测量

样本大小为 𝑛

等效为对𝑛维矢量 Ԧ𝑥 = 𝑥1, … , 𝑥𝑛 作单次独立实验

由于𝑥𝑖相互独立，所以样本的联合概率密度函数可表示为：

任务：从数据样本推断 𝑓 𝑥 的属性

构造数据样本的函数，以便估计 𝑓 𝑥 的各种属性，
包括均值，方差，等等

𝑓sample Ԧ𝑥 = 𝑓 𝑥1 𝑓 𝑥2 ⋯𝑓 𝑥𝑛



含参数情况下如何估计参数
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通常先给出 𝑓(𝑥) 的假设形式，其中包含未知参数 𝜃

利用给定的 𝑓(𝑥, 𝜃) 形式和数据样本估计参数 𝜃

参数拟合：利用 𝑥 的数据样本估计参数 的过程

每次实验给出的估计量 ෠𝜃是满足概率密度𝑔 ෠𝜃; 𝜃 的随机变量。

统计量(statistic) ：数据样本的函数（不含未知参数）
估计量(estimator)：用来估计pdf某些属性的统计量

记号：𝜃的估计量为 መ𝜃

估计值(estimate) ：估计量的观测值，通常记为 መ𝜃obs

估计量 ෠𝜃的均值为

𝐸 መ𝜃 Ԧ𝑥 = න መ𝜃 𝑔 መ𝜃; 𝜃 d መ𝜃 = න⋯න መ𝜃 Ԧ𝑥 𝑓 𝑥1; 𝜃 ⋯𝑓 𝑥𝑛; 𝜃 d𝑥1⋯d𝑥𝑛



均值的估计量与弱大数定理
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考虑物理量 𝑥 的 𝑛 个测量 𝑥1, … , 𝑥𝑛，我们不知道对应的pdf，
想构造一个𝑥𝑖的函数来估计𝑥的均值，一个可能为

(样本均值)

计算期待值

ො𝜇 = 𝑥 =
1

𝑛
෍

𝑖=1

𝑛

𝑥𝑖

如果𝑉 𝑥 有限，𝑥 则是一个与 𝜇 相合的估计量，即

∀𝜀 > 0, lim
𝑛→∞

𝑃
1

𝑛
෍

𝑖=1

𝑛

𝑥𝑖 − 𝜇 ≥ 𝜀 = 0

𝐸 𝑥 = 𝐸
1

𝑛
෍

𝑖=1

𝑛

𝑥𝑖 =
1

𝑛
෍

𝑖=1

𝑛

𝐸 𝑥𝑖 =
1

𝑛
෍

𝑖=1

𝑛

𝜇 = 𝜇

弱大数定理

𝑥是𝜇的无偏估计量。 问题：𝑥的方差是多少？



样本均值的评估量（方差）
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对样本均值可靠程度的评估可以用样本均值的方差来估计，

𝑉 𝑥 = 𝐸 𝐸 𝑥 − 𝑥 2 = 𝐸 𝑥
2
− 𝐸 𝑥 2

= 𝐸
1

𝑛
෍

𝑖=1

𝑛

𝑥𝑖
1

𝑛
෍

𝑗=1

𝑛

𝑥𝑗 − 𝜇2

=
1

𝑛2
෍

𝑖,𝑗=1

𝑛

𝐸 𝑥𝑖𝑥𝑗 − 𝜇2

=
1

𝑛2
𝑛2 − 𝑛 𝜇2 + 𝑛 𝜇2 + 𝜎2 − 𝜇2

=
𝜎2

𝑛

这里𝜎2是𝑥的方差，并利用了𝑖 ≠ 𝑗时
𝐸 𝑥𝑖𝑥𝑗 = 𝐸 𝑥𝑖 𝐸 𝑥𝑗 = 𝜇2 𝐸 𝑥𝑖

2 = 𝜇2 + 𝜎2



例：均值的测量精度
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Phys. Rev. Lett. 33, 1404  (1974)

丁肇中在发现 𝐽/𝜓 粒子的实验中观测
到 25 个 𝐽/𝜓 → 𝑒+𝑒−事例，装置的质
量测量精度 Δ𝑚/𝑚 = 1%，质量分布的
平均质量是 3.1 GeV。

如果测量的质量分布与装置的测量精度
相同，可以得到

装置的质量测量精度

问题：结果应该报告为

𝜎𝑚 = 3100 × 1% = 31 MeV

𝜎𝑚 = 3100 × 1% ×
1

25
= 6.2 MeV

3100 ± 31 MeV 还是 3100 ± 6 MeV？



例：均值的估计量与评估量
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指数分布的蒙特卡罗样本 𝑛 = 100，
寿命真实值为 𝜇 = 1。

重复104次，每次样
本容量都是𝑛 = 100，
把每个样本的样本
均值填入直方图

Ƹ𝜇 = 𝑥 =
1

𝑛
෍

𝑖=1

𝑛

𝑥𝑖 = 1.073

ො𝜇 = 0.9981 ( ො𝜇无偏)

ො𝜇的样本标准差为
0.0995 ≈ 𝜎/ 𝑛

根据中心极限定理，
ො𝜇近似服从高斯分布



方差的估计量
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假如均值𝜇和方差 𝑉 𝑥 = 𝜎2 都是未知量，样本方差定义为

因子
1

𝑛−1
保证 𝑠2无偏，

即 𝐸 𝑠2 = 𝜎2。

假如 𝜇 = 𝐸 𝑥 先验已知（例如某种假设的预期值），则

𝑠2 的方差

可以利用下式可估计 𝜇𝑘

𝑠2 =
1

𝑛 − 1
෍

𝑖=1

𝑛

𝑥𝑖 − 𝑥 2 =
𝑛

𝑛 − 1
𝑥2 − 𝑥

2

𝑆2 =
1

𝑛
෍

𝑖=1

𝑛

𝑥𝑖 − 𝜇 2 = 𝑥2 − 𝑥
2 𝑠2和𝑆2都是𝜎2

的无偏估计量

𝑉[𝑠2] =
1

𝑛
𝜇4 −

𝑛 − 3

𝑛 − 1
𝜇2
2

𝑚𝑘 =
1

𝑛 − 1
෍

𝑖=1

𝑛

𝑥𝑖 − 𝑥 𝑘
这里𝜇𝑘是第𝑘阶中心矩，
例如，𝜇2 = 𝜎2



协方差与相关系数的估计量
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协方差 𝑉𝑥𝑦 = cov 𝑥, 𝑦 的估计量为

(无偏)

𝑟有偏倚。但是当𝑛 → ∞时，该偏倚趋于零。

一般而言，概率密度𝑔 𝑟; 𝜌, 𝑛 形式复杂；对于高斯变量𝑥, 𝑦

෠𝑉𝑥𝑦 =
1

𝑛 − 1
෍

𝑖=1

𝑛

𝑥𝑖 − 𝑥 𝑦𝑖 − 𝑦 =
𝑛

𝑛 − 1
𝑥𝑦 − 𝑥 ⋅ 𝑦

相关系数 𝜌 = 𝑉𝑥𝑦/ 𝜎𝑥𝜎𝑦 的估计量为

ො𝜌 = 𝑟 =
෠𝑉𝑥𝑦

𝑠𝑥𝑠𝑦
=

σ𝑖=1
𝑛 𝑥𝑖 − 𝑥 𝑦𝑖 − 𝑦

σ𝑖=1
𝑛 𝑥𝑖 − 𝑥 2σ𝑘=1

𝑛 𝑦𝑘 − 𝑦 2 1/2
=

𝑥𝑦 − 𝑥 ⋅ 𝑦

𝑥2 − 𝑥
2

𝑦2 − 𝑦
2

𝐸 𝑟 = 𝜌 −
𝜌 1 − 𝜌2

2𝑛
+ 𝒪 𝑛−2 ; 𝑉 𝑟 =

1

𝑛
1 − 𝜌2

2
+ 𝒪 𝑛−2
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总结

 估计量

 样本均值

 样本方差

 样本协方差

评估估计量的好坏：相合性、偏倚性、有效性

估计量是数据样本的函数 መ𝜃 Ԧ𝑥

ො𝜇 = 𝑥 =
1

𝑛
෍

𝑖=1

𝑛

𝑥𝑖

𝑠2 =
1

𝑛 − 1
෍

𝑖=1

𝑛

𝑥𝑖 − 𝑥 2 𝑆2 =
1

𝑛
෍

𝑖=1

𝑛

𝑥𝑖 − 𝜇 2

෠𝑉𝑥𝑦 =
1

𝑛 − 1
෍

𝑖=1

𝑛

𝑥𝑖 − 𝑥 𝑦𝑖 − 𝑦


