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第七章：最小二乘法
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最小二乘法与最大似然法

311/24/2020

设高斯变量: 𝑦𝑖 , 𝑖 = 1,… ,𝑁 ,均值为

对数似然函数：

对于独立高斯变量 𝑦𝑖，联合概率密度为

𝐸 𝑦𝑖 = 𝜆𝑖 = 𝜆 𝑥𝑖; Ԧ𝜃

𝑥1, … , 𝑥𝑁 和 𝑉 𝑦𝑖 = 𝜎𝑖
2 已知

为估计参数 Ԧ𝜃，拟合所有测量点

𝑔 Ԧ𝑦; Ԧ𝜆, Ԧ𝜎2 = ς𝑖=1
𝑁 1

2𝜋𝜎𝑖
2
exp −

𝑦𝑖−𝜆𝑖
2

2𝜎𝑖
2

ln 𝐿 Ԧ𝜃 = −
1

2
σ𝑖=1
𝑁

𝑦𝑖−𝜆𝑖 𝑥𝑖;𝜃
2

𝜎𝑖
2

𝜒2 Ԧ𝜃 = σ𝑖=1
𝑁

𝑦𝑖−𝜆𝑖 𝑥𝑖;𝜃
2

𝜎𝑖
2

求 ln 𝐿 Ԧ𝜃 的最大值等价于求 𝜒2 的最小值。



最小二乘估计量
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如果 𝑦𝑖 是多维高斯变量，协方差矩阵为 𝑉，满足

对数似然函数为

即，我们应求下式的最小值

即使 𝑦𝑖 不是高斯变量，该定义依然适用。
(实际上，由中心极限定理，𝑦𝑖 通常是高斯的)

𝑔 Ԧ𝑦; Ԧ𝜆, 𝑉 =
1

2𝜋 𝑁/2 𝑉 1/2
exp −

1

2
Ԧ𝑦 − Ԧ𝜆

𝑇
𝑉−1 Ԧ𝑦 − Ԧ𝜆

ln 𝐿 Ԧ𝜃 =
1

2
෍

𝑖=1

𝑁

𝑦𝑖 − 𝜆 𝑥𝑖; 𝜃 𝑉−1 𝑖𝑗 𝑦𝑗 − 𝜆 𝑥𝑗; 𝜃

𝜒2 Ԧ𝜃 = ෍

𝑖,𝑗=1

𝑁

𝑦𝑖 − 𝜆 𝑥𝑖; 𝜃 𝑉−1 𝑖𝑗 𝑦𝑗 − 𝜆 𝑥𝑗; 𝜃
其最小值定义了
最小二乘估计量 ෠𝜃



两种情况下的最小二乘参数估计
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上式对任何含参数函数的具体形式均成立。
实际应用中，可根据理论预期值中所含参数的具体特征而采
用不同的参数估计处理方法，简化问题。

线性情况：

非线性情况：

𝜒2 Ԧ𝜃 = ෍

𝑖,𝑗=1

𝑁

𝑦𝑖 − 𝜆 𝑥𝑖; 𝜃 𝑉−1 𝑖𝑗 𝑦𝑗 − 𝜆 𝑥𝑗; 𝜃

𝜆 → 𝜆 𝑥; Ԧ𝜃 =෍

𝑗=1

𝑚

𝑎𝑗 𝑥 𝜃𝑗

𝜆 → 𝜆 𝑥; Ԧ𝜃 ≠෍

𝑗=1

𝑚

𝑎𝑗 𝑥 𝜃𝑗
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线性最小二乘法估计
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11/24/2020

𝑎𝑗 𝑥 ：𝑥 的任意线性独立函数

用矩阵来表示，令 𝐴𝑖𝑗 = 𝑎𝑗 𝑥𝑖 ，有

对𝜃𝑖求偏微分，并令结果等于零，有

解方程得到最小二乘估计量

如果 𝜆 𝑥; Ԧ𝜃 是 Ԧ𝜃 的线性函数，会有简单的特殊性质：

𝜆 𝑥; Ԧ𝜃 =෍

𝑗=1

𝑚

𝑎𝑗 𝑥 𝜃𝑗

መԦ𝜃 没有偏倚，且得到的方差最
小（高斯-马尔科夫定理）

𝜒2 Ԧ𝜃 = Ԧ𝑦 − Ԧ𝜆
𝑇
𝑉−1 Ԧ𝑦 − Ԧ𝜆 = Ԧ𝑦 − 𝐴 Ԧ𝜃

𝑇
𝑉−1 Ԧ𝑦 − 𝐴 Ԧ𝜃

𝛻𝜒2 = −2 𝐴𝑇𝑉−1 Ԧ𝑦 − 𝐴𝑇𝑉−1𝐴 Ԧ𝜃 = 0

መԦ𝜃 = 𝐴𝑇𝑉−1𝐴
−1
𝐴𝑇𝑉−1 Ԧ𝑦 ≡ 𝐵 Ԧ𝑦

估计量 መ𝜃𝑖 是从测量
量 𝑦𝑖 的线性函数。



最小二乘估计量的方差
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等效地，可以利用下式来计算

如果 𝑦𝑖 是高斯变量，其方差与RCF边界一致。
书(6.7节)

线性条件下协方差矩阵元𝑈𝑖𝑗 = cov ෠𝜃𝑖 , ෠𝜃𝑗 的误差传递可写为：

መԦ𝜃 = 𝐴𝑇𝑉−1𝐴
−1
𝐴𝑇𝑉−1 Ԧ𝑦 ≡ 𝐵 Ԧ𝑦 𝑈 = 𝐵𝑉𝐵𝑇 = 𝐴𝑇𝑉−1𝐴

−1

𝜕𝛻𝜒2

𝜕 Ԧ𝜃
= −2

𝜕 𝐴𝑇𝑉−1 Ԧ𝑦 − 𝐴𝑇𝑉−1𝐴 Ԧ𝜃

𝜕 Ԧ𝜃
= 2𝐴𝑇𝑉−1𝐴

𝑈−1
𝑖𝑗 =

1

2

𝜕2𝜒2

𝜕𝜃𝑖𝜕𝜃𝑗 𝜃=
෡
𝜃

= ෍

𝑘,𝑙=1

𝑁

𝑎𝑖 𝑥𝑘 𝑉−1 𝑘𝑙𝑎𝑗 𝑥𝑙

书（1.62式）



最小二乘估计量的方差(续)
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对于𝜆 𝑥; Ԧ𝜃 是参数线性函数的情况，𝜒2 Ԧ𝜃 是二次型函数：

𝜒2 Ԧ𝜃 = 𝜒2
መԦ𝜃 +

1

2
෍

𝑖,𝑗=1

𝑚
𝜕2𝜒2

𝜕𝜃𝑖𝜕𝜃𝑗 𝜃=
෡
𝜃

𝜃𝑖 − መ𝜃𝑖 𝜃𝑗 − መ𝜃𝑗

令 𝜒2
෠Ԧ𝜃 = 𝜒min

2 ，上式给出

𝜒2
መԦ𝜃 ± ො𝜎෡

𝜃
= 𝜒min

2 + 1

若𝜆 𝑥; Ԧ𝜃 不是 Ԧ𝜃的线性函数，上式有偏差，但仍是好的近似。

可把 𝜒2 Ԧ𝜃 ≤ 𝜒min
2 + 1 看作“置信区间”给出含真值 Ԧ𝜃 的可能性。

注意：上式并不依赖于 𝑦𝑖 是否为高斯变量，但无论何种情况，都要计算
协方差矩阵 𝑉𝑖𝑗 = cov 𝑦𝑖 , 𝑦𝑗 。

将𝜒2在
极值附
近展开



多项式的最小二乘法拟合
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多项式拟合右图

第 0 阶 (一个参数)
第 1 阶 (两个参数)
第 4 阶 (五个参数)

对于单参数拟合(右图横线):

例如:

𝜆 𝑥; 𝜃0, … , 𝜃𝑚 =෍

𝑗=0

𝑚

𝜃𝑗𝑥
𝑗

መ𝜃0 = 2.66 ± 0.13

𝜒min
2 = 45.5



最小二乘估计量的方差
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多数情况下与最大似然法中方差估计类似。如果数据服从高
斯分布，那么

𝜒2 𝜃 = −2 ln 𝐿 𝜃

因此

෢𝜎2෡𝜃 ≈ 2
𝜕2𝜒2

𝜕𝜃2
𝜃=෡𝜃

−1

或者，用图解法由𝜒2 ෠𝜃0 ± 𝜎෡𝜃0 = 𝜒min
2 + 1确定标准差 𝜎෡𝜃0 。

𝜎෡𝜃0



双参数最小二乘拟合
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对于双参数拟合 (以斜率非零的直线为例)

倾角给出相关系数。

对于五个参数的拟合

𝜒min
2 值的大小反映了数据

与假设之间的符合程度。
可以用来检
验拟合优度。

✓曲线通过所有点；
✓𝜒min

2 = 0，参数个数=数据点个数。

መ𝜃0 = 0.93 ± 0.30
መ𝜃1 = 0.68 ± 0.10

ෞcov መ𝜃0, መ𝜃1 = −0.028

𝑟 = ො𝜌 = −0.90
𝜒2 = 3.99

切线➔𝜎෡𝜃0 , 𝜎෡𝜃1，
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非线性最小二乘法估计*
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如果 𝜆 𝑥; Ԧ𝜃 是 Ԧ𝜃 的非线性函数，最小二乘法没有参数的解

析解，需要通过迭代法求 Ԧ𝜃 的近似解，使得下式最小

𝜒2 Ԧ𝜃 = Ԧ𝑦 − Ԧ𝜆
𝑇
𝑉−1 Ԧ𝑦 − Ԧ𝜆

例如，用Minuit（求极小值的程序包）数值求解。



约束情况下的最小二乘法拟合*
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有时，测量量本身受到某些物理定律的约束。
例如，能动量守恒，衰变顶点约束等等。

采用拉格朗日乘子法求解，对每一个约束引入因子𝛼𝑖，

对一个事例有𝑚个观测量，无参数的最小二乘问题变为

𝜒2 Ԧ𝑥 = Ԧ𝑥′ − Ԧ𝑥 𝑇𝑉−1 Ԧ𝑥′ − Ԧ𝑥 = 最小
𝜓𝑖 Ԧ𝑥 = 0, 𝑖 = 1,… , 𝑙（共𝑙个约束条件）

Ԧ𝑥 = 𝑥1, … , 𝑥𝑚 = 真值
Ԧ𝑥′ = 𝑥1

′ , … , 𝑥𝑚
′ = 观测值

𝜒2 Ԧ𝑥, Ԧ𝛼 = Ԧ𝑥′ − Ԧ𝑥 𝑇𝑉−1 Ԧ𝑥′ − Ԧ𝑥 + 2𝜓𝑇 Ԧ𝛼 = 最小

实验中，为了提高测量精度而采用四动量守恒约束拟合，
顶点或质量约束拟合。
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检验最小二乘法的拟合优度

17

𝜒min
2 ∼ 𝜒2 𝑛d ：𝑛d = 𝑁 −𝑚，𝑚为参数个数

𝜒min
2 可以用作拟合优度（goodness-of-fit）统计量，检验假

设的函数形式𝜆(𝑥;
෠Ԧ𝜃)的好坏。

𝜒min
2 大 ➔ 拟合不佳（假设的函数形式与数据不符）

假设 𝑦𝑖 , 𝑖 = 1,… ,𝑁 是独立的高斯变量（𝜎𝑖已知），且 𝜆(𝑥; Ԧ𝜃)
是𝜃𝑖 的线性函数，所采用的函数形式也是正确的，那么

Ԧ𝜃 =
መԦ𝜃 ⇒ 𝜒min

2 = σ𝑖=1
𝑁

𝑦−𝜆 𝑥;
෡
𝜃

2

𝜎𝑖
2

𝜒min
2 小 ➔ 拟合不错（假设的函数形式与数据相符）

𝐸 𝜒2 𝑛d = 𝑛d
➔ 如果𝜒min

2 ≈ 𝑛d则拟合不错
𝑝值 = න

𝜒min
2

∞

𝑓 𝑧; 𝑛d d𝑧

书（2.7节）



检验最小二乘法的拟合优度（续）
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意思是，如果重复实验多次，得到的
𝜒min
2 有26.3% 将不小于3.99。

进行 1000 次
蒙特卡罗实验

对于单参数拟合（水平线）：

𝑝值太小！

例如，前面双参数拟合（直线）

𝜒min
2 = 3.99，𝑛d = 5 − 2 = 3
➔ 𝑝 = 0.263

𝜒min
2 = 3.99

𝜒min
2 = 45.5，𝑛d = 5 − 1 = 4
➔ 𝑝 = 3.1 × 10−9



拟合优度与统计不确定度的关系
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统计不确定度小并不意味着是一个好的拟合(反之亦然)

➢ 𝜒2曲线在最小值𝜒min
2 附近变化缓急➔统计不确定度的大小

➢ 𝜒min
2 的大小➔拟合优度

𝜒2

𝜒min
2

መ𝜃



拟合优度与统计不确定度的关系（续）
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水平线拟合中，人为改变数据点纵向位置，但保持误差棒不变

改变后方差与改变前一样，但 𝜒min
2 变“好”了。

𝜒2 𝜃0 曲线只是向下平移，表明与数据符合更好。但
抛物线形状并没有发生变化，即不确定度并没有改变。

መ𝜃0 = 2.66 ± 0.13

𝜒min
2 = 45.5

መ𝜃0 = 2.84 ± 0.13

𝜒min
2 = 4.48



拟合优度与不确定度的关系（续）
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➢ 估计量的方差告诉我们：

➢ 𝑝值告诉我们：

• 如果实验从复多次，估计量 ෠𝜃 的分布有多宽

• 但是，它并不告诉我们假设是否正确

• 𝑝值太低，则假设可能有误，即存在系统不确定度

• 如果假设正确，并且重复实验多次，实验和假设符合程
度不好于实际结果的统计量𝜒min

2 的比率是多少



本章要点

➢最小二乘法与最大似然法的关系

➢线性情况下的最小二乘估计

➢非线性情况下的最小二乘估计*

➢约束情况下的最小二乘法*

➢检验最小二乘法的拟合优度

➢应用最小二乘法处理分区数据

➢不等精度关联实验结果的合并问题

22



最小二乘法处理分区数据
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最小二乘法拟合使下式有最小值

把 𝑦𝑖看作泊松变量，方差为
改进的最小二乘法虽方便了计
算，但对于有些区间频数太少
时𝜒min

2 不再服从最小二乘的概
率密度分布函数(或无定义)。

直方图：𝑁个区间，总频数 𝑛。假设的概率密度函数：𝑓(𝑥; Ԧ𝜃)

𝑦𝑖 = 第 𝑖 个区间的频数

𝜆𝑖 Ԧ𝜃 = 𝑛න
𝑥𝑖
min

𝑥𝑖
max

𝑓 𝑥; Ԧ𝜃 d𝑥 = 𝑛𝑝𝑖 Ԧ𝜃

𝜒2 Ԧ𝜃 = σ𝑖=1
𝑁

𝑦𝑖−𝜆𝑖 𝜃
2

𝜎𝑖
2

𝜎𝑖
2 = 𝑉 𝑦𝑖 为

先验未知量。

𝜎𝑖
2 = 𝜆𝑖 Ԧ𝜃 （最小二乘法LS）

𝜎𝑖
2 = 𝑦𝑖 （改进的最小二乘法MLS）



最小二乘法的归一化问题
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最小二乘法拟合中，尽量避免拟合归一化常数，例如引入可

调参数 𝜈 并与 Ԧ𝜃 一起拟合：

𝝀𝒊 𝜽, 𝝂 = 𝝂න
𝒙𝒊
𝐦𝐢𝐧

𝒙𝒊
𝐦𝐚𝐱

𝒇 𝒙; 𝜽 𝐝𝒙 = 𝝂𝒑𝒊 𝜽

Ƹ𝜈 不是 𝑛 的好估计量，可以证明：

ෝ𝝂𝐋𝐒 = 𝒏 +
𝝌𝐦𝐢𝐧
𝟐

𝟐

ෝ𝝂𝐌𝐋𝐒 = 𝒏 − 𝝌𝐦𝐢𝐧
𝟐

LS和MLS方法得到的
估计量 Ƹ𝜈都有偏倚。

但不管怎样，我们知
道偏倚大小。



最小二乘法的归一化问题（续）
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例如 𝑛 = 400次，𝑁 = 20个区间

解决方法：从数据中直接得到 𝑛，或最好采用ML方法确定 𝑛。

ෝ𝝂𝐋𝐒 = 𝒏 + 𝝌𝐦𝐢𝐧
𝟐 /𝟐

ෝ𝝂𝐌𝐋𝐒 = 𝒏 − 𝝌𝐦𝐢𝐧
𝟐

如果 𝜒min
2 ∼ 𝑛d = 𝑁 −𝑚，那么当 𝑁 较大时， Ƹ𝜈 的

相对不确定度会比较大。
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用最小二乘法并合各实验结果

27

已知 𝜆 的 𝑁 个测量结果，如何求平均值？

𝑦𝑖 = 第𝑖个测量结果；𝜎𝑖
2 = 𝑉 𝑦𝑖 ，假设已知；𝜆 = 真值

如果各测量量之间相关，cov 𝑦𝑖 , 𝑦𝑗 = 𝑉𝑖𝑗，则求下式最小值：

𝜒2 𝜆 = ෍

𝑖,𝑗=1

𝑁

𝑦𝑖 − 𝜆 𝑉−1 𝑖𝑗 𝑦𝑗 − 𝜆

መ𝜆 = σ𝑖=1
𝑁 𝜔𝑖𝑦𝑖

𝜔𝑖 =
σ𝑗=1
𝑁 𝑉−1

𝑖𝑗

σ𝑘,𝑙=1
𝑁 𝑉−1 𝑘𝑙

𝑉 መ𝜆 = σ𝑖,𝑗=1
𝑁 𝜔𝑖𝑉𝑖𝑗𝜔𝑗

LS方法得到的 መ𝜆 是无偏的，且方差最小(高斯-马科夫定理)。

如果各测量量之间不相关，求下式最小值：

𝜒2 𝜆 =෍

𝑖=1

𝑁
𝑦𝑖 − 𝜆 2

𝜎𝑖
2

መ𝜆 = σ𝑖=1
𝑁 𝜔𝑖𝑦𝑖

𝜔𝑖 =
1/𝜎𝑖

2

σ𝑗=1
𝑁 1/𝜎𝑗

2 ，𝑉 መ𝜆 = σ𝑖=1
𝑁 𝜔𝑖

2𝜎𝑖
2

结果与ML方法一样



两个相关实验的平均值

28

假设有两个相关的测量量 𝑦1和𝑦2，且

因第二个测量导致方差倒数的增加为

加权平均的结果将不
在 𝑦1 和 𝑦2 之间！

如果相关性由使用相同数据引起，不可能发生这种情况；
如果相关性来自共同的随机效应，有可能发生这种情况。
如果𝜌, 𝜎1, 𝜎2不正确，结果将很不可信，需要自己检查。

第二个测量结果对
平均值总是有帮助。

𝑉 =
𝜎1
2 𝜌𝜎1𝜎2

𝜌𝜎1𝜎2 𝜎2
2

መ𝜆 = 𝑤1𝑦1 + 1 − 𝑤1 𝑦2,    𝑤1 =
𝜎2
2−𝜌𝜎1𝜎2

𝜎1
2+𝜎2

2−2𝜌𝜎1𝜎2

𝑉 መ𝜆 =
1−𝜌2 𝜎1

2𝜎2
2

𝜎1
2+𝜎2

2−2𝜌𝜎1𝜎2
≡ 𝜎

1

𝜎2
−

1

𝜎1
2 =

1

1 − 𝜌

𝜌

𝜎1
−
1

𝜎2

2

> 0

如果 𝜌 > 𝜎1/𝜎2 → 𝑤1 < 0，



例：用不同尺子测量长度

29

实验上用两把材质不同的尺子测量同一物体的长度。
已知两把尺子在不同温度下有不同的膨胀系数，即

根据误差传递公式，可以计算长度估计量的不确定度为

假设测量是无偏的，即

协方差为

𝑦𝑖 = 𝐿𝑖 + 𝑐𝑖 𝑇 − 𝑇0 ， 𝑖 = 1,2

𝜎𝑖
2 = 𝜎𝐿𝑖

2 + 𝑐𝑖
2𝜎𝑇

2

𝐸 𝑦𝑖 = 𝜆

𝑉12 = cov[𝑦1, 𝑦2]
= 𝐸 𝑦1, 𝑦2 − 𝜆2

= 𝑐1𝑐2𝜎𝑇
2

𝑉 =
𝜎𝐿1
2 + 𝑐1

2𝜎𝑇
2 𝑐1𝑐2𝜎𝑇

2

𝑐1𝑐2𝜎𝑇
2 𝜎𝐿2

2 + 𝑐2
2𝜎𝑇

2

协方差矩阵：



例：用不同尺子测量长度（续）

30

相关系数：

加权平均值：

如果𝜎𝑇可以忽略，则 መ𝜆 必在𝑦1和
𝑦2之间；如果𝜎𝐿1和𝜎𝐿2可以忽略
且𝜌 → 1，则会出现方差为零的极
端情况

这种情况通常是温度测量
极不可靠造成的。

𝜌 =
𝑉12

𝜎1𝜎2
=

𝑐1𝑐2𝜎𝑇
2

𝜎𝐿1
2 +𝑐1

2𝜎𝑇
2 𝜎𝐿2

2 +𝑐2
2𝜎𝑇

2

መ𝜆 =
𝜎𝐿2
2 + 𝑐2

2−𝑐1𝑐2 𝜎𝑇
2 𝑦1+ 𝜎𝐿1

2 + 𝑐1
2−𝑐1𝑐2 𝜎𝑇

2 𝑦2

𝜎𝐿1
2 +𝜎𝐿2

2 + 𝑐1−𝑐2
2𝜎𝑇

2

መ𝜆 =
−𝑐1

𝑐1−𝑐2
𝑦1 +

𝑐2

𝑐1−𝑐2
𝑦2



小结

31

1. 与最大似然法的联系

2. 线性的最小二乘法估计

3. 非线性的最小二乘法估计

4. 约束条件下的最小二乘法拟合

5. 用最小二乘法检验拟合优度

6. 用最小二乘法处理分区数据

7. 不等精度相关的实验结果的并合问题

对于高斯变量 𝑦𝑖，二者相同

通过求矩阵的逆完成估计，估计量是测量量 𝑦𝑖 的线性函数

通过迭代完成估计，方差可采用线性情况𝜒2 = 𝜒𝑚𝑖𝑛
2 + 1来估计

用𝜒min
2 作拟合优度统计，满足𝑁 −𝑚自由度下的卡方分布

把 𝑦𝑖 当作泊松变量，不确定用𝜆𝑖估计，或用𝑦𝑖估计 (推广最小二乘法)

对存在相关性的数据的处理，不确定度的修正

在约束条件下引入拉格朗日乘子改进实验观测量的精度


