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第八章：矩方法



回顾
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1. 最小二乘法与最大似然法的联系

2. 线性的最小二乘法估计

3. 非线性的最小二乘法估计

4. 约束条件下的最小二乘法拟合

5. 用最小二乘法检验拟合优度

6. 用最小二乘法处理分区数据

7. 不等精度关联实验结果的并合问题

对于高斯变量 𝑦𝑖，二者相同

通过求矩阵的逆完成估计，估计量是测量量 𝑦𝑖 的线性函数

通过迭代完成估计，方差可采用线性情况𝜒2 = 𝜒𝑚𝑖𝑛
2 + 1来估计

用𝜒min
2 作拟合优度统计，满足𝑁 −𝑚自由度下的卡方分布

把 𝑦𝑖 当作泊松变量，不确定用𝜆𝑖估计，或用𝑦𝑖估计 (推广最小二乘法)

对存在相关性的数据的处理，不确定度的修正

在约束条件下引入拉格朗日乘子改进实验观测量的精度



本章要点
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 矩的定义

 矩方法估计量及其应用

 矩方法与最大似然法和最小二乘法的比较



简单矩、原点矩和中心矩
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一阶原点矩就是随机变量 𝑥 的均值或数学期待值：

二阶中心矩就是随机变量 𝑥 的方差：

假设随机变量 𝑥 ∼ 𝑓(𝑥)。
定义围绕某固定值 𝑥0 的𝑘阶矩或简单矩 𝜇𝑘为

𝑚𝑘 ≡ න 𝑥 − 𝑥0
𝑘𝑓(𝑥)d𝑥

𝑥0 = 0➔ 𝑘阶原点矩 𝜇𝑘
′ 或 𝑒𝑘：

𝜇𝑘 = න 𝑥 − 𝜇 𝑘𝑓(𝑥)d𝑥

𝐸 𝑥 = න𝑥𝑓(𝑥)d𝑥 = 𝜇 = 𝜇′

𝑥0 = 𝐸 𝑥 = 𝜇 ➔ 𝑘阶中心矩 𝜇𝑘：

𝑒𝑘 = 𝜇𝑘
′ ≡ න𝑥𝑘𝑓(𝑥)d𝑥

𝑉 𝑥 = න 𝑥 − 𝜇 2𝑓(𝑥)d𝑥 = 𝜎2 = 𝜇2



代数矩与中心矩的关系
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原点矩 中心矩

低阶矩之间的关系

一般情况下，它们的关系可以表示如下

❑高阶矩对研究概率密度在大 𝑥 − 𝜇
区间的行为很有帮助。

❑对称分布的所有奇数中心矩为零。

𝜇0
′ = 1

𝜇1
′ = 𝜇

𝜇2
′ = 𝜎2 + 𝜇2

𝜇0 = 1
𝜇1 = 0
𝜇2 = 𝜎2

𝜇2 = 𝜇2
′ − 𝜇2

𝜇𝑘 =෍

𝑙=0

𝑘

𝑘
𝑙
𝜇𝑘−𝑙
′ −𝜇1

′ 𝑙

𝜇𝑘
′ =෍

𝑙=0

𝑘

𝑘
𝑙
𝜇𝑘−𝑙 𝜇1

′ 𝑙
图像如下，解析展开



矩的一般表达式

612/13/2020

假设随机变量 𝑥 ∼ 𝑓(𝑥; Ԧ𝜃)， Ԧ𝜃 = 𝜃1, … , 𝜃𝑚 为未知参数。

目标：利用𝑛个测量值 𝑥1, … , 𝑥𝑛估计 Ԧ𝜃。

𝐸 𝑎𝑖 𝑥 = න𝑎𝑖 𝑥 𝑓(𝑥; Ԧ𝜃)d𝑥 ≡ 𝑒𝑖( Ԧ𝜃)

𝑒𝑖( Ԧ𝜃) 可以用无偏的样本均值来估计：

令均值 𝑒𝑖( Ԧ𝜃)等于样本均值ത𝑎𝑖，即 𝑒𝑖 Ԧ𝜃 = ത𝑎𝑖 = Ƹ𝑒𝑖，那么

矩的一般表达式

构造 𝑚 个线性独立函数 𝑎𝑖(𝑥), 𝑖 = 1,… ,𝑚，其均值可写为

ො𝒆𝒊 = ഥ𝒂𝒊 =
𝟏

𝒏
෍

𝒋=𝟏

𝒏

𝒂𝒊 𝒙𝒋

参数 Ԧ𝜃 的估计值 ෠Ԧ𝜃可以通过求解 𝑚 个 𝑒𝑖( Ԧ𝜃) 方程来确定。



矩方法估计量
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求解 𝑚 个 𝑒𝑖( Ԧ𝜃) 构成的方程组确定参数 Ԧ𝜃 的估计量 ෠Ԧ𝜃：

𝒆𝟏 𝜽 =
𝟏

𝒏
෍

𝒋=𝟏

𝒏

𝒂𝟏 𝒙𝒋 = ො𝒆𝟏

⋮

𝒆𝒎 𝜽 =
𝟏

𝒏
෍

𝒋=𝟏

𝒏

𝒂𝒎 𝒙𝒋 = ො𝒆𝒎

෡𝜽𝟏 = ෡𝜽𝟏 ො𝒆𝟏, … , ො𝒆𝒎
⋮

෡𝜽𝒎 = ෡𝜽𝒎 ො𝒆𝟏, … , ො𝒆𝒎

𝑎𝑖(𝑥)原则上可以任意选择，只要其期待值可计算并构成𝑚个
线性独立的函数。

𝒂𝒊 = 𝒙𝒊

𝐸 𝑎𝑖(𝑥) = 𝐸[𝑥𝑖]：𝑥的𝑖阶原点矩

矩方法名称的来源
常见的一种选择是：

෠Ԧ𝜃：矩方法估计量

矢量形式： ෡
𝜽 =

෡
𝜽 ෠𝒆



矩方法估计量的协方差
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我们还希望了解矩方法估计量 ෠Ԧ𝜃 的协方差。

෡𝜽𝟏 = ෡𝜽𝟏 ො𝒆𝟏, … , ො𝒆𝒎
⋮

෡𝜽𝒎 = ෡𝜽𝒎 ො𝒆𝟏, … , ො𝒆𝒎

cov መ𝜃𝑖 , መ𝜃𝑗 = ෍

𝑘,𝑙=1

𝑚
𝜕 መ𝜃𝑖
𝜕 Ƹ𝑒𝑘

𝜕 መ𝜃𝑗

𝜕 Ƹ𝑒𝑙
cov Ƹ𝑒𝑘 , Ƹ𝑒𝑙

cov Ƹ𝑒𝑘 , Ƹ𝑒𝑙 = cov ത𝑎𝑘 , ത𝑎𝑙 = cov
1

𝑛
σ𝑖=1
𝑛 𝑎𝑘 𝑥𝑖 ,

1

𝑛
σ𝑗=1
𝑛 𝑎𝑙 𝑥𝑗

=
1

𝑛2
σ𝑖,𝑗=1
𝑛 cov 𝑎𝑘 𝑥𝑖 , 𝑎𝑙 𝑥𝑗

=
1

𝑛2
(σ𝑖=𝑗=1

𝑛 cov 𝑎𝑘 𝑥𝑖 , 𝑎𝑙 𝑥𝑗 + σ𝑖≠𝑗=1
𝑛 cov 𝑎𝑘 𝑥𝑖 , 𝑎𝑙 𝑥𝑗

=
1

𝑛
cov 𝑎𝑘 , 𝑎𝑙

cov 𝑎𝑘 , 𝑎𝑙 可以用样本协方差估计

ෞcov 𝑎𝑘 , 𝑎𝑙 =
1

𝑛 − 1
෍

𝑖=1

𝑛

𝑎𝑘 𝑥𝑖 − ത𝑎𝑘 𝑎𝑙 𝑥𝑖 − ത𝑎𝑙

𝑥𝑖和𝑥𝑗相互独立➔𝑎𝑘 𝑥𝑖 和𝑎𝑗(𝑥𝑙)相互独立



例：角分布理论的简单验证
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在 𝑒+𝑒− → 𝜇+𝜇− 实验中，理论预言角分布为

𝑛 = 事例数

为了验证理论，计算样本的二阶原点矩：

假设检验可通过比较二阶原点矩与二阶样本原点矩来完成。

𝑒+ 𝑒−
𝜇+

𝜇−

𝜃d𝑛

d cos 𝜃
∝ 𝑛 1 + cos2 𝜃

𝐸 cos2 𝜃 =
1−׬
+1
cos2 𝜃 ⋅ 𝑛 1 + cos2 𝜃 d cos 𝜃

1−׬
+1
𝑛 1 + cos2 𝜃 d cos 𝜃

= 0.4

cos2 𝜃 =
1

𝑛
෍

𝑖=1

𝑛

cos2 𝜃𝑖

二阶原点矩



角分布理论的简单验证：不确定度估计
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不含参数，已知cos2 𝜃的真值：

cos2 𝜃的样本方差：

样本的二阶矩cos2 𝜃的方差：

观测值在一个标准误差范围内与理论预期相符。

𝐸 cos2 𝜃 = 0.4

𝑆2 =
1

𝑛
෍

𝑖=1

𝑛

cos2 𝜃𝑖 − 𝐸 cos2 𝜃
2

𝑉[cos2 𝜃] =
𝑆2

𝑛

假设实验观测1000次，cos2 𝜃 = 0.39，并计算得到
𝑆2 = 0.15。则实验结果报告为：0.39 ± 0.01



例：含参数的矩方法估计
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假设理论预言𝑒+𝑒− → 𝜇+𝜇−的角分布含未知参数 𝛼：

计算 cos 𝜃 二阶原点矩的数学期望值

则参数 𝛼 与二阶原点矩的关系为

只要函数是可积的，采用矩方法原则上就可以确定参数。

d𝑛

d cos 𝜃
∝ 𝑛 1 + 𝛼 cos2 𝜃

𝐸 cos2 𝜃 =
1−׬
+1
cos2 𝜃 ⋅ 𝑛 1 + 𝛼 cos2 𝜃 d cos 𝜃

1−׬
+1
𝑛 1 + 𝛼 cos2 𝜃 d cos 𝜃

=
5 + 3𝛼

5 3 + 𝛼

𝛼 =
5 3𝐸 cos2 𝜃 − 1

3 − 5𝐸 cos2 𝜃 ො𝛼 =
5 3 cos2 𝜃 − 1

3 − 5 cos2 𝜃



矩方法应用的问题
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非物理解问题：利用矩方法测定参数，可能会出现非物理结
果。例如前例的二阶代数矩中，如果

在矩方法中，我们无法加上限制条件使得参数的估计值保持
在物理允许的范围内。

假设检验问题：利用矩方法测定参数，由于只比较积分值并
解方程得到参数估计值，信息含量不足，因此无法判断得到
的参数是否合理。实际应用中需要辅之以其它方法来检验。

适用范围问题：矩方法虽然简单，但在处理多参数问题中，
由于涉及更高阶的积分，使研究变得复杂。在这种情况下，
可以考虑采用所谓的“广义矩方法”。

cos2 𝜃 → 0.6 ➔ 𝛼 → ∞



最大似然法、最小二乘法和矩方法
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矩方法 最大似然法 最小二乘法

数据输入 单个事例 单个事例 直方图

多维问题 最容易 归一化较复杂 较难

充分性 会有信息丢失 最具充分性 有时与区间大小有关

相合性 收敛于真值 收敛于真值 收敛于真值

有效性 不是最有效 通常最有效 基本上与似然法一样

无偏性 渐进无偏 渐进无偏 渐进无偏

拟合优度 较难评估 较难评估 很容易

充分性：估计量应包含观测值对于未知参数的全部信息；
相合性：样本容量增大时，估计值收敛于真值；
有效性：估计量的分布对其期望值具有最小方差；
无偏性：无论样本容量多大，估计值与真值无系统偏差。



小结
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 矩的定义

 矩方法估计量及其应用

 矩方法与最大似然法和最小二乘法的比较


