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第十章：特征函数



回顾

2

1. 最小二乘法与最大似然法的联系

2. 线性的最小二乘法估计

3. 非线性的最小二乘法估计

4. 约束条件下的最小二乘法拟合

5. 用最小二乘法检验拟合优度

6. 用最小二乘法处理分区数据

7. 不等精度关联实验结果的并合问题

对于高斯变量 𝑦𝑖，二者相同

通过求矩阵的逆完成估计，估计量是测量量 𝑦𝑖 的线性函数

通过迭代完成估计，方差可采用线性情况𝜒2 = 𝜒𝑚𝑖𝑛
2 + 1来估计

用𝜒min
2 作拟合优度统计，满足𝑁 −𝑚自由度下的卡方分布

把 𝑦𝑖 当作泊松变量，不确定用𝜆𝑖估计，或用𝑦𝑖估计 (推广最小二乘法)

对存在相关性的数据的处理，不确定度的修正

在约束条件下引入拉格朗日乘子改进实验观测量的精度



本章要点
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➢特征函数的定义

➢特征函数的性质

➢常用概率密度函数的特征函数

➢特征函数的应用

➢中心极限定理

➢利用特征函数求估计量的p.d.f.



特征函数的定义
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特征函数的本质是什么？

设随机变量 𝑥 的概率密度函数为 𝑓(𝑥)，则特征函数 𝜙𝑥(𝑘)
定义为 𝑒𝑖𝑘𝑥 的期望值，即

特征函数的本质是概率密度函数 𝑓(𝑥)的傅里叶变换。

任意概率密度函数都存在特征函数。

𝜙𝑥 𝑘 = 𝐸 𝑒𝑖𝑘𝑥 = න
−∞

+∞

𝑒𝑖𝑘𝑥𝑓 𝑥 d𝑥



特征函数与概率密度函数的关系
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特征函数则与概率密度函数一一对应。
概率密度由特征函数的反傅里叶变换唯一确定

已知概率密度 𝑓(𝑥) ，我们往往关心其特征值(如均值、方差)。
特征值提供了概率密度最重要的信息，但不能完全确定概率密
度的所有性质。

即，概率密度函数 𝑓(𝑥)与其特征函数 𝜙𝑥 𝑘 是等价的。

𝑓(𝑥) =
1

2𝜋
න
−∞

+∞

𝑒−𝑖𝑘𝑥𝜙𝑥 𝑘 d𝑘



为什么引入特征函数
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问题：既然概率密度函数与特征函数一一对应，给出任意一个
都可以完全确定概率密度函数的所有性质，为什么还需要引入
特征函数？

很多问题直接用概率密度函数不易处理，但用特征函数处
理则非常方便。比如，
1）求独立随机变量之和的分布的卷积变为乘法运算；
2）求 𝑛 阶原点矩变为求 𝑛 阶微分
......



特征函数的性质
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(1) 𝜙𝑥 0 = 1
(2) 𝜙𝑥 𝑘 ≤ 1
(3) 𝜙𝑥 −𝑘 = 𝜙𝑥

∗ 𝑘
(4) 若 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏，其中 𝑎, 𝑏 为常数，则

𝜙𝑦 𝑡 = 𝑒𝑖𝑏𝑡𝜙𝑥 𝑎𝑘

(5) 独立随机变量之和的特征函数为特征函数的积，即，设
𝑥, 𝑦 相互独立，则

𝜙𝑥+𝑦 𝑡 = 𝜙𝑥 𝑘 𝜙𝑦 𝑘

(6) 若 𝐸 𝑥𝑙 存在，则 𝜙𝑥(𝑘) 𝑙 次可导，且对 1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑙 有

𝜙𝑥
𝑚

0 = 𝑖𝑚𝐸[𝑥𝑚]

Eq. 1.32

Eq. 1.36



特征函数的性质：证明(5)
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(5) 独立随机变量之和的特征函数为特征函数的积，即，设
𝑥, 𝑦 相互独立，则

𝜙𝑥+𝑦 𝑡 = 𝜙𝑥 𝑘 𝜙𝑦 𝑘

证明：由于 𝑥, 𝑦 相互独立，所以 𝑒𝑖𝑘𝑥 和 𝑒𝑖𝑘𝑦 相互独立，从而
𝜙𝑥+𝑦 𝑡 = 𝐸 𝑒𝑖𝑘 𝑥+𝑦 = 𝐸[𝑒𝑖𝑘𝑥𝑒𝑖𝑘𝑦] = 𝐸 𝑒𝑖𝑘𝑥 𝐸 𝑒𝑖𝑘𝑦 = 𝜙𝑥 𝑘 𝜙𝑦 𝑘

可推广到 𝑛 个独立随机变量之和
𝑧 = 𝑥1 + 𝑥2 +⋯+ 𝑥𝑛

𝜙𝑧 𝑘 = 𝜙𝑥1 𝑘 𝜙𝑥2 𝑘 …𝜙𝑥𝑛 𝑘

利用反傅立叶变换可求出 𝑧 的概率密度函数

𝑓 𝑧 =
1

2𝜋
න
−∞

+∞

𝑒−𝑖𝑘𝑧𝜙𝑧 𝑘 d𝑘



特征函数的性质：证明(6)
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(6) 若 𝐸 𝑥𝑙 存在，则 𝜙𝑥(𝑘) 𝑙 次可导，且对 1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑙 有

𝜙𝑥
𝑚

0 = 𝑖𝑚𝐸[𝑥𝑚]

证明：𝐸 𝑥𝑙 存在 ➔ ∞−׬
+∞

𝑥 𝑙𝑓 𝑥 d𝑥 < +∞，于是含粲变量 𝑘 的广义积

分 ∞−׬
+∞

𝑒𝑖𝑘𝑥𝑓 𝑥 d𝑥 可以对 𝑘 求 𝑙 次导。

所以，对 0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑙，有

𝜙𝑥
𝑚

𝑘 =
d𝑚

d𝑘𝑚
න
−∞

+∞

𝑒𝑖𝑘𝑥𝑓 𝑥 d𝑥 = න
−∞

+∞

𝑖𝑥 𝑚𝑒𝑖𝑘𝑥𝑓 𝑥 d𝑥 = 𝑖𝑚𝐸 𝑥𝑘𝑒𝑖𝑘𝑥

令 𝑘 = 0，即可以得到

𝜙𝑥
𝑚

0 = 𝑖𝑚𝐸 𝑥𝑚

利用特征函数可以方便地求出各阶原点矩。



分布 p.d.f. 𝝓(𝒌)

二项分布 𝑓 𝑛; 𝑁, 𝑝 =
𝑁!

𝑛! 𝑁 − 𝑛 !
𝑝𝑛 1 − 𝑝 𝑁−𝑛 𝒑 𝒆𝒊𝒌 − 𝟏 + 𝟏

𝑵

泊松分布 𝑓 𝑛; 𝜈 =
𝜈𝑛

𝑛!
𝑒−𝜈 𝒆𝝂 𝒆𝒊𝒌−𝟏

均匀分布 𝑓 𝑥; 𝛼, 𝛽 = ൞

1

𝛽 − 𝛼
, 𝛼 ≤ 𝑥 ≤ 𝛽

0, 其他

𝒆𝒊𝜷𝒌 − 𝒆𝒊𝜶𝒌

𝜷 − 𝜶 𝒊𝒌

指数分布 𝑓 𝑥; 𝜉 =
1

𝜉
𝑒
−
𝑥
𝜉

𝟏

𝟏 − 𝒊𝒌𝝃

高斯分布 𝑓 𝑥; 𝜇, 𝜎2 =
1

2𝜋𝜎2
𝑒
−
𝑥−𝜇 2

2𝜎2 𝒆𝒊𝝁𝒌−
𝟏
𝟐
𝝈𝟐𝒌𝟐

卡方分布 𝑓 𝑧; 𝑛 =
1

2𝑛/2𝛤 𝑛/2
𝑧𝑛/−1𝑒−𝑧/2 𝟏 − 𝟐𝒊𝒌 −𝒏/𝟐

柯西分布 𝑓 𝑥 =
1

𝜋

1

1 + 𝑥2
𝒆− 𝒌

常用概率分布的特征函数
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柯西分布在k=0处不可导，即各阶矩都不存在。



特征函数的应用
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问题：既然概率密度函数与特征函数一一对应，给出任意一
个都可以完全确定概率密度函数的所有性质，为什么还需要
引入特征函数？

很多问题直接用概率密度函数不易处理，但用特征函数处
理则非常方便。比如，
1）求独立随机变量之和的分布的卷积变为乘法运算；
2）求 𝑛 阶原点矩变为求 𝑛 阶微分
......



特征函数的应用：均值与方差
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求均值和方差（以高斯分布为例）

类似地，可以很容易求各阶中心矩。

特征函数为

𝐸 𝑥 = ቤ
1

𝑖

d

d𝑘
𝑒𝑖𝜇𝑘−

1
2𝜎

2𝑘2

𝑘=0

= ቤ
1

𝑖
𝑖𝜇 − 𝜎2𝑘 𝑒𝑖𝜇𝑘−

1
2𝜎

2𝑘2

𝑘=0

= 𝝁

𝑉 𝑥 = 𝐸 𝑥2 − 𝐸 𝑥 2 = อ
1

𝑖2
d2

d𝑘2
𝑒𝑖𝜇𝑘−

1
2𝜎

2𝑘2

𝑘=0

− 𝜇2

= ቤ
1

𝑖2
−𝜎2 + 𝑖𝜇 − 𝜎2𝑘

2
𝑒𝑖𝜇𝑘−

1
2𝜎

2𝑘2

𝑘=0

− 𝜇2

= 𝜎2 + 𝜇2 − 𝜇2 = 𝜎2



特征函数的应用：p.d.f
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取极限 𝑝 → 0,𝑁 → ∞, 𝜈 = 𝑝𝑁 为常数

求p.d.f.的极限行为（以二项分布为例）

即二项分布在 𝑁很大且均值保持不变时，趋向于泊松分布。
同样可以证明 𝜈很大时，泊松分布趋向于高斯分布。

特征函数为 𝜙 𝑘 = 𝑝 𝑒𝑖𝑘 − 1 + 1
𝑁

𝜙 𝑘 = 𝑝 𝑒𝑖𝑘 − 1 + 1
𝑁
=

𝜈

𝑁
𝑒𝑖𝑘 − 1 + 1

𝑁

𝑁→∞
𝑒𝜈 𝑒𝑖𝑘−1



特征函数的应用：p.d.f.
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求独立随机变量之和的p.d.f.

两个独立的高斯随机变量𝑥和𝑦，均值为 𝜇𝑥和𝜇𝑦，
方差为 𝜎𝑥

2 和 𝜎𝑦
2，求 𝑧 = 𝑥 + 𝑦 的特征函数。

这正是均值 𝜇𝑧 = 𝜇𝑥 + 𝜇𝑦，方差 𝜎𝑧
2 = 𝜎𝑥

2 + 𝜎𝑦
2 的高斯分布

的特征函数。
同样可证，泊松变量之和仍服从泊松分布。

𝜙 𝑘 = 𝜙𝑥 𝑘 𝜙𝑦 𝑘 = 𝑒𝑖𝜇𝑥𝑘−
1
2𝜎𝑥

2𝑘2 ⋅ 𝑒𝑖𝜇𝑦𝑘−
1
2𝜎𝑦

2𝑘2

= 𝑒𝑖 𝜇𝑥+𝜇𝑦 𝑘−
1
2 𝜎𝑥

2+𝜎𝑦
2 𝑘2



特征函数的应用：高斯分布与卡方分布

15

𝑛 个独立的高斯变量 𝑥𝑖 ∼ 𝑁 𝜇𝑖 , 𝜎𝑖
2 ，定义 𝑧 = σ𝑖=1

𝑛 𝑥𝑖−𝜇𝑖
2

𝜎𝑖
2 。

证明：𝑧 ∼ 𝜒2(𝑛)。

证明：首先易证 𝑦𝑖 ≡
𝑥𝑖−𝜇𝑖

𝜎𝑖
∼ 𝑁 0,1 ，并且 𝑧 = 𝑦𝑖

2 的概率密度函数为

𝑔 𝑧 = 2𝜑 𝑦𝑖
d𝑦

d𝑧
=

1

2𝜋𝑧
𝑒−𝑧/2 = 𝑓(𝑧; 𝑛 = 1)

则 𝑧 ∼ 𝜒2(1)，其特征函数为 𝜙𝑧 𝑘 = 1 − 2𝑖𝑘 −1/2。

若 𝑧 = σ𝑖=1
𝑛 𝑦𝑖

2，显然特征函数为 𝜙𝑧 𝑘 = 1 − 2𝑖𝑘 −𝑛/2。

这正是自由度为 𝑛 的卡方分布的特征函数，即 𝑧 ∼ 𝜒2 𝑛 。



中心极限定理
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定理：假设 𝑛 个独立随机变量𝑥𝑗，均值和方差 𝜇𝑗 , 𝜎𝑗
2，则大

𝑛 极限下，𝑧 = σ𝑗 𝑥𝑗 为高斯随机变量，𝑧 ∼ 𝑁 σ𝑗 𝜇𝑗 , σ𝑗 𝜎𝑗
2 。

证明：定义 𝑦𝑗 =
𝑥𝑗−𝜇𝑗

𝑛
，则 𝐸 𝑦𝑗 = 0，𝐸 𝑦𝑗

2 =
𝜎𝑗
2

𝑛
。对 𝑦𝑗 的特征函数 𝜙𝑗(𝑘) 作泰

勒展开：

𝜙𝑗 𝑘 = ෍

𝑚=0

∞

𝜙𝑗
𝑚

0
𝑘𝑚

𝑚!
= ෍

𝑚=0

∞
(𝑖𝑘)𝑚

𝑚!
𝐸 𝑦𝑗

𝑚 = 1 −
𝑘2

2𝑛
𝜎𝑗
2 −

𝑖𝑘3

3!

𝐸 𝑥𝑗 − 𝜇𝑗
3

𝑛3/2
+⋯

则在大 𝑛 极限下，忽略高阶项，𝜙𝑗 𝑘 ≃ exp −𝑘2𝜎𝑗
2/ 2𝑛 。

定义 𝜎2 = σ𝑗=1
𝑛 𝜎𝑗

2，𝑧′ = σ𝑗=1
𝑛 𝑦𝑗，则 𝑧′ 的特征函数为

𝜙𝑧′ 𝑘 =ෑ

𝑗=1

𝑛

𝜙𝑗(𝑘) ≃ exp −𝑘2𝜎2/ 2𝑛

即 𝑧′ ∼ 𝑁 0, 𝜎2/𝑛 。变换回 𝑧 = σ𝑗 𝑥𝑗 ，则 𝑧 ∼ 𝑁 σ𝑗 𝜇𝑗 , σ𝑗 𝜎𝑗
2



𝑧 =
σ𝑖=1
𝑛 𝑥𝑖 −

𝑛
2

𝑛/12

𝑛=12
෍

𝑖=1

12

𝑥𝑖 − 6

中心极限定理（续）
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𝑛有限时，中心极限定理成立的条件与程度：

大致说来，只要 𝑧 的求和中，每个𝑥𝑗的贡献都很小即可。
即 𝑧 由大量微小贡献组合而成。
例如，早期有些程序经常用12个(0,1]均匀分布的随机变量
之和近似高斯分布。

如果某个或某几个 𝑥𝑗 的贡献非常大，则求和的的结果将明
显偏离高斯分布。



求估计量的p.d.f.(1)
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以指数分布为例：𝑓 𝑥; 𝜉 =
1

𝜉
𝑒
−
𝑥

𝜉

参数 𝜉 的最大似然估计量为 መ𝜉 =
1

𝑛
σ𝑖=1
𝑛 𝑥𝑖

其分布可以用特征函数法求得。

这是伽马分布，𝑛很大时趋于高斯分布。

由于 𝜙𝑥 𝑘 = 1/ 1 − 𝑖𝑘𝜉 ，所以 𝑧 = σ𝑖=1
𝑛 𝑥𝑖 = 𝑛 መ𝜉 的特征函数为

𝜙𝑧 𝑘 = 1/ 1 − 𝑖𝑘𝜉 𝑛

反傅立叶变换得到 𝑧 的 p.d.f.：

𝑔𝑧 𝑧 =
1

2𝜋
න
−∞

∞ 𝑒−𝑖𝑘𝑧

1 − 𝑖𝑘𝜉 𝑛
d𝑘 =

1

𝑛 − 1 !

𝑧𝑛−1

𝜉𝑛
𝑒−𝑧/𝜉

𝑔 መ𝜉; 𝑛, 𝜉 = 𝑔𝑧 𝑧 d𝑧/d መ𝜉 =
𝑛/𝜉 𝑛

𝑛 − 1 !
መ𝜉𝑛−1𝑒− 𝑛/𝜉 ෠𝜉 = 𝛤 መ𝜉; 𝑛, 𝑛/𝜉



求估计量的p.d.f.(2)
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寿命 Ƹ𝜏 =
1

𝑛
σ𝑖=1
𝑛 𝑡𝑖 的平均值：

也可以用刚才的 p.d.f 进行积分求均值：

有意思的是 𝜆 = 1/𝜏 的最大似然估计量 መ𝜆 = 1/ Ƹ𝜏

如何求其期待值？

𝐸 Ƹ𝜏 = 𝐸
1

𝑛
෍

𝑖=1

𝑛

𝑡𝑖 =
1

𝑛
෍

𝑖=1

𝑛

𝐸[𝑡𝑖] =
1

𝑛
෍

𝑖=1

𝑛

𝜏 = 𝜏

𝐸 Ƹ𝜏 = න
0

∞

Ƹ𝜏 𝑔 Ƹ𝜏; 𝑛, 𝜏 d Ƹ𝜏 = න
0

∞

Ƹ𝜏
𝑛/𝜏 𝑛

𝑛 − 1 !
Ƹ𝜏𝑛−1𝑒− 𝑛/𝜏 ො𝜏d Ƹ𝜏 = 𝜏

𝐸 መ𝜆 = 𝐸
𝑛

σ𝑖=1
𝑛 𝑡𝑖

= ?



求估计量的p.d.f.(3)
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用这个 p.d.f 求解期待值：

可以看出 መ𝜆 不是无偏估计量。

可以先求 መ𝜆 的分布函数：

ℎ መ𝜆; 𝑛, 𝜆 = 𝑔 Ƹ𝜏; 𝑛, 𝜏
d Ƹ𝜏

d መ𝜆
=

𝑛𝜆 𝑛

𝑛 − 1 !

1

መ𝜆𝑛+1
𝑒− 𝑛𝜆 /෡𝜆

𝐸 መ𝜆 = න
0

∞
መ𝜆 ℎ መ𝜆; 𝑛, 𝜆 d መ𝜆 =

𝑛

𝑛 − 1
𝜆



求估计量期待值的置信区间
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对于给定 𝛼, 𝛽 以及观测值 መ𝜉𝑜𝑏𝑠 , 通过

求得置信区间 [𝑎, 𝑏]。

利用特征函数方法求出估计量(如 መ𝜉)的p.d.f.，有了估计量的
p.d.f.(如 𝑔( መ𝜉; 𝑛, 𝜉 )，可以方便地处理很多问题，如置信区间。

𝛼 = න
෠𝜉obs

∞

𝑔 መ𝜉; 𝑎 d መ𝜉

𝛽 = න
−∞

෠𝜉obs

𝑔 መ𝜉; 𝑏 d መ𝜉



小结
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1. 特征函数的定义

2. 特征函数的性质

3. 常用概率密度函数的特征函数

4. 特征函数的应用

5. 中心极限定理

6. 利用特征函数寻找估算子的p.d.f.

𝜙𝑥 𝑘 = 𝐸 𝑒𝑖𝑘𝑥 = න
−∞

+∞

𝑒𝑖𝑘𝑥𝑓 𝑥 d𝑥 → 傅立叶变换

𝜙𝑥+𝑦 𝑘 = 𝜙𝑥 𝑘 𝜙𝑦 𝑘 ：随机变量 𝑥和𝑦 相互独立

𝜙𝑥
𝑚

0 = 𝑖𝑚𝐸 𝑥𝑚 ：微分与原点矩的关系


