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理论推导
ų

考虑 CP破坏项的两味 NJL模型的拉氏量为

L = ψ̄(iγµ∂µ −m0)ψ + Lq + Ldet + La

其中 ψ为夸克场，m0为流夸克质量，La是破坏 CP对称性的轴子贡献，Lq是 NJL

模型的对称四费米相互作用项

Lq = G1[(ψ̄τkψ)
2 + (ψ̄τkiγ5ψ)

2],La =
g2

32π2
θFF̄

引入轴子场 θ = a
fa
,并对夸克场做角度为 θ的手征转动可以将轴子项表示为轴子与

夸克的相互作用项

La = 8G2[e
i afa det(ψ̄RψL) + e−i afa det(ψ̄LψR)]
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对夸克场的手征转动为：
ψ′ → e−iθγ5ψ, ψ̄′ → ψ̄e−iθγ5

NJL拉氏量的 det项为

Ldet = 2G2(det(ψ̄(1 + γ5)ψ) + det(ψ̄(1− γ5)ψ))

代入转动后调整转角可以使系数为 ei
a
fa ,

Ldet = 2G2(det(ψ̄e−iθγ5(1 + γ5)e−iθγ5ψ) + det(ψ̄e−iθγ5(1− γ5)e−iθγ5ψ))

= 2G2(det(e−2iθψ̄(1 + γ5)ψ) + det(e2iθψ̄(1− γ5)ψ))

= 8G2(e4iθdet(ψ̄RψL) + e−4iθdet(ψ̄LψR))
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其中需要用到

(1 + γ5)eiγ5θ = (1 + γ5)eiθ, (1− γ5)eiγ5θ = (1− γ5)e−iθ

利用平均场近似可以推导热力学势，同位旋守恒时 trτi = 0只有两种平均场：

ψ̄ψ → ⟨ψ̄ψ⟩ = σ, ψ̄iγ5ψ → ⟨ψ̄iγ5ψ⟩ = η

其中 σ和 η分别为手征凝聚和赝标量凝聚,det的第一项可化为

det(⟨ψ̄ψ⟩+ ⟨ψ̄iγ5ψ⟩) = det[(ūu+ d̄d) ∗ I+ (ud̄+ ūd) ∗ I]
= det(σ − iη) = (σ − iη)2
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同理可得
det[⟨ψ̄(1− γ5)ψ⟩] = (σ + iη)2

因此平均场近似下的 det拉氏量为

Ldet = 2G2cosθ(σ2 − η2) + 4G2σηsinθ

对称部分代入平均场为

Lq = G1(σ
2 + η2)

拉氏量的动力学部分可以通过路径积分得到热力学势，轴子部分被手征转动后测度
的变化抵消
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根据拉氏量写出配分函数

Z = Tre−βH = Tre−β(iΠ ∂ψ
∂t −L)

其中 Tr是对味道、颜色、自旋空间求迹，Π = iψ̄†是 ψ的共轭,通过路径积分配分函
数可写为

Z =

∫
[dψ][dΠ][da]e

∫ β
0 dτ

∫
dx3(iΠ) ∂ψ

∂τ
−L

= 4NcV
∫

d3p
(2π)3

[βω + 2ln(1 + e−βω)]− βG1(σ
2 + η2) + 2βG2[cosθ(σ2 − η2) + 2σηsinθ]
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热力学势为 Ω = −TlnZ
V 因此可以得到

Ω = Ωq + G1(σ
2 + η2)− G2(η

2 − σ2)cos(
a
fa
)− 2G2ησ sin(

a
fa
)

其中夸克部分 Ωq = −8Nc
∫ d3p

(2π)3
[
Ep
2 + Tln(1 + e−Ep/T)],Ep =

√
p2 +M2,有效质量为

M =
√
(m0 + α0)2 + β20 由轴子场 a、手征凝聚 σ和赝标量凝聚 η相关，参数 α0和

β0为
α0 = −2(G1 + G2cos

a
fa
)σ + 2G2ηsin

a
fa

β0 = −2(G1 − G2cos
a
fa
)η + 2G2σsin

a
fa
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热力学势的极小值点可以求出 σ和 η

∂Ω(σ, η, a
fa
)

∂σ
|σ=σ0
η=η0

= 0,
∂Ω(σ, η, a

fa
)

∂η
|σ=σ0
η=η0

= 0

轴子质量定义为m2
a =

d2Ω
da2 |a=0 =

χtop

f2a
,由于 θ = a

fa
，χtop = d2Ω

dθ2 |a=0不依赖于能标 fa。
轴子的耦合系数由热力学势的四阶导数定义：

λa =
d4Ω
da4

|a = 0
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若考虑 z轴方向的磁场需要增加修正项

−1

4
FµνFµν + gγa

a
4
Fµν ˜Fµν

后一项在磁场为 z方向消失，磁场会带来朗道能级修正

E′p(B) = [M2 + p2z + (2lqfB)]
1/2

其中 qf是不同味道夸克所带电荷的绝对值，对于 u夸克 qf = 2/3，对于 d夸克
qf = 1/3，朗道能级的简并度为 (2− δl,0),对横向动量的积分化为无穷级数求和∫

d3p
(2π)3

f(Ep) →
qfB
2π

∞∑
n=0

∫ ∞

−∞

dpz
2π

f(E′p(B))

→
qfB
2π

∞∑
l=0

(2− δl,0)

∫ ∞

−∞

dpz
2π

f(Ep(B)).
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夸克部分热力学势化简为

Ωq(B,T) = − Nc

2π2

∑
l,f

qfB(2− δl,0)

∫ ∞

−∞
dpz{

Ep(B)
2

+ T ln[1 + e−Ep(B)/T]}

总热力学势可以分解为真空、磁场和温度部分

Ω(B,T) = ΩV +ΩB(B) + ΩM(B,T)

对真空部分需要做截断 Λ

ΩV = G1(σ
2 + η2)− G2(η

2 − σ2)cos(
a
fa
)− 2G2ησ sin(

a
fa
)− 4Nc

∫
Λ

d3p
(2π)3

Ep
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ΩB是包含磁场的项，ΩM同时有温度磁场

ΩB = − Nc

2π2

∑
f

(qfB)
2 ×

[
ζ ′(−1, xf)−

1

2
(x2f − xf) ln xf +

x2f
4

]
,

ΩM = − Nc
2π2

∑
l,f(2− δl,0)qfB×

∫∞
−∞ dpzT ln[1 + e−Ep(B)/T],其中

xf = M2/(2qfB),ζ ′(−1, xf) = ζ ′(−1, 0) +
x2f
2 − xf

2 [1 + ln(2π)] + ψ(−2)(xf).
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数值模拟所用参数

Figure:三种参数

Figure:随能标跑动耦合系数的参数

能标跑动的耦合系数为 Gs(eB,T) = b(1− 1
1+eβ(Ta−T) + s),当温度为零有

G0(eB,T = 0) = 1.44173 + 3.06 ∗ e−1.31∗(eB)2
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Figure:参数 SETŴ下 cmin与临界温度的关系

ŴŶ/Ŷŷ



eB=ų的数值结果
ų

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
c

min

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

T
 [

G
e
V

]

eB = 0

eB = 0.2 GeV
2

eB = 0.4 GeV
2

η ≠ 0, σ ≠ 0

σ ≠ 0

σ ≈ 0

η = 0

Figure:参数 SETŵ下 cmin与临界温度的关系

Ŵŷ/Ŷŷ



eB=ų的数值结果
ų

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
c

min

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

T
 [

G
e
V

]

eB = 0

eB = 0.2 GeV
2

eB = 0.4 GeV
2

η ≠ 0, σ ≠ 0

σ ≠ 0

σ ≈ 0

η = 0
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Figure:使用参数 SETŴ计算的夸克凝聚 σ随轴子场的变化
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Figure:使用参数 SETŴ计算的赝标量凝聚 η随轴子场的变化
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Figure:使用不同参数计算有限温度轴子质量ma(T)/ma
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Figure:使用不同参数计算有限温度轴子耦合系数 λa(T)/λa
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eB ̸= 0且 Gs固定为 SETŴ的数值结果
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Figure:使用参数 SETŴ计算零温时热力学势 Ω(T)随轴子场的变化
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Figure:使用参数 SETŴ计算轴子场为零时组分夸克质量M随温度变化
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Figure:使用参数 SETŴ计算轴子场不为零时组分夸克质量M随温度变化
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Figure:使用参数 SETŴ计算有磁场时轴子质量ma(T)/ma随温度变化
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Figure:使用参数 SETŴ计算有磁场时轴子耦合系数 λa(T)/λa随温度变化
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随能标跑动的耦合系数 Gs(eB,T)数据结果
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Figure:零温使用除了 Gs的参数 SETŴ计算 Ω随轴子场的变化
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随能标跑动的耦合系数 Gs(eB,T)数据结果
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Figure:有限温度使用除了 Gs的参数 SETŴ计算 Ω随轴子场的变化
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随能标跑动的耦合系数 Gs(eB,T)数据结果
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Figure:零轴子场组分夸克质量M随温度变化
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随能标跑动的耦合系数 Gs(eB,T)数据结果
ų

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
T [GeV]

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

M
 [

G
e
V

]

eB = 0

eB = 0.2 GeV
2

eB = 0.4 GeV
2

a/f
a
 = 2π/3

Figure:有轴子场组分夸克质量M随温度变化
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随能标跑动的耦合系数 Gs(eB,T)数据结果
ų

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
T [GeV]

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

m
a
(T

) 
/ 

m
a

eB = 0

eB = 0.2 GeV
2

eB = 0.4 GeV
2

Figure: Gs随能标跑动时轴子质量ma随温度变化
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随能标跑动的耦合系数 Gs(eB,T)数据结果
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随能标跑动的耦合系数 Gs(eB,T)数据结果
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Figure: Gs随能标跑动时轴子耦合系数 λa随温度变化
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