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本讲要点

❑ 似然函数，最大似然估计量

❑ 最大似然估计量的方差估计

❑ 分区间数据拟合

❑ 最大似然法的拟合优度检验

❑ 不等精度观测结果的并合

❑ 最大似然法与贝叶斯估计
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最大似然法

前面给出了在不知道概率密度函数 pdf 的情
况下，如果没有未知参数，如何从有限的数据样本
中，估计出随机变量的期待值、方差与相关系数。

如果已经知道概率密度函数 pdf 的具体形式，
但是函数中包含有未知参数，如何从有限的样本中
估计未知参数的期待值、方差与相关系数…

参数估计与最大似然法



含参数情况下如何估计参数

4

通常先给出 𝑓(𝑥) 的假设形式，其中包含未知参数 𝜃

利用给定的 𝑓(𝑥, 𝜃) 形式和数据样本估计参数 𝜃

参数拟合：利用 𝑥 的数据样本估计参数 的过程

每次实验给出的估计量 ෠𝜃是满足概率密度𝑔 ෠𝜃; 𝜃 的随机变量。

统计量(statistic) ：数据样本的函数（不含未知参数）
估计量(estimator)：用来估计pdf某些属性的统计量

记号：𝜃的估计量为 መ𝜃

估计值(estimate) ：估计量的观测值，通常记为 መ𝜃obs

估计量 ෠𝜃的均值为

𝐸 መ𝜃 Ԧ𝑥 = න መ𝜃 𝑔 መ𝜃; 𝜃 d መ𝜃 = න⋯න መ𝜃 Ԧ𝑥 𝑓 𝑥1; 𝜃 ⋯𝑓 𝑥𝑛; 𝜃 d𝑥1⋯d𝑥𝑛



7/25/2026 5

参数估计量好坏的标准

符合程度(一致性)

偏置大小(无偏性)

方差大小(有效性)

ˆ ,

ˆ(| | ) 0,  >0

n

n

Lim

Lim P 对任何 都 。成立

 

   

→

→

=

−  =

ˆ[ ] 0b E  = − =

'

ˆ[ ]ˆ 1
]

 ˆ'  
ˆ[

n

n
n

V
Lim

V


 

→
对任何估计量 ，都有 ，则 渐进效果好。
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参数估计与概率大小的关系

1( ,..., ) pdf ( )  ;   nx x x x f x考虑有数据样本 ，这里 服从 分布 。=

1( ,..., )m估计 。或者更为一般地，估目标： 计   =

 ( ; ) f x如果 为真，则有

1

( [ , ] ) ( , )
n

i i i i i i

i

P x x dx x f x dx对所有在 观察到的 
=

+ =

如果假设(包括 的取值)为真

可以预料会使观测结果具有高的概率。

如果假设的 取值远离真值或假设不对

会使观测结果具有低的概率。
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似然函数

在经典统计理论里，L( )并不是 的概率密度函数。

根据参数好坏与概率大小的关系，可以认为真实的 应使得
下式定义的似然函数


=

=
n

i

ixfL
1

),()( 

ˆ  不是一个随机变量，但 却是。 

有大的数值。

( ) ( ; )

(

 

)

 ,  sampleL f x

L

x

注意：虽然

但是 只是 的函数。这是

因为在实验完成以后， 就可

以被当做常数。

 

 

=

在贝叶斯统计理论里，把𝐿(𝜃) = 𝐿( Ԧ𝑥|𝜃)看作给定𝜃情况下，
Ԧ𝑥的概率密度函数，然后利用贝叶斯定理得到验后概率密
度函数 𝑝(𝜃| Ԧ𝑥)。
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最大似然估计量

取最大值

ˆ ( ) L定义最大似然估计量 为使得 最大的 值。通过解下列方程  

1 ˆ ˆ..., , mm通常可以找到对于 个参数的解 。 

mi
L

i

,...,10
)(

==








有时候 L( ) 可以有好几个极大值

注意，1）该方法利用了所有信息，与如何划分数据分布区间无关；
2）定义的最大似然估计量并不保证它们总是最优的。

需要对诸如无偏性，有效性等问题进行研究

多数情况下对于足够大样本，最大似然法的确能给出了期待的好结果。

即使是小样本的情况，虽然并不总是达到最优，但它通常仍然能给出最
好的实用解。
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最大似然估计量的参数选取
考虑  的最大似然估计值是下列方程的解

log ( )
0

L 




=



如果选用另一个等价参数 h( ) , 则 h 的最大似然估计值是
下列方程的解

𝜕 log 𝐿 (𝜃)

𝜕ℎ(𝜃)
= 0

因为

log ( ) log ( )L L h

h

 

 

  
=

  

 ,0
h







因此，只要 就有

ˆˆ

log ( ) log ( )
0

( )

L L

h   

 

  ==

 
= =

 

ˆ ˆ( )h h =

因此，L的最大似然
估计值与参数选取无
关，具有唯一性。

对数形式(对同样的参数值，该
定义不会改变最大值的位置)。
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例子:指数概率密度函数参数
考虑指数概率密度函数




 /1

);( tetf −=

并假设有一数据样本 t1,…,tn。通常为了方便起见，可采用

log 𝐿 (𝜏) =෍

𝑖=1

𝑛

log 𝑓 (𝑡𝑖 ; 𝜏) =෍

𝑖=1

𝑛

log
1

𝜏
−
𝑡𝑖
𝜏

令
𝜕 log 𝐿

𝜕𝜏
= 0，并求解𝜏，


=

=
n

i

it
n 1

1
̂

例子：用蒙特卡罗
方法产生具有=1

的50个 t 值，得到

062.1ˆ =

是平均寿命的
最大似然估计
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指数型分布平均值的偏向性问题

所得到平均值是  的一个无偏估计量吗？

原则上可以通过找出概率密度函数(例如采用解析或蒙特
卡罗方法)


=

=
n

i

it
n 1

1
̂

);ˆ( g

 −= ]ˆ[Eb

对样本求平均

并计算出偏置的大小

来检查估计量是否是无偏的
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指数型最大似然估计是无偏的
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 

  
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因此， Ƹ𝜏是𝜏的一个无偏估计量。

一种方法是解析计算 𝐸[ Ƹ𝜏]



7/25/2026 13

指数型分布量的倒数情况
假设指数概率密度函数可写为

在测量值是时间 t 的情况下, 如何找出  的最大似然估计量？

-( ; ) tf t e  =

这里 =1/，是衰变常数或寿命的倒数。

根据最大似然估计量的唯一性，当  是  的等价参数时，

ˆ ˆ( )   ( ) ( ) L L使 达到最大值的是 ，变量 也同时使 达到最大。     

ˆ ˆ ( ) = ) (函数 的最大似然估计量是    
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指数型分布量倒数的有偏估计
所以，对于衰变常数，有

一般而言，一个无偏估计量的非线性函数对参数的函数是有偏向性的。

1

1

1 1ˆ
ˆ

n

i

i

t
n




−

=

 
= =  

 


  ˆ那么 是 的一个无偏估计量吗？ 

ˆ[ ]
1

n
E

n
 =

−

̂对于 ，利用特殊函数处理方法可以证明

ˆ n → 有偏置。但当 时，该偏置将趋于零。
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高斯概率密度函数中的参数
考虑一个样本服从高斯概率密度函数，其参数  ， 2 未知。
其对数似然函数为

2 2

1

2

2

2
1

log ( , ) log ( ; , )

( )1 1
log log

2 22

n

i

i

n
i

i

L f x

x

   






=

=

=

 −
= − − 

 





对  ， 2 偏微分后的函数取零，解方程得到

1

1
ˆ

n

i

i

x
n


=

= 

取“帽”号表示方程的解是参数的估计值。

2
1

log
0

n

i

i

xL 

 =

−
= =




2

2 2 4
1

( )log
0

2 2

n
i

i

xL n 

  =

−
= − + =


 ෢𝝈𝟐 =

𝟏

𝒏
෍

𝒊=𝟏

𝒏

(𝒙𝒊 − ෝ𝝁)𝟐



高斯函数参数估计值的偏向性
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𝐸[෢𝜎2] =
𝑛 − 1

𝑛
𝜎2

因此，  2 的最大似然估计量有偏向性。这种偏向性随 n 趋
于无穷大时而消失。但是方差的统计估计量

2 2

1

1
ˆ( )

1

n

i

i

s x
n


=

= −
−


对任何概率密度函数的方差估计都是无偏的。
但是最大似然法给不出这样的估计量。

2 2 2

2

[ ]

[ ]

i

i j

E x

E x x i j

 



= +

= 

利用

前面已证明 ෝ𝝁是𝝁的的无偏估计量。计算෢𝝈𝟐的平均值得到
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估计量的方差：解析法

指数分布平均值的估计量为：

1
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 
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t
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ˆ( ; ,  )g n对应的概率密度函数 分布的宽度可以估计 

ˆ     t n的方差比 的方差小 倍。
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估计量的方差：解析法(续)

ˆ
ˆ ˆ 1.062 0.150  = 

最大似然法对  的估计为1.062；

最大似然法对𝒈 ො𝝉 ; 𝝉 , 𝒏 的𝝈𝝉估计为0.150。

ˆ

ˆ
ˆ

n



 =

通常情况下，“统计误差”由上式给出。例如，

注意：对于未知真值𝜏的 𝑉[ Ƹ𝜏], 𝜎ො𝜏 函数，其估计可以采用

这就意味着

“68%的置信区间”

ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ; , ) [ , ]g n       − +如果 是高斯函数，则 为所谓的
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估计量的方差：蒙特卡罗方法

ˆ ( ; , )g n 可采用蒙特卡罗方法得到

Nexp=1000
蒙特卡罗实验可给出标准偏差

s = 0.151

ˆ / 0.150n =类似于前面估计的 。

ˆ( ; , )g n  近似服从高斯分布。

根据中心极限定理，可以断定在大

样本极限下它确实是高

注意：

斯分布。

ˆ ˆ  ( ; , )g n通常情况下， 的具体形式 并不知道。对于此类情况，  

ˆ 
 

 ,

pdf =1.062
 50

ˆ
n

例如，对指数的 ，我们有 。在蒙特卡罗中，把其作
为 的真值。产生  的样本，并重复 次实验。计算
每次实验的 并填入直方图。

1000
 





=
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RCF边界问题(信息不等式)

任何估计量(不仅仅是最大似然法)的方差下界为

也称为 Rao-Cramér-Frechet 不等式(信息不等式)。

通常假设上述结论为真，利用RCF边界估计

2 2

2

logˆ[ ] 1
b L

V E
 

   
 + −   

    
( b为偏置)

]ˆ[V

最大似然估计量对大的样本统计量 n 几乎总是有效的。

ˆ  如果等式满足，就可以说 是有效的。

朱永生 P197，P244，
Frederick James P148
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上式两侧对𝜃
求导

T是𝜃的一个函数，我们可以不直
接估计𝜃，b是偏离， E是期待值

再有概率归一
化条件

上式两侧对𝜃
求导

(A)

(B)

𝐀 − (𝐁)
× (𝝉 𝜽 + 𝒃 𝜽 )
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利用施瓦兹不等式：

将这里的[𝑻 − 𝝉 𝜃 − 𝒃(𝜽)]和𝝏𝒍𝒏𝑳/𝝏𝜽看做
两个随机变量

这里的第一项方差的
定义式——V(𝑻)和第
二项是𝝏𝒍𝒏𝑳/𝝏𝜽的期
待值
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再将前面的
（B）式对𝜽
求导

注意这两项的
关系，带回

重写上页的结
果，得到更方
便的形式，即
RCF不等式
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如果我们正在研究的问题中T就是𝜽自身

𝑉[ ෠𝜃] ≥ ൘1 +
𝜕𝑏

𝜕𝜃

2

𝐸 −
𝜕2 log 𝐿

𝜕𝜃2

这个式子是我们未来一些重
要应用的“基础”

如果b为零

𝑉[ ෠𝜃] ≥ ൗ1 𝐸 −
𝜕2 log 𝐿

𝜕𝜃2
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RCF边界问题(续一)

2

2 2 2
1

ˆlog 2 1 2
1 1

n

i

i

L n n
t

n



    =

   
= − = −   

   


已知 b = 0，所以
2

22

1 1
ˆ[ ]

ˆ2 [ ]ˆ2
11

V
n E nn

E






  

 = =
    

− −− −    
   

=真的方差

2 2

1 log log ( ; )
( ) ( ; )

ij

i j i j

L f x
V E n f x dx




   

−
  

= − = − 
     


有效估计量的
方差正比于1/n

例如，对于前面的指数概率密度函数的例子，我们可以得到

ˆ 

  n

最大似然法的估计量 对任何

样本统计量大小 都是有效的。

1=( ,..., ) m对于 具有有效估计量以及零偏置的情况，  
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RCF边界问题(续二)

对于只有一个参数的情况，可以得到

通常求 logL的最大值是通过数值计算来完成，二阶导数的
矩阵(也就是Hessian矩阵)是通过有限差值来估计。

在RCF边界里，
𝜕2 log 𝐿

𝜕𝜃𝑖𝜕𝜃𝑗
的期待值是参数真值的函数。可用下

式估计，即用最佳拟合值处的结果来代表

( ෢𝑉−1)𝑖𝑗 = อ−
𝜕2 log 𝐿

𝜕𝜃𝑖𝜕𝜃𝑗
𝜃=෡𝜃

෢𝜎2෡𝜃 = ተ

−1

𝜕2 log 𝐿
𝜕𝜃2

𝜃=෡𝜃

调用 CERN 的 MINUIT 软件包中的 HESSE 程序
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例子：估计实验所需的统计量

假设我们想通过质子与反质子弹性散射来研究反质子的极
化，观测量为散射角 x=cos，已知对应的概率密度函数为 f 

(x;)=½(1+x)，其中  是反映反质子极化的参数。如果过去
的实验已经测量出  在 0.10±0.02 左右(即  估计值的相对误
差为 20% )，那么要想在统计上将相对误差减少到 5%，总共
需要多少个事例？
由信息不等式，任何估计量的方差下界为

2 2

2

logˆ 1
b L

V E
 

      + −         

对于本题，b=0，

( ) ( ) ( )
1 1

1
, 1

2

nn n

i i

i i

L f x x  
= =

 
= = + 

 
 
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例子：实验所需的统计量（续）

( )
( )

22 2

22 2
1 1 1

log 1
log log 1

2 1 1

n n n
i i

i

i i ii i

x xL
n x

x x


    = = =

    
= + + = = −  

   + +   
  

( )
( )

( ) ( )

2 2 2
1 1

22 1 1

1
2

3
1

3

log 1
1

2 2 11

1
1 4 1 2ln 1

2 2

1
ln 2

2 1

L x n x
E n x dx dx

xx

n
x x x

n


 

  





 

− −

−

 
− = + = 

 ++ 

 = + − + + +
 

 +
= − 

− 

 

由信息不等式，

  3

1
ˆ 1 log 2

2 1

n
V


 

 

 +
 − −    2 5

ˆ=0.10

ˆ 0.05 =2.5 10V



 −= 

带入不等式可以求得 n  1.2  105。



7/25/2026 29

估计量的方差: 图解法

也就是

2
2

2
ˆ ˆ

log 1 logˆ ˆ ˆlog ( ) log ( ) ( ) ( ) ...
2!

L L
L L

   

     
 = =

   
= + − + − +      

max
ˆlog ( ) logL L =令 ，并且上式第二项为零，因此有

log 𝐿 (𝜃) = log𝐿max−
(𝜃 − ෠𝜃)2

2෢𝜎2෡𝜃

ˆ max

1ˆ ˆlog ( ) log
2

L L


  = −

ˆ
ˆ

ˆ log L

为了得到 ，可以让

偏离 ，使得 值减

掉 1一个 数值。/2


 



指数函数例子

ˆ

ˆ 1.062

ˆ 0.137

ˆ 0.165

ˆ ˆ

ˆ 0.15









 



−

+

−

+

=

 =

 =

 

  =

ˆlog ( )       L  考虑单参数 情况下，将 在 附近展开，
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最大似然估计量的渐进正态性

1     ˆ( ,..., ) ( ; ) 

ˆ 

 nx x x f x

n

如果 是分布 的随机样本， 是参数 的最

大似然估计。则当样本容量  时， 的分布趋近于一个正

态分布，即

  



=

→

ˆ ˆ( ; ) ( ; , [ ])f N V    =

根据似然函数定义，极值问题处理和误差传递，方差可写为
1 1

2 2

2 2

log ( ) 1 log ( ; )
[ ]

L f x
V

n

 


 

− −

    
= − = −   

       

在推断大样本的最大似然估计误差时，可以利用
测量误差理论中最常见的正态分布进行推断。

注意：样本容量多大，才能近似利用极限正态分布，才可以看作最
有效的估计，这将依赖于观测量的概率密度函数的具体形式。但对
于指数型分布会有一些最优性质。



双参数拟合

31

用数值解找到 log L 的最大值

ො𝛼 = 0.50 ± 0.05
መ𝛽 = 0.51 ± 0.11

ෞcov ො𝛼, መ𝛽

= 0.0024
ො𝜌 = 𝑟 = 0.42

协方差 ( ෢𝑉−1)𝑖𝑗 = อ−
𝜕2 log 𝐿

𝜕𝜃𝑖𝜕𝜃𝑗
𝜃=෡𝜃

“误差”：

ˆ ˆ
ˆ ˆ, 
 

由联合概率密度得到样本的似然函数
2000

1

( ; , ) ( ; , )
i

i

L x f x   
=

=

(MINUIT HESSE)

注意：本例子中采用的是
点拟合，与直方图的区间
大小划分无关。



双参数拟合结果的蒙特卡罗检验

32

做500次模拟实验，重复最大似然拟合，每次都是模
拟 n=2000 个事例，得到500组ෝ𝜶和෡𝜷。

ˆ ˆ

ˆˆ 0.499 0.498

0.051 0.111

ˆˆcov[ , ] 0.0024

ˆ 0.42

s s

r

 

 

 



= =

= =

=

= =

ˆˆ ,    正相关

边缘概率密度函数
近似为高斯分布。

̂

̂̂

̂

   ˆ

 

ˆ 表明 与 并

不完全独立。

 



双参数拟合的 log L 等高线形式

33

在前面蒙特卡罗样本中，其中的一次拟合结果在
， 平面表示为

对于大的样本容量 n，
log L 具有下列形式：

max

22

2

ˆ ˆ ˆ ˆ

log ( , ) log

ˆ ˆˆ ˆ1
2

2(1 )

L L

  

 

       


    

=

       − − − −    − + −   
    −        



log L 等高线对应的方差

34

等高线 log L(,)=log L max – 1/2 是由下式定义得到的

22

2

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆˆ ˆ1
2 1

1   

       


    

       − − − −    + − =   
    −        

其中，等高线的切线给出了标准偏差

椭圆的倾角与相关系数有关

ˆ ˆ, 
 

ˆ ˆ

2 2

ˆ ˆ

2
tan 2

 

 

 


 
=

−

注意：参数之间的相
关性体现在对估计量
的误差或方差方面的
影响(或偏大或偏小)。



推广的最大似然法(名字不好)

35

到目前为止，只考虑了固定样本大小 n 的情形，有

时候，n 被看作泊松分布的随机变量，平均值为。

1
, , ...,

n
n x x实验结果定义：

则推广的似然函数为
1

( ;( ,
!

) )
n

i

n

i

e
n

L f x
 




=

−= 

( )   =假设理论给出 ，去掉与 无关的项，有

1

1

log ( ) log ( ) ( ) log ( ; )

( ) log( ( ) ( ; ))

n

i

n

i

i

L n f x

f x

     

    

=

=

= − +

= − + 







推广的最大似然法： 独立

36




,

, 假设 是在函数上相互独立的，

1

1

( , ) ( ; )
!

1 ( ; 0
!

ˆ

) ˆ

0

n n

i

i

n n

i

i

i

i

L e f x
n

L n
e f

n

L

nx














 








−

=

−

=

=

  
= − = 

  


⎯⎯→

⎯⎯→ =

=






与普通最大似然法确定 的要求一样

 ( ; ) f x 适用于对处理 是已知分量叠加的情况。

可以将其分解成单独求  与  估计值问题。

例如：是信号与本底分量的叠加。



非物理结果问题

37

假设有两类事例：信号 (s) 与本底 (b)

( ) ( ) ( )s b

s b

s b s b

f x f x f x
 

   
= +

+ +

s b
 ( )  ( )    假设 与 已知，需要估计 与 ，

s b
f x f x  

ˆ 0s 

ˆ 0s 

1. 报道负的 ො𝜇s 非物理结果！ ？
2. 报道含偏置的真值估计量为： ො𝜇𝑠

𝑝ℎ𝑦𝑠𝑖𝑐𝑎𝑙
=

max( 0, ො𝜇𝑠)？

问题：如果出现
负值，应该如何
报告结果？



最大似然法处理分区数据

38

  x N通常数据 在划分为 个区间直方图中的频数为

1

1

( , ..., ),    
N

N tot i

i

n n n n n
=

= =

max

min
( ) ( ; )

i

i

x

i tot
x

f x dx   = 

如果样本的联合概率密度函数( ntot为常数)为

1

1

1

!
( ; ) ...

!... !

Nn n

tot N

sample

N tot tot

n
f n

n n n n

 


   
=    

   

1

1

( , ..., ), ( )
N

N tot i

i

     
=

= =

1

log ( ) log ( )
N

i i

i

L n  
=

=

通常称为“对直
方图拟合”。

在某种假设下，有期待值



扩展的分区间数据拟合(名字不好)

7/25/2026 39

如果 ni 是泊松随机变量，有推广的对数似然函数

1

log ( , ) log ( , )
N

tot tot i i tot

i

L n     
=

= − +

ntot 不为常数
样本的联合概率密度函数为

𝒇𝒔𝒂𝒎𝒑𝒍𝒆(𝒏 ; 𝝂)

=
𝝂𝒕𝒐𝒕
𝒏𝒕𝒐𝒕𝒆−𝝂𝒕𝒐𝒕

𝒏𝒕𝒐𝒕!

𝒏𝒕𝒐𝒕!

𝒏𝟏!. . . 𝒏𝑵!

𝝂𝟏
𝒏𝒕𝒐𝒕

𝒏𝟏

. . .
𝝂𝑵
𝒏𝒕𝒐𝒕

𝒏𝑵



例子：指数分布

40

指数分布例子

ˆ 1.07 0.17

ˆ 1.06 0.15





= 

= 

直方图拟合：

点估计：

当区间宽度为零时，

两者结果吻合。点
估计结果误差较小。

直方图拟合 点估计



不分bin的数据拟合，与分bin的
直方图拟合
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由于一些情况，例如本底谱输入，只能拟合直方图，
但由于分bin的原因，每个bin内的细节信息实际上
是丢失了



                             x

0.5, , 0.5, 0.750

0.2 00.5, , 0.

.

5 7

5

5

2

5, .

 









== =

====

=

分区处理数据的问题

42

分区处理数据有时会因区间宽度过大而造成部分信息
丢失影响到参数的估计。例如

2
1

( ; , )
2 2 / 3

x x
f x

 
 



+ +
=

+

由于  对函数变化影响较大，过
宽的分区，对  的估计影响较大。

[ 1,1  ]x −例如，在 范围内分50个区间

ˆˆ 0.47 0.05,   0.39 0.11 =  = 

[ 1,1] x −在 范围内分200个区间

ˆˆ 0.50 0.05,   0.50 0.11 =  = 

因此，对直方图拟合，一定要确认区间的大小对结果无明
显影响。注意：区间无穷小时，与点估计结果一致。

☺





检验最大似然法的拟合优度

43

对非分区(点估计)情况，检验很困难。可以尝试检
验统计量

maxlog Lt =

需要蒙特卡罗计算P-值

对分区或对拟合非分区数据后所做的直方图情况，
max

min

ˆˆ ( ; )     ( )
i

i

x

i tot
x

n f d mx x =  假设有 个拟合参数

可以考虑研究比值的分布情况

joint

joint

( ; )( | )

( | ) ( ; )

f nL n

L n n f n n


 = =

原则上可行，但检验统计量的分布 g(t) 通常未知



检验最大似然法的拟合优度(续)

44

例如对于满足多项式或泊松分布的随机变量 ni ，可
用检验统计量

2

1

2

1

2log 2 log
ˆ

ˆ2log 2 log
ˆ

N
i

M M i

i i

N
i

P P i i i

i i

n
n

n
n n

 


  


=

=

= − =

 
= − = + − 

 





( )

( )

2

2

1

2

2

1

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

N
i i

i i

N
i i tot

i i tot

n

n p n

p n








=

=

−
=

−
=





或利用皮尔逊的2检验，

对于大统计量样
本，两者都服从
最小二乘的pdf，
自由度=N - m

多项式分布：自由度=N - m - 1

泊松分布：自由度=N - m

ˆ
ˆ ( )  

i i i
   =用 代替

Frederick James P278
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不等精度观测结果的并合
如果 (x1,…, xn) 是对同一固定量 的 n 个不等精度测量值，

对应的标准误差是 (1 ,…,n) , 其中任一测量值 xi 的分布是方

差为 2
i 的正态分布 N(xi, µ, 2

i)，而且各观测值相互独立，方
差已知。则不等精度观测样本的似然函数为

2

1

1 1
( ; ) exp

22

n
i

i ii

x
L x




=

  −
 = −  
   



因此，取对数并解似然方程

2
1

log
0

n
i

i i

xL 

 =

−
= =




2
1 1

2

1 1

ˆ
1

n n
i

i i
i i i

n n

i

i ii

x
x







= =

= =

= =

 

 
权重因子

2

1
i

i




=

෢𝜎ෝ𝜇
2 =

ተ

−1

𝜕2Log𝐿
𝜕2𝜇

𝜇=ෝ𝜇

=
1

σ𝑖=1
𝑛 1

𝜎𝑖
2
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例子：求 寿命的世界平均值

世界上一共有五个实验精确测量了 的平均寿命(10-9 s)

2197.078 0.073

2197.025 0.155

2196.95 0.06

2197.11 0.08

2197.3 0.3











i
187.65

41.62

277.78

156.25

11.11

权重因子

0.048

0.005

0.08

0.08

0.27

−

−

ˆ
i −

0.432

0.001

1.778

1.000

0.810

2 2ˆ( )i i i   = −

Ƹ𝜏 =
σ𝑖=1
5 𝜔𝑖𝜏𝑖
σ𝑖=1
5 𝜔𝑖

= 2197.03 × 10−9秒， ෝ𝜎ො𝜏 = ෍

𝑖=1

5

𝜔𝑖

−
1
2

= 0.04 × 10−9秒

5
2

1

(5 1) 1.005i

i


=

− = 与期待值相符。



似然函数与贝叶斯定理
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     x在贝叶斯统计中， 与 都是随机变量

joint
( ) ( | ) ( | )L L x f x  = =

    x 是 在给定 的条件概率密度函数。

贝叶斯方法

•对假设 ( ) 采用主观概率来描述
•实验前， ( )反应了对过程的了解(先验概率密度函数)
•利用贝叶斯定理，根据数据来改进先验概率密度函数

( | )
( | )

( | ') '

( )

( ')

L x

x
p x

dL

 








 
=


验后概率：
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实际应用中，会碰到如何得到  ( ) 的问题?

( | ) p x 是一个复杂的函数。
Bayes

  

 

ˆ

 





利用估计量 来

归纳出对 的认识。

无金科玉律(主观的!)，通常假定它在全部取值区域上均匀分布。

Bayes ML
ˆ ˆ =

非贝叶斯方法目前在统计学中占主要地位。但是，如果被测定参数
是随机变量，而且它的验前分布已知，就应该用贝叶斯方法。

=1/  

 

注意：均匀假设会遇到诸如

时， 不是均匀分布之类( ) 的问题。



例子：电子中微子质量测量
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氚的贝塔衰变 3 3
H )He (

e e
n p ee  −+ − → + +→ + +

理论上，电子的能谱满足
2 1/ 2

0

2

0
( , ) ( )[( ) ]

dN
C F Z E pE E E E E

dE
m=  − − −

显然，不能假设先验概率密度函数  (m ) 在全空间中均匀分
布，而应采取阶跃函数形式，m 大于某值时 (m ) =0。
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本章要点
❑ 似然函数，最大似然估计量

❑ 最大似然估计量的方差估计

❑ 分区间数据拟合

❑ 最大似然法的拟合优度检验

❑ 不等精度观测结果的并合

❑ 最大似然法与贝叶斯估计
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