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前 言

“因人成事，其功不难”。

学习一种全新的科学方法，如果有前人留下的系统的资料，则难度会减小

很多；反之则会很不不便。这正是作者写出这个小册子的动机之一。从研究生

时期开始，直到博士后阶段，我都在学习和使用分波分析和角分布理论，体会

到了缺乏比较系统的学习材料和面临不同方法体系时不知所措的困难。这里我

把自己的学习进行总结，而且用中文写成小册子。希望对愿意和喜欢学习分波

分析的人能有所帮助，对 BESIII的分析工作有所裨益。

在粒子物理当中，我们的最终的基本目标是找到动力学，也就是说有一个

理论，我们可以用来计算各种物理过程的振幅。检验一种理论的正确性，比较

初级的做法是测量各种反应的微分截面和衰变率（分支比），但是，更精细更

有效的做法是测量各种和自旋相关的物理现象。在粒子物理实验中，目前有

一些领域目前动力学理论尚无法精确计算，或者无法比较好地计算（比如低

能QCD问题），尤其是在轻强子谱的分析当中，所以分波分析（运动学分析）

就显得非常重要，通过运动学分析可以确定粒子的自旋、宇称、质量、宽度，

进一步可以给出精确衰变分支比（因为分波分析可以考虑干涉效应的贡献）。

相对论粒子的运动学分析早在20世纪四、五十年代就已开始，之后就有人

发展出比较完善的分波分析理论。其中所谓的张量形式（Tensor）的Zemach公

式和螺旋度（Helicity）公式给出角分布的等价描述。它们的基本思想都是就是

利用系统的SO(3)对称性把S矩阵元分离为角度部分和只依赖于能量（不依赖角

度）的部分，或者通过所谓的协变分析的方法来把由动力学部分和运动学决定

的部分分离开来。这样就可以采用拟合实验数据的方法来对末态粒子的角分布

和动力学的不同模型进行检验和尝试，根据拟合的目标函数来确定不同的假设

的优劣，并由此得到相关的参数以及共振态的不同自旋、宇称。这样就可以确

定理论无法计算的动力学参数的同时可以确定共振态的量子数。这种方法的好

处是，关于角分布以及运动学部分是严格的，从第一原理出发的，而对于动力

学部分，尽管都是各种模型，但是也可以通过尝试拟合的方法来鉴定模型的优

劣。

所以，分波分析中的一个重要问题是如何来描述角分布，也就是如何

把我们的测量量和自旋依赖的振幅联系起来。在目前比较流行的有两种方
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法，Helicity和协变张量方法。关于Helicity方法在把振幅展开为D函数和所

谓Helicity振幅的这个层次上是严格的，因为它是从第一原理出发的，但是，因

为Helicity振幅本身包含有能量依赖，当我们尝试把其中的能量依赖尽可能的

抽取出来（约化）时就必然会用到其他的方法，比如协变分析的方法。而协变

张量方法则从一开始就认为振幅是Lorentz协变的，根据这个假设，利用可能

会出现的变量，也就是末态粒子四动量和初态粒子的自旋波函数（包含了初态

粒子的极化信息），来构造协变振幅，基于一套确定的规则，可以很给出各个

独立振幅的简单表达形式（可是学习和掌握并不简单），由于振幅中只出现末

态粒子的四动量，所以，一个很大的优点是计算机的计算量比较小。而实际

上Helicity振幅的约化也采用了这种思想，因为Helicity振幅也是Lorentz协变量，

也只能由末态粒子四动量和初态粒子的自旋波函数（包含了初态粒子的极化信

息）来构造，只是，这使得构造会变得很简单，因为Helicity振幅不包含角变量

且协变，我们可以采用特殊的参考系和坐标系来讨论问题，这样对人来说，问

题会变得很简单，因为演算过程非常简单，而且物理概念非常清楚，但是，计

算机的的运算量比较大，因为它要不断的进行旋转和Lorentz变换。

但是，由于分波分析是比较复杂的工作，其中对最后结果的影响因素很

多，所以，很多情况下，人们怀疑两种Helicity和协变张量对角分布的描述是否

等价。其实这个问题应该是比较简单的，从学习两种理论和比较过程中，我们

会很自然的发现其中的联系，了解到两种方法是等价的。

本书的章节安排是这样的：首先，在第一章，我们从非相对论的散射理论

出发介绍分波分析的一些基本概念，比如分波展开、相移和共振等；接着，从

第二章到第五章，我们着重介绍了Helicity和协变张量两种不同方法对角分布

的处理，以及两种方法的相互关系，同时也把我尝试去说明两种方法的等价

性，包括使用数值方法；接着第六章，我尝试着把分波分析中和动力学相关的

一些问题列了出来，可以供大家讨论和进一步思考；最后一章，我们想从实用

的角度出发讨论关于分波分析的一些现实问题，但是都是关于如何做最小化

的，比如如何选择和使用最小化方法，如何讨论最小化参数的误差，如何对结

果进行评价，即所谓统计显著性问题，以及在大样本下分波分析的一些特殊

性。

当然，限于作者的知识和经验，本书肯定有不少缺陷乃至错误，希望读者

能热心的指出，在此我表示感谢。
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第第第一一一章章章 分分分波波波、、、相相相移移移和和和共共共振振振

忆往昔，峥嵘岁月稠。

毛泽东

本章主要是介绍早期关于散射过程的一些知识。从非相对论的散射理论出

发，介绍共振、相移以及分波展开的概念。虽然我们以后将要面对相对论性的

问题，但是，从非相对论理论出发，可以得到清晰的，可以很好定义的概念，

对于我们理解物理过程的本质非常有益。

1.1 散散散射射射过过过程程程

早期的分波分析大多是在低能散射实验中进行的。下面我们将从低能散射

现象出发讨论分波分析当中的基本概念。从低能散射出发讨论，有概念容易定

义，物理意义明确等优点。

1.1.1 散散散射射射的的的描描描述述述

我们把出发点设在质心系中两个粒子定态散射过程的偏微分方程及其边界

条件。 [
− ~2

2µ
∇2
ρ + V (ρ) − Eρ

]
ψ(ρ) = 0 , (1.1)

lim
ρ→∞

ψ(ρ) ∼ N

[
eikz + f(θ, ϕ)

eikρ

ρ

]
, ψ(0) = 0 . (1.2)

其中，µ是入射粒子和靶粒子系统的约化质量，

µ =
mAmB

mA +mB

. (1.3)

ρ是两个粒子的相对坐标，

ρ = rA − rB , ρ = (ρθϕ) . (1.4)
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Eρ是相对运动能量。

Eρ =
p2
ρ

2µ
, pρ = µρ̇ . (1.5)

现在我们来讨论( 1.1)的解。假设体系具有旋转不变的性质(SO(3)对称)，

现在我们转到球坐标系，式( 1.1)变为：{
− ~2

2µ

[
ρ−2 ∂

∂ρ
ρ2 ∂

∂ρ
+ (ρ sin θ)−1 ∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
+ (ρ2 sin2 θ)−1 ∂

2

∂ϕ2

]
+ V (ρ) − Eρ

}
ψ(ρ) = 0 ,

(1.6)

采用分离变量法，可以把( 1.6)分解为三个二阶微分方程，[
d

dϕ2
+m2

]
Φ(ϕ) = 0 ,[

(1 − x2)
d2

dx2
− 2x

d

dx
+ l(l + 1) − m2

1 − x2

]
Θ(θ) = 0 , x = cos θ ,[

ρ−2 d

dρ
ρ2 d

dρ
+ k2 − l(l + 1)

ρ2
− 2µ

~2
V (ρ)

]
Rl(kρ) = 0 . (1.7)

其中|m| ≤ l, l = 0, 1, 2, ...。

方程( 1.7)中角度部分的是所谓的球谐函数：Ylm(θϕ) =
[

2l+1
4π

]1/2
Pl(cos θ)e−imϕ。

其中Pl(cos θ)是 Legendre多项式。因为径向方程和和m无关，即对 ϕ没有依赖，

所以我们可以略掉变量 ϕ，可以把散射波函数用 Legendre多项式展开为如下

形式：

ψ(ρ, θ) =
∞∑
l=0

alPl(cos θ)Rl(kρ) , (1.8)

其中al是常数，将由边界条件确定，Rl(kρ)被称为分波。

令Rl(ρ) = Fl(ρ)
kρ
，则径向方程可以化为：[

d2

dρ2
+ k2 − l(l + 1)

ρ2
− 2U(ρ)

]
Fl(kρ) = 0 , U(ρ) =

µ

~2
V (ρ) , (1.9)

其中括号中第三项− l(l+1)
ρ2
是所谓的离心势垒，是转动效应对径向方程的贡献，

相当于一个排斥的势，和轨道角动量有关。这时，径向方程就完全化为一元二

阶微分方程。

到此为止，我们看到，散射问题的角度部分可以严格求解，当然是在满

足SO(3)对称性的前提下。而剩下的问题则是关于径向方程的求解。这是散射

问题的核心。下面我们将讨论求解径向方程的问题，并引入一些关键概念。
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1.1.2 分分分波波波相相相移移移

为了解方程( 1.9)，先考虑假设U(ρ)可以忽略的情形，这时它有两组线性独

立的解，即著名的球Bessel函数:

kρjl(kρ) , kρnl(kρ) . (1.10)

当 ρ是实数时，它们也是实函数，而且在除了原点以外具有良好的解析性质。

当U(ρ)不能被忽略时，方程( 1.9)的求解变得非常困难。实际上我们在实验

中，探测器是远离相互作用区域的，即所谓渐进区域，如果在这个区域相互作

用势能够被忽略的话，我们则可以猜想：

lim
ρ→∞

Fl(kρ) → fl(kρ) , (1.11)

其中fl(kρ)是U(ρ) = 0时方程( 1.9)的解。

然而如果我们考虑短程势，即势在远离原点时比ρ−2减小的还快的势。根

据式( 1.11)的启发，在ρ非常大的时候，Rl(kρ)是( 1.10)中两个线性独立解的迭

加，

Rl(kρ) −−−→
ρ→∞

Aljl(kρ) −Blnl(kρ) , (1.12)

其中，Al和Bl独立于ρ而可能依赖于k。我们知道Bessel函数的渐进形式：

jl(kρ) −−−→
ρ→∞

sin(kρ− lπ/2)

kρ
, nl(kρ) −−−→

ρ→∞

cos(kρ− lπ/2)

kρ
. (1.13)

根据式( 1.12)和式( 1.13)我们得：

Fl(ρ) −−−→
ρ→∞

Al sin(kρ− lπ/2) +Bl cos(kρ− lπ/2)

= Cl sin

[
kρ− lπ

2
+ δl(k)

]
(1.14)

其中

tan δl(k) ≡
Bl(k)

Al(k)
(1.15)

δl(k)是l阶分波相移，Cl为归一化常数。到这里，我们给出了相移的概念。

进一步来说，相移 δl是动量的函数，而且相移的概念在非相对论散射理论中处
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于基石(cornerstone)的地位。粒子在中心势场中的弹性散射截面完全由各个分

波的相移决定。在弹性散射中，相应的 δl是实的，而当势场对粒子有吸收，则

相应相移则是复数。

下面给出散射波函数、出射波函数和散射振幅的表达式如下，

ψscatt −−−→
ρ→∞

eikρ

ρ

∞∑
0

2l + 1

2ik

[
e2iδl − 1

]
Pl(cos θ) , (1.16)

ψ(ρ, θ) −−−→
ρ→∞

−(2l + 1)ilPl(cos θ)

2ikρ

[
e−i(kρ−lπ/2) − Sl(k)e

i(kρ−lπ/2)] , (1.17)

f(θ) =
∞∑
0

(2l + 1) [Sl(k) − 1]Pl(cos θ)

2ik
. (1.18)

其中

Sl(k) ≡ e2iδl , (1.19)

容易证明 S矩阵具有如下的性质：

Sl(k) =
1

Sl(−k)
, Sl(k) =

1

S∗
l (k

∗)
. (1.20)

另外定义单道散射过程中的 T矩阵为

Tl = Sl − 1 (1.21)

利用Tl，式( 1.18)可表示成，

f(θ) =
1

2ik

∞∑
0

(2l + 1)TlPl(cos θ) , (1.22)

1.1.3 共共共振振振和和和散散散射射射振振振幅幅幅解解解析析析性性性质质质

粒子物理最显著的现象大概就是反应截面上的共振了。下面我们从非相对

论散射理论中波函数的分波展开形式出发做一点简单讨论，并简单介绍束缚

态、共振态和虚态的概念。
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我们从散射方程的解(1.18)和(1.22)出发进行讨论。

f(θ) =
1

2ik

∞∑
0

(2l + 1) [Sl − 1]Pl(cos θ)

≡ 1

2ik

∞∑
0

(2l + 1)TlPl(cos θ) , (1.23)

下面我们来看 S矩阵的解析性质对应了量子力学系统的可观测效应。

• 束缚态

对于S-波散射(l=0)，其径向方程为：[
d2

dr2
+ k2 − 2U(r)

]
F (kr) = 0 , (1.24)

考虑到边界条件，其解可以表达为

F (kr) −−−→
r→∞

C(k)
[
e−ikr − S(k)eikr

]
. (1.25)

我们并不关心C(k)，可以取为1，在原点F (0) = 0。对于物理的碰撞过程

作为和入射粒子能量相关的k2必须是正的。但是，我们不妨考虑−k2的

解，对于−k2

k = ±iκ, (κ > 0) , (1.26)

对于负能量，在无穷远的渐进区域，U(r)可以被忽略，于是( 1.24)变为：[
d2

dr2
− κ2

]
F (kr) = 0 , (1.27)

这个方程具有如下形式的通解：

F (r) = Ae−κr +Beκr . (1.28)

根据波函数的统计解释，我们要求几率必须有限，这必然导致：B = 0。

此时，考虑边界条件( 1.25)，当k = −iκ，我们有

F (kr) −−−→
r→∞

e−κr − S(k)eκr . (1.29)
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比较( 1.29)和( 1.28)，我们考虑到前面的讨论，立刻就会得到S(−iκ) = 0。

也就是说当 S矩阵在k的复平面的负虚轴上的零点位置对应( 1.24)如下的

解

F (0) = 0 , F (r) −−−→
r→∞

e−κr (r → ∞) . (1.30)

这正是我们熟悉的束缚态解。到这里我们可以看出 S矩阵的解析性质有

着物理对应。也就是 S矩阵在k的复平面的负虚轴上的零点或者正虚轴上

的极点(根据性质 1.20)对应对应了散射过程的束缚态。

• 虚态

当k2 = 0，即在阈上的散射，于是S-波的径向方程变为：[
d2

dr2
− 2U(r)

]
F (kr) = 0 . (1.31)

在无穷远的区域U(r)可以略去，易得线性解

F (0) −−−→
r→∞

C2r + C1 , (1.32)

其中C1和C2是积分常数。这就是虚态(Virtual State)解。所谓虚态就是能

量为0(k2 = 0)，而且吸引势的大小刚好能容下的第一个束缚态，但是这

个态是不能归一化的，而且只有π
2
的相移，并不是一个真正的束缚态。如

果吸引势再变强一点，虚态将会转变为束缚态；从数学上来讲，可以把 S

矩阵在k的复平面的正虚轴的零点(或者负虚轴上的极点)对应的态定义为

虚态。

• 共振态

如果 S矩阵的零点在k = −κ0 + iκ1 (其中κ0和κ1是实数)，从( 1.17)我们可

以得到：

Fl(kr) −−−→
r→∞

e−i(κ0+iκ1) = eiκ0reκ1r (r → ∞) . (1.33)

如果κ0 > 0，因为此时S(k) = 0，那将只有出射的径向波而没有任何入射

波的成分。
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根据量子力学关于密度流的定义，单位时间内通过半径为a的球面的粒子

数为：

N = − i~
2m

(
∂F

∂r
F ∗ − ∂F ∗

∂r
F

)
4πa2

=
4πa2~κ0

m
e2κ1a . (1.34)

定义

|ψ(r)|2a = e2κ1a . (1.35)

所以我们有(其中v = ~κ0

m
，为粒子速度)：

N = 4πa2|ψ(r)|2a · v . (1.36)

我们可以把含时的包含数表为：

Ψ(r, t) = ψ(r)e−iEt/~ , (1.37)

其中，

E =
~2k2

2m
=

~2

2m
(−κ0 + iκ1)

2 =
~2

2m
(κ2

0 − κ2
1 − 2iκ0κ1)

(1.38)

≡ E0 − i
Γ

2
. (1.39)

最终我们给出几率密度表达式：

|Ψ(r, t)|2 = e2κ1ae−t/τ τ ≡ ~/Γ . (1.40)

到这里我们可以看到当κ0 > 0和κ1 > 0时，有Γ > 0，Ψ所描述的体系

以平均寿命τ衰变。( 1.40)所描述的态是准稳定态(quasi-stationary state)，

也就是所谓共振态。( 1.33)式中， S矩阵的零点位置是k = −κ0 + iκ1，而

相应的极点为k = κ0 − iκ1。

由于S(k) ̸= S(−k)，而k2 = (±k)2，所以k平面上的±k对应k2平面上的

一个点。所以一般取k平面的上半平面为物理叶，下半平面为非物理叶。

相应的k2黎曼面的第一叶为物理叶，而第二叶为非物理叶。于是束缚态
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对应 S矩阵在物理叶上的极点，而虚态和共振态对应非物理叶上的极点，

在k2平面上正实轴成为割线(branch cut)。

在实际散射实验中，我们只能做到让k2为正实数，所以我们永远无法

到除了正实轴以外的k2复平面上去。但是，从理论上讲，如果S(k)在物理

的能量轴附近有一个极点，我们可以期望这样的奇异性将会对真实的物

理量产生显著的影响，比如影响相移和截面。

1.1.4 共共共振振振相相相移移移和和和本本本底底底相相相移移移

在 1.1.3中，我们讨论了共振态，当k = −κ0 + iκ1时，式 1.16出现共振态，

这正是 S矩阵的零点位置，同时k = κ0 − iκ1是式 S矩阵的极点。下面我们讨论

共振态的相移。

我们在极点附近来看δl(k)的行为。利用 S矩阵的定义，我们把式( 1.17)改

写为

Fl(kr) ∼ e−i(kr−lπ/2+δl) − ei(kr−lπ/2+δl) , (1.41)

因为 Fl除了含有 r依赖外还可以含有任意常数，那么我们进一步把Fl表为

Fl(kr) ∼ Al(E)e−ikr − A∗
l (E)eikr , (1.42)

其中，我们引入了复能量 E 的复函数

Al(E) = ile−iδl(E) , A∗
l (E) = (−i)leiδl(E) . (1.43)

对于共振态，必须有

Al(E) = 0 E = Er − i
Γ

2
, (1.44)

成立。其中， E 和 Γ是正实数。我们把Al在它的零点附近作泰勒展开，

Al(E) ≈ Al(Er − i
Γ

2
) +

[
E − (Er − i

Γ

2

]
al + ... , (1.45)

其中 al是Al在零点处的一阶导。因为第一项为零，故有

Al(E) ≈
[
E − (Er − i

Γ

2

]
al + ... , (1.46)
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和

A∗
l (E) ≈

[
E − (Er + i

Γ

2

]
a∗l + ... . (1.47)

把上面两个表达式代入( 1.42)给出，

Fl(E, r) ∼
[
E − (Er − i

Γ

2
)

]
ale

−ikr −
[
E − (Er + i

Γ

2
)

]
a∗l e

ikr

∼ iΓa∗l e
ikr at E = Er − i

Γ

2
. (1.48)

对比上式和( 1.41)式，在 S矩阵极点附近，可以得到：

e2iδl(E) = eiπl
a∗l
al

E − Er − i(Γ/2)

E − Er + i(Γ/2)

≡ e2iδpot
l

{
1 − i

Γ

E − Er + i(Γ/2)

}
, (1.49)

其中，我们定义所谓的势相移部分，也就是非共振相移，

e2iδpot
l ≡ eiπl

a∗l
al
. (1.50)

我们可以看到，当|E − Er| ≫ Γ时，式( 1.49)中方括号中第二项可以忽略，

故有δl → δpotl 。也就是说，在能量远离极点位置时，相移δl是由( 1.50)式给出的

能量的缓变函数，也被称为本底相移。而{
1 − i

Γ

E − Er + i(Γ/2)

}
=
E − Er − i(Γ/2)

E − Er + i(Γ/2)

则在Al(E)的零点附近给出迅速变化的δl。这一项被称为相移的共振部分，我们

定义，

e2iδres
l ≡ E − Er − i(Γ/2)

E − Er + i(Γ/2)
≡ cos δresl + i sin δresl

cos δresl − i sin δresl

. (1.51)

我们可以看到，完整的分波相移被分为两部分，

e2iδl = e(2iδpot
l +2iδres

l ) , δl = δpotl + δresl . (1.52)

从式( 1.51)中可以看到

E − Er
−Γ/2

=
cos δresl

sin δresl

, cot δresl =
Er − E

Γ/2
, δresl = − cot−1 E − Er

Γ/2
. (1.53)
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1.1.5 相相相移移移与与与共共共振振振形形形状状状和和和截截截面面面

有了共振相移和本底相移的概念后，我们来看他们以及他们的相互作用对

共振形状和截面能产生什么样的效应。考虑到

tan δresl (E) =
Γ/2

Er − E
, (1.54)

我们可以分析得到，能量从E < Er到E > Er变化过程中，δ
res
l (E)则从零附近

增加到接近π，极点两边各贡献π/2；变化的速度取决于Γ的大小，Γ越小，变

化越迅速，而Γ变大，即极点距离实能量轴越远，共振相移变化越缓慢。

把相移分成本底相移和共振相移等价于把产生相移的相互作用势做分解。

在单道过程中，势被分为两部分。通常如果解只含有远程排斥势的径向方程则

会给出本底相移；而短程吸引势则给出产生共振的机制。

我们可以用下面的方式定义 T矩阵，

Tl(E) = e2iδl − 1 = e2iδl − e2iδpot
l + e2iδpot

l − 1

= e2iδpot
l (e2iδres

l − 1) + (e2iδpot
l − 1)

≡ T resl + T potl . (1.55)

总截面可以表达为：

σ(E) ∼ 1

4
k2

∞∑
l=0

∞∑
l′=0

(2l + 1)(2l′ + 1)T ∗
l Tl′ × 2π

∫ π

0

Pl(cos θ)Pl′(cos θ)d cos θ

=
π

k2

∞∑
0

(2l + 1)|Tl|2 , (1.56)

从中我们可以看出，第 L个分波对总截面的贡献为,

σL ∼ 1

k2
(2L+ 1)|T resL + T potL |2 , (1.57)

其中包含共振项：|T resL |2、本底项：|T potL |2和二者的干涉项。假设本底相移可以
忽略，那么截面中就只有共振项，

σresL ∼ 2L+ 1

k2
|e2iδres

L − 1|2

=
4(2L+ 1)

k2
sin2 δresL

=
4(2L+ 1)

k2
· (Γ/2)2

(E − Er)2 − (Γ/2)2
, (1.58)
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推导过程中使用了( 1.53)式。( 1.53)式就是著名的描写共振截面的Breit-Wigner公

式。从( 1.57)式中可以看出分波截面中的共振部分是和本底部分叠加在一起的，

而且和其他分波也是叠加在一起的。实验上能否观察到这样一个共振，主要取

决于它和本底部分相干的程度；同样也取决于它的宽度—因为一般宽共振更难

被观察到。必须强调的是共振极点和特定分波相联系的。因为Γ描写了极点距

离实能量轴的距离，我们现在可以看出( 1.48)式定性性质：距离实能量轴远的

共振极点对σ(E)的贡献比较小，因为我们只能在正实轴上进行实验。

我们可以把( 1.57)式完整的用相移表达出来，

σL ∼ (2L+ 1)

k2
|T resL + T potL |2

=
(2L+ 1)

k2

{
|T resL |2 + |T potL |2 +

[
T res∗L T potL + T resL T pot∗L

]}
=

4(2L+ 1)

k2

{
sin2 δresL + sin2 δpotL + 2 sin δresL sin δpotL cos(δresL + δpotL )

}
(1.59)

E

σ

(a) (b) (c) (d)

图 1.1: 本 底 相 移 分 别 取 常 数(a) 0， (b) π/4， (c) π/2， (d) 3π/4时，

Breit-Wigner共振截面的变化。这说明不同的本底相移对共振截面的形状产

生显著影响。

上式中，δpotL 是随能量缓变的光滑函数，那么我们可以近似的把其视为常

数，而不同的δpotL 将对出现在截面中的共振形状产生影响。我们可以把( 1.59)画
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出如图 1.1所示。

我们可以看到：本底相移对共振截面的形状产生显著影响，也就是说共振

并不总是以尖峰的形状出现，而是受相应分波当中的本底相移的影响。前面提

到过，在散射过程中，共振的本质特征是 SL(E)的相位的迅速变化，而振幅和

截面的大小受到相移的影响，并不一定出现尖峰的典型特征。而且这只是单道

散射的情形，如果是多道，可以想象，共振行为将会更复杂。

1.2 分分分波波波分分分析析析

1.2.1 分分分波波波分分分析析析的的的概概概念念念

如果对散射过程中的振幅做分波展开，从上面的分析我们可以得到一下几

点信息：

• 每个分波的角分布是确定的，和共振的自旋有关，其他能量依赖部分包
含在相移当中；但是，相移很难有严格解析解，一般由实验测量得到，

最近开始有Lattice 的计算。

• 由于一定自旋的粒子出现在特定的分波里，所以，粒子的自旋宇称等量
子数也就确定了粒子的角分布；反过来说，通过研究角分可以确定粒子

的自旋宇称等量子数。

• 如果我们从截面的变化上观察到了共振现象，则对振幅的能量部分进行
参数化时可以考虑放进共振贡献，这样，我们可以通过拟合得到共振态

的质量和宽度等参数。

• 但是对于多道，并考虑本底过程的分析将会变得非常复杂，因为截面上
的起伏和共振态的之间的对应变得很难确定，必须有更仔细的分析。

基于以上的特点，我们知道各个分波的角分布在很大程度上是确定的，而振幅

的能量依赖部分，即动力学部分，是很难计算的，尤其是在低能QCD 中。所

以分波分析的基本做法是通过各种方法把振幅中角度部分和能量依赖部分分离

开来，然后对能量依赖的那部分做参数化，比如采用 Breit-Winger传播子和势

垒因子来进行参数化，而角度部分，可以表达为D函数，或者直接包含在张量

形式振幅的当中；然后通过拟合实验数据角分布的方法来确定能量依赖部分的
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全部参数，得到理论计算无法得到的相关参数。如果对质心能量分 BIN，则只

能测量出不同分波在某个固定能量点上的比分，这样的结果将是没有模型依赖

的。这是分波分析的基本思想。

1.2.2 分分分波波波分分分析析析特特特点点点

相对一般直接拟合截面的测量共振参数和分支比的方法，分波分析有很多

优点：

• 能比较系统细致地考虑干涉效应的贡献。因为分波分析是从振幅层次上
给出其的完整表达式，自然能考虑干涉效应，这样更接近物理实际。

• 构造振幅时使用了末态粒子对能量、角度变量，所以比其他任何方法都
更充分地利用了实验数据的信息，这样可以使得到的结果更可靠。

• 由于角分布是严格地从第一原理得到的，所以，如果采用分BIN 拟合，

则完全没有模型依赖，能给出任意能量点上各个分波的贡献以及它们的

干涉细节，同时对统计量要求比较高。

• 如果采用分波分析的整体拟合，可以同时确定多个参数，充分利用全部
数据的信息，并可以考虑它们之间的相关性，这样会使最终的结果更加

可信。

当然，作为一种实验分析的工具，它也有自己的不足之处：

• 多参数拟合的最优化问题，在数学上并没有完美的算法，对于出现局域
极小的问题，没有原则性的解决方法；虽然可以采用一些技巧改善，比

如随机搜索、网格搜索等。但是，还没有达到数学上的严格性和实际上

有效性的要求。

• 整体拟合中必然引进某种模型，自然就引入了模型依赖。

• 一般的分析对象都有相应的本底，对于本底的描述是一个复杂的问题，
因为分波分析考虑了角分布，而本底的角分布是很难知道的，即使知道

本底道的角分布，但是经过信号道的选择后，角分布也会变化。在有多

个本底道，而且他们的贡献都比较相当的情况，问题会变得更加复杂。
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• 统计量问题。对于多个参数拟合，如果想要得到比较小的误差，必须保
证一定的统计量，那么小样本将不适合分波分析方法，或者很难得到

很精确的结果；如果统计量很大，又会给计算资源提出很高要求，当放

入拟合的共振态很多时，如何判断一个成分的统计显著性，也是一个挑

战。

• 在目前的分波分析中，振幅的么正性并不满足，尤其时相空间比较大时。
这点正是可以改进的地方之一,比如在分析中考虑采用 K-Matrix方法。

• 对计算机资源（内存和CPU）要求在不断提高，尤其是在统计量不断提

高的现在。

1.2.3 轻轻轻强强强子子子谱谱谱和和和低低低能能能QCD研研研究究究需需需要要要分分分波波波分分分析析析

回顾量子力学的发展，人们会发现，当初对于光谱学的大量测量结果对量

子力学的产生发展起了非常大、甚至是决定性的作用。目前，粒子物理虽然

有一个大家还基本能接受的理论 标准模型（SM），但是，大部分人还是

倾向于认为SM只是一个有效的理论，也就是说它并不是最终的粒子物理理论。

我们相信，对于轻强子谱的研究，能积累实验现象和实验数据，再通过对数据

的整理，归纳，和深入理解，发现新的唯象规律，促进现有理论的发展，乃至

导致新的理论产生，就像量子力学的产生一样；当然另一种情况是能对理论做

出直接检验，比如如果找到胶子球，就直接肯定了QCD的非阿贝尔性质。

但是，不管是寻找胶子还是细致系统地研究轻强子谱，都需要分波分析这

一工具，因为在3GeV以下的能区集中了大量的强子态，还有理论上允许存在

的奇特态、混杂态，它们之间，以及它们和普通强子混合是必然存在的，复杂

的客观情况需要强有力的分析工具，而分波分析正是这样的一种分析方法；并

且目前这一能区的实验数据的统计量正在迅速提高。这些正好是进行分波分析

的必要性和可行性条件。“工欲善其事，必先利其器”，鉴于分波分析的强大功

能和一些不足之处，所以我们需要学习分波分析的知识，利用这种工具，发展

完善这种分析方法，这样可能取得更多、更可靠的物理结果，对检验现有理论

作出贡献，并可能促进新理论的产生。



第第第二二二章章章 角角角分分分布布布理理理论论论

如今才是十三夜，月色已如玉。

　

未是秋光奇艳，看十五十六。

杨万里·《好事近》

在第一章，我们从散射过程的非相对论描述出发介绍了一些分波分析的基

本概念，但是，我们将要面对的主要是产生和衰变过程的问题，这些都是典型

的相对论问题，必须有相对论性的理论来对其进行描述，针对这一点，有专门

的理论工具，所以，这章我们将会主要讨论产生和衰变过程的角分布的更加常

用的相关相对论形式的角分布理论。

本章主要包含两部分，介绍两种角分布理论，即所谓的螺旋度（Helicity）

理论和协变张量理论（Covariant Tensor），并试图讨论两种理论的联系. 实际

上，两种理论是等价的，这是本书想说明的问题之一。

2.1 Helicity Formalism

我们首先来介绍用Helicity Formalism来描述角分布的理论。

2.1.1 螺螺螺旋旋旋度度度的的的定定定义义义

所谓螺旋度就是角动量沿动量方向的投影。用h来代表Helicity算子，对运

动粒子其定义可以表示为：

h =
J⃗ · P⃗
|P⃗ |

= J⃗ · P̂ , (2.1)

其中，P̂ 代表动量的方向。若某粒子处于静止，此时定义Helicity 为自旋

沿第三轴方向的投影，即定义：

h = J3 . (2.2)
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但若粒子是经过一个Lorentz变换后变为静止的，此时则定义粒子的Helicity为

该粒子自旋在Lorentz变换前的运动方向上的投影。通常，总角动量J⃗为轨道角

动量L⃗与自旋角动量之和，即：

J⃗ = L⃗+ S⃗ . (2.3)

但是由于轨道角动量 L⃗始终和粒子的运动方向垂直，即

L⃗ · P⃗ = 0 , (2.4)

故只有粒子的自旋 S⃗ 对粒子的Helicity有贡献。

[Ji, J⃗ · P⃗ ] = 0 . (2.5)

Helicity 分析主要是从对称性的角度来分析散射振幅的一般形式和一些性

质，而具体反应过程的动力学信息则留在约化矩阵元之中。虽然Helicity 分析

中不需要从相对论的波动方程出发进行动力学计算，但是从相对论波动方程得

到的一些定性的信息还是非常有用的。这些基本性质包括以下几点：

• 自旋为 s 的粒子的波动方程为Bargmann-Wigner方程。对于静止质量

为m ̸= 0的粒子，对每一个动量 p，Bargmann-Wigner 方程有 (2s+ 1)个

线性独立的解。通常情况下是构造这些解使其具有确定的Helicity值。若

将方程的解记为 |Pλ >，则

h|Pλ >= λ|Pλ > , (2.6)

其中λ取−s到+s之间的(2s+ 1)个值，即

λ = −s,−s+ 1, ..., s . (2.7)

若粒子静止质量 m = 0，此时不存在粒子的静止系。于是此时的波动方

程是不可约的，则 Bargmann-Wigner 方程只有两个独立的解，这两个

解仍可以构造成Helicity 算子的本征态，但此时Helicity 算子的本征值只

有±s两个。即
h|Pλ >= λ|Pλ > , (λ = ±s) (2.8)
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• Helicity 算子和角动量算子是相互对易的：

[Ji, h] = 0 (2.9)

• 转动变换下，Helicityλ保持不变。

[h,R] = 0 R = e−iθn̂·J⃗ , (2.10)

• 宇称变换下，Helicityλ要反号。

• 沿动量发向进行一次Lorentz变换，若动量没有反向，则 Helicity λ保持不

变；如果动量反向，则Helicityλ也反号。

2.1.2 态态态的的的构构构造造造

下面我们给出粒子态的相对论描述。相对论性的带有动量 p⃗单粒子态可以

通过应用一个么正算符作用于|jm > 上而得到，这个么正算符代表一个把粒子

从静止态变换到具有动量 p⃗的态Lorentz 变换。这里，我们同时给出了正则态

的定义和Helicity 态的定义，并给出了它们之间的联系。后面还介绍一些它们

应用，但是重点限于Helicity 态。

2.1.2.1 一一一些些些准准准备备备性性性的的的定定定义义义和和和约约约定定定

让我们来考虑一个定义如下的四动量矢量 pµ 和张量矩阵：

pµ = (p0, p1, p2, p3) = (E, p1, p2, p3) = (E, p⃗) ,

gµν = gµν =


1 0

−1

−1

0 −1

 .

采用上面的定义，我们可以定义带有下标的四动量矢量：

pµ = gµνpν(E,−p⃗) .
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把四动量 pµ 变换到 p
′µ 的正常齐次正时向的Lorentz (Proper Homogeneous

Orthochronous Lorentz) 变换如下：

p′µ = Λµ
νp

ν ,

其中，Λµ
ν是如下定义的Lorentz变换矩阵：

gαβΛ
α
νΛ

β
ν = gνν , detΛ = 1 , Λ0

0 = 1 .

一般来说，形式如 Λµ
ν的Lorentz 变换包含了转动和纯Lorentz 变换。我们

可以用 Lµν (β⃗)表示一个纯的类时Lorentz变换，其中β⃗是变换的速度。具有特殊

重要性的是沿着 z−轴的纯Lortentz变换，记为 Lz(β)，

Lz(β) =


γ 0 0 γβ

0 1 0 0

0 0 1 0

γβ 0 0 γ

 ,

其中 γ = 1/
√

1 − β2，β = v/c。

用Lz(β)，我们很容易定义一个沿着任意方向β⃗的纯Lorentz 变换：

L(β⃗) = R(ϕ, θ, 0)Lz(β)R−1(ϕ, θ, 0) , (2.11)

其中R(ϕ, θ, 0)是把z−轴转到方向角为 (θ, ϕ)的β⃗方向的转动。

β̂ = R(ϕ, θ, 0)ẑ .

L(β⃗)的具体形式如下：

L(β⃗) =


γ γβx γβy γβz

γβx 1 + αβ2
x αβxβy αβxβz

γβy αβxβy 1 + αβ2
y αβyβz

γβz αβzβx αβzβy 1 + αβ2
z

 (2.12)

其中α = γ2(1 + γ)−1。

任意作用在相对论粒子态上的Lorentz 变换 Λ 都可以用么正算符来表示：

U [Λ]，且满足乘法律的群性质：

U [Λ2Λ1] = U [Λ2]U [Λ1] . (2.13)
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从关系式2.11和群性质2.13，我们可以得到：

U [L(p⃗)] = U [R̊(ϕ, θ, 0)]U [Lz(p)]U
−1[R̊(ϕ, θ, 0)] , (2.14)

其中转动 R̊(ϕ, θ, 0)表示把 z−轴转到方向为 (θ, ϕ) 动量 p⃗方向。

p̂ = R̊(ϕ, θ, 0)ẑ .

2.1.2.2 相相相对对对论论论单单单粒粒粒子子子态态态构构构造造造

现在我们来构造相对论性的单粒子态。

我们用两种等价的方式定义自旋为 j 动量为 p⃗的粒子的Helicity态：

|p⃗, jλ > = |ϕθ, p, jλ >= h(p⃗)|jλ >

= U [L(p⃗)]U [R̊(ϕ, θ, 0)]|jλ >

= U [R̊(ϕ, θ, 0)]U [Lz(p)]|jλ > , (2.15)

第一种先把静止的Helicity态Jλ >用R̊旋转，使其量子轴沿p⃗方向，然后

再沿着p⃗方向把系统做Lorentz变换得到Helicity态|p⃗, Jλ >，如图2.1所示；第二

种是，先对静止的Helicity态|Jλ > 沿 z−轴做Lorentz变换，然后再旋转系统

得到|p⃗, Jλ >。两种定义方式是等价的，这点容易从式2.14看出。这里我们给

出 h(p⃗)的一般表达式：

h(p⃗) = U [L(p⃗)]U [R̊(ϕ, θ, 0)] = U [R̊(ϕ, θ, 0)]U [Lz(p)]

=


γ 0 0 γβ

γβx cos θ cosϕ − sinϕ γβx/β

γβy cos θ sinϕ cosϕ γβy/β

γβz − sin θ 0 γβz/β

 . (2.16)

从定义当中，我们容易看出，Helicity 量子数 λ是自旋沿着粒子运动方向

的分量，因而它是旋转不变的，因为在转动情形下，量子轴也随之转动。这一

事实我们容易从定义式2.15中看出：

U [R]|p⃗, jλ > = U [R̊R]U [Lz]|jλ >

= |Rp⃗, jλ > .
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)θr( (v)zl

图 2.1: Definition of the helicity rest frame SA for particle A, which momentum

p⃗ in a reference frame S.

进一步，Helicity λ 在平行于动量方向并且把动量从 p⃗ 变换为 p⃗′ 的

纯Lorentz 变换下也保持不变。在Lorentz 变换 L′ 作用下的 λ的不变性从下式

可以看出：

U [L′]|p⃗, jλ > = U [L′]U [L(p⃗)]U [R̊]|jλ >

= U [L(p⃗′)]U [R̊]|jλ >

= |p⃗′, jλ > .

我们还可以用2.14式中的纯Lorentz 变换来定义“标准”的描述动量为 p⃗正

则态和自旋为 j 的单粒子态：

|p⃗, jm > = |ϕ, θ, p, jm >= U [L(p⃗)]|jm >

= U [R̊(ϕ, θ, 0)]U [Lz(p)]U
−1[R̊(ϕ, θ, 0)]|jm > . (2.17)

其中 |jm >是静止系中的单粒子正则态。其中纯的Lorentz 变换的意义可以参

看图2.2。这里我们必须强调的是：自旋的z−分量 m是在粒子的静止系中测量

的，而不是在粒子具有动量 p⃗的参考系中测量的。
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图 2.2: A canonical boost along v⃗ to S → S
′′′

as shown.

采用正则态的定义2.17的好处是在旋转变换下，正则态的变换行为在形式

上和在静止系中的态 |jm >一样:

U [R]|p⃗, jm > = U [RR̊]U [Lz(p)]U
−1[RR̊]U [R]|jm >

=
∑
m′

Dj
m′m(R)|Rp⃗, jm′ > . (2.18)

从关系式2.18，可以非常清楚的看到：我们可以把非相对论的那些自旋公

式直接拿过来应用到相对论情形的自旋粒子。但是，我们必须记住，粒子的自

旋的 z−分量仅仅只在对动量为 p⃗的粒子通过纯Lorentz变换 L−1(p⃗)后得到静止

系中的才有好的定义。

在两种不同的对自旋粒子的Helicity和正则描述之间有着简单的联系。从

定义式2.15和2.17，我们很容易得到：

|p⃗, jλ > = U [R̊]U [Lz]U
−1[R̊]U [R̊]|jλ >

=
∑
m

Dj
mλ(R̊)|p⃗, jm > . (2.19)
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对于我们所定义的单粒子正则态和Helicity态，将采用如下的归一化方式：

< p⃗′j′λ′|p⃗jλ >= δ̃(p⃗− p⃗′)δjj′δλλ′ (2.20a)

< p⃗′j′m′|p⃗jm >= δ̃(p⃗− p⃗′)δjj′δmm′ , (2.20b)

其中δ̃(p⃗− p⃗′)式Lorentz不变的 δ−函数，形式如下：

δ̃(p⃗− p⃗′) = (2π)3(2E)δ3(p⃗− p⃗′) . (2.21)

利用归一化关系2.20式，我们容易看出：作用在单粒子态 |p⃗, jλ和 |p⃗, jm >

上的任意Lorentz变换算符 U(Λ)确实是么正算符，也就是说：U+U = I 。采用

定义如下的不变体积元：

d̃p =
d3p⃗

(2π)3(2E)
, (2.22)

我们所定义的正则态和Helicity态的完备性关系可以写成如下形式：∑
jλ

∫
|p⃗jλ > d̃p < p⃗jλ| = I (2.23a)

∑
jm

∫
|p⃗jm > d̃p < p⃗jm| = I (2.23b)

其中 I 是恒等算符。

2.1.2.3 相相相对对对论论论双双双粒粒粒子子子态态态的的的构构构造造造

含有任意自旋的双粒子态也有两种构造方法：第一种是采用Helicity基

矢 |p⃗, λ >，另一种是采用正则基矢 |p⃗, jm >。这里我们将会采用两种方法来构

造，并且给出其中的联系。

考虑由两个粒子1和2组成的一个体系。两粒子质量分别为w1和w2，自旋

为s1和s2，在两粒子静止系中，动量分别为 p⃗和−p⃗，将p⃗的极角记为θ, ϕ。我们
可以这样来定义双粒子态的heilicity态：

|ϕθλ1λ2 > = aU [R̊] {U [Lz(p)]|s1λ1 > U [L−z(p)]|s2 − λ2 >}

≡ U [R̊(ϕ, θ, 0)]|00λ1λ2 > , (2.24)

其中 a是归一化常数， |siλi 是静止系中的Helicity态。但是如上定义的态，并

不是角动量算子得本征态，而是各种角动量本征态的混合态，下面设法从这样
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的态中投影出角动量本征态。记体系的总角动量为 J，磁量子数为M，两粒子

相对动量为 p⃗，Helicity 为 λ1和 λ2，则具有确定角动量 J 的态定义如下：

|p, JMλ1λ2 >=
NJ

2π

∫
dRD∗J

Mν(R)U [R]|00λ1λ2 > , (2.25)

其中NJ是归一化常数，将在后面确定。当一个旋转操作 R′ 作用在态2.25上

时：

U [R
′
]|p, JMλ1λ2 >=

NJ

2π

∫
dRD∗J

Mν(R)U [R
′′
]|00λ1λ2 > ,

这里 R
′′

= R
′
R。用B.24 和D 函数的么正性，有：

D∗J
Mν(R) = D∗J

Mν(R
′−1R

′′
)

=
∑
M ′

D∗J
MM ′ (R

′−1)D∗J
M ′ν

(R
′′
)

=
∑
M

′

DJ
M

′
M

(R
′
)D∗J

M
′
ν
(R

′′
) .

利用这一关系和dR = dR
′′
，我们可以得到：

U [R
′
]|JMλ1λ2 >=

∑
M ′

DJ
M ′M

(R
′
)|JM ′

λ1λ2 > (2.26)

这样我们可以看到态2.25确实具有确定的角动量 J，而λ1和λ2旋转不变也是和

我们的预期一致。下面我们来考察态2.25中的旋转操作 R，记 R = R(ϕ, θ, γ)并

留意到[R(0, 0, γ), L±z(p)] = 0，则

U [R(ϕ, θ, γ)]|00λ1λ2 > = U [R(ϕ, θ, 0)]U [R(0, 0, γ)]|00λ1λ2 >

= e−i(λ1−λ2)γU [R(ϕ, θ, 0)]|00λ1λ2 > (2.27)

把2.27替换到2.25中，并且把 dγ积掉，我们得到：

|JMλ1λ2 >= NJ

∫
dRD∗J

Mλ(ϕ, θ, 0)|ϕθλ1λ2 > , (2.28)

其中：λ = λ1 − λ2。

下来，我们再来定义正则双粒子态：

|ϕθm1m2 > = aU [L(p⃗)]|s1m1 > U [L(−p⃗)]|s2m2 > (2.29)
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其中，同样 a 也是归一化常数而 |simi > 静止系中的的单粒子态，L(±P⃗ )是

纯Lorentz变换：

U [L(p⃗)] = R(ϕ, θ, 0)L±z(p)R
−1(ϕ, θ, 0) (2.30)

其中R̊(ϕ, θ, 0)还是把 z−轴转向p⃗方向的旋转操作，L±z(p)是沿着±z−轴的Lorentz变

换。

依据单粒子正则态旋转性质2.18，我们可以定义总自旋为 s的态为：

|ϕθsms >=
∑
m1m2

(s1m2s2m2|sms)|ϕθm1m2 > (2.31)

其中(s1m2s2m2|sms)是Clebsch-Gordan系数。根据式B.25，如果旋转 R把Ω =

(θ, ϕ)变为Ω
′
= RΩ，我们很容易得出如下性质，

U [R]|Ωsms >=
∑
m′

s

Ds
m′

sms
(R)|Ω′

sm
′

s > (2.32)

因此，总自旋 s式旋转不变量。

具有确定轨道角动量的态可以从2.31按照平常的方法构造：

|lmsms >=

∫
dΩY l

m(Ω)|Ωm1m2 > (2.33)

其中 dΩ = dϕd cos θ。我们来看看2.33的旋转性质。用式2.32，

U [R]|lmsms >=

∫
dΩY l

m(Ω)Ds
m

′
sms

(R)|Ω′
sm

′

s > (2.34)

其中 Ω
′
= RΩ， dΩ = dϕ

′
d cos θ

′
。根据B.24和B.22有：

Y l
m(θ, ϕ) =

√
4π

2l + 1
Dl∗
m0(R

−1R
′
)

=

√
4π

2l + 1

∑
m′

Dl∗
mm′ (R−1)Dl∗

m′0
(R

′
)

=
∑
m

′

Dl
m′m

(R)Y l
m(β

′
, α

′
) (2.35)

我们可以得到：

U [R]|lmsms >=
∑
m′m′

s

Dl
m′m

(R)Ds
m′

sms
(R)|lm′

sm
′

s > (2.36)
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这表明态 |lmsms >在旋转操作下，象两个静止的态 |lm >和 |sms >的乘积一

样变换。

现在，我们非常容易构造总角动量 J 的态，

|JMls > =
∑
mms

(lmsms|JM)|lmsms >

=
∑
mms
m1m2

(lmsms|JM)(s1m1s2m2|sms)

×
∫
dΩY l

m(Ω)|Ωm1m2 > (2.37)

从2.36和B.25，我们马上可以得到：

U [R]|JMls >
∑
M

′

DJ
M

′
M

(R)|JM ′
ls > . (2.38)

我们注意到，也是我们的预期： l 和 s 都是旋转不变量，2.38和非相对论

的 L− S 耦合完全等价。

2.1.2.4 态态态的的的归归归一一一

最后,我们来讨论前面介绍的态的归一化问题。对于态2.24和2.29，我们采

用通用的归一化方式：

< θ
′
ϕ

′
λ

′

1λ
′

2|θϕλ1λ2 >= δ(cos θ − cos θ
′
)δ(ϕ− ϕ

′
)δλ1λ

′
1
δλ2λ2

′ , (2.39)

< θ
′
ϕ

′
m

′

1m
′

2|θϕm1m2 >= δ(cos θ − cos θ
′
)δ(ϕ− ϕ

′
)δm1m

′
1
δm2m

′
2
, (2.40)

对单粒子态采用如2.20的归一化，容易得到前面双粒子态的归一化常数 a :

a =
1

4π

√
p

w
(2.41)

其中 p是相对动量， w是双粒子系统的等效质量。采用2.39和2.40，我们所定

义的态2.28和2.37 遵守下面的归一化:

< J
′
M

′
λ

′

1λ
′

2|JMλ1λ2 >= δJJ ′δMM ′δλ1λ
′
1
δλ2λ

′
2

(2.42)
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< J
′
M

′
l
′
s
′|JMls >= δJJ ′δMM

′δll′δss′ (2.43)

如果把归一化常数 NJ 设为NJ = 2J+1
4π
，则双粒子Helicity态和正则态的完

备性关系可以表示如下：∑
JMλ1λ2

|JMλ1λ2 >< JMλ1λ2| = I , (2.44)

∑
JMls

|JMls >< JMls| = I . (2.45)

根据2.24和2.39，我们有：

< θϕλ
′

1λ
′

2|JMλ1λ2 >=

√
2J + 1

4π
DJ⋆
Mλ(ϕθ − ϕ)δλ1λ′1

δλ2λ′2
, (2.46)

根据2.37和2.40，我们有：

< θϕm
′

1m
′

2|JMls >=
∑
mms
m1m2

(lmsms|JM)(s1m1s2m2|sms)Y
l
m(θ, ϕ)δm1m

′
1
δm2m

′
2
.

(2.47)

2.1.2.5 Helicity态态态和和和正正正则则则态态态的的的联联联系系系

我们从2.24出发，用2.14，A.4和2.29，我们可以得到：

|ϕθλ1λ2 > = aU [R̊] {U [Lz(p)]|s1λ1 > U [L−z(p)]|s2 − λ2 >}

= aU [L(p⃗)]U [R̊]|s1λ1 > U [L(−p⃗)]U [R̊]|s2 − λ2 >

=
∑
m1m2

Ds1
m1λ1

(ϕ, θ, 0)Ds2
m2−λ2

(ϕ, θ, 0)|ϕθm1m2 > . (2.48)

接着利用2.28，

|JMλ1λ2 >= NJ

∑
m1m2

∫
dΩDJ∗

Mλ(ϕ, θ, 0)Ds1
m1λ1

(ϕ, θ, 0)Ds2
m2−λ2

(ϕ, θ, 0)|ϕθm1m2 > .(2.49)

上式中的三个 D函数的乘积可以按照下面方式化简，根据B.25有：

Ds1
m1λ1

Ds2
m2λ2

= (s1m1s2m2|sms)(s1λ1s2 − λ2|sλ)Ds
msλ (2.50)
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根据B.26有

DJ∗
MλD

s
msλ =

∑
lm

√
4π

2l + 1

(
2l + 1

2J + 1

)
(lmsms|JM)(l0sλ|Jλ)Y l

m . (2.51)

把这些代入2.49并且把结果和2.37比较，最后我们得到：

|JMλ1λ2 >=
∑
ls

(
2l + 1

2J + 1

) 1
2

(l0sλ|Jλ)(s1λ1s2 − λ2|sλ)|JMls > , (2.52)

这样Helicity态和正则态之间的耦合系数是：

< J
′
M

′
ls|JMλ1λ2 >=

(
2l + 1

2J + 1

) 1
2

(l0sλ|Jλ)(s1λ1s2 − λ2|sλ)δJJ ′δMM
′ ,(2.53)

2.52的逆向表达式：

|JMls > =
∑
λ1λ2

|JMλ1λ2 >< JMλ1λ2||JMls >

=
∑
λ1λ2

(
2l + 1

2J + 1

) 1
2

(l0sλ|Jλ)(s1λ1s2 − λ2|sλ)|JMλ1λ2 > .(2.54)

2.1.3 对对对称称称性性性

限于本文的重点不在于对称性的讨论，所以这里只是列出了相应的结论。

篇幅少不代表不重要，对称性的应用对于减少计算量非常重要，最好能从别的

文献中了解其细节，最少也要牢记其结果。

2.1.3.1 宇宇宇称称称对对对称称称性性性

Π|JMls >= η1η2(−1)l|JMls > (2.55)

Π|JMλ1λ2 >= η1η2(−1)J−s1−s2|JMλ1λ2 > (2.56)

2.1.3.2 时时时间间间对对对称称称性性性

T |JMls >= (−1)J−M |J −Mls > (2.57)

T |JMλ1λ2 >= (−1)J−M |J −Mλ1λ2 > (2.58)



28 分波分析方法

2.1.3.3 全全全同同同粒粒粒子子子交交交换换换对对对称称称性性性

对于正则态，当对态进行全同粒子交换操作时，有：

|JMls >s= as
[
1 + (−1)l+s

]
|JMls > , (2.59)

其中，当 l + s =偶数时，as = 1
2
，当 l + s =奇数时，这样的态不存在。

对于Helicity 态，当对态进行全同粒子交换操作时，有：

|JMλ1λ2 >= bs(λ1λ2)
{
|JMλ1λ2 > +(−1)J |JMλ2λ1 >

}
, (2.60)

其中，当λ1 = λ2时 bs(λ1λ2) = 1√
2
，当λ1 ̸= λ2时 bs(λ1λ2) = 1

2
。

2.1.4 S矩矩矩阵阵阵和和和截截截面面面

知道了态的构造，就可以开始讨论S矩阵元。考虑如下的二元反应：

a+ b→ c+ d (2.61)

这个过程的S矩阵元由下式代表：

< p⃗cp⃗dλcλd|S|p⃗ap⃗bλaλb > . (2.62)

质心系中，用w0表示质心系能量，初末态两粒子的动量的大小分别记为 pi和 pf，

让入射粒子沿z−轴运动，则动量的极角分别记做(0, 0)和Ω0 = (θ0, ϕ0)。则过

程2.61不变的S−矩阵元在质心系中可以表示为：

< p⃗cp⃗dλcλd|S|p⃗ap⃗bλaλb > = < p⃗fλc;−p⃗fλd|S|p⃗iλa;−p⃗iλb >

= (4π)2 w0√
pfpi

< θ0ϕ0λcλd|S|00λaλb > , (2.63)

其中我们用了2.24并采用了2.41的归一化常数。因为我们采用了2.20的单粒子态

的归一形式，所以，对λa, λb求和后2.63振幅模方是Lorentz不变量，也就是说

式中的S−矩阵元可以被看作“不变的S−矩阵元”。由于能动量守恒，我们可
以写出：

< θ0ϕ0λcλd|S|00λaλb >= (2π)4δ4(pc + pd − pa − pb) < θ0ϕ0λcλd|S|00λaλb > .(2.64)
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如果定义算符T为： iT = S − 1，其中1代表没有发生反应的部分，很容看

出，上面的式子对 T 也成立，只要简单的把 S 替换为 T 。现在我们用 T 定义

不变的转变振幅Mfi为：

(2π)4δ4(pc + pd − pa − pb)Mfi = < p⃗fλc;−p⃗fλd|T |p⃗iλa;−p⃗iλb >

或者

Mfi = (4π)2 w0√
pfpi

< θ0ϕ0λcλd|T |00λaλb > .(2.65)

则对于和Mfi相联系的确定Helicity的微分截面可以表示为

dσ

dΩ0

=
pf
pi

∣∣∣∣Mfi

8πw0

∣∣∣∣2 (2.66)

把Mfi做分波展开，可以得到：

< θ0ϕ0λcλd|T (w0)|00λaλb >

=
∑
JM

< θ0ϕ0λcλd|JMλcλd >< JMλcλd|T (w0)|JMλaλb >< JMλaλb|00λaλb >

=
1

4π

∑
J

(2J + 1) < λcλd|T J(w0)|λaλb > DJ∗
λλ′

(ϕ0, θ0, 0) (2.67)

这里λ = λa − λb，λ
′
= λc − λd，T

J(w0)是T (w0)的一个有固定角动量J的子矩

阵。上式最后一步用到了下面的关系式：

< |JMλaλb|0, 0λaλb >=

√
2J + 1

4π
δMλ , (2.68)

< θ0, ϕ0λcλd|JMλcλd >=

√
2J + 1

4π
DJ∗
Mλ′

(ϕ0, θ0, 0) . (2.69)

我们定义所谓“散射振幅” f(Ω0)如下：

dσ

dΩ0

= |f(Ω0)|2 , (2.70)

可以得到：

f(Ω0) =
(pf/pi)

1
2

8πw0

Mfi . (2.71)
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这一公式把非相对论的散射振幅 f(Ω0)和Lorentz 不变的转变振幅Mfi联系了

起来。从2.65和2.67，立刻可以看出：

f(Ω0) =
1

pi

∑
J

J + 1

2
< λcλd|T (w0)|λaλb > DJ∗

λλ
′ (ϕ0, θ0, 0) . (2.72)

分波 T−矩阵元和分波 S−矩阵元有如下关系：

< λcλd|SJ(w0)|λaλb >= δfiδλcλaδλdλb
+ i < λcλd|T J(w0)|λaλb > , (2.73)

其中δfi = 1表示弹性散射，而其他情况则是0。

如果2.61过程的宇称守恒条件被满足，则由2.73 给出的分波振幅满足如下

关系：

< −λc − λd|SJ(w0)| − λa − λb > = η < λcλd|SJ(w0)|λaλb > , (2.74)

其中

η =
ηcηd
ηaηb

(−1)sc+sd−sa−sb .

2.1.5 两两两体体体衰衰衰变变变振振振幅幅幅的的的分分分波波波展展展开开开

考虑两体衰变过程。

J → 1 + 2 (2.75)

设初态自旋(宇称)为J(ηJ)，末态两粒子的自旋(宇称)为s1(η1)和s2(η2)。若

将衰变的不变算子记为M，在母粒子静止系中，令 p⃗表示粒子1的动量，并且

方向角为Ω = (θ, ϕ)。我们先采用Helicity振幅，则这一过程的衰变振幅可以表

示为：

MJ
λ1λ2

= < p⃗λ1;−p⃗λ2|M|JM >

= 4π

(
w

p

) 1
2

< θϕλ1λ2|JMλ1λ2 >< JMλ1λ2|M|JM >

= NJF
J
λ1λ2

DJ∗
M,λ(ϕ, θ, 0), λ = λ1 − λ2, (2.76)

其中用到了2.41，2.44和2.46。Helicity耦合振幅F J
λ1λ2
为定义为：

F J
λ1λ2

= 4π

(
w

p

) 1
2

< JMλ1λ2|M|JM > , (2.77)
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从以上表达式可以看出衰变振幅的角度依赖关系完全包含在D函数当中，

F J
λ1λ2
是转动不变的，只能依赖于转动不变的量，比如：λ1 , λ2 , J 和能量E。

若反应过程中宇称守恒，则由于

P |JM >= ηJ |JM > ,

和

P |JM, λ1λ2 >= η1η2(−)J−s1−s2|JM, λ1λ2 > ,

可以证明螺旋度耦合振幅有如下性质：

F J
λ1λ2

= ηJηsησ(−)J−s1−s2F J
−λ1−λ2

. (2.78)

现在我们把衰变振幅用正则态做分波展开。

MJ
ls = < p⃗m1;−p⃗m2|M|JM >

= 4π

(
w

p

) 1
2

< θϕm1m2|JMls >< JMls|M|JM >

=
∑
mms
m1m2

gJls(lmsms|JM)(s1m1s2m2|sms)Y
l
m(θ, ϕ) , (2.79)

其中用到了2.41，2.45和2.47。分波耦合振幅gJls为定义为：

gJls = 4π

(
w

p

) 1
2

< JMls|M|JM > , (2.80)

利用2.52和2.54，很容易建立起Helicity耦合振幅和分波耦合振幅之间的联

系为：

F J
λ1λ2

= < JMλ1λ2|M|JM >

=
∑
ls

< JMλ1λ2|JMls >< JMls|M|JM >

=
∑
ls

(
2l + 1

2J + 1

) 1
2

(l0sλ|Jλ)(s1λ1s2 − λ2|sλ) < JMls|M|JM >

=
∑
ls

(
2l + 1

2J + 1

) 1
2

(l0sλ|Jλ)(s1λ1s2 − λ2|sλ)gJls , (2.81)
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和

gJls =

(
2l + 1

2J + 1

) 1
2 ∑
λ1λ2

(l0sλ|Jλ)(s1λ1s2 − λ2|sλ)F J
λ1λ2

(2.82)

其归一化有非常简单的关系：∑
λ1λ2

|F J
λ1λ2

|2 =
∑
ls

|gJls|2 . (2.83)

F J
λ1λ2
中，三个指标J, λ1, λ2都是转动不变的量，而由于F

J
λ1λ2
是在J粒子静

止系中定义的，它没有洛伦兹变换自由度。由此我们猜想F J
λ1λ2
可以写成明显

协变的形式，即F J
λ1λ2
可以用一些物理量构造出的洛伦兹标量来表达。而这些用

来够造洛伦兹标量的物理量是在衰变振幅表达式中可能出现的量，如初态粒

子J在动量空间的波函数，末态两粒子 1和 2在动量空间的波函数。与轨道角

动量有关的末态两粒子的相对动量r以及初态粒子四动量pα，而引入pα是为了

满足宇称守恒的要求。

这种所谓协变分析的构造螺旋度耦合振幅的方法其实属于Zemach等人的

方法的一种特殊情况情形，我们将在下章专门介绍。

2.1.6 级级级联联联衰衰衰变变变

在Helicity理论的框架下，对于级联衰变的处理比较自然，也比较容易，因

为每一级的自旋部分（角度部分）和能量部分都被清晰的分离开，而且每一级

的处理都是在其母粒子质心系当中进行的，都是独立的；因此只要在相邻两级

衰变之间用共振态的Breit-Winger 传播子连起来就可以了。关于级联衰变的仔

细讨论和例子一并放在下一节进行。

2.1.7 举举举例例例

2.1.7.1 ψ → l+l− or NN̄

这个过程是一个1− → 1
2

+ 1
2

−
的过程，因为ηaηbηc = +1，再结合宇称守

恒和角动量守恒，我们知道只有两个分波：S-wave 和D-wave，所以独立

的Helicity振幅也只有两个。即A = F 1
++ = F 1

−−和B = F 1
−+ = F 1

+−。不变振

幅：

Mλν(M) = F 1
λνD

1∗
M,λ−ν(ϕ, θ, 0) ,
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而截面

dσ

dΩ
=

∑
M,λ,ν

|Mλν(M)|2

= |A|2
[ ∑
M,λ−ν=0

|D1∗
M,0(ϕ, θ, 0)|2

]
+ |B|2

[ ∑
M,λ−ν=±1

|D1∗
M,λ−ν(ϕ, θ, 0)|2

]
= |A|2

[
(d1

1,0(θ))
2 + (d1

−1,0(θ))
2
]
+ |B|2

[
2(d1

1,1(θ))
2 + 2(d1

1,−1(θ))
2
]

= |A|2[1 − cos2 θ] + |B|2[1 + cos2 θ]

如果末态是轻子对，则由于QED的耦合性质：A ≈ 0则末态分布为(1 + cos2 θ)，

这和我们的经验相符；如果末态为重子，则 A一般不为零，故

dσ

dΩ
= |A|2[1 − cos2 θ] + |B|2[1 + cos2 θ]

= (|A|2 + |B|2) + (|B|2 − |A|2) cos2 θ

= (|A|2 + |B|2)(1 + α cos2 θ) ,

其中 α = |B|2−|A|2
|A|2+|B|2，这个分布正是我们熟悉的 (1 + α cos2 θ)分布。

2.1.7.2 ψ → π+π− , K+K−

这个过程是一个1− → 0−0−的过程，因为ηaηbηc = −1和角动量守恒，因此

只有1个分波：P-wave，所以独立的Helicity振幅也只有一个。即F = F 1
00，不变

振幅：

M(M) = FD1∗
M,0(ϕ, θ, 0) ,

可以计算微分截面：

dσ

dΩ
=

∑
M

|M(M)|2

=
∑
M

[
|F |2|D1∗

M,0(ϕ, θ, 0)|2
]

= |F |2(d1
1,0(θ))

2 + (d1
−1,0(θ))

2

= |F |2 sin2 θ (2.84)

这是个简单的分布，相信也已经为大家所熟悉。
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2.1.7.3 ψ → V V

这个过程的可能末态是：

• V V̄，例如：ψ → K∗K̄∗

• 全同粒子末态：ψ → ϕϕ

• 全同粒子末态，且末态粒子无质量：ψ → γγ

假设P宇称守恒，则Helicity振幅满足关系式满足2.78；如果末态粒子是全同粒

子，其Helicity振幅除了满足 (2.78) 外，还满足：

F J
λν = (−1)JF J

νλ (2.85)

全部可能地Helicity振幅列举如下：

F 1
λν =


F 1

11 F 1
10 F 1

1−1

F 1
01 F 1

00 F 1
0−1

F 1
−11 F 1

−10 F 1
−1−1

 ,

由于角动量守恒要求|λ − ν| ≤ J，因此，F 1
−1 1 = F 1

1−1 = 0，这个是严格成立

的。

如果宇称守恒，则有F 1
11 = F 1

−1−1，F
1
10 = F 1

−10 和F
1
01 = F 1

0−1，加上F
1
00，总

共有4个独立的helicity振幅。

如果末态是全同粒子，则 (2.85)式成立，所以有F 1
00 = −F 1

00 = 0，F 1
11 =

−F 1
11 = 0 ， F 1

−1−1 = −F 1
−1−1 = 0，F 1

10 = −F 1
01和F

1
−10 = −F 1

0−1，所以只留

下2个独立的Helicity振幅不为零:

F 1
10 = −F 1

01 , F 1
−10 = −F 1

0−1 .

如果宇称对称行和全同粒子对称性同时成立，则只剩下一个独立的Helicity振

幅：

F 1
10 = −F 1

01 = F 1
−10 = −F 1

0−1 .



第二章 角分布理论 35

所以只有一个独立的螺旋度振幅，下面假设M = 1做计算，并不失一般性：

dσ

dΩ
∝

∑
λν

|F 1
λνd

1
1,λ−ν(θ)|2

= |F 1
11d

1
1,0(θ)|2 + |F 1

−1−1d
1
1,0(θ)|2 + |F 1

00d
1
1,0(θ)|2

+ |F 1
10d

1
1,1(θ)|2 + |F 1

0−1d
1
1,1(θ)|2

+ |F 1
01d

1
1,−1(θ)|2 + |F 1

−10d
1
1,−1(θ)|2

= |d1
1,0(θ)|2

[
|F 1

11|2 + |F 1
−1−1|2 + |F 1

00|2
]

+ |d1
1,1(θ)|2

[
|F 1

10|2 + |F 1
0−1|2

]
+ |d1

1,−1(θ)|2
[
|F 1

01|2 + |F 1
−10|2

]
(2.86)

现在来对这一结果进行分类讨论：

• 如果宇称不守恒且末态粒子不是全同粒子，则角分布就是目前的形式。

• 如果如果宇称守恒：

dσ

dΩ
= |d1

1,0(θ)|2
[
2|F 1

11|2 + |F 1
00|2
]

+ |d1
1,1(θ)|2

[
|F 1

10|2 + |F 1
0−1|2

]
+ |d1

1,−1(θ)|2
[
|F 1

10|2 + |F 1
0−1|2

]
=

1 − cos2 θ

2

[
2|F 1

11|2 + |F 1
00|2
]
+

1 + cos2 θ

2

[
2|F 1

10|2 + |F 1
0−1|2

]
其中的Helicity振幅是未知的，所以角分布无法完全确定下来。

• 如果末态粒子是全同粒子：

dσ

dΩ
=

1 + cos2 θ

2

[
2|F 1

10|2 + |F 1
−10|2

]
∝ 1 + cos2 θ

这时，角分布已经确定下来了，因为只关心角分布时，前面的因子可以

忽略。

• 宇称守恒和全同粒子对成性同时成立，角分布依然是 (1 + cos2 θ)。

• 如果末态是两个光子，则Helicity不能取零，且宇称守恒，而且末态是全

同粒子，全部振幅都是零。这个过程被禁戒。
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2.1.7.4 ψ → ϕf0

因为V → V
′
S过程宇称满足ηaηbηc = 1，所以末态两个粒子间的相对轨道

角动量只能为偶数[ηaηbηc(−1)l = 1]；而由于角动量守恒，故l = 0, 2。所以末态

例子系统只能有两个独立的分波。当宇称守恒时，Helicity 振幅必须满足：

F J
λν = ηaηbηc(−1)Ja−Jb−JcF J

−λ−ν (2.87)

故仅有的两个独立螺旋度振幅如下所示：

A = F1 = F 1
10 = F 1

−10, B = F0 = F 1
00 (2.88)

于是可以计算末态角分布（假设M = +1）：

dσ

dΩ
=

∑
λ

|F 1
λD

1
1,λ(ϕθ)|2 =

∑
λ

|F 1
λ

[
d1

1,λ(θ)
]
|2

= |A|2
{
[d1

1,1(θ)]
2 + [d1

1,−1(θ)]
2
}

+ |B|2[d1
1,0(θ)]

2

∝ |A|2
[
1 + cos2 θ

]
+ |B|2 sin2 θ (2.89)

其中A，B 为独立的参数，他们是分波振幅G01, G21 的线性组合，但是由于势

垒因子的原因，一般预期D 分量可能要比S 波小很多，则可以假设A 和B 比较

接近，这样末态角分布将是近似的均匀分布。这个问题在后面的Helicity振幅的

讨论中还会再次提到。如果末态矢量介子ϕ是一个光子，则Helicity振幅F 1
00将等

于零，末态角分布变成简单的(1 + cos2 θ)。

2.1.7.5 ψ → ϕf2

因为V → V
′
T过程宇称满足ηaηbηc = 1，所以末态两个粒子间的相对轨道

角动量只能为偶数[ηaηbηc(−1)l = 1]；而由于角动量守恒，故l = 0, 2, 4，总共有

五个分波振幅G01, G21 , G22 , G23和 G43。所有可能的Helicity振幅如下：

F 1
λν =


F 1

2 1 F 1
1 1 F 1

0 1 F 1
−1 1 F 1

−2 1

F 1
2 0 F 1

1 0 F 1
0 0 F 1

−1 0 F 1
−2 0

F 1
2−1 F 1

1−1 F 1
0−1 F 1

−1−1 F 1
−2−1

 ,

因为角动量守恒，即|λ−ν| ≤ J，所以有F 1
−1 1，F

1
−2 1，F

1
2−1，F

1
0−1，F

1
2 0和F

1
−2 0为

零；又根据宇称守恒的关系2.78，仅有的五个独立螺旋度振幅表示如下：

F 1
21 = F 1

−2−1, F 1
11 = F 1

−1−1, F 1
01 = F 1

0−1,

F 1
10 = F 1

−10 和 F 1
00 ,
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现在我们来计算末态角分布（假设M = +1）：

dσ

dΩ
=

∑
λν

|F 1
λνD

1
1,λ−ν(ϕθ)|2 =

∑
λν

|F 1
λν

[
d1

1,λ−ν(θ)
]
|2

= |F 1
21|2

{
[d1

1,1(θ)]
2 + [d1

1,−1(θ)]
2
}

+2|F 1
11|2[d1

1,0(θ)]
2

+|F 1
01|2

{
[d1

1,−1(θ)]
2 + [d1

1,1(θ)]
2
}

+|F 1
10|2

{
[d1

1,1(θ)]
2 + [d1

1,−1(θ)]
2
}

+|F 1
00|2[d1

1,0(θ)]
2

=
1 + cos2 θ

2

[
|F 1

21|2 + |F 1
10|2 + |F 1

01|2
]

+
sin2 θ

2

[
2|F 1

11|2 + |F 1
00|2
]

(2.90)

可以看到这个角分布中含有更多的位置参数有待确定。

2.1.7.6 ψ → ρπ → π+π−π0

这个衰变道主要是通过中间共振态来进行的，比如通过ρ(770)同位旋三

重态和它们的激发态来进行的。如果是通过 1− 的中间共振态来衰变，则由

于角动量守恒和宇称守恒，两级级联衰变都是纯的P-wave；如果是通过 3− 或

者 5− 等来衰变的，则中间都是纯的F-wave或者H-wave。现在我们为了考虑问

题简单，选择ρ0(770)来讨论，则这个过程是ψ → ρ0(770)π → π+π−π0。微分截

面的一般表达式为：

dσ

dΦ
=

∑
M

∣∣∣∣∣∑
λ

A(M)

∣∣∣∣∣
2

, (2.91)

其中振幅的完整表达式(其中g为常数参数):

A(M) = C1

[
D1⋆
M1(θϕ)D1⋆

10(θ
′ϕ′) −D1⋆

M−1(θϕ)D1⋆
−10(θ

′ϕ′)
]

C1 = gMψB1(rρ0π0)B1(rπ+π−)BWρ0 , (2.92)

不考虑能量依赖（积掉），ψ → ρ0π0 → 3π 衰变末态的角分布为

(
dσ

dΦ
) ∝

∑
M

∣∣D1⋆
M1(ϕθ0)D1⋆

10(ϕ
′θ′0) −D1⋆

M−1(ϕθ0)D1⋆
−10(ϕ

′θ′0)
∣∣2

=
1

2
[(1 + cos2 θ) sin2 θ′ + sin2 θ sin2 θ′ cos 2ϕ′] , (2.93)
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这是我们讨论的第一个级联衰变，做一点讨论，可以得到一些有益的认识。

• 角分布中不包含ρ的方位角，这正是系统轴对称性的体现；

• 如果把其他变量积掉我们得到：

dσ

d cos θ
∝ 1 + cos2 θ

dσ

d cos θ′ ∝ sin2 θ
′
= 1 − cos2 θ

′

dσ

dϕ′ ∝ 1 +
1

5
cos 2ϕ

′
,

(2.94)

第一个是1 + cosθ分布，这和我们的预期一致，正是ψ → V P 衰变过程的

特征；而第二个的sin2 θ分布也是我们所已知的，第一个例子就是这种情

况；第三个的ϕ
′
角分布是非平庸的，这个和前面的例子的情形不同，这是

由于ρ产生时并不是静止的，没有轴对称的特征。

2.1.7.7 ψ → γηc → γρρ→ γ4π

这个过程看来似乎很复杂，是三级衰变，而且有中间三个共振态，但是通

过对称性分析发现这个过程非常简单，每一级都只有一个分波：

• 因为每一级都满足 ηaηbηc = −1，因此根据角动量守恒和宇称守恒，每一

级都只有纯的P-wave；相应的Helicity振幅只有一个：

• 第一级：1− → 1−0− L=1 F 1
10 = −F 1

−10, F
1
00 = 0

• 第二级：0− → 1−1− L=1 F 0
11 = −F 0

−1−1, F
0
00 = 0

• 第三级（两个ρ）：1− → 0−0− L=1 F 1
00

则整个级联过程的总衰变振幅为：

A(M) = F 1
λ0D

1⋆
Mλ(θ2ϕ2, 0)BWηcF

0
sσF

1
00BWρ56D

1⋆
s0(θ5ϕ5, 0)F 1

00BWρ78D
1⋆
σ0(θ7ϕ7, 0) ,

= CD1⋆
Mλ(θ2ϕ2, 0)D1⋆

s0(θ5ϕ5, 0)D1⋆
σ0(θ7ϕ7, 0) ,
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其中的 C是所有能量依赖的因子的乘积（和角分布无关）：

C = F 1
λ0BWηcF

0
sσF

1
00BWρ56F

1
00BWρ78

= gB1(rγηc)B1(rρρ)B1(rπ5π6)B1(rπ7π8)BWηcBWρ56BWρ78 ,

则总的联合角分布为（假设M = +1）：

dσ

dΦ
=

∑
λ

∣∣∣∣∣∑
sσ

A(+1)

∣∣∣∣∣
2

∝
∑
λ

∣∣d1
1λ(θ2)D

1⋆
10(θ5ϕ5, 0)D1⋆

10(θ7ϕ7) − d1
1λ(θ2)D

1⋆
−10(θ5ϕ5, 0)D1⋆

−10(θ7ϕ7, 0)
∣∣2

=
∑
λ

∣∣d1
1λ(θ2) sin θ5 sin θ7 sin(ϕ5 + ϕ7)

∣∣2
=

1

2
[(1 + cos2 θ2) sin2 θ5 sin2 θ7 sin2(ϕ5 + ϕ7)] , (2.95)

我们也来讨论一下这个角分布。

• 同样ηc方位角也不出现在角分布当中，是平庸的，是系统对称性的体现。

• 而且ρ在ηc的Helicity参考系中的角变量也不出现在角分布表达式中，这是

因为母粒子的自旋为零，末态的角分布是均匀的。但是母粒子的宇称是

负的，这个体现在下一级的角分布当中，也就是两个ρ的衰变平面的夹角

满足 sin2(ϕ5+ϕ7)分布（注意到在ηc的静止系中两个ρ是背对背的，它们的

各自的Helicity系的坐标是不同的，结果两个平面的夹角恰好是[ϕ5 +ϕ7]），

如果母粒子的宇称是正的，这个分布将会变成 cos2(ϕ5 + ϕ7)。这个特征

是非常有用的，π0的宇称确定就是通过两光子衰变过程，然后光子各转

变成一对正负电子，它们的衰变平面具有这样的特征：带着上一级衰变

母粒子的宇称信息。

• 通过积分得到各个非平庸的角分布如下：
dσ

d cos θ
∝ 1 + cos2 θ2

dσ

d cos θ5,7

∝ sin2 θ5,7 = 1 − cos2 θ5,7

dσ

dϕ′ ∝ sin2(ϕ5 + ϕ7),

(2.96)
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2.1.7.8 ψ → γη′ → γγρ→ γγ2π

和上面的ψ → γηc → γρρ→ γ4π 非常类似，只是相应的一个 ρ不再衰变。

dσ

dΦ
=

∑
λ

∣∣∣∣∣∑
s

A(+1)

∣∣∣∣∣
2

∝
∑
λ

∣∣d1
1λ(θ2)D

1⋆
10(θ5ϕ5, 0) − d1

1λ(θ2)D
1⋆
−10(θ5ϕ5, 0)

∣∣2
∝

∑
λ

∣∣d1
1λ(θ2) sin θ5 cosϕ5

∣∣2
=

1

2
[(1 + cos2 θ2) sin2 θ5 cos2 ϕ5]

2.2 Covariant Tensor Formalism

用非协变张量方法来构造分波展开公式最早是由Zemach [4, 5]等人发展起

来的在衰变粒子的静止系用三动量来定义振幅的自旋部分，因为没有 Lorentz

变换，所以在最后的公式里含有不同参考系定义的张量，故而，它们是非协变

的。虽然在很多情形下（但不是所有情形），协变和非协变的理论的差别并不

明显，但是，协变作为一种理论要求应该是被满足的。在后来的工作中人们采

用了所谓的 Rarita-Schwinger条件[7]使张量满足了协变性：这个条件要求自旋

张量和四动量之间满足正交性。因此有人把这种张量叫做 Rarita-Schwinger张

量。在本书中，Rarita-Schwinger张量和协变 Zemach张量（简称协变张量）指

的是同一种公式。

这里介绍的协变张量是使用完全反对称张量ϵµνδσ 和度规张量gµν和母粒子、

子粒子和他们的自旋波函数等构造不变振幅，在经过Filippini, Chung [6, 8]

等人的进一步发展完善，现在成为粒子物理实验中非常重要的工具之一。它

的优点是：The advantage of using the tensor formalism is that a spin tensor,

its indices being those of four-momenta, can be coupled to any four-momenta

and/or other spin tensors to form the simplest scalar amplitude satisfying the

requirement of the Lorentz invariance。下面我们讨介绍变张量方法，首先介绍

动量空间波函数的定义，然后是张量的构造方法，以及如何保证张量的协变

性。然后在下一章中介绍Helicity振幅的类似的构造方式，最后，我们将会非常

看到：Helicity振幅和协变张量方法之间的等价性是自然的。



第二章 角分布理论 41

2.2.1 从从从非非非相相相对对对论论论到到到相相相对对对论论论自自自旋旋旋波波波函函函数数数

这里我们介绍自旋波函数在动量空间的表示。因为我们实验上测量到是实

验室系里的末态粒子四动量，因此，在动量空间来讨论问题会有很多便利，而

且如果能保证方法是协变的，则可以直接使用实验室系的末态粒子四动量，这

些正是实验数据分析者所希望的。这里我们首先介绍采用三动量构造非协变的

自旋1 态波函数，这样做只是为了引入必要的方法和概念，然后接着就系统地

介绍协变的张量波函数。

2.2.1.1 静静静止止止系系系中中中的的的自自自旋旋旋1态态态

考虑一个任意的三动量p⃗，它可以在笛卡儿坐标系展开成：

p⃗ =
3∑
i=1

pie⃗i , (2.97)

其中e⃗i分别是沿着x-，y-和z-轴的单位矢量。p⃗ 也可以采用球基矢展开：

p⃗ =
∑
m

p(m)e⃗(m) (m = ±1, 0), (2.98)

其中

e⃗(±1) = ∓ 1√
2
(e⃗1 ± ie⃗2), e⃗(0) = e⃗3 ,

p(±) = ∓ 1√
2
(p1 ± ip2), p(0) = p3 . (2.99)

这里指出矢量 e⃗(m)是三动量空间中的极化矢量，它们和静止系中的自旋1态一

一对应。

显而易见，式2.99的矢量 e⃗(m)恰恰是 Jk 的角动量本征态：

J3e(m) = me(m) (m = −1, 0, 1) , (2.100a)

J∓e(±1) =
√

2e(0) , (2.100b)

J±e(±1) = 0 , (2.100c)

J±e(0) =
√

2e(±1) , (2.100d)
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其中：J± = J1 ± iJ2，e⃗(m) 是下面的列矢量：

e(±1) = ∓ 1√
2


1

±i
0

 , (2.101a)

e(0) =


0

0

1

 . (2.101b)

比较式2.100和式A.2，我们可以看出 e⃗(m)确实代表了自旋1粒子的波函数，

即类似于附录A中讨论的|jm > (j = 1)。我们看到 e⃗(m)带有两种不同的指标，

一种对应于自旋的第三分量，另一种对应于三动量。

根据式A.4我们发现 e⃗(m)在转动变换 R(α, β, γ)下满足如下关系：

R(α, β, γ)e⃗(m) =
∑
m′

e⃗(m′)D1
m′m(α, β, γ) , (2.102)

其中，变换没有用 U [ ] 表示，是为了强调正则态 e⃗(m) 并不是某种抽象

的Hilbert空间的基矢，而只是是三动量空间的基矢。因为 p⃗ 和 e⃗(m) 可以

用同一套基矢展开（见式2.97和式2.99），所以我们可以得到旋转变换的另一种

表示方式：

R(α, β, γ)e⃗i(m) =
∑
j

e⃗j(m)Rij(α, β, γ) (2.103)

由此容易得到e⃗(m)和任意三动量的点积具有转动不变的性质，即：

e⃗(m) · p⃗ = e⃗′(m) · p⃗′ , 其中 e⃗′i(m) = Rij e⃗j(m)和 p⃗′i = Rij p⃗j ,

其中的转动矩阵 Rij(α, β, γ)是正交阵：它的逆阵等于它的转置。后面，我们将

利用这一性质从 e⃗(m)和 p⃗出发来构造转动不变振幅。我们再简单列出极化矢

量的一些性质：

e⃗∗(m) · e⃗(m′) = δmm′ , (2.104a)∑
m

e⃗i(m) · e⃗∗j(m) = δij , (2.104b)

e⃗∗(m) = (−)me⃗(−m) . (2.104c)
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2.2.1.2 相相相对对对论论论性性性自自自旋旋旋1 态态态

到目前为止，我们考虑的 e⃗(m)依然是描述静止系当中自旋1粒子的正则态

或者波函数，它们只是满足一定的旋转性质，可以和三动量一起构成旋转不变

的振幅，但是我们必须考虑更复杂的情况，比如级联衰变，这时将会面对多个

参考系的情形，这时必然会要求构造出来的振幅满足Lorentz 协变性。因此我

们必须把静止系中的波函数推广到任意参考系，也就是得到协变的波函数。根

据定义，自旋描述了处于静止系当中的粒子在空间旋转作用下的行为特征；因

此动量空间中的自旋波函数也就不可能有能量分量。知道了这一特点，我们可

以这样形式地定义一个描述静止系中自旋1粒子的的四矢量：

e⃗µ(0,m) = {0, e⃗(m)} , (2.105a)

e⃗µ(0,m) = {0,−e⃗(m)} . (2.105b)

现在我们做好准备来定义Helicity态和正则态矢量。与2.24和2.29类似，我

们做如下定义：

eµ(p⃗,m) = [R̊Lz(p)R̊
−1

]µνe
ν(0,m) , (2.106a)

eµ(p⃗, λ) = [R̊L(p⃗)]µνe
ν(0, λ) , (2.106b)

其中的Lz(p)和以前的定义相同，R̊则变为：

R̊
µ

ν =

(
1 0

0 Rij ,

)
其中Rij是3 × 3阶旋转矩阵。如果 p⃗沿着 z-轴，则2.106 中的两式具有相同形

式。我们可以写出其显式表达式：

eµ(pẑ,±1) = ∓ 1√
2

(0, 1,±i, 0) , (2.107a)

eµ(pẑ, 0) =

(
p

w
, 0, 0,

E

w

)
= (γβ, 0, 0, γ) , (2.107b)

其中E, p 和 w 分别是自旋1粒子的能量、动量和质量，β是粒子速度，γ =
1√

1−β2
。在更一般的情况下， p⃗沿着任意方向运动，则对于Helicity态有：

eµ(p⃗,±1) =
∓1√

2
(0, cos θ cosϕ∓ i sinϕ, cos θ sinϕ± i cosϕ,− sin θ) , (2.108a)

eµ(p⃗, 0) =

(
γβz,

βzβx
(1 + γ)/γ2

,
βzβy

(1 + γ)/γ2
, 1 +

β2
z

(1 + γ)/γ2

)
, (2.108b)
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对于正则态则有：

eµ(p⃗,±1) =
∓1√

2

(
γβx ± iγβy, 1 +

βx(βx ± iβy)
(1 + γ)/γ2

,±i+ βy(βx ± iβy)
(1 + γ)/γ2

,
βz(βx ± iβy)
(1 + γ)/γ2

)
,

(2.109a)

eµ(p⃗, 0) =
(
γβz,

βzβx

(1 + γ)/γ2
,

βzβy

(1 + γ)/γ2
, 1 +

β2
z

(1 + γ)/γ2

)
.

(2.109b)

性质2.103保证了2.106这样地态在旋转变换下与前面讨论的 |p⃗, jm >和 |p⃗, jλ >
变换方式相同。因此，我们有：

Reµ(p⃗,m) =
∑
m′

D
(1)

m′m
eµ(Rp⃗,m

′
) , (2.110a)

Reµ(p⃗, λ) = eµ(Rp⃗, λ) , (2.110b)

和前面讨论类似，Helicity 态和正则态矢的联系很简单，如下：

eµ(p⃗, λ) =
∑
m

D
(1)
mλ(R̊)eµ(p⃗,m) . (2.111)

这里我们简单列出几个极化四矢的性质：

pµeµ(p⃗,m) = 0 , (2.112a)

e∗µ(p⃗,m)eµ(p⃗,m
′
) = δmm′ , (2.112b)

P (1)
µν =

∑
m

eµ(p⃗,m)e∗ν(p⃗,m) = ḡµν(p) , (2.112c)

ḡµν(p) = −gµν +
pµpν
w2

= −gµν + uµuν , (2.112d)

式2.112a是定义的必然结果，它可以看作自旋1波函数必须满足的必要条件，

因为它虽然以四维的形式出现，却只有三个独立分量。式2.112d中uµ，uν是粒

子的四速度u = p/w，我们容易知道u2 = 1，而 P
(1)
µν 被称作自旋1投影算子，

ḡµν(p) 被称为修正的Lorentz 度规（Modified Lorentz Metric），在有质量粒子

的质心系将会约化为 δij （没有能量分量）。2.112 的前三个性质其实是2.104的

推广。我们还注意到投影算子满足如下关系：

P (1)
µα P

(1)α
ν = P (1)

µν (2.113)

因之，P
(1)
µν 可以被当作投影算子也就是基于性质2.112a：当它被应用到任意4矢

量，生成的矢量都和 pµ 垂直。而且，必须提到的是，对于Helicity态也存在类

似的性质。
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2.2.1.3 自自自旋旋旋2和和和更更更高高高自自自旋旋旋的的的态态态

描述自旋2粒子波函数的可以从极化矢量和C-G系数来构造。

eµν(p⃗, 2m) =
∑
m1m2

(1m11m2|2m)eµ(p⃗,m1)eν(p⃗,m2) (2.114)

极化矢量的旋转性质2.110式保证我们的自旋2态也具有正确的旋转性质：

Reµν(p⃗, 2m) =
∑
m′

D
(2)

m′m
(R)eµν(Rp⃗, 2m

′
) (2.115)

自旋2的Helicity态也可以用自旋1的Helicity态矢量用和2.114 完全相同的方式构

造出来；我们只要把 m用 λ替换掉即可。关系式2.111可以用来表明自旋2的粒

子的正则态和Helicity态之间的联系：

eµν(p⃗, 2λ) =
∑
m

D
(2)
mλ(R̊)eµν(p⃗, 2m) . (2.116)

其中，和以前一样，R̊描述了 p⃗的方向。

由于自旋2粒子只有5种自旋第三分量可供选择，所以它的态也就只有5个

独立分量。但是另一方面，式2.114却表明这是一个2阶张量有16个独立分量。

因此，这意味着将会有相应的条件限制会使独立分量个数减小到5个。这正是

所谓的整数自旋粒子的 Rartia-Schwinger条件。从定义式2.114我们可以看出，

实际上有：

pµeµν(p⃗, 2m) = 0 (2.117a)

eµν(p⃗, 2m) = eνµ(p⃗, 2m) (2.117b)

gµνeµν(p⃗, 2m) = 0 , (2.117c)

很容易看到，这些条件把 eµν 的独立分量个数减少到了5个。在自旋2粒子的静

止系，2.117简化为：

eij(2m) = eji(2m) (2.118a)∑
i

eii(2m) = 0 , (2.118b)

2.118a简单表明在静止系中指标 µ 和 ν 只有空间分量，也就是1，2，3；

2.118b则表明 eij(2m)是对称无迹张量。
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我们按照如下方式归一化 eµν :

e∗µν(p⃗, 2m)eµν(p⃗, 2m
′
) = δmm′ . (2.119)

与2.112c类似，我们可以定义自旋2粒子的投影算子：

P
(2)
µναβ =

∑
m

eµν(p⃗, 2m)e∗αβ(p⃗, 2m) , (2.120)

它的归一化满足：

P (2)
µνσρP

(2)σρ
αβ = P

(2)
µναβ . (2.121)

自旋2的投影算子从任意2阶张量投影出来的结果肯定都满足性质2.117；在自

旋2粒子的静止系，投影算子只是简单的投影出张量对称无迹的那部分。根据

这个观点，我们马上就可以写出静止系中的投影算子的另一种形式：

P
(2)
ijkm =

1

2
(δikδjl + δilδjk) −

1

3
δijδkl . (2.122)

在任意参考系中定义的投影算子必须能在静止系是化简到2.122，因此我们有：

P
(2)
µναβ =

1

2
(ḡµαḡνβ + ḡµβ ḡνα) −

1

3
ḡµν ḡαβ . (2.123)

其中 ḡµν 由2.112d给出，在静止系中约化到 δij 。

和上面的类似，我们可以构造描述更高自旋的粒子张量态。下面简单介绍

自旋3的粒子的张量波函数的构造：

eµνσ(p⃗, 3m) =
∑
m1m2

(2m11m2|3m)eµν(p⃗, 2m1)eσ(p⃗,m2) , (2.124)

它的归一化满足：

e∗µνσ(p⃗, 3m)eµνσ(p⃗, 3m
′
) = δmm′ . (2.125)

自旋3粒子的张量波函数的选装性质由构造方式得到保证。而且波函数满

足 Rarita-Schwinger条件：

pµeµνσ = 0 (2.126a)

eµνσ = paitwise symmetric (2.126b)

gµνeµνσ = 0 , (2.126c)
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条件2.126b表示，eµνσ 对任何两个指标的交换都不变。在静止系中，eµνσ 化简

为eijk ，只含有空间指标并且两两对称且无迹。

自旋三投影算子可以类似定义如下：

P
(2)
µνσαβγ =

∑
m

eµνσ(p⃗, 3m)e∗αβγ(p⃗, 3m) , (2.127)

在自旋3粒子的静止系中，此投影算子可以从任意三阶张量中投影出指标两两

对称且无迹的3阶张量。因此，和2.122类似，我们很容易构造出静止系中的投

影算符：

P S
ijklmn =

1

6

∑
p

δilδjmδkn (2.128a)

P
(3)
ijklmn = P S

ijklmn −
1

5

[
δijP

S
aaklmn + δjkP

S
aailmn + δkiP

S
aajlmn

]
, (2.128b)

其中，第一式 p表示对(i, j, k)的6中交换方式求和。

2.2.1.4 两两两个个个自自自旋旋旋波波波函函函数数数的的的耦耦耦合合合

在构造不变振幅的时候一般需要采用 L − S 耦合方案，因此必须先考

虑 S − S 耦合。下面我们来考虑两个末态粒子的自旋态的耦合。

• 如果两个粒子都无自旋，也就无所谓耦合，它们的耦合态是1。

• 如果一个粒子有自旋，而另一个无自旋，则它们的耦合态就是有自旋粒
子的自旋波函数。

• 如果两个粒子都有自旋，按照一般的考虑，他们会耦合出若干个总自旋
态，比如，假设s1 ≥ s2，则S = s1 − s2, s1 − s2 + 1, s1 − s2 + 2, ...s1 + s2，

总共 (2s2 + 1)个自旋态；假设两个粒子自旋都是1，它们的波函数分别

为：ωα(m1)和ϵβ(m2) 则有总自旋s = 0, 1, 2，它们的耦合态是：

χ
(0)
αβ(0) =

∑
m1m2

(1m11m2|00)ωα(m1)ϵβ(m2) (2.129a)

χ
(1)
αβ(m) =

∑
m1m2

(1m11m2|1m)ωα(m1)ϵβ(m2) (2.129b)

χ
(2)
αβ(m) =

∑
m1m2

(1m11m2|2m)ωα(m1)ϵβ(m2) (2.129c)
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可以看到，自旋1张量 χ
(0)
αβ(1)是完全反对称的，而自旋2张量 χ

(0)
αβ(2)是对

称且无迹的。

我们可以采用投影算符的形式来得到耦合自旋波函数。投影算符定义如

下：

P
(S)
αβγσ =

∑
m

χSαβ(m)χS∗γσ(m) , (2.130)

经过化简后得到：

P
(0)
αβγσ =

1

3
ḡαβ ḡγσ (2.131a)

P
(1)
αβγσ =

1

2
(ḡαγ ḡβσ − ḡασḡβγ) (2.131b)

P
(2)
αβγσ =

1

2
(ḡαγ ḡβσ + ḡασḡβγ) −

1

3
ḡαβ ḡγσ . (2.131c)

当投影算符作用到纯自旋波函数上时：

χ
(0)
αβ = (ω̃ · ϵ)ḡαβ (2.132a)

χ
(1)
αβ =

1

2
(ω̃αϵ̃β − ϵ̃αω̃β) (2.132b)

χ
(2)
αβ = ω̃αϵ̃β + ϵ̃αω̃β −

2

3
(ω̃ · ϵ)ḡαβ (2.132c)

其中：

(ω̃ · ϵ) = (ω · ϵ̃) = (ω̃ · ϵ̃) , ω̃α = −ωα +
p · ω
W 2

pα . (2.133)

从中可以看出，完全反对称张量有3个独立分量，而对称张量有5个独立

分量，正好反应了它们分别是自旋1和自旋2的波函数。

• 更高阶的自旋之间的耦合和上面的耦合类似，可以按照相同的方法的耦
合。

2.2.2 动动动量量量空空空间间间的的的轨轨轨道道道角角角动动动量量量波波波函函函数数数

因为后面的讨论将会用到，我们再来讨论纯轨道角动量波函数在动量空间

的表示，轨道角动量波函数在后面将会有非常重要的应用。利用前面定义的自

旋投影算符，可以非常方便的得到轨道角动量波函数。
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当轨道角动量 l = 0态即S-wave时，坐标空间中的波函数时各向同性的，

在动量空间的表现出的特征为：与相对动量 r⃗无关，也就是说：t̃(0) = 1；当轨

道角动量为 l = 1，即P-wave时，我们可以用 t̃(1)来表示其波函数，它可以用前

面定义的自旋投影算符2.112c 作用到末态粒子的相对动量 r = p1 − p2上得到：

t̃(1)µ = P (1)
µν r

ν = ḡµν(p)r
ν

= −rµ +
m2 − µ2

W 2
pµ

≡ r̃µ , (2.134)

其中m, µ非别是末态两个粒子的质量。很容易得到在任意参考系中都有：

(r̃ · r̃) = (r · r̃) = r⃗ · r⃗ . (2.135)

当轨道角动量为 l = 2，即D-wave时， t̃(2) 也类似，用前面定义的自旋投

影算符2.120 作用到末态粒子的相对动量上得到：

t̃(2)
µν = P

(2)
µναβr

αrβ

=

[
r̃µr̃ν −

1

3
(r̃ · r̃)ḡµν(p)

]
, (2.136)

同理， t̃(3)按照如下方式得到：

t̃
(3)
µνλ = P

(3)
µνλαβγr

αrβrγ

= r̃µr̃ν r̃λ −
1

5
(r̃ · r̃)[ḡµν(p)r̃λ + ḡνλ(p)r̃µ + ḡλµ(p)r̃ν ] , (2.137)

多数情况下，我们将会用到母粒子静止系当中的轨道角动量波函数的形

式，所以我们给出在母粒子静止系中前三阶的轨道角动量波函数的明显表达

式：

t̃
(1)
i = ri (2.138a)

t̃
(2)
ij = rirj −

1

3
r2δij (2.138b)

t̃
(3)
ijk = rirjrk −

r2

5
[δijrk + δjkri + δkirj] , (2.138c)

2.2.3 不不不变变变振振振幅幅幅的的的构构构造造造

现在我们做好了各种准备，定义了不同整数自旋粒子动量空间的波函数，

用它们来构造Lorentz不变的振幅。
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2.2.3.1 一一一般般般性性性的的的构构构造造造规规规则则则

在构造过程中，一般会用到：初末态粒子的自旋波函数，纯轨道角动量张

量，总自旋波函数还有可能会用到初态粒子的四动量。读者应该留意到，所有

这些量都是从末态粒子的四动量出发定义的，也就是用我们的实验测量量构造

的，而且我们要求所构造的振幅是协变的，所以，只需要实验室系中的四动量

就足够了。这点对于实验分析非常重要。

基本的构造规则如下：

• 可以使用的成分包括：初末态粒子的自旋波函数（极化矢量）ϕ∗(m)，纯

轨道角动量张量 t̃(l) 和协变自旋波函数ω(ms)和ϵ(mσ) 耦合成的总自旋波

函数，初态粒子的四动量 pµ以及 ϵµνσγ 和Lorentz度规 gµν；

• 振幅必须保持Lorentz不变，宇称守恒等对称性的要求；

• 要把符合上面要求的可能振幅按照和 L−S耦合的概念全部构造出来，个

数正好的独立分波数目相同；

• 为了保持宇称守恒，当(J + s1 + s2 + l)为奇数时需要ϵµνσγp
µ，其他情况则

不需要。

按照上面的这套规则，在构造过程中参考自旋−自旋耦合，以及总自旋−轨道
角动量的耦合关系，可以非常清楚的看到其物理对应，对于构造出相应独立个

数的耦合振幅非常有利。尤其是复杂的级联衰变，这种方法按部就班，结果唯

一确定，易于保证正确性。但是，它要求给出各种协变张量的明显表达式，并

需要进一步化简，使工作量增大。而化简的过程的工作量大，也就容易出错。

但是由于构造过程有确定的规则可以遵循，所以对于初学者和当作练习比较合

适。

一般来说，只要用自旋波函数，初末态粒子四动量、 ϵµνσγ 和Lorentz度

规 gµν就可以直接得到等价的结果，并不用拘泥于 L − S 耦合的概念，只要要

求构造的振幅之间是独立的即可。按照这种思路由于避免了轨道角动量张量

的构造，可以使工作量减小，但是对于经验不足者不容易看出每个量的物理意

义，构造时比较灵活，结果也不唯一，任意性太大，容易出错，不好掌握。所

以，比较适合有经验且比较熟练的人使用。
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对于初学者，比较合理的方式是先按照上述第一种规则按部就班采

用 L− S 耦合概念来构造不变振幅，然后进一步化简，而且适当的化简工作会

很快提高能力和培养物理感觉；等一段时间，熟悉了以后，就可以不用拘泥于

这些规则，再按照比较简单的方式来构造不变振幅。这样学习者由于已经有了

经验，也比较熟悉张量的计算技巧，就比较容易避免出错。

我们在构造协变形式耦合振幅时，为了方便和一致性，采用了一定的符号

约定，比如对：J → s + σ型的两体衰变时，所用到的主要记号列于表2.1中。

请注意，为了方便和以后的一致性，这里的记号和前面的不太一样；还有就是

我们用 r 来表示末态两个粒子的四动量差 r = q − k，同时我们也用r表示其三

动量的模，一般不至于混淆。

表 2.1: 构造协变耦合振幅所用的主要符号约定

母粒子 子粒子1 子粒子2

自旋 J s σ

宇称 ηJ ηs ησ

Helicity δ λ ν

自旋z−分量 m ms mσ

动量 p q k

能量 p0 q0 k0

质量 W m µ

能量/质量 γJ γs γσ

波函数 ϕ∗(δ) ω(λ) ϵ(−ν)

2.2.3.2 张张张量量量形形形式式式的的的衰衰衰变变变振振振幅幅幅

最好说明方式是从一个简单的例子出发，比如ψ → π+π−, K+K−。这是一

个1− → 0−0−的过程，末态粒子没有自旋，自旋波函数为1，由于角动量守恒，

末态粒子间的轨道角动量 l = 1，则有(J + s + σ + l) = 2，是偶数，则不需

要 ϵµνσγp
µ的出现。

采用前面所述耦合振幅构造规则，则振幅中出现末态纯轨道角动量 t̃(1) 波
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函数而不会出现末态粒子的动量。

M(m) ∝ ϕ∗
µ(m)t̃µ(1) = ϕ∗

µ(m)r̃µ

= ϕ∗
µ(m)ḡµν(p)r

ν = ϕ∗
i (m)ri (in ψ rest frame)

∝ ϕ∗
i (m)qi

=
−sign(m)√

2
[q1 − sign(m)iq2] , m ̸= 0 (2.139)

上面用到了在 ψ静止系中动量守恒条件 q⃗ + k⃗ = 0 和 ψ没有纵向极化分量的条

件。

另一种得到角分布的技巧很简单：

dσ

dϕ
∝
∑
m

ϕ∗
µ(m)qµϕµ′ (m)qµ

′

(2.140)

而ψ由正负电子对撞产生，自旋第三分量只能取 ±1，则有∑
m

ϕ∗
µ(m)ϕµ′ (m) = δµµ′ (δµ1 + δµ2) (2.141)

则截面：

dσ

dϕ
∝ q2

x + q2
y = q2 × sin2 θ . (2.142)

这和我们前面用Helicity方法得到角分布正好完全相同，只是前面多了一

个 q2的因子，这正好说明 F 1
00具有和末态粒子在母粒子静止系中动量一次方成

正比。

再看一个例子 ψ → ϕf0(980)。这是一个1− → 1−0+的过程，因为宇称和角

动量守恒，只能有 S-wave和 D-wave，因此在 L − S 耦合中，有以下两个分波

振幅M1
01 和M1

21。因为对所有的振幅M1
lS 有 J + l + s+ σ =偶数，所以不需

要 ϵµνλσp
σ的出现。

下面我们逐个来构造。第一个：

M01(λ) = ϕ∗
µ(m)ωµ

= [ϕ∗(m) · ω]

= ϕ∗
iω

i , (in ψ rest frame) (2.143)



第二章 角分布理论 53

第二个：

M21(λ) = ϕ∗
µ(m)t̃(2)µνων

= [r̃ · ωr̃ · ϕ∗(m)] − 1

3
(r̃ · r̃)[ω̃ · ϕ∗(m)] , (2.144)

再讨论一个更复杂的例子 ψ → K∗0K̄∗0。这是一个1− → 1−1−的过程，

因为宇称和角动量守恒，只能有 P-wave 和 F-wave，因此在 L − S 耦合中，

有以下四个分波振幅M1
10，M1

11，M1
12 和M1

32。因为对所有的振幅M1
lS

有 J + l + s+ σ =偶数，所以不需要 ϵµνλσp
σ的出现。

下面我们逐个来构造。第一个：

M10(λν) = ϕ∗
µ(m)χ(0)µν(0)t̃(1)ν = (ω̃ · ϵ)ϕ∗

µ(m)ḡµν(p)t̃(1)ν

= (ω · ϵ)[ϕ∗(m) · r⃗] , (in ψ rest frame) (2.145)

第二个不变振幅，我们仍旧把ϕ∗在q⃗，也就是r⃗方向展开，

M11(λν) = ϕ∗
µχ

(1)µν t̃(1)ν

= (r̃ · ω)[ϵ̃ · ϕ∗(m)] − (r̃ · ϵ)[ω̃ · ϕ∗(m)] ,

第三个不变振幅：

M12(λν) = ϕ∗
µχ

(2)µν t̃(1)ν

= (r̃ · ω)[ϵ̃ · ϕ∗(m)] + (r̃ · ϵ)[ω̃ · ϕ∗(m)] − 2

3
(ω̃ · ϵ)[r̃ · ϕ∗(m)] ,(2.146)

第四个不变振幅：

M32(λν) = ϕ∗λt̃
(3)
µνλχ

(2)µν

= (r̃ · ω)(r̃ · ϵ)(r̃ · ϕ∗)

−1

5
[r̃ · r̃)[(ω̃ · ϵ)(r̃ · ϕ∗) + (r̃ · ϵ)(ω̃ · ϕ∗) + (r̃ · ω)(ϵ̃ · ϕ∗)] ,(2.147)

我们可以清楚的从中看到 r幂次和分波 L相对应。
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2.2.4 处处处理理理级级级联联联衰衰衰变变变

上面讨论的是只有一级衰变的情形，但是我们在实际中碰到的更多的是

级联衰变；而在研究介子谱时，往往大多数情况最终末态都是无自旋粒子

（ π 和 K ）（这里不讨论末态包含费米子的情形），他们的自旋波函数是常数，

这就会导致一个非常有用的结论：考虑级联衰变时，由于末态粒子自旋都是

零，那么振幅中将不会有末态粒子的自旋波函数（常数1）出现，而中间态的

自旋波函数和相应的纯轨道角动量波函数是等价的，可以用后者来代替前者，

根据是一个有自旋的粒子通过两体衰变到两个无自旋的粒子，那么由于角动量

守恒，末态的轨道角动量等于母粒子的自旋。关于这点在文献[6]中有比较仔细

的讨论。

在邹冰松教授的回顾性的工作[12]中，有大量关于 J/ψ和 ψ
′
衰变过程的例

子。这里我们引用其中几个做一点分析和讨论，目的在于介绍方法。

2.2.4.1 ψ → ρπ3 → π1π2π3

这个衰变道是通过中间共振态ρ(770)来进行的，而 ρ(770)是 1−的，则由于

角动量守恒和宇称守恒，两次级联衰变都是纯的P-wave，而且只有一个分波。

不变振幅的的构造使用到了两级的轨道角动量波函数，因为J + s+σ+ l = 3是

奇数，所以有完全反对称张量 ϵµνλσp
σ
ψ 出现。唯一的振幅如下：

M(m) = ϵµνλσϕ
∗µ(m)pσψT̃

(1)ν
ρ3 BWρt̃

(1)λ
12

= BWρB1(rρ3)B1(r12)ϵµνλσϕ
∗µ(m)(p1 + p2 + p3)

σ[
(p1 + p2 − p3)

ν −
(p1 + p2 + p3)

ν(m2
ρ −m2

π3)

m2
ψ

]
[
(p1 − p2)

λ − (p1 + p2)
λ(m2

π1 −m2
π2)

m2
ρ

]
= −4BWρB1(rρ3)B1(r12)ϵµνλσϕ

∗µ(m)pν1p
λ
2p

σ
3 ,

计算当中，用到完全反对称张量交换相邻两个指标出现一个符号的特征，

可以把其他的项完全消掉，只剩下最后四项完全相同。值得指出的是其中

的B1(r)是势垒因子，而且这时候与Helicity理论中用到的势垒因子不同。因为

振幅中的 ϵµνλσϕ
∗µ(m)pν1p

λ
2p

σ
3 已经隐式的包含了普通的势垒因子的分子部分，
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而这里的势垒因子只出现分母部分。前三阶的势垒因子具体形式如下，

B1(r) =

√
2

r2 + r2
0

B2(r) =

√
13

r4 + 3r2r2
0 + 9r4

0

B3(r) =

√
277

r6 + 6r4r2
0 + 45r2r4

0 + 225r6
0

其中， r是末态粒子在母粒子质心中的动量模，r0代表强相互作用的半径对应

的典型动量，一般取一个费米对应的动量约197.327MeV/c2。

如果利用在 ψ的静止系中的条件，可以进一步把上面结果化简，

M(m) = Cϵijkϕ∗i(m)pj1p
k
2 (2.148)

其中C = −4BWρB1(rρ3)B1(r12)。这个时候，振幅已经完全用末态粒子的在实

验室系中的四动量表示出来了，形式非常简单，而且不需要进行任何旋转

和Lorentz变换，计算量很小，直接用到实验拟合当中非常适合。这也正是协变

张量方法的优点。

2.2.4.2 ψ → ϕπ+π− → K+K−π+π−

这个过程中π+π−一般可以通过 f0或者 f2中间态衰变。我们首先来考虑通

过 f0 的情形，此时只有两个分波 L = 0, 2，把末态四个粒子顺次编号为1，2，

3，4，令 q12 = p1 − p2，振幅可以记为 < ϕf0|01 >和 ϕf0|21 >，现在我们可以

逐个来构造，

< ϕf0|01 > = ϕ∗
µ(m)t̃

(1)µ
(12)BWϕBWf0 , (2.149)

< ϕf0|21 > = ϕ∗
µ(m)T̃

(2)µν
(ϕf0) t̃

(1)
(12)νBWϕBWf0 , (2.150)

其中，t̃
(1)µ
(12) 是 ϕ→ K+K−过程的轨道角动量波函数，

t̃
(1)µ
(12) = [ḡµµ

′

(p1 + p2)]qµ′B1(r12)

=

[
qµ − (p1 + p2)

µ(m2
1 −m2

2)

m2
ϕ

]
B1(r12)

= qµB1(r12) , (2.151)
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其中最后一步的化简是因为K±的质量相等，其实，因为ϕ的宽度很小，所以其

势垒因子的影响也很小，故可以忽略。T̃
(2)µν
(ϕf0)是第一级 ψ → ϕf0 过程的轨道角

动量波函数(L = 2)，记q(12,34) = p1 + p2 − p3 − p4，则有

T̃
(2)µν
(ϕf0) =

{
[ḡµµ

′

(p)][ḡνν
′

(p)] − 1

3
[ḡµ

′
ν
′

(p)][ḡµν(p)]

}
q(12,34)µ′q(12,34)ν′B2((r12,34))

=

{
qµ(12,34)q

ν
(12,34) −

1

3
q(12,34) · q(12,34)[ḡ

µν(p)]

}
B2(r(12,34)) , (2.152)

利用 ψ静止系的条件则只剩下空间分量τ ij，

τ ij =

{
qi(12,34)q

j
(12,34) −

1

3
q⃗(12,34) · q⃗(12,34)δij

}
B2(r(12,34)) , (2.153)

因此振幅可以化简成：

< ϕf0|01 > = ϕ∗
µ(m)qµB1(r12)BWϕBWf0 , (2.154)

< ϕf0|21 > = ϕ∗
i (m)τ ijqjB2(r(12,34))B1(r12)BWϕBWf0 . (2.155)

我们仍然可以看到此时的振幅公式形式很复杂，无法看到显式的角分布，

这是协变张量方法的不足之处：角分布和能量依赖的因子是混在一起的。这

个特点既是缺点，也是优点；因为角度和能量依赖都在一起，而靠协变性来

保证结果的正确性，虽然形式不够直观，但是会使实际的计算量会大大减小。

Filippini 指出协变张量方法所消耗的计算机机时大概是Helicity方法的四分之

一[6]。这点对于实际的计算机数值计算是一个非常重要的有利因素。
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之之之一一一

前一章我们把不变振幅用Helicity 态展开，并定义了Helicity 耦合振幅，但

是从张量形式的振幅构造中我们又可以看出，Helicity 耦合振幅其实是有能量

依赖的。在实际的分析中，我们很有必要把这部分能量依赖分离出来，把剩余

部分当作实验测量参数。现在我们就来如何构造Helicity 耦合振幅并显式的把

其中的能量依赖抽取出来。

由于F J
λ1λ2
中，三个指标J, λ1, λ2都是转动不变的量，而由于F

J
λ1λ2
是在J粒

子静止系中定义的，它没有洛伦兹变换自由度。由此我们猜想F J
λ1λ2
可以写成

明显协变的形式，即F J
λ1λ2
可以用一些物理量构造出的洛伦兹标量来表达。而这

些用来够造洛伦兹标量的物理量是在衰变振幅表达式中可能出现的量，如初态

粒子J在动量空间的波函数，末态两粒子 1和 2在动量空间的波函数。与轨道

角动量有关的末态两粒子的相对动量r以及初态粒子四动量pα，而引入pα是为

了满足宇称守恒的要求。总之螺旋度耦合振幅可以写成如下形式：

F J
λ1λ2

=
∑
α

gαAα(λν)

≡
∑
α

gαAα(p
n, rl, ω(λ1), ϵ(−λ2), ϕ

∗(δ)) , (3.1)

其中 Aα 是洛伦兹标量，gα则可以被看作随能量缓变的，或者可以近似看作

是常数。关于 Aα ，原则上我们可以把所有的独立的 Aα 都构造出来，只要满

足Lorentz不变，旋转不变和相互独立条件就行。但是如果这样，可选的方案不

是唯一的；但是我们用物理上 L − S 的概念[9]，把相应的 Aα 构造出来，此时

的α对应于不同的L − S耦合，则可以证明这样得到的Helicity耦合振幅的结果

是唯一的，而且他们对于相对论变换因子 γs 和 γσ 的依赖也是唯一的。这一想

法是受到在非相对论的极限情况下Helicity振幅和分波振幅的联系的启发：

F J
λν =

∑
lS

√
2l + 1

2J + 1
(l0Sδ|Jδ)(sλσ − ν)GJ

lS (3.2)

从两者之间的联系中，我们会发现Helicity理论和协变张量理论的等价性，
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至少对于有质量的粒子是等价的。这正是本章的目的之一，也是本书的目的之

一。

应该指出的是本章我们只讨论末态粒子为有质量粒子的过程，对于末态含

有没有质量粒子（辐射衰变），由于其特殊性，我们将在下章单独讨论。下面

我们就来介绍这样的Helicity 振幅的协变张量构造方案。

3.1 自自自旋旋旋波波波函函函数数数和和和纯纯纯轨轨轨道道道角角角动动动量量量波波波函函函数数数

因为 Aα 是旋转不变的，所以，我们为了简单可以选择特殊的参考系和坐

标系让两体衰变过程的母粒子处于静止系和两个衰变粒子则沿着 z-轴运动。波

函数的构造和前面的完全相同，只是选取了特殊的坐标系和参考系。如果和前

面的结果重复我们这里只是简单的列举，我们的注意力将会集中在一些新的形

式、性质和有用的关系式。

采用表2.1的约定，在我们选定的特殊参考系和坐标系中，三个粒子的动量

如下：

pα = (W ; 0, 0, 0) 母粒子

qα = (q0, 0, 0, q) = (γsm; 0, 0, γsβsm) 子粒子1，沿着+z−轴运动

kα = (k0, 0, 0, k) = (γσµ; 0, 0,−γσβσµ) 子粒子2，沿着−z−轴运动

rα = (q0 − k0; 0, 0, 2q) . 相对动量 (3.3)

三个粒子的自旋如果都为0，则它们的波函数为1；三个粒子的自旋如果都

为1，则它们的自旋波函数如下：

ϕα(±) = ∓ 1√
2
(0; 1,±i, 0) ,

ϕα(0) = (0; 0, 0, 1) , (3.4)

ωα(±) = ∓ 1√
2
(0; 1,±i, 0) ,

ωα(0) = (γsβs; 0, 0, γs) , (3.5)

ϵα(±) = ∓ 1√
2
(0; 1,±i, 0) ,

ϵα(0) = (−γσβσ; 0, 0, γσ) . (3.6)

同样，它们都满足和动量正交，波函数之间正交等性质，如2.112所示。
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现在我们可以列举出全部的采用上面的自旋1波函数和四动量构成

的Lorentz标量。它们在实际的演算中会经常用到，并且都能从定义出发经

过简单的计算得到。这里我们采用了表 2.1有关符号约定和母粒子静止系的假

设。

首先是第一类Lorentz标量，它们用 ḡµν 收缩得到。

[r · ω(m)] = γsrδm0 , (3.7a)

[r · ϵ(m)] = γσrδm0 , (3.7b)

[r · ϕ∗(m)] = rδm0 , (3.7c)

[ω̃(m) · ϵ(m′
)] = (−1)m[m2 + γsγσ(1 −m2)]δm,−m′ , (3.7d)

[ω̃(m) · ϕ∗(m
′
)] = [m2 + γs(1 −m2)]δm,m′ , (3.7e)

[ϵ̃(m) · ϕ∗(m
′
)] = [m2 + γσ(1 −m2)]δm,m′ , (3.7f)

第二类Lorentz标量，它们用 ϵµνγσ 收缩得到，定义四个四矢量的收缩如

下：

[abcd] = ϵµνγσa
µbνcγdσ ,

则上面的波函数和四动量的各种耦合形式如下：

[pω(m)rϕ∗(m
′
)] = imWrδm,m′ ,

(3.8a)

[pϵ(m)rϕ∗(m
′
)] = imWrδm,m′ ,

(3.8b)

[pω(m)rϵ(m
′
)] = −imWrδm,m′ ,

(3.8c)

[pω(m)ϵ(m
′
)ϕ∗(m

′′
)] = iW [m(1 −m

′′2) +m
′′
(1 −m

′2)γσ −m
′
(1 −m2)γs]δm′′

,(m+m′).

(3.8d)

如果粒子的自旋大于1，则使用自旋-1粒子的波函数层层耦合出来，和前

面的高阶的波函数定义完全一样。比如自旋2的波函数可以写成：

ϕαβ(m) =
∑
m1m2

(1m11m2|2m)ϕα(m1)ϕ
β(m2) (3.9)
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其中m = m1 +m2。波函数满足和动量正交，对称且无迹的性质，所谓无迹是

说在用度规 g或者 g̃(W )收缩的结果为零。对于自旋2的两个末态粒子 s和 σ也

可以用类似的方法构造出它们的波函数。但是它们用 g̃(W )收缩的结果并不是

零。

[g̃(W ) : ω(m)] =

√
2

3
(γ2
s − 1)δm0 (3.10)

其中的冒号表示相邻的两个指标收缩。但是当 γs → 1时，结果将会变成零。

自旋-3粒子的波函数也可以进一步用CG 系数耦合的方式构造出来：

ϕαβγ(m) =
∑
n1m3

(2n11m3|3m)ϕαβ(n1)ϕ
β(m3)

=
∑

m1m2m3

(2n11m3|3m)(1m11m2|2n1)ϕ
α(m1)ϕ

β(m2)ϕ
γ(m3)(3.11)

其中m = n1 +m3 = m1 +m2 +m3。

同理我们可以给出自旋-J的波函数，一个J阶的张量：

ϕα1α2...αJ (m) =
∑

m1m2...mJ

(1m11m2|2n1)(2n11m3|3n2)...(J − 1nJ−21mJ |Jm)

× ϕα1(m1)ϕ
α2(m2)...ϕ

αJ (mJ) , (3.12)

其中：m = m1 +m2 + ..+mJ，并且采用如下归一化方式：

ϕ∗
α1α2...αJ

ϕα1α2...αJ = (−1)Jδmm′ (3.13a)

[ϕ∗(m) ⊗ ϕ(m
′
)] = δmm′ , (3.13b)

其中 ⊗表示用修正度规对任何两个同阶张量的指标收缩。

上面的耦合用到了CG系数，因为只用到了有限的几个，所以我们给出其

具体表达式：

(jm+ 11 − 1|j + 1m) =

[
(j −m)(j −m+ 1)

(2j + 1)(2j + 2)

] 1
2

(3.14a)

(jm10|j + 1m) =

[
(j −m+ 1)(j +m+ 1)

(2j + 1)(j + 1)

] 1
2

(3.14b)

(jm− 11 + 1|j + 1m) =

[
(j +m)(j +m+ 1)

(2j + 1)(2j + 2)

] 1
2

(3.14c)
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用这些CG系数，我们可以把自旋-J波函数3.12 化简成为：

ϕδ1δ2...δJ (m) = [aJ(m)]
1
2

∑
m0

2
m0
2 ×

∑
P

ϕα1(+)...ϕβ1(0)...ϕγ1(−)... (3.15)

其中 [aJ(m)]
1
2 是，

[aJ(m)]
1
2 =

(J +m)!(J −m)!

(2j)!
(3.16)

二指标{δ1δ2...δJ}可以分成三类：其中的 m 分别为+1、0、-1，即 {αi} ，其
中{i = 1, 2, ...m+}， {βi}，其中{i = 1, 2, ...m0}， {γi}，其中{i = 1, 2, ...m−}，
m± , m0 分别是 ϕ(±)和ϕ(0)的数目。则有简单的结果： J = m+ +m0 +m− 、

m = m+ −m−和

2m± = J ±m−m0 ,

容易看到公式的右边必然是偶数。式3.15的第一个求和将遍历所有允许的m0。

对于确定的 J和m，很显然：m0的最大值为 J−m，所以m0的取值将会是一

个系列要么是奇数，要么是偶数（取决于 J−m的奇偶），即：0, 2, ...(J−m)或

者，1, 3, ...(J −m)。第二个求和则表示对

{(+)(+)...(0)(0)...(−)(−)...} ,

所有不同排列形式求和。这是一个简单的排列组合问题，求和项数为：

bJ(m,m0) =
J !

m+!m0!m!

,

利用关系式

ϕ(−m) = (−1)ϕ∗(m) ,

可以使我们直接构造的波函数数目减少大约一半。下下面显式的给出最低的几

阶的自旋波函数，自旋-1的就是 ϕ(+)和 ϕ(0)；自旋为二的，我们给出：

ϕαβ(+2) = ϕα(+)ϕβ(+) (3.17a)

ϕαβ(+1) =

√
1

2

[
ϕα(+)ϕβ(0) + ϕα(0)ϕβ(+)

]
(3.17b)

ϕαβ(0) =

√
1

6

[
ϕα(+)ϕβ(−) + ϕα(−)ϕβ(+)

]
+

√
2

3
ϕα(0)ϕβ(0) (3.17c)
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ϕαβγ(+3) = ϕα(+)ϕβ(+)ϕγ(+)

(3.18a)

ϕαβγ(+2) =

√
1

3

[
ϕα(+)ϕβ(+)ϕγ(0) + ϕα(+)ϕβ(0)ϕγ(+) + ϕα(0)ϕβ(+)ϕγ(+)

]
(3.18b)

ϕαβγ(+1) =

√
1

15

[
ϕα(+)ϕβ(+)ϕγ(−) + ϕα(+)ϕβ(−)ϕγ(+) + ϕα(−)ϕβ(+)ϕγ(+)

]
+

√
2

15

[
ϕα(+)ϕβ(0)ϕγ(0) + ϕα(0)ϕβ(+)ϕγ(0) + ϕα(0)ϕβ(0)ϕγ(+)

]
(3.18c)

ϕαβγ(0) =

√
1

10

[
ϕα(0)ϕβ(+)ϕγ(−) + ϕα(0)ϕβ(−)ϕγ(+) + ϕα(−)ϕβ(+)ϕγ(0)+

ϕα(+)ϕβ(0)ϕγ(−) + ϕα(−)ϕβ(0)ϕγ(+)
]
+

√
2

5
ϕα(0)ϕβ(0)ϕγ(0) ,

(3.18d)

3.2 形形形式式式唯唯唯一一一的的的构构构造造造方方方式式式：：：根根根据据据L− S耦耦耦合合合方方方案案案的的的Helicity振振振幅幅幅

构构构造造造

为了构造结果唯一的Helicity耦合振幅，我们必须把张量公式和L-S耦合的

方案联系起来，为此必须引进由 s和 σ耦合而成的总内禀自旋 S 和用 r构造的

纯轨道角动量 l。现在我们考虑用来构造 |SMS >的一组基：波函数 χS(mS)，

我们要求它在 J 静止系中时间分量为零，这与3.6和3.12中 ϕ的定义完全一样。

χSα1...αs;β1...βσ
(mS) =

∑
msmσ

(smsσmσ|SmS)χ
s
α1...αs

(ms)χ
σ
β1...βσ

(mσ) (3.19)

其中，s-阶张量 χs(ms)和σ-阶张量 χσ(mσ) 是可以用来构造投影算符的“静止

态”波函数，只要把3.12 中的 J 换成 s或者 σ。于是 χSα1...αs;β1...βσ
(mS) 是一个

可以作用到 ω和 ϵ上的 s + σ-阶波张量，而 ω和 ϵ是衰变产物 s和 σ的“正确

的”相对论性张量波函数，相应的投影算符是一个 2(s+ σ)阶张量，如下：

P S =
∑
mS

χS(mS)χ
∗S(mS) . (3.20)
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可以很容易地发现，不变振幅必然会含有如下收缩乘积：

[χ∗s(ms) ⊗ ω(λ)] = f sλ(γs)δmsλ , (3.21a)

[χ∗σ(mσ) ⊗ ϵ(−ν)] = fσν (γσ)δmσ−ν , (3.21b)

其中 ⊗表示对两个同阶张量间用修正度规 g̃(W )收缩。函数 f 采用的归一方式

是：当 γ → 1时等于1，将在下面给出。一个相应于纯自旋 S 态的不变振幅：

eS(λν) = [ω(λ) ⊗ χ∗S(mS) ⊗ ϵ(ν)]

= (sλσ − ν|Sσ)f sλ(γs)f
σ
ν (γσ)δmsδ , (3.22)

其中 δ = λ − ν 。 ⊗表示分别对指标 {α1α2...}和 {β1β2...}的收缩（见3.19）。

一个非常重要的化简是，当我们采用特殊的坐标系和参考系，即Helicity系，这

时定义的波函数是沿着Helicity轴，于是对于投影算符中的 mS 的求和将会消

失。投影算符只有一项，就是 χS(δ)，作用在式3.22上。

当 s = 1时，函数 f sλ(γs)非常简单，根据3.7式的结果，可以给出如下：

ξs(λ) ≡ fσλ (γs) =


[χ(1)∗(λ) · ω(λ)]

1 for λ± 1

γs for λ = 0 ,

(3.23)

当 s = 2时，函数 f sλ(γs)可以取如下形式：

f sλ(γs) =
∑
λ1λ2

(1λ11λ2|2λ)2ξs(λ1)ξs(λ2) (3.24)

于是，

f sλ(γs) =


1 for λ = ±2

γs for λ = ±1
2
3
γ2
s + 1

3
for λ = 0 ,

(3.25)

类似的当 s = 3时，

f sλ(γs) =
∑
λ1λ2λ3

(1λ11λ2|2λa)2(2λa1λ3|3λ)2ξs(λ1)ξs(λ2)ξs(λ3) (3.26)
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f sλ(γs) =


1 for λ = ±3

γs for λ = ±2
4
5
γ2
s + 1

5
for λ = ±1

2
5
γ3
s + 3

5
γs for λ = 0 ,

(3.27)

这里我们最后给出当 s = 4时的显式表达式：

f sλ(γs) =
∑

λ1λ2λ3λ4

(1λ11λ2|2λa)2(2λa1λ2|3λb)2(3λb1λ4|3λ)2

× ξs(λ1)ξs(λ2)ξs(λ3)ξs(λ4) (3.28)

f sλ(γs) =



1 for λ = ±4

γs for λ = ±3
6
7
γ2
s + 1

7
for λ = ±2

4
7
γ3
s + 3

7
γs for λ = ±1

8
35
γ4
s + 24

35
γ2
s + 3

35
for λ = 0 ,

(3.29)

考虑到式3.15和3.21，我们可以给出 f sλ(γs)的一般形式：

f sm(γs) = aj(m)
∑
m0

bj(m,m0)(2γ)
m0 , (3.30)

其中，j, m和 γ表示 s, λ和γs或者 σ, ν 和 γσ；和前面一样 m0 取值范围为：

0(1), 2(3), ...(J −m)，或奇或偶（取决于(J −m)奇偶）的系列。很容易用这

个通用表达式给出 s = 1, 2, 3, 4的结果和上面的完全一致。

和自旋类似，轨道角动量本征态 |lm >也可以用一个时间分量为零的 l-阶

张量 τ l(m)来表示，而且这个张量定义在母粒子静止系中（因为轨道角动量只

能定义在这个参考系中）。张量 τ l(m)和前面定义的张量 χs(ms)等完全一样，

它可以采用3.12 的方式来定义，同样可以用来构造出投影算符，是一个 2l-阶

张量：

P l =
∑
ml

τ l(m)τ ∗l(m) . (3.31)

同样，和前面类似，我们可以采用Helicity系来使对于轨道角动量的处理。例

如，当 l = 1，我们发现：

[τ (1)∗(m) · r] = rδm0, (3.32)
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这个关系可以推广到 l > 1的情形：

[τ (l)∗(m) ⊗ rr...] = clr
lδm0, (3.33)

其中

cl = (1010|20)(2010|30)...(l − 1010|l0)

= l!

[
2l

(2l)!

] 1
2

.

现在我们已经做好准备来计算 L− S 耦合的不变振幅的最终结果：

[pn, χS(δ), τ l(0), ϕ∗(δ)] , (3.34)

其中当s + σ + l − J为奇数时 n = 1 ，反之为零。举例来说，当 σ = 0，

s = l = J = 1时，不变振幅可以写成：

[pχ(δ)τ(0)ϕ∗(δ)] = W (101δ|1δ) .

我们可以推断出，一般来说，不变振幅3.34在 J 静止系中，应该取下如下

形式：

[pn, χS(δ), τ l(0), ϕ∗(δ)] ∝ W n(l0Sδ|Jδ) ,

上式左边其实正比于矩阵元：

< l0Sδ|M|Jδ > ,

我们可以把 |Jδ >做如下展开：

|Jδ >=
∑

j1δ1j2δ2

(j1δ1j2δ2|Jδ)|j1δ1j2δ2 > ,

如果先把M，接着把|l0Sδ >从左面作用到上式，我们可以很容易得到式3.35的

结果：

< |l0Sδ|M|Jδ > = [pn, χS(δ), τ l(0), ϕ∗(δ)]

= (l0Sδ|Jδ)MJ
lS ,
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根据式3.22 和式3.35，我们可以把Helicity耦合振幅写成：

F J
λν =

∑
lS

glSAlS(λν) , (3.35)

其中：

AlS(λν) =

√
2l + 1

2J + 1
(l0Sδ|Jδ)(sλσ − ν|Sδ)W nrlf sλ(γs)f

σ
ν (γσ) . (3.36)

其中引入平方根项是为了保持3.2严格成立。系数 cl被吸收到了 glS 中。而 g是

未知的复参数，等待实验来确定。这一公式体现了在 L− S 耦合的概念下构造

出来的Helicity 振幅的形式唯一确定的，有了实际可以操作的准则，所以完全

可以通过编程的方式来代替推导给出Helicity振幅的表达式。

如果把3.36式“单位化”，即，让Ŵ = W/W0，r̂ = r/r0，并用它们来代

替 W 和 r，我们会发现式3.36会变成3.2，因为此时Ŵ → 1, r̂ → 1, f sλ →
1, fσν → 1和glS → GlS。其中W0和 r0分别是W 和 r的名义值。

3.3 举举举例例例

3.3.1 ψ → π+π−, K+K−

前面介绍过，这个衰变道末态粒子没有自旋，而且由于角动量守恒末态只

有 l = 1的P-wave，而且只有一个Helicity耦合振幅 F 1
00，它必然和分波耦合振

幅 G10 成正比，而且它只能用纯轨道角动量波函数τ
1(0)和初态粒子自旋波函

数ϕ∗(m)来构成：

F 1
00 = τ 1

µ(0)ϕµ∗(m) = [r · ϕ∗(m)]

= g10r . (3.37)

而结果中含有动量的一次方依赖，恰恰是P-wave的特征。

3.3.2 ψ → V S[ϕf0(980)]

这个衰变道的宇称满足 ηJηsησ = +1，那么如果宇称守恒和角动量守恒，

末态只能是S-wave 和D-wave，所以，只有两个分波振幅；同样可以推断出只

有两个独立的helicity振幅，因为它们之间满足2.78，有F 1
+ = F 1

−，加上F
1
00。我
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们可以把F 1
λ表示成：F

1
λ = g01A01(λ) + g21A21(λ)，而根据前面的讨论 ALS 是下

面的结果：

Aλ01 = [ω̃(λ) · ϕ∗(m)] =

√
1

3
f

(1)
λ (γs)

Aλ21 = [ω̃ · τ 2(0) · ϕ∗] =

√
5

3
(201λ|1λ)r2f

(1)
λ (γs)

因此有

F 1
± =

√
1

3
g01 + g21

√
1

6
r2 (3.39a)

F 1
0 =

(√
1

3
g01 − g21

√
2

3
r2

)
γs (3.39b)

其中分别出现 r0和 r2表示S-wave和D-wave的贡献。

3.3.3 ψ → V A(ϕf1(1420))

因为初末态粒子的宇称乘积 ηψηϕηf = +1，再结合角动量守恒，我们知道

独立的分波振幅有三个：G01、G21 和 G22。同样独立Helicity的振幅也只有三

个：F 1
++ = −F 1

−−、 F 1
10 = −F 1

−10和 F 1
01 = −F 1

0−1。

这个过程的两个末态粒子的自旋都是１，宇称相反，它们需要先耦合起

来成为 χ
(S)
αβ ，然后再和轨道角动量波函数以及母粒子波函数藕荷而构成振幅，

而因为J + s + σ + l = 3, 5，所以振幅中有母粒子的四动量出现。如果严格遵

从L− S 耦合的概念的指导，则结果是唯一确定的：

A01 = [pχ(1)(λσ)ϕ∗(δ)] (3.40a)

A21 = [pχ(1)(λσ)τ̃ 2 · ϕ∗(δ)] (3.40b)

A22 = [pχ(2)(λσ)τ̃ 2 · ϕ∗(δ)] (3.40c)

其中的方括号表示用四阶完全反对称张量进行收缩。最后的化简结果如下：

F 1
1,1 = +g01

√
1

6
r0 − g21

√
1

3
r2 (3.41a)

F 1
1,0 = +g01

√
1

6
r0γσ + g21

√
1

12
r2γσ + g22

√
1

4
r2γσ (3.41b)

F 1
0,1 = +g01

√
1

6
r0γs + g21

√
1

12
r2γs − g22

√
1

4
r2γs (3.41c)
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值得说明的是，如果采用前面所说的 L− S 的概念来构造方法，就能得到唯一

确定的结果；当然也可以采用别的方式，可以得到等价的结果，只是形式上有

所区别，因为这时候的构造原则只有Lorentz协变性和宇称守恒，所以结果往往

不是唯一的，一般可以证明这些符合条件的不变量是不独立的，而且最终的独

立变量个数和前面的一致（[8]中有针对这个例子的详细讨论）。

3.3.4 ψ → V P (ρπ)

这个道由于有宇称守恒和角动量守恒，必须是P-wave，而且只有一个

分波 G11，也只有一个独立的Helicity振幅F 1
10 = −F 1

−10，因而有F
1
00 = 0；因

为J + s+ σ + l = 3，所以振幅中有母粒子的四动量出现

F 1
± = g11[prω(±)ϕ∗(±)]

= ±g11iWr . (3.42)

出现 r1表示P-wave的贡献。

3.3.5 ψ → V T [ϕf2(1270)]

这个衰变道的宇称满足 ηJηsησ = +1，那么如果宇称守恒和角动量守恒，

末态只能是S-wave 、D-wave 和F-wave，但是自旋的耦合结果却有 1, 2, 3三

个值，所以，总共有五个分波振幅：G01、G21、G22、G23和G43 ；同样可以推

断出只有五个独立的helicity振幅。推理过程如下：总共有 3 × 5 = 15个可能

的Helicity振幅，

F 1
λν =


F 1

21 F 1
11 F 1

0 1 F 1
−1 1 F 1

−2 1

F 1
20 F 1

10 F 1
0 0 F 1

−1 0 F 1
−2 0

F 1
2−1 F 1

1−1 F 1
0−1 F 1

−1−1 F 1
−2−1

 ,

但是由于角动量守恒λ − ν ≤ 1，所以有 F 1
−1 1 、 F 1

−21 、 F 1
20 、 F 1

−20 、

F 1
2−1和 F 1

1−1为零，剩下9个。再根据它们之间满足2.78，有

F 1
11 = F 1

−1−1 , F
1
01 = F 1

0−1 , F
1
10 = F 1

−10 , F
1
−11 = F 1

1−1 ,

加上 F 1
00，则独立的Helicity振幅只剩下了5个，和分波振幅的数目相同。下面

我们来构造Helicity振幅。因为 F 1
λν =

∑
lS glSAlS(λν)，我们先来考虑AlS，它们
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由初末态粒子的自旋波函数和纯轨道角动量波函数构成，采用投影算符和3.36，

我们有：

A01(λν) = e(1)(λν)χ1
αβ;ρ(δ)g̃

βρ(W )g̃αγϕ∗
γ(δ)] (3.43a)

A2S(λν) = e(S)(λν)[τ (2)(0) : χS(δ) · ϕ∗(δ)]c2r
2 (3.43b)

A43(λν) = e(3)(λν)[χ3(δ) ∴ τ (4)(0) · ϕ∗(δ)]c4r
4 (3.43c)

其中第二式的 S 可以取1，2，3。其中 e(S)(λν)已经在3.22明确定义了。我们还

需要留意到 χS 的三个指标，只有前两个满足对成和无迹的条件，第三个并不

满足，所以用分号格开。

如果想避开使用投影算符，则AlS可以表示成下面得形式：

A01(λν) = [ϵ(−ν) · ω(λ) · ϕ∗(δ)] (3.44a)

A21(λν) = [ϵ(−ν) · ω(λ) · τ (2)(0) · ϕ∗(δ)]c2r
2 (3.44b)

A22(λν) = [ϵ(−ν)ω(λ) · τ (2)(0) · ϕ∗(δ)]c2r
2 (3.44c)

A23(λν) = [ϵ(−ν) · τ (2)(0) · ω(λ) · ϕ∗(δ)]c2r
2 (3.44d)

A43(λν) = [ϵ(−ν)ω(λ) ∴ τ (4)(0) · ϕ∗(δ)]c4r
4 (3.44e)

振幅的最终形式（这里我们根据3.36式，编程计算得到），我们给出如下：
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F 1
1,2 = +g01

√
1

5
r0 + g21

√
1

10
r2 + g22

√
1

6
r2

+g23

√
2

105
r2 + g43

√
1

70
r4

(3.45a)

F 1
1,1 = +g01

√
1

10
r0γs − g21

√
1

5
r2γs + g23

√
3

35
r2γs − g43

√
4

35
r4γs

(3.45b)

F 1
0,1 = −g01

√
1

10
r0γsγσ − g21

√
1

20
r2γsγσ + g22

√
1

12
r2γsγσ

+g23

√
16

105
r2γsγσ + g43

√
4

35
r4γsγσ

(3.45c)

F 1
1,0 = +g01

√
1

30
r0(

2

3
γ2
s +

1

3
) + g21

√
1

60
r2(

2

3
γ2
s +

1

3
) − g22

√
1

4
r2(

2

3
γ2
s +

1

3
)

+g23

√
4

35
r2(

2

3
γ2
s +

1

3
) + g43

√
3

35
r4(

2

3
γ2
s +

1

3
)

(3.45d)

F 1
0,0 = −g01

√
2

15
r0(

2

3
γ2
s +

1

3
)γσ + g21

√
4

15
r2(

2

3
γ2
s +

1

3
)γσ

+g23

√
9

35
r2(

2

3
γ2
s +

1

3
)γσ − g43

√
12

35
r4(

2

3
γ2
s +

1

3
)γσ

(3.45e)

其中的 r的各次幂都显式地给出来了，表示对应于不同的分波。

3.3.6 ψ → K∗K̄∗

这个衰变道的宇称满足 ηJηsησ = −1，那么如果宇称守恒和角动量守恒，

末态只能是P-wave 和F-wave，所以，只有四个分波振幅；同样可以推断出只
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有四个独立的helicity振幅，这里只是给出其计算结果：

F 1
1,1 = g10

√
1

3
r1 − g12

√
1

15
r1 + g32

√
1

10
r3

F 1
1,0 = −g11

√
1

4
r1γσ − g12

√
3

20
r1γσ − g32

√
1

10
r3γσ

F 1
0,1 = g11

√
1

4
r1γs − g12

√
3

20
r1γs − g32

√
1

10
r3γs

F 1
0,0 = −g10

√
1

3
r1γsγσ − g12

√
4

15
r1γsγσ + g32

√
2

5
r3γsγσ (3.46)

3.4 两两两种种种理理理论论论之之之间间间的的的联联联系系系

其实，到现在，我们完全可以看出，协变张量公式中，我们采用初末态粒

子的自旋波函数，和初态粒子的四动量来构造完整的振幅，其实角分布是包含

在整个振幅当中，在张量求和计算时才会看到它们；然而，我们构造Helicity振

幅的时候，根据Helcity振幅的转动不变性质，直接采用了特殊的坐标系，而且

使用了母粒子的静止参考系，这时候，没有任何角度的贡献出现，因为它们

在做Helicity展开时已经包含在D函数当中了。如果当我们在使用协变张量方法

时，如果对自旋波函数做旋转操作，把它转到末态粒子动量方向上，或者说把

波函数用量子轴为末态粒子飞行方向的波函数展开，此时，D函数自然的就被

引进了，而波函数和动量在同一的量子轴的求和，也会变得很简单。下面我们

就通过这样的方式举例来说明两种理论的联系并说明它们是等价的。

3.4.1 举举举例例例一一一：：： ψ → π+π−, K+K−

从2.2.3.2中的2.139式出发，进一步根据ϕ∗
i (m)的旋转性质，ϕ∗

i (m
′
) = U [R]ϕ∗

i (m) =∑
mD

1
m′m

(ϕ, θ, 0)ϕ∗
i (m)，m

′
是自旋在q⃗方向的本征值。则有：ϕ∗

i (m) =
∑

m
′ D∗1

mm′ (ϕ, θ, 0)ϕ∗
i (m

′
)，

故而有

M(m) ∝
∑
m′

D∗1
mm′ (ϕ, θ, 0)qiϕ∗

i (m
′
)

=
∑
m

′

D∗1
mm′ (ϕ, θ, 0)qδm′

0

= qD∗1
m0(ϕ, θ, 0) , (3.47)
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可以看到F 1
00 = g10r，其中 g10是未知的复参数，从中可以看出，我们用 q⃗为量

子轴的本征态把ϕ∗展开，就很容易的把张量振幅和Helicity振幅联系起来了，其

中的等价性非常明显。

这时截面的计算非常简单，即：

dσ

d cos θdϕ
∝

∑
m=±1

|M(m)|2 =
∑
m=±1

q2|D∗1
m0(ϕ, θ, 0)|2

= q2 × sin2 θ . (3.48)

3.4.2 举举举例例例二二二：：： ψ → ϕf0(980)

根据2.2.3.2中结果，我们先讨论振幅M01(λν)，因为ϕ
∗是沿速流方向横向

极化的，而 ω 是自旋-1的子粒子的自旋波函数，有三个分量，我们还是选择

把ϕ∗在q⃗展开，ϕ∗
i (m) =

∑
m′ D∗1

mm
′ (ϕ, θ, 0)ϕ∗

i (m
′
)，则有，

M01(λ) = ϕ∗
µ(m)ωµ

=
∑
m′

D∗1
mm′ (ϕ, θ, 0)ϕ∗

i (m
′
)ωµ

=
∑
m

′

D∗1
mm

′ (ϕ, θ, 0)[λ2 + γs(1 − λ2)]δm′
,λ

= [λ2 + γs(1 − λ2)]D∗1
mλ(ϕ, θ, 0) . (3.49)

同样振幅M21(λ)

M21(λ) = [r̃ · ωr̃ · ϕ∗(m)] − 1

3
(r̃ · r̃)[ω̃ · ϕ∗(m)]

= rγsδλ0[r · ϕ∗(m)] − 1

3
r2[ω̃ · ϕ∗(m)]

= rγsδλ0

∑
m′

D∗1
mm′ (ϕ, θ, 0)rδm′0 −

1

3
r2[λ2 + γs(1 − λ2)]D∗1

mλ(ϕ, θ, 0)

= r2γsδλ0D
∗1
m0(ϕ, θ, 0) − 1

3
r2[λ2 + γs(1 − λ2)]D∗1

mλ(ϕ, θ, 0) . (3.50)

这时，我们可以把张量振幅和Helicity振幅进行比较，根据关系式3.2，有

F 1
10 =

√
1

3
G01 +

√
1

6
G21

F 1
00 =

√
1

3
G01 −

√
2

3
G21 (3.51)
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去掉D函数，我们把前面两个振幅的解析式代入得到(其中一些常数被吸收到了

参数 g当中)：

F 1
10 = g

′

01 −
1

3
g

′

21r
2

F 1
00 =

(
g

′

01 +
2

3
g

′

21r
2

)
γs

如果定义 g
′
：g01 =

√
3g

′
01和g21 = −

√
2
3
g

′
21，结果就和3.39完全相同，也就

是协变张量和Helicity方法对这个过程的描述完全等价。如果定义 G：G01 =
√

3g
′
01和 G21 = −

√√
23g

′
21r

2，这样在非相对论极限(γs → 1) 下，就回到了

式3.51的结果。

3.4.3 举举举例例例三三三：：： ψ → K∗0K̄∗0

从2.2.3.2中关于这个过程的结果出发。对第一个振幅，因为 (ω · ϵ) 是旋
转不变的，故可以直接使用3.7d；进一步根据 ϕ∗i(m)的旋转性质，ϕ∗i(m

′
) =∑

mD
1
m

′
m

(ϕ, θ, 0)ϕ∗i(m)，m
′
是自旋在q⃗方向的本征值。则有：ϕ∗i(m) =

∑
m

′ D∗1
mm

′ (ϕ, θ, 0)ϕ∗i(m
′
)，

故而，

M10(λν) = (ω̃ · ϵ)(ϕ∗(m) · r̃)

= (−1)λ[λ2 + γsγσ(1 − λ2)]δλ,νϕ
∗i(m)ri

= (−1)λ[λ2 + γsγσ(1 − λ2)]δλ,ν
∑
m′

D∗1
mm′ (ϕ, θ, 0)ϕ∗i(m

′
)ri

= (−1)λ[λ2 + γsγσ(1 − λ2)]δλ,ν
∑
m

′

D∗1
mm

′ (ϕ, θ, 0)rδm′
0

= (−1)λ[λ2 + γsγσ(1 − λ2)]δλ,νrD
∗1
m0(ϕ, θ, 0) m = ±1 , (3.52)

表达式中出现 r也就是动量的一次幂意味着这是 l = 1的 P-wave的贡献。

对于第二个振幅，因为 (r̃ · ω)和 (r̃ · ϵ) 是旋转不变的我们就用它们在动
量r⃗方向上的结果来做计算，即3.7b和3.7c；同样再对 ϕ∗i(m)用沿着r⃗方向的本
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征态展开，我们可以得到：

M11(λν) = (r̃ · ω)[ϵ̃ · ϕ∗(m)] − (r̃ · ϵ)[ω̃ · ϕ∗(m)]

= rγsδλ0

∑
m

′

[ν2 + γs(1 − ν2)]δ−νm′D1∗
mm

′ (ϕ, θ, 0)

−rγσδν0
∑
m

′

[λ2 + γσ(1 − λ2)]δλm′D1∗
mm

′ (ϕ, θ, 0)

= rγsδλ0[ν
2 + γs(1 − ν2)]D1∗

m−ν(ϕ, θ, 0)

−rγσδν0[λ2 + γσ(1 − λ2)]D1∗
mλ(ϕ, θ, 0) (3.53)

第三个不变振幅：

M12(λν) = ϕ∗
µχ

(2)µν t̃(1)
ν

= (r̃ · ω)[ϵ̃ · ϕ∗(m)] + (r̃ · ϵ)[ω̃ · ϕ∗(m)] − 2

3
(ω̃ · ϵ)[r̃ · ϕ∗(m)]

= rγsδλ0[ν
2 + γs(1 − ν2)]D1∗

m−ν(ϕ, θ, 0)

+rγσδν0[λ
2 + γσ(1 − λ2)]D1∗

mλ(ϕ, θ, 0)

−2

3
r(−1)λ[λ2 + γsγσ(1 − λ2)]δλ,νD

∗1
m0(ϕ, θ, 0) (3.54)

第四不变振幅：

M32(λν) = ϕ∗λt̃
(3)
µνλχ

(2)µν

= (r̃ · ω)(r̃ · ϵ)(r̃ · ϕ∗)

−1

5
[r̃ · r̃)[(ω̃ · ϵ)(r̃ · ϕ∗) + (r̃ · ϵ)(ω̃ · ϕ∗) + (r̃ · ω)(ϵ̃ · ϕ∗)]

= r3γsγσδλ0δν0D
1∗
m0(ϕ, θ, 0)

−1

5
r3(−1)λ[λ2 + γsγσ(1 − λ2)]δλ,νD

∗1
m0(ϕ, θ, 0)

−1

5
r3γσδν0[λ

2 + γσ(1 − λ2)]D1∗
mλ(ϕ, θ, 0)

−1

5
r3γsδλ0[ν

2 + γs(1 − ν2)]D1∗
m−ν(ϕ, θ, 0) (3.55)
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根据关系式3.2，有：

F 1
1,1 = +G10

√
1

3
−G12

√
1

15
+G32

√
1

10

F 1
1,0 = −G11

1

2
−G12

√
3

20
−G32

√
1

10

F 1
0,1 = +G11

1

2
−G12

√
3

20
−G32

√
1

10

F 1
0,0 = −G10

√
1

3
−G12

√
4

15
+G32

√
2

5
, (3.56)

去掉D函数，我们把前面的四个振幅的解析式代入得到(其中一些常数被吸收到

了参数g当中)：

F 1
11 = −g′

10r +
2

3
g

′

12r +
1

5
g

′

32r
3

F 1
10 = −g′

11rγσ + g
′

12rγσ −
1

5
g32r

3γσγσ

F 1
01 = g

′

11rγs + g
′

12rγs −
1

5
g32r

3γsγs

F 1
00 = g

′

10rγsγσ +
4

3
g

′

12rγsγσ +
2

5
g

′

32r
3γsγσ .

如果定义 g
′
：g10 = −

√
3g

′
10，g11 = 2g

′
11，g12 = −

√
20
3
g

′
12和g32 = −

√
5
2
g

′
32，

结果就和3.46完全相同，也就是协变张量和Helicity方法对这个过程的描述完全

等价。如果定义定义G：G10 = −
√

3g
′
10r，G11 = 2

′
11r，G12 = −

√
20
3
g

′
12r和G32 =

−
√

5
2
g

′
32r

3，这样在非相对论极限(γs → 1)和(γσ → 1) 下，就回到了式3.56的结

果。

结结结论论论

可以继续讨论更多的例子，只是对于高自旋的粒子，讨论会变得很复杂。

尽管如此，这里通过对三个例子的仔细讨论，我们就可以清楚地看到：协变张

量方法构造出的不变振幅，通过恰当地变换和重新定义未知常数，可以得到

和Helicity 理论完全相同地结果，也可以和非相对论极限下的 L − S 耦合的形

式一一对应起来。现在我们可以得到这样的结论：对于初末态都是有质量的粒

子的情况下，协变张量方法和Helicity方法得到的结果完全等价。
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前面我们讨论了用Helicity理论和协变张量理论来对衰变过程的角分布进

行描述，而且通过两种理论的介绍，我们可以看出两种理论是等价的。但是，

前面讨论的时候只涉及到普通的有质量的介子末态，下面我们来讨论另一种情

况：辐射衰变。

辐射衰变，也就是末态含有光子的衰变过程，广义的说是末态含有无质量

粒子的衰变模式。在描述这样的衰变过程的角分布时，和普通有质量粒子的

情况不同。原因是，光子是没有静止质量的，它的自旋和轨道角动量原则上

是没法单独定义的，那么我们在做分波展开时，必须考虑到这个特点。在使

用Helcity振幅做展开时比较简单，因为光子的Helicity不为零，这是，我们只要

在求和时，让含有光子的Helicity振幅的光子指标不取零即可；但是对于协变张

量方法，还有在用协变张量的方法来构造Helicity振幅时，问题就没有这么简单

了。解决问题的方法是采用合适的规范条件，来去掉多余的非物理的自由度。

这章我们就来讨论这种处理方法，从处理方法的讨论中，我们会发现，对于辐

射衰变的描述，协变张量方法和Helicity方法也是等价的。

4.1 协协协变变变张张张量量量方方方法法法

和有质量粒子的形式类似，按照下面介绍的方式来构造不变振幅，假设有

如下过程：

ψ → γ +X , (4.1)

其中 ψ是 e+e−对撞产生的粲偶素矢量介子，末态第一个是光子，第二个 X 是

普通的有质量介子。假设最简单的情况 X 是0+或者2+的普通有质量介子，

用ψ∗
µ(m1)和eν(m2)分别表示ψ和光子的极化矢量，则这个过程的不变振幅可以

构造出如下：

A = ψ∗
µ(m1)eν(m2)

∑
i

giU
µν
i = ψ∗

µ(m1)eν(m2)A
µν , (4.2)

其中 Ui表示振幅的不同独立分量，A
µν =

∑
i giU

µν
i 。因为光子质量为零，且服

从规范不变性，所以这时的独立分波振幅的数目会比普通的矢量介子情形的
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少。又由于这时 L− S 耦合方案失效，所以不能根据 L− S 耦合的概念来构造

不同的分波振幅，而只能列举各种独立的构造方式，而采用独立Helicity振幅的

数目来确定所构造的独立振幅的数目是否正确，这种方法对于检查振幅数目及

其独立性是足够的。

4.1.1 截截截面面面

计算类似过程4.1的截面要用到 ψ 极化矢量的求和关系2.141和光子的极化

矢量的求和关系（具体推导过程见下节），∑
m

e∗µ(m)eν(m) = −gµν +
qµKν +Kµqν

q ·K
− K ·K

(q ·K)2
qµqν ≡ −g⊥⊥

µν , (4.3)

其中 q是光子的动量，而K = pψ − q是 ψ和光子的四动量的差。这样截面为：

dσ

dΩ
=

1

2

2∑
m1=1

2∑
m2=1

ψµ′ (m1)e
∗
ν
′ (m2)A

∗µ′ν′ψ∗
µ(m1)eν(m2)A

µν

= −1

2

2∑
m1=1

ψµ′ (m1)ψ
∗
µ(m1)g

⊥⊥
νν

′AµνA∗µ′ν′

= −1

2

2∑
µ=1

Aµνg⊥⊥
νν′
A∗µν′

= −1

2

∑
ij

gig
∗
j

2∑
µ=1

Uµν
i g⊥⊥

νν
′ U∗µν′

j

≡
∑
ij

Pij × Fij , (4.4)

其中

Pij = gig
∗
j

Fij = −1

2

2∑
µ=1

Uµν
i g⊥⊥

νν′
U∗µν′

j ,

可以看到，我们在计算截面时，用到了初态粒子的极化矢量求和关系和光子的

求和关系，这对于计算截面非常重要，而对辐射衰变的处理的关键就在光子的

极化矢量的求和关系的处理上，具体的处理方式包含了如何包含进质量为零的

条件和所采用的规范。
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下节，我们专门讨论矢量粒子的极化矢量求和问题，包括有质量的和无质

量的情况。

4.1.2 极极极化化化：：：矢矢矢量量量粒粒粒子子子→光光光子子子

这里我们来专门讨论矢量粒子包括有质量和无质量的粒子的极化矢量求和

性质。

假设矢量粒子是有质量的比如 ψ 、 ρ 和 ϕ 等。记其四动量和极化矢量

为 pµ和 ϵµ(p,m)，其中m是磁量子数。极化矢量一般满足：

ϵ∗µ(p,m)ϵµ(p,m
′
) = −δmm′ ,

出现负号是因为极化矢量是类空的。因为Lorentz协变性，对极化求和有，∑
m

ϵ∗µ(p,m)ϵν(p,m) ≡ ηµν(p) ,

ηµν(p)应该具有如下明显协变的形式：

ηµν(p) = Agµν +Bpµpν . (4.5)

现在我们来确定其中的 A和 B。因为极化矢量 ϵ满足所谓三维横向极化条

件： pµϵµ(p;m) = 0，所以 pµ和 ϵ(p;m)总共四个线性独立且正交的矢量构成一

个完备集，也就是说，任何一个四矢量可以用它们线性组合表示：

aµ = app
µ +

∑
m

amϵ
µ(p;m)

现在我们容易看出，

aµηµν(p) =
∑
m

appµϵ∗µ(p;m) +
∑
m

′

am′ ϵ∗µ(p;m)ϵµ(p;m
′
)

 ϵν(p;m)

=
∑
m

ap × 0 +
∑
m′

am′ (−δmm′ )

 ϵν(p;m)

= −
∑
m

amϵν(p;m) .
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这个结果不依赖于 ϵ的具体形式的选择，并且表明−ηµν(p) 可以去掉任何
给定矢量中正比于pµ的部分。因此 ηµν(p) 只能依赖于 pµ，也就是说 a⊥ν (p) =

−aµηµν(p)。因为 ϵµ(p;m)是四矢量，所以极化矢量求和 ηµν(p)的变换行为和

二阶张量一样。任何用 pµ构造出的对称的二阶张量都具有一般形式：

ηµν(p) = A(p2)gµν +B(p2)pµpν , (4.6)

没有其他可能，因为可能Lorentz协变量只有 gµν，p
µ 和p2。又因为 p2 = M2是

常数，因此 A和 B也只能是常数。用 pµ和 ηµν(p)相乘，有：

pµηµν =
∑
m

p · ϵ∗µ(p;m)ϵν(p;m) = 0

→ pµ[Agµν +Bpµpν ] = (A+Bp2)pν = 0

→ B = − A

M2
. (4.7)

因为极化求和的形式满足 A(gµν − pµpν

M2 )。和 gµν 收缩有：

gµνηµν = ηµν =
∑
m

ϵ∗µ(p;m)ϵµ(p;m) =
∑
m

(−δmm) = −3

→ ηµν = Agµν +Bp2 = A

(
gµν −

p2

M2

)
= A(4 − 1) = 3A

→ A = −1 . (4.8)

所以，最终结果于是是：∑
m

ϵ∗µ(p;m)ϵµ(p;m) = −
(
gµν −

pµpν
M2

)
.

这正是2.141式。

如果矢量粒子是无质量的，比如光子或者胶子，则极化矢量不仅满足三维

横向极化条件，还满足规范不变性，因此实光子和实胶子只有两个自由度。因

此处理会有所不同。最简单的选择是（k 是光子或者胶子动量）ϵ1、ϵ2满足如

下定义：

(ϵ1)
2 = (ϵ2)

2 , (ϵ1)
0 = (ϵ1)

0 = 0

ϵ1,2 · k = 0 , 和 ϵ1 · ϵ2 = 0 ,
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于是对极化求和结果是：

∑
ϵ

ϵµϵ∗ν =

{
0 如果 µ = 0或者 ν = 0∑

ϵ=ϵ1,ϵ2
ϵµϵ∗ν 其他情形

. (4.9)

值得指出的是，上面的求和只对两个分量求和，所以结果就和有质量的矢量介

子有差别了。但是，上面的形式没有明显的Lorentz协变性。更好的是选择其他

的形式，下面的是一种比较一般的协变形式：∑µν
=
∑
ϵ

ϵµϵ∗ν = −gµν +
nµkν + nνkµ

n · k
− n2kµkν

(n · k)2
, (4.10)

这种形式具有这样的性质：

kµ
∑µν

=
nνk2

n · k
− n2k2kν

(n · k)2
= 0 ,

因为 kµϵµ(m) = 0，所以等于零的结果是自然的，而不管粒子是否有质量，这

是规范不变的体现。但是，对于实光子第二个等号成立是明显的，因为 k2 = 0。

进一步，它还满足：

nµ
∑µν

= −nν +
n2kν

n · k
+ nν − n2kν

n · k
= 0 , (4.11)

式4.11意味着所采用的规范条件(Aµ是光子在空间表象中的波函数)：

nµA
µ = 0 . (4.12)

从式4.12根据所选的规范可以确定 nµ 的形式，同时也确定了
∑µν 的形式。例

如：

• Lorentz 规范：nµ = kµ。∑µν
=

∑
ϵ

ϵµϵ∗ν = −gµν +
2kµkν

k2
− kµkν

k2

= −
[
gµν − kµkν

k2

]
,

• 轴规范：n2 = 0。∑µν
=
∑
ϵ

ϵµϵ∗ν = −gµν +
nµkν + nνkµ

n · k
,
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• 库仑规范：n = p（p是物理问题中的一个特定的动量）。

在实际应用中4.10式允许我们灵活的选取nµ，选取的恰当的话，会带来很

大的方便。比如，在我们这个具体问题中，我们选取库仑规范：nµ = pµ，

pµ是 ψ的四动量，这样
∑µν 满足如下性质：

pµ
∑µν

= 0

kµ
∑µν

= 0 .

实际中用的是 nµ = pµ − kµ，这就是式4.3。

4.2 Helicity 耦耦耦合合合振振振幅幅幅振振振幅幅幅

现在我们讨论在Helicity理论中如何处理辐射衰变问题。首先我们先把光

子在Helicity表象中的表示特点给以描述：光子的自旋为1，其波函数用极化

四矢量来表示，且时间分量为零；同时光子的质量为零，因此其Helicity只能

为 ν = ±1，而不存在Helicity为零的光子态；记其四动量为 k，极化矢量为 ϵ，

母粒子的动量和光子的四动量差 q = p− k。

在Helicity情形下，如果不对Helicity耦合振幅做进一步的约化，则对辐射

衰变的处理非常简单，只要令含光子Helicity指标是零的振幅为零就行。但是，

如果要对Helicity振幅做约化，问题会变得稍稍复杂一些，这里我们主要讨论在

构造张量形式的Helicity耦合振幅时必须考虑的问题。一种简单的处理辐射衰

变的方法是令 ϵ(0)为零，并让 ϵ(±) 和光子的动量正交，这样正好满足库仑规

范，即：

k · ϵ(±) = 0 且 ϵ(0) = 0 .

理论上处理电磁场问题需要选取规范，常用的规范前面介绍过，有Lorentz规

范，库仑规范等。采用Lorentz规范理论中还会有非物理的自由度，仍然需要引

入不定度规，以此来消除多余的非物理自由度；而库仑规范则从一开始就通过

规范条件把理论中 ϵ(0)这个自由度消除掉，最终两种规范都得到相同的结果。

而在Helicity理论的处理当中，比较常用的是一种折中的做法。

电磁场具有 U(1)规范对称性，即，理论在如下的规范变换下保持不变：

Aµ(x) → A
′

µ + ∂α(x) , (4.13)
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其中 Aµ(x)为坐标表象中的电磁场波函数。在动量表象中，上式写为：

ϵµ → ϵ
′

µ = ϵµ + αkµ , (4.14)

其中，α 为一与动量无关的常数。从上式可以看出，当把理论中的 ϵµ 换

为 ϵµ + αkµ 时，振幅应该保持不变，这说明αkµ 的引入对计算结果没有影响：

即当把振幅中的 ϵµ 换为 kµ时，结果应该为零。使理论满足规范不变性的最简

便的做法就是在一开始就给光子选定一个等效极化四矢，当此极化四矢替代通

常的极化四矢进行计算时，规范不变性自动的得到满足。为此，可以定义两个

四矢量：

ϵ−α (m) = ϵαβγδq
βkγϵδ(m) , (4.15a)

ϵ+α (m) = ϵα(m) − q · ϵ(m)

q · k
kα , (4.15b)

当把4.15a和4.15b中的 ϵ(m) 换为 k 时，ϵ±(m) 均恒等于零。因此用ϵ±(m)代

替 ϵ(m)进行计算时，理论从一开始就自动满足规范不变性的要求。然后选取

库仑规范，使 ϵ±(m)满足：

k · ϵ±(m) = 0 ,

也就是说 ϵ±(m)不能有纵向分量。而实际上，我们发现只有磁量子数m = 0时

才有纵向分量，因此库仑规范要求 m = ±1 ，这正好就是如下要求：光子

只有ν = ±1 的Helicity态，而没有 ν = 0 的Helicity态。因此只要把振幅中

的 ϵ(±)换为 ϵ±(±)，并且令 ϵα(0)为零，这样得到的振幅既满足规范不变性的

要求，又满足库仑规范条件的要求。

因此，在计算辐射衰变的Helicity振幅的时候，可以采用如下方法来处理：

首先写出粒子为有质量粒子的Helicity振幅，然后做替换：

ϵ(±) → ϵ±(±) , (4.16)

并令 ϵα(0)为零，具体计算当中采用 ϵ±(+)还是 ϵ±(−)还要看具体宇称守恒的

要求。

已知 kα，qα 是四矢量，而 ϵα 是赝矢，因此在空间反射变换下，ϵ−α 是矢

量，而ϵ−α 是赝矢：

ϵ−α (±) → +ϵ̄−α (±) , (4.17a)

ϵ+α (±) → −ϵ̄+α (±) . (4.17b)
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因此，ϵ+α (±)与 ϵα(±) 的空间反射性质相同，均是矢量。

在母粒子 J 的静止系中，ϵα(±)由3.6 定义，而

kα = {k; 0, 0, 0, k} , qα = {q; 0, 0, q} , (4.18)

故 J 的静止系中，有

q · ϵ(±) = 0 , (4.19)

所以

ϵ+α (±) = ϵα(±) . (4.20)

而 ϵ−α (±)在 J 的静止系中是：

ϵ−α (±) = ±iqWϵα(±) . (4.21)

其中，q 为动量 qα 的 z-分量。因子 ±iqW 等价于给问题中加入了 l = 1的轨

道角动量。以后的实际应用中我们会发现，只要通过令 ϵ(0)为零就得到了辐

射衰变的Helicity耦合振幅。这是因为质量 m ̸= 0 时的Helicity耦合振幅在构

造过程中已经考虑了出于宇称对称性是否该引入 ϵ−α (±) ，而在 J 的静止系

中 ϵ+α (±)和 ϵα(m)其实是相等的。

从自旋波函数和轨道角动量波函数，以及初末态粒子的四动量出发构

造Helicity振幅。第一步要根据对称关系先确定出独立的Helicity振幅的个数，

然后用波函数和粒子的四动量来构造符合满足相应宇称性质的Lorentz标量，一

般能构造出来的标量个数目和独立的Helicity振幅的数目相同，有时数目会不

一致，但是允许不同的标量之间相差一个能量的依赖的因子时，数目仍会减少

到一致。这样只要把这些标量用复参数做一个线性组合，就得到了Helicity耦合

振幅的表达式。

关于这些讨论的应用在下面的例子中，我们会详细介绍，同时也可以看

出Helicity方法和协变张量方法的联系。

4.3 举举举例例例

对于这个过程我们采用通译的记号，P，k，q 分别表示ψ
′
，γ 和χcJ四动

量。r表示两个 π四动量差；ϕµ和ϵν 分别表示ψ
′
和 γ 的极化矢量，而 t

(J)
µν 表示

两个 π 的轨道角动量波函数，也是 χcJ 的自旋波函数；(θ
′
, ϕ

′
)和 (θ, ϕ)分别表

示 γ和 π+在各自母粒子质心中的极角和方位角。
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4.3.1 ψ
′ → γχc0 → γπ+π−

先用Helicity方法来确定这个过程的角分布。这个过程第一级衰变 ψ
′ →

γχc0，因为光子的Helicity不能为零和宇称守恒的要求，只有一个独立的Helicity振

幅 F 1
+ = F 1

−，而且χc0 → π+π−也只有一个独立的振幅 F 0
00。则完整的衰变振幅

可以写为：

A(m) = F 1
λD

1∗
m,λ(ϕ

′
θ
′
, 0)BWχcF

0
00D

0∗
0,0(ϕθ0) , (4.22)

其中 F 0
00D

0∗
0,0是常数，而 F 1

±可以进一步约化，即：

F 1
λ = g1ϕ

∗µ(δ)ϵµ(λ) + g2ϕ
∗µ(δ)t̃(2)µν ϵ

ν(λ)

= g1λ
2 + g2 × 0 , (4.23)

结果等于 1，和 m的正负无关，也和 λ正负无关，这个结果和我们的预期一

致，因为独立的振幅只有一个，第二项是零是规范条件的必然，因为 t̃(2) 中含

有光子四动量因子。故振幅的化简形式为：

A(m) = D1∗
m,λ(ϕ

′
θ
′
, 0)BWχc λ = ±1 , (4.24)

略掉能量依赖的部分，我们可以求出角分布，而且这个角分布是唯一确定的，

因为只有一个独立的Helicity 振幅，

dσ

dΦ
=

∑
mλ

|A(m)|2

∝
∑
mλ

|D1∗
m,λ(ϕ

′
θ
′
, 0)|2

= 1 + cos2 θ
′
. (4.25)

如果采用协变张量方法，因为 Pµϵ
µ = kµϵ

µ = 0，同样也只有唯一一种振

幅非零的构造方式，于是和Helicity 方法一样，只有一个不变振幅，其实采用

现有的极化矢量和四动量等，也只能构造出一个Lorentz 不变的振幅，

A(m) = ϕ∗µ(m)ϵµ(λ)BWχc0 . (4.26)

接着可以用4.3式进一步求得截面的表达式，但是，这个表达式中无法看

出明显的角分布形式。为了把结果和Helicity的结果联系起来进行比较，我们
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把ϕ∗µ(m)用光子运动方向上的本征态展开：ϕ∗
µ(m) =

∑
m

′ D∗1
mm′ (ϕ, θ, 0)ϕ∗µ(m

′
)，

则振幅可以写成（略掉了能量依赖的部分）：

A(m) =
∑
m

′

D∗1
mm

′ (ϕ, θ, 0)ϕ∗µ(m
′
)ϵµ(λ)

= D∗1
mm′ (ϕ, θ, 0)λ2 (4.27)

这个结果和Helicity方法得到的完全相同。

这是一个最简单的例子，因为只有一个独立的不变振幅，两种理论对角分

布的描述没有任何差异，完全等价。但是如果独立振幅的数目增多，问题就会

变得复杂，等价性将会不是很明显，想证明的话，必须经过一些比较复杂的计

算，比如下面的例子。

4.3.2 ψ
′ → γχc2 → γπ+π−

还是先用Helicity方法来描述这个过程的角分布。这个过程第一级衰

变 ψ
′ → γχc2，因为光子的Helicity不能为零、宇称守恒的要求还有角动量守恒

的约束，故只有三个独立的Helicity振幅 F 1
12 = F 1

−1−2， F 1
11 = F 1

−1−1 和 F 1
10 =

F 1
−10，光子的Helicity不能为零导致了F 1

01 = F 1
01 = 0和F 1

00 = 0。而χc2 → π+π−

只有一个独立的振幅 F 1
00。则完整的衰变振幅可以写为：

A(m) = F 1
λσD

1∗
m,λ−σ(ϕ

′
θ
′
, 0)BWχcF

2
00D

2∗
σ,0(ϕθ0) , (4.28)

对于第一级衰变 F 1
λσ，如果其中的 γ 是普通有质量的矢量介子，则我们可以采
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用3.44式的结果，只要当 λ = 0时令 ϵ = 0即可。如下：

F 1
1,2 = +g01

√
1

5
r0 + g21

√
1

10
r2 + g22

√
1

6
r2

+g23

√
2

105
r2 + g43

√
1

70
r4

(4.29a)

F 1
1,1 = +g01

√
1

10
r0γs − g21

√
1

5
r2γs + g23

√
3

35
r2γs − g43

√
4

35
r4γs

(4.29b)

F 1
1,0 = +g01

√
1

30
r0(

2

3
γ2
s +

1

3
) + g21

√
1

60
r2(

2

3
γ2
s +

1

3
) − g22

√
1

4
r2(

2

3
γ2
s +

1

3
)

+g23

√
4

35
r2(

2

3
γ2
s +

1

3
) + g43

√
3

35
r4(

2

3
γ2
s +

1

3
)

(4.29c)

但是，三个独立的Helicity振幅这时却引入了五个待定参数 g。这说明采用前面

的方法来构造Helicity 振幅引入了多余的参数，这五个参数只有三个是独立的

（想证明它们的相关性并不简单），虽然这样做保留尽可能多的可能性。

如果要消除多余的参数，就不能和前面的一样采用 L− S 耦合的概念的构

造不变量然后线性组合成Helicity振幅，必须采用别的方案，这样就会得到完全

独立的振幅，而且数目就是独立的Helicity振幅的个数，但是却失去了物理意义

直观的优点，并且丢掉了各个振幅之间可能的能量依赖的因子。不同的文献中

的主张并不相同，后面我们还会提到。

如果采用协变张量方法，同样有 Pµϵ
µ = kµϵ

µ = 0，那么在构造不变振幅

时，所有包含这些项的结果都是零。所以，这时我们放弃 L− S 构造方案物理

意义直观的好处，完全来用这些四动量和波函数来构造独立的且符合相应守恒

性质的不变振幅，他们的数目应该正好是三个：

A1 = ϕ∗µ(m)ϵν(λ)t̃(2)µνBWχc2 (4.30a)

A2 = ϕ∗µ(m)ϵµ(λ)P αP β t̃
(2)
αβB2(χ2)BWχc2 (4.30b)

A3 = ϕ∗µ(m)ϵν(λ)qµt̃
(2)ν
α PαB2(χ2)BWχc2 (4.30c)

对于比较复杂的情况，由于只能依靠对称性和独立性等原则来检验构造的

振幅，缺乏物理直观性，所以这种构造方法很容出错，需要足够的经验，即使
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这样，一般还是需要采用数值的方法来给出最后的角分布，根据角分布来检查

所构造的振幅的正确性。下面我们来通过一个例子仔细的说明这种情况下，我

们所面临的问题和我们该如何来选择。

4.3.3 ψ
′ → γχc1

这个例子我们选取了一个相对比较简单情况，而且不考虑 χc1 的衰变，把

它当作末态粒子处理。因为这个粒子相关文献讨论的比较仔细，这里我们把它

拿来作为比较两种方法的一个典型例子。

首先考虑Helelicty方法，因为ηψηγηχ = +1，而光子的Helecity不能为零，

再结合角动量守恒，我们可以知道独立Helicity的振幅只有两个：F 1
++ =

−F 1
−−和 F 1

10 = −F 1
−10。完整的振幅可以表为：

A(m) = F 1
λσD

1∗
m,λ−σ(ϕ

′
θ
′
, 0) , (4.31)

关于Helicity振幅的约化，完全可以参考3.3.3的做法，只是那里的矢量介子

现在换成了光子。和上个粒子一样，这里仍然是待定参数多于独立Helecity振

幅的个数。

F 1
1,1 = +g01

√
1

6
r0 − g21

√
1

3
r2 (4.32a)

F 1
1,0 = +g01

√
1

6
r0γσ + g21

√
1

12
r2γσ + g22

√
1

4
r2γσ (4.32b)

如果采用协变张量方法，和上面的例子一样，有 Pµϵ
µ = kµϵ

µ = 0，所以，

应该构造出两个独立的不变量。但是实际构造的过程中，我们发现有三个振

幅：

A1 = ϵµναβϕ
∗µ(m)ϵν(λ)Pαωβ(σ) (4.33a)

A2 = [ϕ∗µ(m)kµ]ϵνδαβϵ
ν(λ)P αkβωδ(σ) (4.33b)

A3 = [ων(σ)kν ]ϵµδαβϕ
∗µ(m)ϵδ(λ)P αkβ (4.33c)

这里的结果不唯一，因为我们知道独立的振幅有两个，但是却可以构造出

三个看似独立的不变量。文献[8] 中证明了这三个不变量并不独立，它们可以

通过含有能量依赖的系数耦合得到零。关于这种情况，在具体的分波分析中，
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有两种意见：第一种（Chung）建议把所有的不变量都放到拟合程序当中，让

实验数据来判断它们是否合理；另一种是(B.S. Zou) [12] 认为拟合中太多的自

由度会带来不确定性，而且不同振幅之间的干涉不易控制，所以他建议采用其

中某几个独立的振幅，而忽略一些能量依赖因子。

4.4 讨讨讨论论论和和和小小小结结结

辐射衰变在粲偶素物理中具有特殊地位，因为这里被认为是胶球最可能产

生的环境之一，因此辐射衰变的分波分析就具有非常重要的意义。

作为分波分析两种常用的角分布描述方法，Heleicty 方法处理辐射衰变无

疑具有非常大的优势，但是这种优势仅仅局限于当我们对Heleicty 振幅不做进

一步约化的时候，如果需要约化Heleicty振幅，那么两种方法对于辐射衰变的

处理将面临类似的情况，但是，由于末态含有质量为零的光子，所以需要采用

适当的规范条件，而且 L − S 耦合的概念在这里失效，所以两种方法处理起

来都不完美，需要作出一定的取舍和选择。但是，这些不足并不是由于两种方

法有什么差别，它们在构造不变量的处理方式上是一致的，只要选取相同的规

范条件，那么结果就完全等价。两种方法尽管有着各种假设或者不尽理想的方

面，但是这是因为问题本身的特殊性，它们在描述辐射衰变的角分布时，其实

是等价的。

结合前一章的讨论，我们可以得出结论：无论在那种情况下，不管是否是

辐射衰变，Heleicty 方法在需要对Heleicty 振幅进行约化时，它和协变张量方

法是完全等价的。这个结论正是本书想说明的问题之一。

下章我们将会采用数值方法来证明两种方法的等价性，它具有形象和直观

的优点。
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如今才是十三夜，月色已如玉。

　

未是秋光奇艳，看十五十六。

杨万里·《好事近》

两种理论的等价性，通过前面的介绍和举例讨论，已经很明显了。在这

里，我们再采用数值计算的方法来对两者进行比较。具体做法是先用两种理论

推导得到某个衰变模式的完整角分布，然后在对相空间中的计算其微分截面，

直接比较微分截面的数值，如果两种理论一致，那么在计算机的舍入误差范围

内，二者应该是相符的；而且进一步可以做出每个角变量的分布图，从其中可

以更直观的看到它们的等价性。

5.1 例例例子子子一一一：：：ψ → ρ0π0 → π+π−π0

首先我们先选择了ψ → ρ0π0 → π+π−π0 过程，这个过程前面已经有过计

算，但是数值方法需要具体的表达式，知道每个变量的具体细节，因此，我们

这里再次计算其角分布，同时会介绍势垒因子，共振态的表示等，最后再把这

些具体的表达式放到程序当中来做计算。

因为这个过程非常简单只有一个分波振幅，在两种理论框架下，仅有的一

个耦合常数在比较时可以约掉，这也是我们选择这个过程的原因。这样我们就

能严格比较理论计算出来的角分布，以及对振幅的能量依赖部分处理的差别，

这些正是我们所关心的。这里我们来看这个过程的对称性的约束：

• 两级的衰变都是两体衰变：1− → 1−0−和 1− → 0−0−；

• 因为宇称守恒要求 ηaηbηc(−1)L = 1，而两级衰变都满足 ηaηbηc = −1，因

此它们的轨道角动量 L都只能取奇数；

• 角动量守恒要求 L = 0, 1, 2，因此我们推断出 L = 1，只有一个分波；
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• 从Helicity的角度出发，我们知道Helicity振幅在宇称守恒是应该满足关

系式 F J
λν = ηaηbηc(−1)J−σ−sF J

−λ−ν，因此对第一级衰变有：F
1
10 = −F 1

−10，

F 1
00 = −F 1

00 = 0，故只有一个Helicity振幅，这和只有一个分波振幅的预

期相一致；而第二级也只有一个Helicity 振幅 F 1
00。

5.1.1 采采采用用用Helicity 振振振幅幅幅展展展开开开

根据上面的讨论，第一级衰变有：ψ → ρ0π0有F 1
λν = −F 1

−λ−ν，即只有一

个独立的Helicity振幅:F 1
±；而第二级衰变ρ

0 → π+π− 的衰变也只有一个独立

的Helicity 振幅F 1。我们可以直接写出完整的衰变振幅为:

A(M) = F 1
λ0D

1⋆
Mλ(θϕ, 0)BWρ0F

1D1⋆
λ0(θ

′ϕ′, 0), (5.1)

其中振幅是 Helicity 振幅和 D函数的乘积，中间用 Breit-Winger 传播子相连。

而 Helicity 振幅可以进一步采用前面的张量方法来约化，对于这两个过程，约

化比较简单，我们这里直接给出结果：

F 1
± = ±gMψrρπ = gMψB1(rρπ), (5.2)

F 1 = grππ = gB1(rππ), (5.3)

这里我们采用通用的做法，直接把相对动量 r用相应阶数的势垒因子代替，我

们这里只会用到的是一阶的势垒因子，表达式为：

B1(r) =

√
2( r

r0
)2

( r
r0

)2 + 1
, (r0 = 0.1973GeV)

r0正是强相互作用力程典型值 1fm所对应的动量大小。

在求模方前对中间态的 Helicity求和，模方后对末态求和，对初态求平均，

可以得到微分截面表达式:

dσ

dΦ
=

∑
M

∣∣∣∣∣∑
λ

A(M)

∣∣∣∣∣
2

振幅的完整表达式(其中略掉常数耦合系数 g ):

A(M) = C1

[
D1⋆
M1(θϕ)D1⋆

10(θ
′ϕ′) −D1⋆

M−1(θϕ)D1⋆
−10(θ

′ϕ′)
]

C1 = MψB1(rρ0π0)B1(rπ+π−)BWρ0 (5.4)
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不考虑能量依赖,ψ → ρ0π0 道的完整角分布表达式为

(
dσ

dΦ
)H ∝ |C1|2

∑
M

∣∣D1⋆
M1(θϕ)D1⋆

10(θ
′ϕ′) −D1⋆

M−1(θϕ)D1⋆
−10(θ

′ϕ′)
∣∣2

∝ 1

2
[(1 + cos2 θ) sin2 θ′ + sin2 θ sin2 θ′ cos 2ϕ′] (5.5)

5.1.2 采采采用用用协协协变变变张张张量量量

从前面的分析我们已经知道两级衰变中 L都只能取 1,也就是只有 P 波的

贡献。根据这个特点我们写出振幅如下

A(m) = ϵµνλσψ
∗
µ(m)pσψT̃

(1)ν
ρ3 t̃

(1)λ
12 BWρ0

= ϵµνλσψ
∗
µ(m)pν1p

λ
2p

σ
3B1(rρπ)BWρ0B1(rππ)

=
C2

Mψ

ψ∗
µ(m)Uµ ,

其中：

Uµ = ϵµνλσp
ν
1p

λ
2p

σ
3 = Mψϵµνλ0p

ν
1p

λ
2

C2 = MψB1(rρπ)BWρ0B1(rππ) .

同样经过对末态求和，初态求平均，微分截面为:

dσ

dΦ
∝

∑
m=±1

A(m)A∗(m)

∝ |C2|2

M2
ψ

∑
m

ψµ(m)Uµ
ρ ψ

⋆
µ′(m)U⋆µ′

ρ ,

我们知道由正负电子对撞产生的 ψ只有两个极化方向，因此有如下关系式：∑
m

ψµ(m)ψ⋆µ′(m) = δµµ′(δ1µ + δ2µ′).

带入截面表达式，化简后有：

dσ

dΦ
∝ |C2|2

M2
ψ

2∑
µ=1

Uµ
ρ U

⋆µ
ρ

= |C2|2ϵijkpj1pk2ϵimnp1mp2n

= |C2|2(p⃗1 × p⃗2)
2
xy .
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从这个表达式中，我们无法看到明显的角分布，它和能量依赖部分式混在一起

的。这是这个方法的缺点之一，不够明显和形象，但是这也是它的优点，因为

末态粒子的四动量不用做任何变换，直接出现在振幅和角分布的表达式当中，

这会对具体的计算带来很大的方便，大量的节约了CPU 时间，因为在Helicity

方法中，我们从末态粒子的四动量出发，要做若干次旋转变换和Lorentz 变换，

相当的耗费CPU 时间，对于多级级联衰变，更是如此。

5.1.2.1 关关关于于于势势势垒垒垒因因因子子子的的的一一一点点点说说说明明明

这里必须对势垒因子的使用做一点说明，因为在两种情况下势垒因子的

形式有所差异。在Helicity 形式中，势垒因子是无量纲的，以完整的形式出现；

而在协变张量的形式中，势垒因子的分子部分已经隐含在协变振幅当中了，所

以势垒因子只剩下分母和Helicity 中的相对应，于是分母是有量纲的。具体形

式如下：

B1(r) =

√
2

r2 + r02
, (Tensor) (5.6)

B1(r) =

√
2( r

r0
)2

( r
r0

)2 + 1
. (Helicity) (5.7)

它们采用相同的归一化(Tensor 形式的必须把分子部分也考虑进来)，即在 r
r0
等

于 1时，势垒因子也等于1。

5.2 例例例子子子二二二：：：ψ → γηc → γρ0ρ0 → γ2(π+π−)

我们再来考虑一个辐射衰变的例子。也是一个所有级联过程都只有一个分

波的衰变道：ψ → γηc → γρ0ρ0 → γ2(π+π−)过程，在粒子物理历史上有一个著

名的过程与之类似，即 π0 → γγ → 2(e+e−)，现在我们来把两个过程加以分析

比较，并计算这个过程的完整角分布。这两个过程有如下特征：

• 三级衰变都满足 ηaηbηc = −1，再结合角动量守恒条件，三级衰变的轨道

角动量都有 L = 1（但是，ψ → γηc过程含有光子，轨道角动量的概念不

再适用）。
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• 第一级衰变 ψ → γηc 过程是 V P 模式，所以第一级衰变的Helicity振

幅F 0
00 = 0。

• 第二级衰变 ηc → ρ0ρ0和 π0 → γγ，因为初态粒子自旋为零，则末态粒子

（ρ，光子）在其质心系中的角分布是均匀分布。因为过程是0− → 1−1−

且L=1，很容易得到F 0
−1−1 = −F 0

11，而F
0
1−1 = F 0

−11 = F 0
00 = 0，故只有一

个独立的Helicity振幅，ρ0和光子一样，也没有纵向极化（这里是因为宇

称守恒和角动量守恒的原因，光子是由于规范原理的要求）。

• 虽然末态角分布是平庸的，但是在π0 → γγ过程中，两个光子的极化平面

互相垂直,也就是极化平面夹角满足sin2 ϕ 分布。与之类似，ηc → ρ0ρ0中，

ρ的极化平面也满足同样的分布，这个分布和初态粒子的宇称有关。

（见D.H.Perkins , Introduction to High Energy Physics[第4版]P68∼69）

• 最后一级 ρ → ππ （1− → 0−0−），根据角动量守恒，可以推断出只有一

个分波，也只有一个Helicity振幅 F 1
00。

根据上面的讨论，下面我们来具体计算其振幅的具体表达式和完整的角分布。

首先在Helicity展开中讨论。

5.2.1 采采采用用用Helicity 展展展开开开

这是一个三级、四次衰变的复杂过程，它的每一级都可以用Helicity展开，

然后，每级（每个衰变）之间用传播子连接起来，就得到了完整的振幅表达

式。具体表达式如下：

A(M) = F 1
λ0D

1⋆
Mλ(θ2ϕ2, 0)BWηcF

0
sσF

1
00BWρ56D

1⋆
s0(θ5ϕ5, 0)F 1

00BWρ78D
1⋆
−σ0(θ7ϕ7, 0)

= C1D
1⋆
Mλ(θ2ϕ2, 0)D1⋆

s0(θ5ϕ5, 0)D1⋆
−σ0(θ7ϕ7, 0)

其中 C1是所有包含能量依赖的因子总和，且略掉一个总的耦合常数。

C1 = F 1
λ0BWηcF

0
sσF

1
00BWρ56F

1
00BWρ78

= B1(rγηc)B1(rρρ)B1(rπ5π6)B1(rπ7π8)BWηcBWρ56BWρ78
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进一步，把振幅模方并对末态求和，对初态求平均，就可以得到联合角分布，

可以看到，这里的结果和前面的讨论完全一致。

dσ

dΦ
=

∑
Mλ

∣∣∣∣∣∑
sσ

A(M)

∣∣∣∣∣
2

= |C1|2
∑
Mλ

∣∣d1
Mλ(θ2)D

1⋆
10(θ5ϕ5, 0)D1⋆

10(θ7ϕ7) − d1
Mλ(θ2)D

1⋆
10(θ5ϕ5, 0)D1⋆

10(θ7ϕ7, 0)
∣∣2

∝
∑
Mλ

∣∣d1
Mλ(θ2) sin θ5 sin θ7 sin(ϕ5 + ϕ7)

∣∣2
=

1

2
[(1 + cos2 θ2) sin2 θ5 sin2 θ7 sin2(ϕ5 + ϕ7)] (5.8)

5.2.2 采采采用用用协协协变变变张张张量量量方方方法法法

根据文献[12]中的讨论，振幅可以表达为:

A(m1,m2) = ϕµ(m1)ϵ
∗
ν(m2)Uµν ,

Uµν = C2ϵµναβp
α
ψq

βϵγδλσp
γ
5p

δ
6p
λ
7p

σ
8 ,

C2 = B1(γηc)B1(ρρ)B1(π5π6)B1(π7π8)BW (ηc)BW (ρ56)BW (ρ78) ,

而 ϕ(m1)满足和上面例子一样的求和关系，对于ϵm2，我们采用恰当的规范去

掉多余的非物理自由度，即如下关系：

− g⊥⊥
µν = −gµν +

qµKν +Kµqν
q ·K

− K ·K
(q ·K)2

qµqν (5.9)

这样可以得到总角分布为:

dσ

dΦ
= −1

2

2∑
u=1

Uµνg⊥⊥
νν′ U

∗µν′

∝
2∑

u=1

[ϵµναβpψαqβϵ
γδλσp5

γp
6
δp

7
λp

8
σ]g

⊥⊥
νν′ [ϵ

µν′α′β′
pψα′qβ′ϵγ

′δ′λ′σ′
p5
γ′p

6
δ′p

7
λ′p

8
σ′ ] .(5.10)

必须说明的是，其中两种计算方法采用的势垒因子形式有所不同，这个和前

面的例子的约定是一样的。
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5.3 数数数值值值比比比较较较

我们采用数值计算的方法来对每个例子的不同理论算出的角分布进行比

较。具体的方法如下。先根据相空间做抽样，得到一组末态粒子的四动量；再

利用产生出的每一组四动量计算每个事例的截面；这时可以直接把这些数值

进行比较，原则上，这些截面的数值只相差一个唯一的归一化因子，所以两种

理论计算出的截面的比值应该是唯一的；同时，我们可以把这个截面作为出发

点，对相空间做二次抽样，在产生足够多的事例的情况下，可以得到每个具体

角分布，包括单个的角分布和联合角分布，这时，就可以直接对这些分布图进

行比较，可以比较直观的看出其中是否一致。下面我们就按照这两种方式来比

较，先比较界面的比值是否唯一，再看角分布是否一致。

5.3.1 ψ → ρ0π0 → π+π−π0

第一个例子，我们采用相空间产生子，产生了ψ → ρ0π0 → π+π−π0 过程

的相空间事例，这时Breit-Wigner分布已经包含在内了，但是不包含势垒因子

和角分布。

5.3.1.0.1 截面 我们先把每个事例的截面计算出来（去掉Breit-Wigner），

看看两种理论描述的计算结果，并求它们的比值，下面是打印出的数值信息：

Helicity计算的截面、张量方法计算的截面和它们的比值。它们在计算精度内完

全一致。

Helicity: 0.070130 L-S: 0.070130 Ratio: 1.000000

Helicity: 0.353986 L-S: 0.353986 Ratio: 1.000000

Helicity: 0.795525 L-S: 0.795525 Ratio: 1.000000

Helicity: 0.410571 L-S: 0.410571 Ratio: 1.000000

Helicity: 0.004812 L-S: 0.004812 Ratio: 1.000000

Helicity: 0.704383 L-S: 0.704383 Ratio: 1.000000

Helicity: 0.480020 L-S: 0.480020 Ratio: 1.000000

Helicity: 0.710924 L-S: 0.710924 Ratio: 1.000000

Helicity: 0.260103 L-S: 0.260103 Ratio: 1.000000
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Helicity: 0.815119 L-S: 0.815119 Ratio: 1.000000

Helicity: 0.080978 L-S: 0.080978 Ratio: 0.999999

Helicity: 0.820139 L-S: 0.820139 Ratio: 1.000000

Helicity: 0.406128 L-S: 0.406128 Ratio: 1.000000

Helicity: 0.870989 L-S: 0.870989 Ratio: 1.000000

Helicity: 0.858621 L-S: 0.858621 Ratio: 1.000000

5.3.1.0.2 角分布 然后做足够多的统计抽样，在相空间分布的基础上，得到

进一步含有我们前面构造的截面的完整分布的样本。这时我们来看各个角分

布，先是 ρ在 ψ 参考系中的极角的角分布，它是一个 (1 + cos2 θ)分布；第二

个是其方位角的角分布，它是平庸的；第三和第四是 π+ 在 ρ的参考系中的极

角和方位角的角分布。可以看到，两种计算结果（直方图是Helicity，误差棒

是Tensor）完全一致。这时，我们就完全验证了，对于ψ → ρ0π0 → π+π−π0过

程，两种理论计算出的角分布和截面完全等价。
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图 5.1: ρ在J/ψ参考系中的θ、ϕ分布: [(1 + cos2 θ)、1

5.3.2 ψ → γηc → γρ0ρ0 → γ2(π+π−)

第二个例子，我们采用相空间产生子，产生了ψ → γηc → γρ0ρ0 →
γ2(π+π−) 过程的相空间事例，这时Breit-wigner分布已经包含在内了，但是也
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图 5.2: π+在ρ0静止系中的θ、ϕ分布[(sin2 θ)、(2 + cos 2ϕ′)]

不包含势垒因子和角分布。

5.3.2.0.3 截面 我们先把每个事例的截面计算出来（去掉Breit-Wigner），

看看两种理论描述的计算结果，并求它们的比值，下面是打印出的数值信息：

Helicity 计算的截面、张量方法计算的截面和它们的比值。它们在计算精度内

完全一致（此时，这个道的衰变级数比较多，所以计算比较多，相应的舍入误

差也会大一些，事实上我们也看到它的精度稍稍变差了一些，但是，仍然能够

精确的说明两种理论的结果是一致的）。

Helicity: 0.706897 L-S: 0.706895 Ratio: 1.000002

Helicity: 0.023429 L-S: 0.023429 Ratio: 1.000001

Helicity: 0.320131 L-S: 0.320131 Ratio: 1.000002

Helicity: 0.032101 L-S: 0.032101 Ratio: 1.000001

Helicity: 0.283059 L-S: 0.283057 Ratio: 1.000005

Helicity: 0.154563 L-S: 0.154563 Ratio: 1.000000

Helicity: 0.033133 L-S: 0.033133 Ratio: 1.000001

Helicity: 0.015787 L-S: 0.015787 Ratio: 1.000001

Helicity: 0.022249 L-S: 0.022249 Ratio: 1.000001
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Helicity: 0.017373 L-S: 0.017373 Ratio: 1.000002

Helicity: 0.000034 L-S: 0.000034 Ratio: 1.000013

Helicity: 0.053734 L-S: 0.053734 Ratio: 1.000002

Helicity: 0.108506 L-S: 0.108506 Ratio: 1.000000

Helicity: 0.028954 L-S: 0.028954 Ratio: 1.000000

Helicity: 0.158179 L-S: 0.158179 Ratio: 1.000002

Helicity: 0.762752 L-S: 0.762752 Ratio: 1.000000

Helicity: 0.011012 L-S: 0.011012 Ratio: 1.000000

5.3.2.0.4 角分布 进一步做足够多的统计抽样，在相空间分布的基础上，得

到进一步含有我们前面构造的截面的完整分布的样本。这时我们来看各个角分

布，先是 ηc 在 ψ参考系中的极角的角分布，它也是一个 (1 + cos2 θ)分布；第

二个是其方位角的角分布，它也是平庸的；第三和第四是 ρ在 ηc的参考系中的

极角和方位角的角分布，它们都是平庸的；接着是 π+ 在 ρ的参考系中的极角

和方位角的分布，一个是 sin2 θ分布，另一个是平庸的；最后是，两个 ρ的衰

变平面的夹角，而且是用两种方法计算得到的，第一种是两个 π+ 在各自母粒

子系中的方位角之和，令一种是直接求两个平面的法线并求其夹角，两种结果

完全一致，这个分布是 sin2 ∆ϕ分布，说明 ηc的宇称是负的。

值得进一步提一下的是，两个 ρ 的衰变平面的夹角的分布是 sin2 ∆ϕ 还

是 cos2 ∆ϕ体现了母粒子的宇称，所以， 0+和 0−的共振态的自旋的确定可以

采用这种方法。实际上，当初 π0 的宇称就是采用这样的方法来确定的。至于

这个夹角的计算有一个简单的变通方法，那就是两个π+ 在各自母粒子参考系

的方位角的和，因为在母粒子质心中，两个 ρ是背对背的，而两个π+的方位角

恰好能代表这个平面的方向，而且由于采用了不同的坐标系，两个方位角刚好

差一个负号，因此，两者的差就变成了和。

从所有这些角分布可以看到，两种计算结果（直方图是Helicity，误差棒

是Tensor）完全一致。这时，我们就完全验证了，对于ψ → γηc → γρ0ρ0 →
γ2(π+π−) 这个过程，即使含有辐射衰变，两种理论计算出的角分布和截面完

全等价，它们都对辐射衰变作出正确的处理而得到一致的结果。
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图 5.3: ηc在 ψ参考系中的θ、ϕ分布[(1 + cos2 θ)、1]
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图 5.4: ρ0在ηc静止系中的θ、ϕ分布(1,1)
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图 5.5: π+在ρ0静止系中的θ、ϕ分布[(sin2 θ)、1]
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图 5.6: 两个ρ0的极化平面夹角分布(sin2 ∆ϕ)
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5.4 小小小结结结

为了比较两种角分布描述理论的等价性，这里采用两个具体的例子，通

过Monte Carlo抽样的方法，比较了每个事例的微分截面，发现它们的结果在

计算机的误差范围内是完全一致的；同时把各个分布图一一做比较，可以形象

的看出二者之间的一致性。

两个例子一个是普通介子的衰变过程，一个是含有光子（质量为零）的辐

射衰变，为简单和保持严格性，两个例子都选取了只有一个分波的级联衰变过

程；并且比较当中，对振幅的能量依赖部分采用了通用的势垒因子形式和一般

的 Breit-Winger参数化公式。结果的严格一致，表明两种理论对于角分布的描

述是完全等价的，至少对单个分波是一致的。原则上，这种比较属于归纳法，

必须考虑所有可能的情况，而多个分波或者多个独立的Helicicy振幅的情况下，

数值比较会相对的复杂，因为必须考虑多个分波之间的耦合参数的振幅和相

角，这些都是未知的。但是对于只有一个分波振幅和Helicity振幅的过程，它们

之间有确定的变换关系，它们的耦合系数的相角可以忽略，大小也可以忽略，

这时的比较是严格的。因此我们可以得出这样的结论：在仅仅考虑只有一个分

波的情况下，采用一致的归一化方式，协变张量方法和Helicity方法对于角分

布的描述是等价的；这种比较可以推广到多个分波的情形，只是形式会复杂的

多。结合前面两章的讨论，我们可以得出结论：协变张量和 Helicity两种理论

对于角分布的描述是完全等价的。





第第第六六六章章章 Dalitz-Plot分分分析析析和和和动动动力力力学学学参参参数数数化化化

庭院深深深几许？

杨柳堆烟，帘幕无重数。

欧阳修·《蝶恋花》

当分波振幅中的角度部分分离出来，而且表达确定下来后，剩下的部分往

往是由动力学决定的，大多数情况下，只能用某种模型来近似，或者采用各种

唯象的参数化形式。比如有中间共振态出现时，采用 Breit-Winger传播子来描

述，但是这只是在窄共振近似下才能很好的工作，一旦出现宽共振，比如 σ粒

子这样的，就必须选择其他的参数化方式。这章，我们就来讨论和动力学相关

的一些常用的模型和参数化方式，但是，我们将会先介绍另一种比较常用的分

析共振态自旋、宇称的工具，即 Dalitz-Plot分析。

无论是分波分析还是 Dalitz-Plot分析，往往由于它们在分析过程中采用了

不同的理论公式，不同的中间共振态假设，导致不同的实验结果互相比较时的

困难，所以，研究清楚一些不同的理论的相互联系，对于理解和比较不同实验

的分析结果非常有益。关于角分布的理论，前面几章，我们已经作了细致的讨

论。动力学上的一些一般的处理方式的联系和差异在本章将会做一些讨论。

6.1 Dalitz-Plot 分分分析析析

Dalitz-Plot分析最早被用来确定轻介子的自旋和宇称。最近，Dalitz-Plot分

析被作为一种强有力的分析工具广泛应用到 D物理和 B物理的分析当中来。

粲介子的动力学性质在过去的十年中曾被广泛地研究，近期地粲介子

多体衰变研究包含很多物理内容比如：Doubly-Cabibo 压制衰变、寻找CP破

坏、T破坏、D0 − D̄0混合、轻介子的性质、 ππ 、Kπ 和 KK 的 S-wave态的

性质和四体末态的动力学等。同样粲偶素的三体衰变比如3π 、KKπ末态等

的 Dalitz-Plot 分析对于精确测量 ρ和K∗及其激发态的共振参数、研究不同激

发态的贡献等具有非常重要的意义。但是，这会比D和B介子的 Dalitz-Plot分
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析复杂一些，因为粲偶素的自旋不为零，从下面的分析可以看出，实际上这时

已经是分波分析了。

另外分波分析方法也被广泛的应用到粲偶素的衰变动力学当中，如

果同时采用 Dalitz-Plot分析方法到这个领域，粲偶素有比较大的相空间，而

且BESIII和CLEO将会采集非常大的数据样本，这样就会把对于ππ、Kπ和KK的

S-wave态的性质研究提高到一个非常高的精度，如果把这些作为B的 Dalitz-Plot分

析的输入和参考，可以降低它的系统误差。

6.1.1 运运运动动动学学学变变变量量量的的的数数数目目目

Dalitz-Plot分析作为一种比较好的分析工具，好处在于，它只利用最少数

目的运动学变量，却包含了最多的物理信息。我们知道实验上，三体末态的测

量包含了12个运动学变量，但是如果假设初态和末态粒子自旋都为零的话，来

自各个方面的限制，比如能动量守恒和粒子的质壳关系，能够使独立变量的数

目大大减少，最后相空间只有两个独立的运动学变量（如表6.1所示），一般都

选择为 m2
12 和 m2

23 ，分别为末态三个粒子中两两组合的不变质量平方中的两

个。

表 6.1: Dalitz-Plot分析中的独立变量数目。

末态3个四矢量 12

四动量守恒限制 −4

三个质壳条件 −3

空间各向同性（无自旋假设） −3

总和 2

因此，只有初末态粒子都没有自旋的情况下，分析才是真正的 Dalitz-Plot分

析，因为此时 Dalitz-Plot 上将给出一个事例完整的信息，拟合公式里出现的

独立变量个数等于二。如果初态或者末态任意一个粒子有自旋，则空间各向同

性的假设将不再满足。具体来说，比如初末态包含一个矢量粒子的时候，相

空间独立变量的数目会增加到4个；如果末态包含一对费米子/反费米子时，相

空间独立变量的数目会增加到5个（具体的数目将会和矩阵元的具体细节有

关）。这时，拟合公式中的独立变量个数多于两个，这种分析其实已经是分波
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分析了，但是，无论如何， Dalitz-Plot上只有两个独立变量的信息，当拟合

结果投影到 Dalitz-Plot上时，其他的运动学变量，其实是被积分掉了。可见，

Dalitz-Plot分析和分波分析的界限并不明显， Dalitz-Plot分析只是特殊情形

下的一种分波分析。

所以 Dalitz-Plot分析对于 D ， B 的三体衰变到赝标介子的分析非常有

用，因为这里用到了最小独立变量数目，而没有损失信息；但是如果分析比

如D → ϕππ这样的衰变道，如果使用 Dalitz-Plot分析，只用到两个独立变量，

所以实验信息是有损失的，这种情况下，采用分波分析方法一般会更好一些，

因为它不会损失任何来自实验的信息。

6.1.2 公公公式式式

如果假设初态和末态粒子自旋都为零，对于衰变典型的衰变过程 R →
a+ b+ c，衰变率的一般形式为：

dΓ =
1

(2π)232
√
s3
|M|2dm2

abdm
2
bc , (6.1)

其中 m2
ab 和 m2

bc 的散点图被称为 Dalitz-Plot。如果 |M|2 是常数，则在运动学
允许的区域，事例将会“均匀”分布，只和相空间的体积元成正比。而图上任

何 |M|2 的变化都意味着动力学的效应，这正是我们所关心的。

我们来考虑过程：R → r+ c→ a+ b+ c的振幅，其中 R是 B，或者 D介

子，而 a、b、c是赝标介子，Mr 表示通过中间共振态 r的衰变，这个过程的

振幅可表示为：

Mr(J, L, l,mab,mbc) =
∑
λ

< ab|rλ > Tr < crλ|RJ >

= Z(J, L, l, p⃗, q⃗)BR
L (p)Br

l (q)Tr(mab) , (6.2)

其中的求和是对中间态 r的Helicity进行的，a和 b是 r的子粒子，c是所谓的旁

观者； J 是 R的总角动量， L是 R和 c之间的轨道角动量， l是 a和 b之间的

轨道角动量（它和 r的自旋相等）； p⃗(p)和 q⃗(q)分别是 c和 a在各自母粒子质

心系中的三动量（模）；Z描述末态粒子的角分布；BR
L 和Br

l 分别是 rc和 ab产

生势垒因子；Tr 是描述 r共振态的动力学函数。值得说明的是，第二步的形式

没有求和，因为如果初末态粒子都是没有自旋的赝标介子，则中间两级衰变都
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只有一个分波，不需要求和。实际上，往往是由于 Z，BL和 Tr的不同参数化

方式，还有选择不同的共振态 r组合系列导致了不同实验结果比较的复杂化。

通常，共振态用 Breit-Wigner函数来描述，最近也有很多分析采用带

有 P-vector近似的 K-matrix公式来描述 ππ S波。

D → abc 过程中的非共振（non-resonant）部分（也叫直接接触项：

contact-term）的贡献被参数化为一个模和相角在 Dalitz-Plot上保持不变

的复常数。但是在相应的 B衰变过程中，由于相空间大了很多，它的非共振部

分的贡献的描述需要更复杂的参数化，这里不再做进一步地讨论。

6.1.3 角角角分分分布布布的的的描描描述述述

对于过程 R → r + c → a + b + c的角分布 Z ，协变张量方法和Helicity方

法给出等价的描述，其中假设 a、b、c自旋为零，且初态没有极化。我们记

在 R的静止系中，r的极角和方位角为θ0, ϕ0，而在 r的静止系中，a极角和方

位角为θ, ϕ，其中z-轴选为 c的飞行方向，这些变量是被Helicity 方法采用的，

而协变张量方法中角变量不会显式的出现，如果要验证其角分布的正确性，需

要进一步做数学形式的变换，同样记初态粒子的极化矢量为 ϕ(m) （当初态粒

子自旋为1时），T̃ (L) 和 t̃(l) 分别是第一级和第二级的轨道角动量的波函数，记

中间共振态的Helicity为 λ。

下面我们把常用的过程做一简单介绍，过程我们把记为 J → L + l，因为

末态粒子没有自旋所以 l就是中间态的自旋大小，而初态粒子如果也没有自旋

的话，有 L = l。可以看出，下面只有前三种情况才最多只有两个独立的运动

学变量：m2
ab和 θ，这时才是真正的 Dalitz-Plot分析。

6.1.3.1 0 → 0 + 0

这时，因为初末态粒子和中间共振态都是没有自旋的，所以角分布函

数 Z 是平庸的，无论对于协变张量方法还是Helicity方法都有相同的结果：

Z ∝ 1 . (6.3)

有很多这类过程，比如：D → σπ0, f0π
0, ...→ π+π−π0。
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6.1.3.2 0 → 1 + 1

这类过程有：D → ρ0π0 → π+π−π0, ϕπ0 → K+K−π0。这类过程，因为角

动量守恒，所以 λ只能取零，两级都只有一个分波，所以不用对自旋指标求

和。

有两点必须说明，第一因为势垒因子 BL 不包含相对论修正因子，所以

在 Z 表达式当中必须含有相对论修正因子，这在协变张量方法中是自动包含

的，而在Helicity方法中，其实是手动的把Helicity 振幅中的能量依赖分为两部

分（在前面的分波分析公式的讨论中，相对论修正因子是含在Helicity协变振

幅当中的，从约化过程中可以明显的看出），一部分放到势垒因子当中，而另

一部分则是相对论修正因子；第二点是，因为协变张量方法中的 Z 表达式中已

经包含了一定的能量依赖，所以它和Helicity方法的势垒因子的形式不同（见

表6.3），没有其分子部分。

采用Helicity方法，其中 fλ(γ)（ γ 和下面的席面的定义相同）定义方式和

式3.23相同，则有：

Z = D0
0λ(0, θ0ϕ0)fλ(γ)D

∗1
λ0(0θϕ)

= γd1
00(θ) λ = 0

= γ cos θ , (6.4)

采用协变张量方法，有：

Z = T̃ (1)
µ (pa + pb + pc)t̃

µ(1)(pa + pb)

=

[
(pa + pb − pc)µ −

(pa + pb + pc)µ(m
2
ab −m2

c)

m2
R

]
[
(pa − pb)

µ − (pa + pb)
µ(m2

a −m2
b)

m2
ab

]
= (pa + pb − pc)i(pa − pb)

i

= −2pci(pa − pb)
i

计算中用到了 R静止系和ma = mb的条件。在我们考虑的问题当中，选择p⃗c作

为 z-轴，记 γ = Er

mr
，β = pr

Er
，因为 a 和 b 的质量相等，所以在 r 静止系中
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有 E∗
a = E∗

b = E∗，点积只剩下第三分量，故有：

Z = −2p(pa − pb)
3

= −2p[(γβE∗ − γq3) − (γβE∗ + γq3)]

= 4pγ(q cos θ)

= 4pqγ cos θ , (6.5)

从中可以看出，除了 4pq因子（p和q将会分别包含在各自所属的势垒因子中，

在Helicity 方法的结果中势垒因子是另外考虑的）外，两种理论给出角分布的

等价描述。

6.1.3.3 0 → 2 + 2

这类过程有：D → f2π
0 → π+π−π0。这类过程，因为角动量守恒，所

以 λ只能取零，两级都只有一个分波，所以也不用求和。同样也需要注意相对

论修正因子，同时注意势垒因子的差别，我们做下面的计算。

采用Helicity方法，其中 fλ(γ)定义方式和式3.25相同，注意 λ = 0，只有

一种取值，因此没有求和过程。角分布为：

Z = D0
0λ(0, θ0ϕ0)fλ(γ)D

∗2
λ0(0θϕ)

= (
2

3
γ2 +

1

3
)d2

00(θ)

= (
2

3
γ2 +

1

3
)(

3 cos2 θ − 1

2
) , (6.6)

采用协变张量方法，注意到推导中用到了母离子静止和 a和 b的质量相等
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的条件，结果有：

Z = T̃ (2)
µν (pa + pb + pc)t̃

µν(2)(pa + pb)

=

[
(pa + pb − pc)i(pa + pb − pc)j −

1

3
δij(pa + pb − pc)

2

]
[
(pa − pb)

i(pa − pb)
j − 1

3
δij(pa − pb)

2

]
= [(pa + pb − pc) · (pa − pb)]

2 +
1

3
(pa + pb − pc)

2(pa − pb)
2

−1

3
(pa + pb − pc)

2(pa − pb)
2 − 1

3
(pa + pb − pc)

2(pa − pb)
2

= [(pa + pb − pc) · (pa − pb)]
2 − 1

3
(pa + pb − pc)

2(pa − pb)
2

= 16p2q2γ2 cos2 θ − 1

3
16p2q2(sin2 θ + γ2 cos2 θ)

=
64

3
× p2q2

[
(
2

3
γ2 +

1

3
)(

3 cos2 θ

2
) − 1

2

]
, (6.7)

其中相对论因子稍稍有所差别，如果考虑到取非相对论极限，则有 (2
3
γ2 + 1

3
) =

1，所以最后的结果在非相对论极限情况下可以变成：

Z =
64

3
× p2q2

[
(
2

3
γ2 +

1

3
)(

3 cos2 θ

2
) − 1

2

]
=

64

3
× p2q2

(
3 cos2 θ − 1

2

)
, (6.8)

这时和使用 Helicity方法得到的结果在非相对论极限下是一致的。

6.1.3.4 1 → 1 + 1

这类过程有：ψ → ρπ → π+π−π0，以及 ψ → K∗K → KKπ等。因为此时

初态粒子的自旋为1，所以一般情况下单纯的 Dalitz-Plot分析是不够的，而且

前面讨论了这个过程分波分析公式，这里不再详细推导。只是讨论一下，如果

初态的极化不同时，物理上的角分布会有哪些不同的特征，以及在分析中应该

如何来处理。

在第 二 章中我们用两种方法给出了这个过程的振幅形式，如果采

用Heliciy方法，可以显式地看到各级的具体角分布，这里我们仍采用 Helic-

ity方法来做讨论。已知振幅中的角度部分可以表达成：

A(M) ∝ D1⋆
M1(ϕθ0)D1⋆

10(ϕ
′θ′0) −D1⋆

M−1(ϕθ0)D1⋆
−10(ϕ

′θ′0) , (6.9)
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因为初态的 ψ 一般是从正负电子对撞产生的，只有横向极化分量，也就

是M = ±1 ，这时角分布为：

dσ

dΦ
∝

∑
M=±1

∣∣D1⋆
M1(ϕθ0)D1⋆

10(ϕ
′θ′0) −D1⋆

M−1(ϕθ0)D1⋆
−10(ϕ

′θ′0)
∣∣2

=
1

2
[(1 + cos2 θ) sin2 θ′ + sin2 θ sin2 θ′ cos 2ϕ′] . (6.10)

如果 ψ是完全无极化的，比如由是某个过程的衰变末态，则角分布就会发

生变化，需要把M = 0的振幅分量加进来，

dσ

dΦ
∝

∑
M=0,±1

∣∣D1⋆
M1(θϕ)D1⋆

10(θ
′ϕ′) −D1⋆

M−1(θϕ)D1⋆
−10(θ

′ϕ′)
∣∣2

= sin2 θ′ . (6.11)

可以看到当初态的极化不同时，末态的角分布也有所不同的。在初态横向

极化的情况下，第一级的衰变极角有非平庸的角分布，而无极化的情况下，第

一步的极角的角分布是均匀的，这正是初态无极化的体现，而第二级的极角角

分布依然不变，而方位角的角分布也变得平庸，也就是说，如果初态的 ψ完全

无极化，角分布会变得简单的多，这时只有两个有效的运动学变量，对于这样

的情形，进行 Dalitz-Plot 分析就足够了，而对 ψ 有极化的情况则分波分析则

是必须的，因为此时必须考虑第一级的角分布。

6.1.3.4.1 小结 从上面的例子可以看到，协变张量方法和Heliciy方法给出角

分布的等价描述。然而，Helicity 的使用范围更广一些，因为它处理辐射衰变

非常方便，并且很自然的满足协变性。下面的表6.2给出了常见的一些角分布的

形式，其中考虑了相对论修正因子，而略掉了 Helicity振幅的其他部分。

6.1.4 势势势垒垒垒因因因子子子 BL

前面我们已经提到，在Helicity和协变张量方法中出现的势垒因子的形式

有一点差异，这里，我们把几种形式的最低的几阶都给出来，方便比较和查

阅。其中Helicity方法采用的势垒因子是第一列，而协变张量方法采用的也是第

一列中的形式，而是分子中只有归一化常数。

其中z = [qd]2，z0 = [q0d]
2，d是相互作用的典型力程。
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表 6.2: 当 J = 0, 1, 2，初态无极化时的角分布，其中 ξ2 = γ2 − 1， γ = Er

mr
。

J → L+ l 角分布

0 → 0 + 0 uniform

0 → 1 + 1 (1 + ξ2) cos2 θ

0 → 2 + 2 (ξ2 + 3
2
)2(cos2 θ − 1/3)2

1 → 0 + 1 uniform

1 → 1 + 0 1 + ξ2 cos2 θ

1 → 1 + 1 sin2 θ

1 → 1 + 2 1 + (3 + 4ξ2) cos2 θ

1 → 2 + 1 (1 + ξ2)[1 + 3 cos2 θ + 9ξ2(cos2 θ − 1/3)2]

1 → 2 + 2 (1 + ξ2) cos2 θ sin2 θ

2 → 0 + 2 uniform

2 → 1 + 1 3 + (1 + 4ξ2) cos2 θ

2 → 1 + 2 sin2 θ

2 → 2 + 0 1 + ξ2

3
+ ξ2 cos2 θ + ξ4(cos2 θ − 1/3)2

2 → 2 + 1 1 + ξ2

9
+ ( ξ

2

3
− 1) cos2 θ − ξ2(cos2 θ − 1/3)2

2 → 2 + 2 1 + ξ2

9
+ ( ξ

2

3
− 1) cos2 θ + (16ξ4+21ξ2+9)(cos2 θ−1/3)2

3

表 6.3: 不同形式的势垒因子 BL。

L BL(q) B
′
L(q, q0)

0 1 1

1
√

2z
1+z

√
1+z0
1+z

2
√

13z2

(z−3)2+9z

√
(z0−3)2+9z0
(z−3)2+9z

3
√

277z3

z3+6z2+45z+225

√
z30+6z20+45z0+225

z3+6z2+45z+225

4
√

12746z4

z4+10z3+135z2+1575z+11025

√
z40+10z30+135z20+1575z0+11025

z4+10z3+135z2+1575z+11025
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6.1.5 动动动力力力学学学函函函数数数 Tr 和和和 Breit-Wigner公公公式式式

动力学函数 Tr是从 S矩阵得来的。一般来说，表示末态 f 耦合到初态 i的

振幅一般表为：Sfi =< f |S|i >，其中散射算符 S是么正的，满足SS† = S†S =

I。则转变算符（transition operator）定义为除去初末相同（f = i）的概率外

的部分：

S = I + 2iT = I + 2i{ρ}1/2T̂{ρ}1/2 , (6.12)

其中 I 是恒等算符，T̂ 是 Lorentz不变的转变算符，ρ对角的相空间矩阵，其

中ρii = 2qi/m, qi是 r的第 i个衰变道末态粒子 a在 r质心系中的动量。对单道

过程和 S 波情形：S = e2iδ满足么正性，则，

T̂ =
1

ρ
eiδ sin δ . (6.13)

一般动力学函数经常用三种形式来描述。 Breit-Wigner 公式是最简单的

一种 它是 T 矩阵的极点的一阶 Taylor展开。K矩阵方法是更一般形式，

它可以描述 T 矩阵的多个极点和耦合道的情形。Flatté分布则被用来描述近阈

共振态，与之等价是：一个极点、两个耦合道的K 矩阵。

一般描述一个衰变到两个无自旋粒子末态 a和 b的 Breit-Wigner公式的形

式是：

Tr(mab) =
1

m2
r −m2

ab − imrΓab(q)
, (6.14)

其中的“质量依赖的”宽度 Γ是：

Γ = Γr

(
q

qr

)2L+1(
mr

mab

)
B

′

L(q, q0)
2 , (6.15)

其中的 B
′
L(q, q0) 是表6.3中的势垒因子。 Breit-Wigner公式能比较好的描述

一个共振态的前提是：这个共振态远离其他共振态（孤立的）而没有叠加，

远离阈，共振宽度远小于质量（窄共振假设）。对于比较宽的共振态比如ρ、

ρ(1450)和 σ粒子等，有更复杂的参数化形式。

当有若干个动力学函数被参数化为多个 Breit-Wigner 相干叠加的时候，

有可能会破坏么正性。避免这种的情况的一种选择是采用 K矩阵的方法。
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而把阈附近形状近似为一个共振态会使 Breit-Wigner变形。这种情形一般

用Flatté公式来描述。

实际上，大多数情况下的分析中采用的是所谓的 Isobar模型，这个模型是

有局限性的。 Isobar包含了下面的假设：

• s-道的反应；

• 任何两体组合都包含末态相互作用；

• 末态相互作用是主要的；

• 所有振幅可以相干叠加。

而它的局限性来自于两种效应不能忽略：

• t-道交换的贡献；

• 再散射（Rescattering）效应。

实际上，分波分析和很多 Dalitz-Plot分析都采用了 Isobar 模型，而对它的局

限性考虑不足，尤其是不满足么正性的要求。而下一节介绍的 K-Matrix正是

一种可能的选择。

6.2 么么么正正正性性性和和和 K-Matrix

前面提到当有若干个动力学函数被参数化为多个 Breit-Wigner 相干叠加

的时候，有可能会破坏么正性。而么正性是一种非常强的假设，它是几率守恒

的必然要求。而解决这种问题的一种选择是所谓的 K矩阵的方法，这里我们就

来简单地介绍一下 K矩阵方法的内容。

6.2.1 K-Matrix

首先从两体散射过程中的相对论么正性要求出发对散射的转换算符有如下

的关系式：

Tjk − T †
jk = 2iT †

jpρpqTqk , (6.16)
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其中，对一般包含有 Nch 个强耦合道的情况来说，则转换算符是 Nch × Nch 的

矩阵，我们来用不同的拉丁字母表示不同的初末态；ρ是一个对角矩阵，代表

不同末态的密度：ρij = δijρj 。在由两个稳定粒子组成末态时，ρj 由下式给

出：

ρj(m
2) =

√
[1 − (mja +mjb)2

m2
][1 − (mja −mjb)2

m2
] , (6.17)

其中，mja和mjb是第 j 道中的介子质量m是散射过程中的不变质量。如果末

态含有共振态，也有类似的结果。同时必须要求 ρ在物理阈下的解析连续性，

因为考虑到振幅解析性质，这是必须的。

我们通过下式来定义 K-Matrix，

K̂−1 = (T̂−1 + iρ) , (6.18)

则 T 矩阵可以表示成：

T̂ =
(
I − IK̂ρ

)−1

K̂ , (6.19)

这样定义的 K-Matrix满足厄米性等性质，因之也就自然保证了 T-Matrix的么

正性。K-Matrix的基本性质列举如下：

• 厄米性，这点保证了 T-Matrix的么正性。

K = K† , (6.20)

• 因为时间反演对称，K-Matrix是对称的。

• 和 T-Matrix相互对易，即

[K,T ] = 0 . (6.21)

K-Matrix一般表示为对散射中可能出现的相关共振极点求和，为了描述可

能的强子道的交换力，于是通常会加上一个常数或者一个随质心能量缓变的光

滑函数（也就是所谓的非共振本底项 non-resonant bakkground term）。下

面是K-Matrix的一般形式：

K̂ij =

(∑
α

g∗αi(m)gαj(m)

(m2
α −m2)

√
ρiρj

+ ψijB
)
Z , (6.22)
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其中 mα 和 gαi 分别是 K-Matrix 中第 α个极点的质量和分宽度，ψijB描述非
共振本底项，而 Z 则是描述 ππ或者 Kπ S-波散射振幅 Alder zero的不变质量

的函数。只要选择ψ† = ψ，就可以保证 K-Matrix的厄米性以及 T-Matrix的么

正性；如果时间反演守恒，则 gαi和 ψ就是实的，于是可以证明 K-Matrix是对

称的。

B和 Z 的显式表达式如下：

B =
1 + s0

m2 + s0

Z =
2m2 −m2

π

2m2
, (6.23)

其中 s0是自由参数，而mπ 是 π介子的质量。

在单道、单个极点且忽略非共振等过程贡献的特殊情况下，我们可以得

到：

K =
gi(m)gj(m)

m2
0 −m2

, (6.24)

相应的 T-Matrix为：

T = K (1 − iK)−1 =
gi(m)gj(m)

m2
0 −m2 − igi(m)gj(m)

, (6.25)

结果正是相对论情况下的 Breit-Wigner公式。如果是另一种特殊情况：单道、

两个极点，我们有：

K =
gαi(m)gαj(m)

m2
α −m2

+
gβk(m)gβl(m)

m2
β −m2

, (6.26)

在这种情况下，如果两个极点相距比较远，也就是：|mα−mβ| ≫ Γα(m) or Γβ(m)，

则 T-Matrix可以近似的表达成两个 Breit-Wigner的和，T (Kα+Kβ) = T (Kα)+

T (Kβ)，即

T ≃ gαi(m)gαj(m)

m2
α −m2 − igαi(m)gαj(m)

+
gβk(m)gβl(m)

m2
β −m2 − igβk(m)gβl(m)

, (6.27)

但是，如果两个极点相距太近的话，式6.27将不再适用，因为此时的 T-Matrix会

严重破坏么正性条件。
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6.2.2 应应应用用用到到到产产产生生生过过过程程程

K-Matrix一般是被用来描述散射过程中的S-道的共振态的产生的，但是，

也可以推广使用到产生过程中来描述其中的共振态，比如粲介子的衰变过程。

这种推广是基于 Isobar模型的，即假设被 K-Matrix描述的两体系统和其余末

态没有相互作用。这个假设的有效性是随着不同的道而变化的，对于比如散射

实验π−p → π0π0n，辐射衰变 J/ψ → γππ，以及半轻衰变比如D → Kπlν，这

个假设能够被很好的满足；但是对于 D → πππ和 pp̄→ πππ，有效性却非常有

限。

在末态相互作用的假设框架下，表示这种“产生”过程的转变算符 F 必须

满足如下形式的么正关系：

Fj − F ∗
j = 2iF ∗

p ρpqTqj , (6.28)

如上所描述的产生振幅 F 是含有 Nch 分量的矢量，对比6.16和6.28，我们可以

得到：

Fj =

Nch∑
q=1

αqTqj , (6.29)

额外的约束要求 αq 必须是实的。6.29 表达的产生和散射振幅之间的基本联系

是在同一框架下分析散射和产生数据的全部基础。

把6.16代入6.29，并且定义

P = αK , (6.30)

于是我们得到产生过程的情况下，两体 Lorentz不变振幅 F̂ ：

F̂i =
(
I − iK̂ρ

)−1

P̂ . (6.31)

把6.22代入到6.30将引出如下定义的产生和本底参数：

βα =

Nch∑
q=1

αqgαq ϕk =

Nch∑
q=1

αqψqk , (6.32)

这样就给出相应的 P-vector表达式（这时从 K-Matrix忽略 Z 函数）：

Pk =

(
NP∑
α=1

βαgαk
m2
α −m2

+ ϕkB
)
. (6.33)
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考虑到 P-vector的表达式只有在 Isobar模型的假设下严格成立，它要求只

能一次同时考虑两体的相互作用。但是这个假设在很多情况下并没有理论基

础，此时，应该把系数 αq 当作复数处理，并且需要放开6.32中的约束，于是产

生参数 βα和本底项系数ϕk都会成为复的，而且是独立的参数。

6.2.3 宽宽宽共共共振振振和和和 Breit-Wigner公公公式式式

在分析当中经常会遇到非常宽的共振态，比如 ρ，ρ(1450)，σ，κ等，它们

中有的宽度非常大，已经和质量基本相当，而且还是非常靠近阈的，这就更加

不满足 Isobar的要求，那么如果还用平常的 Breit-Wigner公式对它们来进行参

数化，肯定是难以让人满意的。所以对于一些宽共振的参数化，实验和理论都

有不同的尝试。这里我们来做一些简单的回顾。

6.2.3.0.2 ρ家族共振态的参数化 最简单的选择当然是相对论形式的 Breit-Wigner公

式6.25，有时其中分母中的虚部中的质量会被换为
√
s，即：

BW (s) =
1

s−m2
ρ + i

√
sΓρ(s)

, (6.34)

其中 Γρ(s)是含能量依赖的共振态宽度。实验上往往有不同的方式对 Γρ(s)进行

参数化。比如KLOE用来分析ϕ→ π+π−π0 和SDN用来分析 τ → 2π, 4π的 Kühn-Santamaria (KS)参

数化：

Γa(s) = Γa(m
2
a)

(
m2
a

s

)(
p(s)

p(m2
a)

)2n+1

. (6.35)

而另一种参数化形式，即 Hipple-Quigg (HQ)形式，它被SDN组用在分析 ρ, ω →
γπ0π0中，

Γa(s) = Γa(m
2
a)

(
m2
a

s

)(
p(s)

p(m2
a)

)2n+1
B2
n(p(s))

B2
n(p(m

2
a))

. (6.36)

还有一种形式更为复杂的 Breit-Wigner参数化，叫做 Gounaris-Sakurai (GS)形

式，曾被ALEPH，CMD和BES等合作组采用过，具体形似如下：

BW (a→ bc) =
m2
a + dmaΓa(m

2
a)

sbc −m2
a −H(sbc) + i

√
sbcΓa(sbc)

, (6.37)



120 分波分析方法

其中的 Γ(s)和KS参数化中的一样，其他部分定义如下：

H(s) = Γa(m
2
a)

m2
a

p(m2
a)

3

{
p(s)2[h(s) − h(m2

a)] − (s−m2
a)p(m

2
a)

2dh(s)

ds

∣∣
s=m2

a

}
,

with h(s) =
2

π

p(s)√
s
ln

√
s+ 2p(s)

2mπ±
,

dh(s)

ds
|s=m2

a
= h(m2

a)

[
1

2p(m2
a)

2
− 1

2m2
a

]
+

1

2πm2
a

,

d =
3m2

π±

πp(m2
a)

2
ln
ma + 2p(m2

a)

2mπ±
+

ma

2πp(m2
a)

−
mam

2
π±

πp(m2
a)

3
. (6.38)

用这几种 Breit-Wigner参数化来描述 ρ(770)这样的共振态，各自出于不同的物

理上的考虑，效果也有所不同。总的来说，GS参数化的描述会好一些，但是，

我们可以看到，关于动力学部分的描述，目前都局限于各种唯象的模型，最终

由实验数据来鉴别其中的优劣。

6.2.3.0.3 σ 和 κ参数化 最近粒子物理中关于σ和 κ实验和理论的研究是一

个热点，而关于这两个粒子存在的讨论也非常多。由于它们的质量和宽度大小

相当，而且就在阈附近，是非常特殊的一种共振态，对于它们的参数化也是一

个非常典型的问题，这里列举出常用的几种参数化，并做一点讨论，以此来说

明关于宽共振的描述的特殊性。

σ粒子出现在 ππ的s-wave当中，是同位旋标量的介子，由于它的宽度非常

大，而且又是在 ππ 的产生阈附近，所以在实际分析当中经常除了采用普通的

常数宽度的Breit-Wigner 公式外，还有其他的努力。其实他们实际上都是对宽

度的能量依赖做某些考虑，比如一般Breit-Wigner 公式都写成如下形式：

BW =
1

s−m2 + imΓ(s)
, (6.39)

但是，宽度会做不同的考虑，

• 当把宽度处理成常数时，就是常见的那种Breit-Wigner 公式的形式：

Γ(s) = Γ ; (6.40)
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• 最常见的一种考虑宽度能量依赖的形式是考虑到宽度和末态粒子的动量
成正比，这个曾在E791的分析中使用 [17]。

Γ(s) = ρΓ =

√
1 − 4m2

π

s
Γ ; (6.41)

• 但是E791的这种参数化形式，有一个问题，就是在 ππ 阈下的能量实轴

上有一个多余的虚态 [19]，而在郑汉青等人的工作当中，考虑到剔除掉这

个虚态的贡献后给出了一种参数化形式，我们称之为P.K.U. Ansatz，如

下：

Γ(s) = ρ
s

m2
Γ =

√
1 − 4m2

π

s

s

m2
Γ . (6.42)

• 关于 σ 粒子的另一种形式比较复杂的参数化由邹冰松等人给出，其中考

虑了所谓的Adler zero 约束 [20]，形式如下：

Γ(s) = g1
ρππ(s)

ρππ(M2)
+ g2

ρ4π(s)

ρ4π(M2)
, (6.43)

g1 = f(s)
s−m2

π/2

M2 −m2
π/2

exp[−(s−M2)/a],

这里关于ρππ, ρ4π 和f(s) 与文献 [18]中的一致。

另一种出现的阈值附近，和 σ 类似的宽共振是出现在 Kπ s-wave中的叫

做 κ的介子，它的很多性质和 σ非常相似，只是同位旋是 1
2
。在BES的分析中

[21]，也考虑了几种它的Breit-Wigner 参数化形式，但是，这些参数化的考虑

基本和 σ 的情况类似，宽共振、近阈和剔除多余的虚态，只是它的末态粒子

质量不同，带来一些运动学上的差异而已。这里不再赘述。

6.3 一一一点点点讨讨讨论论论和和和小小小结结结

作为粒子物理中两种常用的分析工具， Dalitz-Plot分析和分波分析，其本

质是一样的，Dalitz-Plot其实是分波分析的一类特例。它们的角分布部分不管

采用哪种方法来描述，都是从严格的对称性理论出发的，所以结果也是严格

的。然而，在动力学的参数化描述方面，它们采用了类似的方法，也面临类似

的问题需要解决。
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但闻拙速，未睹工久也。

《孙子 ·作战第二》
工欲善其事，必先利其器。

《论语 ·魏灵公》

分波分析是针对大统计量的数据样本一种非常重要的实验手段，可以尽可

能多地从实验数据抽取其中的信息。当不变振幅的构造方案确定下来时：即角

分布的描述和动力学的参数化方式确定下来时，于是我们的物理问题，最终转

化成数学问题，就是根据角分布的相关理论和一些动力学模型得到截面，并考

虑到实验的效率（探测分辨）构造一个有效的目标函数；然后对这个目标函数

进行数学计算：求极值（一般是最小值），最终得到我们关心的有物理意义的

参数（质量宽度，振幅间的相位差和比例）的大小和误差，以及其他我们关心

的物理量（分之比等）。而这种问题的目标函数一般会很复杂，而且由于数据

样本的大统计量，计算量也会非常大，所以，应用计算机和相应的求最小化的

数学工具就是我们的必然选择。

7.1 常常常见见见最最最小小小化化化方方方法法法简简简介介介

最小化问题是一个专门的应用数学分支。根据目标函数的性质一般分为对

离散函数的最小化和连续函数的最小化，当然处理这两种问题的方法也截然不

相同。一般来说分波分析的目标函数是一个形式复杂的连续函数。而对这类问

题最小化的主要算法分为两类：直接使用目标函数的函数值的直接法；另一类

是涉及到对目标函数求导(一阶导乃至二阶导)的解析方法。两类方法各有优缺

点：直接法通用性强，稳定性好，但收敛速度慢；解析方法虽然一般收敛比较

快，但是由于要求导数，所以计算量和存储量都比较大，而且对复杂函数及没

有解析表达式的目标函数使用比较困难，导致稳定性不够好。实际情况中，最

小化过程中一般都有局域最小的问题，这是一个没有从根本上严格解决的问

题，因此，没有哪种最小化方法能够对任何最小化问题都普遍有效，往往一个
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成功的最小化方案是采用一种策略综合使用多种最小化算法达到最佳效果。关

于最小化方法的讨论可参阅[22, 24, 25]，前二者有比较概括的讨论，通过阅读

学习我们能很快对优化算法建立起初步了解；而后者则是专门讨论各种最优化

方法的著作，学习将会花比较多的时间和精力。

这里值得一提的是，高能物理领域使用比较广泛的专门做函数最小化的软

件包MINUIT （Function Minimiztion and Error Analysis，函数最小化和误差

分析），作者是CERN的 F. James。这个软件包经过了长期（早于1970年就开

始使用）的和广泛的使用和检验，不断完善（已经有了C++版本的接口），是

目前高能物理领域比较通用的一个软件包，它采用了比较成熟的算法，经过大

量测试证明性能可靠并且是功能比较强的一个最小化工具。

下面我们对最小化方法做一点简单介绍。

7.1.1 问问问题题题的的的定定定义义义

最优化问题的一般定义为：

min f(α⃗) ,

s.t. α⃗ ∈ X . (7.1)

其中，α⃗ ∈ Rn是决策变量，α⃗是待优化的参数，f(α⃗)是目标函数，X ⊂ Rn问

题的约束集或者可行域。特别的，如果约束集X = Rn，则最优化问题( 7.1)称

为无约束最优化问题。

最优化方法通常采用迭代方法求它的最优解，其基本思想是：给定一个初

始点 α⃗0 ∈ Rn ，按照某一迭代规则产生一个点列 {α⃗k}，使得当 {α⃗k}是有穷
点列时，其最后一个点是最优化模型问题的最优解；使得当 {α⃗k}是无穷点列
时，它有极限点，其极限点是最优化模型问题的最优解。一个好的算法应该具

有的典型特征为：迭代点 α⃗k 能稳定地接近局部极小点 α⃗∗的邻域然后迅速收敛

于 α⃗∗。当给定的某种收敛准则满足时，迭代即终止。

最优化方法的基本结构为：

给定初始点α⃗0，

(a) 确定搜索方向 d⃗k ，即依照一定规则，够造 f 在 α⃗k 点处的下降方向作

为搜索方向。

(b) 确定步长因子 αk ，使目标函数值有某种程度的下降。
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(c) 令α⃗k+1 = α⃗k +αkd⃗k，若 α⃗k+1满足某种终止条件，则停止迭代，得到近

似最优解。否则，重复以上步骤。

7.1.2 直直直接接接方方方法法法

只使用目标函数的函数值的最小化方法称为直接方法。实际问题中的目标

函数有时非常复杂，有时甚至没有明显的解析表达式，只有函数值与变量的对

应关系，因而求导很难，或者根本不可能，有时虽然可用数值方法求出一阶、

二阶导数，但是大大的增加了计算量。在这种情况下，直接方法比较适宜。直

接方法的优点是对目标函数的解析性质没有太多要求，因而适用面比较广，算

法稳健性比较好，不容易失败；反过来正因为它不利用函数的导数等信息来判

断函数的变化趋势，所以收敛较慢，计算量往往按变量维数n的方次增加，导

致它在高维问题应用上的困难。

多维问题的直接方法主要有：格点搜索法(随机搜索法)、坐标轮换法、

Rosenbrock法和单纯形法(Simplex)等。其中格点搜索法顾名思义，是把问题的

可行域分成格点，逐个计算比较，因而效率比较低，使用Monte Carlo技巧根

据某些分布(均匀分布或者正态分布)随机选择搜索点会有所改善，但仍然很难

让人接受。坐标轮换法是在一点上保持其他变量不变，只改变一个，轮流操

作，然后把n个结果比较后确定搜索方向，这是一种古老的搜索方法，对于多

维问题，计算次数仍然比较大。Rosenbrock法是把上面方法加以改进，在每次

迭代当中都构造出一组互相正交的向量作为新的坐标方向，比坐标轮换法改

善很多，但是对高维问题收敛速度依然太慢。单纯形法(Simplex)是20世纪60年

代提出的一种优化方法，它是在问题的可行域上定义单纯形，而问题的最优解

只能出现在单纯形的顶点上，然后不断比较单纯形顶点上的目标函数值，同时

对单纯做反射、延伸、收缩和缩边迭代运算，单纯形法的优点是不必计算目标

函数的梯度，也不必按照给定的方向进行一维搜索，每次迭代只需计算一到两

次函数值。一般来说单纯形方法是比较有效的一种直接方法，MINUIT 中就

有Simplex 这种直接方法，可供用户选择使用。

7.1.3 解解解析析析方方方法法法

利用目标函数一阶和二阶导数的方法称为解析方法。因为函数的导数描述

函数的变化规律，所以利用导数的信息可以加速向极小点收敛的速度；而且，
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拟合参数误差的估计需要用到目标函数的导数，所以能给出拟合参数合理可信

的误差，是解析方法的另一个优点。但是在实际问题中，计算导数往往对目标

函数的解析性有较高的要求，如果导数计算不了，此方法就会失败。而且计算

导数一般使用差分法，需要大量计算函数值，因此也会有比较大的计算量。

主要的比较常见的解析方法有最速下降法、牛顿法、共轭梯度法和变尺度

法。大多数从二次函数模型导出的解析方法在实际上常常是有效的，主要原因

是一般函数在极小点附近常可用二次函数很好地进行近似。

最速下降法又叫梯度法，因为负梯度是函数下降最快的方向，所以就直觉

地选择xk+1 = xk − α∆f(x⃗k)，它的优点是迭代过程简单，从远离极小点的地方

出发也能收敛；缺点是收敛比较慢。牛顿法不但考虑了梯度，而且考虑了二阶

导数，即考虑了梯度变化的趋势，因此比最速下降法收敛快，但是它要计算二

阶导，所以计算量比较大，而且要求二阶导数矩阵(HESSE矩阵)必须正定，还

有一个缺点是对非二次函数效果不好。作为这两种方法的改进提出的共轭梯度

法和变尺度法，其实二者都是共轭方向法，克服了最速下降法收敛慢，牛顿法

计算量大的不足。其中变尺度法是在一般情况下优于共轭梯度法，它兼有牛顿

法和共轭梯度法二者的优点，是最小化问题中比较通用的方法。

7.1.4 其其其它它它优优优化化化算算算法法法

近年来，数值优化方法方面有很多进展，出现了很多的新的优化方法，一

般称为现代优化方法，并且这些方法一般基于一些其他学科的模型，比如模

拟退火，神经网络，遗传算法等等。鉴于分波分析的目标函数比较复杂，而且

如果进一步的改进物理上的考虑（后面会讨论到这个问题），目标函数会变得

更复杂。因此，尝试采用新的思路，显得非常必要，原因是采用传统的优化方

法，在面临更复杂的情况时，计算量和计算机机时的消耗是无法忍受的。因

此，在分波分析中引入合适的新算法，也许是应付问题复杂化的一种比较好的

选择。

7.1.5 局局局域域域极极极小小小问问问题题题

最小化过程存在一个普遍的问题，那就是局部极小。在使用这些方法时，

我们通常假定目标函数在待求极小值点只含一个极小点的函数。如果在可行

域上有多个极小，各种最小化方法一般都无能为力，只能找到一个极小。而我
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们面对的问题大多数情况下是：在可行域上找一个极小，它是物理上需要的极

小，但不是全局极小。这时，就需要额外的工作：采用多组初值得到不同极小

加以比较；或者采用整个可行域内的随机搜索；或者把已知参数的近似值先加

以固定，对其它参数做最小化等。而MINUIT为这些提供了便利，它在运行时

可以方便的固定和放开参数，提供了随机搜索的算法。MINUIT 软件包同时提

供了几种选择的最小化方法，而且给了用户针对不同问题选择使用的自由，当

用户使用恰当的命令时，MINUIT 还会自动在一种方法失败时转换别的最小化

方法，加强了算法的稳健性。当然，MINUIT 的另一个优点是给出了拟合结果

比较完善的误差分析功能。

必须指出的是，从数学的严格性出发，关于局域最小问题并没有一种完美

的方法来解决。各种实用的技巧只是使我们以更大的可能性接近问题的真正最

小解。

7.2 目目目标标标函函函数数数的的的一一一种种种构构构造造造方方方式式式

下来我们介绍在BES物理分析当中非常常用的一种分波分析目标函数的构

造方式，并讨论它在拟合中的优缺点。

在分波分析过程中经常采用最大似然法拟合 [22]来拟合待定参数。依照习

惯最大化问题一般化归为等价的最小化问题。为此，我们首先要构造目标函

数S，然后对其作最小化。

在数据分析当中，我们的目标是寻找一套能使S达到最小值的参数：α。

对于不同共振态X不同的自旋、宇称等物理假设，末态具有不同的角分布。我

们用不同的假设去拟合数据，好的拟合具有更小的目标函数值S。我们就用这

样的方法来确定共振态X的自旋、宇称，以及质量和宽度。

为了使用最大似然法，我们必须构造其目标函数。在这里，让我们

用x代表由实验测量得到的独立的物理量 末态粒子的四动量。我们定

义ω(x,α)为产生这种组合x的几率密度。探测效率ϵ(x)代表探测器测量到特定

组合x的效率。注意到ω(x,α)ϵ(x)对x的积分不一定是归一的，所以必须引入

归一化因子的约束。在此我们现定义观察到一个组合x的几率密度为：

P (x : α) =

∫
dx

′
ω(x,α)ϵ(x)G(x

′
,x)∫ ∫

dx′dxω(x,α)ϵ(x)G(x′ ,x)
, (7.2)

wgy20040822
高亮
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其中ω(x,α)为微分截面，G(x
′
,x) 探测器的分辨函数，

∫ ∫
dx

′
dxω(x,α)ϵ(x)

是总观测截面，它是未归一化的微分截面在整个相空间的连续积分。如果我们

忽略探测器的分辨，即假设探测器的分辨是 δ函数，则上式可以简化成

P (x : α) =
ω(x,α)ϵ(x)∫
dxω(x,α)ϵ(x)

, (7.3)

这时，必须提醒注意的是积分变量 x应该是物理真实的变量，而非探测器测量

的结果，因为测量结果是包含有实验分辨的。

从第1到第N个事例具有组合x1到xn 的联合几率密度可写为

P (x1,x2, ...,xn : α) =
N∏
i=1

P (x) =
N∏
i=1

ω(xi,α)ϵ(xi)∫
dxω(x,α)ϵ(x)

. (7.4)

式( 7.4)分子中的探测效率函数在取自然对数后可以分离出来

lnP (x1,x2, ...,xN : α) =
N∑
i=1

ln

[
ω(xi,α)∫

dxω(x,α)ϵ(x)

]
+

N∑
i=1

ln ϵ(xi) . (7.5)

上式第二项对一组特定观测值为一常数，在对似然函数求极大值时不起作

用，故可以不予考虑。所以忽略掉第二项，即令

lnP (x1,x2, ...,xN : α) =
N∑
i=1

ln

[
ω(xi,α)∫

dxω(x,α)ϵ(x)

]
. (7.6)

再令似然函数L = P (x1,x2, ...,xN : α)，总截面σ =
∫
dxω(x,α)ϵ(x)，则

lnL = lnP (x1,x2, ...,xN : α) =
N∑
i=1

ln

(
ω(xi,α)

σ

)
. (7.7)

为了数学拟合的方便我们使用似然函数的负对数作为处理的对象(我们把

其称之为目标函数)：

S = − lnL . (7.8)

这样，分波振幅中的待拟合的对象如参数大小和相位，以及共振态的质

量、宽度等参数将在拟合目标函数S并使之达到最小时得到。当然，似然函数

的绝对值是没有意义的，所有拟合得到的信息将从不同假设对应的目标函数的

相对值中得到。
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7.2.1 Monte Carlo积积积分分分

现在，我们讨论如何计算总截面
∫
dxω(x,α)ϵ(x)。由于我们无法得

到 ϵ(x) 的解析形式，而且 ω(x,α) 的形式也非常复杂，所以对其进行解析

地积分是不可能的。对于这样形式复杂或者没有解析形式的积分，我们采

用Monte Carlo积分方法 [23]来计算。实际上我们采用的是Monte Carlo积分

方法中的一种：期望值估计法，任何一个积分都可以表示成某个随机变量的数

学期望。一般来说，假设所求积分为：

I =

∫
Vs

g(x)dx , (7.9)

其中，x = {x1, x2, ..., xs}表示S维空间中的点，Vs表示积分空间。令f(x)为Vs上

任一随机变量ξ⃗的概率密度函数∫
Vs

f(x)dx = 1 . (7.10)

那么积分I可表示为随机变量h(x) = g(x)
f(x)
的数学期望：

I =

∫
Vs

g(x)dx =

∫
Vs

g(x)

f(x)
f(x)dx = E

[
g(x)

f(x)

]
= E [h(x)] , (7.11)

这样我们从随机变量ξ⃗抽取容量为n的随机子样ξ⃗1，ξ⃗2，...，ξ⃗n(即服从分布f(x)的

随机数)，我们有

I = E
[
h(ξ⃗)

]
= lim

n→∞

1

n

n∑
i=1

hi ∼=
1

n

n∑
i=1

hi ≡ In , (7.12)

如此以来我们就求出了积分I。式( 7.12)的期望和方差可以表为，

E(In) = E

[
1

n

n∑
i=1

hi

]
= E(h) = I

V (In) = V

[
1

n

n∑
i=1

hi

]
=

1

n2

n∑
i=1

V (hi) =
1

n
Vh (7.13)

容易看到，积分的误差大小取决于的随机子样的大小，而且和所选分

布f(x)也有关。所选随机子样越大，误差就越小；f(x)和待积分函数的形状

越相近，误差越小(也就是重要抽样法的原理)。经验和编程计算告诉我们，
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Monte Carlo积分的误差，当Monte Carlo积分采用的事例样本大于100,000时，

大多数的Monte Carlo积分的误差

√
V (In)

In
就基本小于0.1%，而这个精度已经足

够了。

在实际操作时，我们并不是用事例的探测效率来计算总截面σ的，而是用

探测器决定的Monte Carlo相空间来进行计算的，即使用Monte Carlo相空间

产生的事例通过事例挑选程序的事例作为计算σ的求和空间。也就是说，本

来Monte Carlo积分使用的分布f(x)是相空间分布，但是现在使用的是相空间

分布和ϵ(x)的乘积这样的分布。所以有：

σ =

∫
dxω(x,α)ϵ(x) =

1

Nmc

Nmc∑
i=1

ω(xi,α) , (7.14)

其中Nmc是通过选择程序后的相空间Monte Carlo事例数，这样，探测效率就

包含在求和空间当中。最终的σ表达式为：

σ =
1

Nmc

Nmc∑
i=1

dσ

dΦ
(xi,α) . (7.15)

这里，我们再次说明，其中的 xi 是真实的物理量，而不是包含有实验分辨的

测量量。

7.2.2 拟拟拟合合合参参参数数数的的的不不不同同同处处处理理理

在拟合当中有两类参数，即共振态的共振参数M, Γ（α0）以及不同分波

振幅的约化耦合复常数（含振幅和相位（α1））。它们的地位不同，目前的处理

方式也不同。因为对耦合常数的大小和相角，我们几乎没有多少先验的知识，

所以选择把它们作为自由的拟合参数来让数据来决定；而对共振参数，一般情

况下大多数拟合的共振态我们至少都知道它们大概的质量、宽度的值，是比较

确定的，因此，在拟合过程中我们把它们当作固定参数，如需调整，则手动的

改变它们的值。这种做法会给拟合带来很大的好处。下面我们来仔细讨论。

这时我们需要先把前面定义的目标函数的形式做一简单变形。一般来说微

分截面的表达式 ω(x,α)可以表达成两部分的乘积（这里为了以后的表达简单，

wgy20040822
高亮
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我们用 σi来表达某个事例的微分截面），

σi = ωi(x,α) = |
∑
n

gnA
i
n(α0)|2

=
∑
mn

g∗mgnA
i∗
m(α0)A

i
n(α0)

=
∑
mn

FmnU
i
mn(α0) (7.16)

其中，g是复的耦合常数，一般可以表为 g = heiϕ, h = |g|，A(α0)是不变振幅，

其中包含对共振态的质量和宽度的依赖；而 Fmn = g∗mgn = hmhne
−iϕmeiϕn ，

Umn(α0) = Ai∗m(α0)A
i
n(α0)。进一步，总观测截面可以表达成：

σ =
1

Nmc

∑
i

∑
mn

FmnU
i
mn(α0)

=
∑
mn

Fmn

{
1

Nmc

∑
i

U i
mn(α0)

}
=

∑
mn

FmnŪmn(α0) (7.17)

其中利用了质量和宽度等参数在拟合当中是不变的假设，所以对 U 的求和与平

均可以单独的先进行，得到 Ū ，这样，本来计算量很大的Monte Carlo积分过

程就变成了一个简单的矩阵乘积，计算量大大的减小了，当然，代价是必须在

一次拟合过程中保持共振参数的值不变。

我们可以利用以上结果把前面构造的目标函数重新表达出来，

S = − logL = −
N∑
i=1

ln
(σi
σ

)
= −

N∑
i=1

lnσi + n lnσ

= −
N∑
i=1

ln

{∑
mn

FmnU
i
mn(α0)

}
+N ln

{∑
mn

FmnŪmn(α0)

}
. (7.18)

到这里，我们可以清楚的看到把拟合参数分成两类给实际的计算机处理带

来了非常大的好处。也就是是，Monte Carlo积分的计算变的非常简单，只需

计算一次 Ū ，因为所用的积分样本一般都在100,000事例以上，而这样处理以
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后每次只计算一次矩阵乘积并求和，计算量就非常小了，每次的观测截面计算

时间几乎可以忽略不计。同时，目标函数的这种表达形式还有进一步的方便，

我们将在下一节讨论。

7.2.3 求求求最最最小小小过过过程程程中中中的的的线线线性性性化化化近近近似似似

在解析方法求极小的过程中，会对目标函数求一阶偏导，并要求导函数方

程组的解为零，此时的解一般就是我们想要的最小解。即要求

∂S

∂λj
= −

N∑
i=1

[
∂σi
∂λj

/σi

]
+N

[
∂σ

∂λj

]
/σ = 0 . (7.19)

大多数情况下，解析方法还会用到所谓HESSIAN矩阵，即目标函数的二

阶偏导数的矩阵，并且要求这个矩阵是正定的（Positive Definite）。根据上式，

二阶偏导的表达式如下：

∂2S

∂λj∂λk
=
∑
i

[
∂σi

∂λj

∂σi

∂λk
− ∂2σi

∂λjλk

σ2
i

]
+N

[
∂2σ
∂λjλk

− ∂σ
∂λj

∂σ
∂λk

σ2

]
. (7.20)

其中，我们可以看到其中分别包含有 σ(i)的一阶和二阶偏导。实际上计算机上

用程序计算二阶偏导的运算量是非常大的，变通的方法是采用已经计算出的一

阶偏导的结果（存在内存当中）来计算二阶偏导，这时必须采用一定的假设或

者近似，比如假设上面的二阶偏导表达式中的每一项中的 σ(i)的二阶导数近似

为零，也就是所谓线性化近似。这样就可以把7.20式化简如下

∂2S

∂λj∂λk
=
∑
i

[
∂σi

∂λj

∂σi

∂λk

σ2
i

]
−N

[
∂σ
∂λj

∂σ
∂λk

σ2

]
. (7.21)

这样，就可以直接采用一阶偏导的计算结果来计算二阶偏导。但是，并不是所

有的函数都能满足这个条件，目前我们所关心的就是7.18是否满足这个假设。

现在我们具体来看 ∂2σ
∂λjλk

和 ∂2σi

∂λjλk
的行为。因为原则上每个耦合参数都是复数，

所以求导的变量数目其实是振幅的二倍，为了在表达式中区别对复参数的模求

导和对相角求导，我们用两个脚标来标识 λ，即 λαj 或者 λβk ，其中α, β表示

它们属于那个复耦合参数，而j, k 表示是模还是相角（即j, k ∈ {r, ϕ}）。这样
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总观测截面 σ的二阶偏导为（ σi的二阶偏导的形式与之完全一样）：

∂2σ

∂λαjλβk
=

∂2

∂λαjλβk

[∑
mn

hmhne
−iϕmeiϕnŪmn

]

=



2Re
[
e−iϕαeiϕβ Ūαβ

]
α ̸= β且 j = k = r

2Ūαα α = β且 j = k = r

2hαhβRe
[
e−iϕαeiϕβ Ūαβ

]
α ̸= β且 j = k = ϕ

−2hαhβRe
[
e−iϕαeiϕβ Ūαβ

]
α = β且 j = k = ϕ

2ihβRe
[
e−iϕαeiϕβ Ūαβ

]
α ̸= β且 j = r, k = ϕ

2ihαRe
[
e−iϕαeiϕβ Ūαβ

]
α ̸= β且 j = ϕ, k = r

2i
∑

n̸=α hnRe
[
ei(ϕα−ϕn)Ūnα

]
α = β且 j = r, k = ϕ

2i
∑

n̸=α hnRe
[
ei(ϕα−ϕn)Ūnα

]
α = β且 j = ϕ, k = r

,(7.22)

从中可以看到各种情况的讨论，没有一种情况是严格为零的。这样，普通的解

析方法对这种形式的目标函数因为含有一个不恰当的假设，它们的工作效率和

性能就会下降，甚至导致结果不可靠。

如果采用目前的各种常规的最小化算法，比较好的一种选择是：把各种算

法有机的结合起来，采用一定的策略，扬长避短，联合使用多种最小化方法，

把一种最小化过程的结果当作第二种算法的输入（比如在MINUIT里可以先用

直接方法SIMPLEX，在接着用解析方法MIGRAD）。这样能从某种程度弥补单

独一种算法的不足。

7.3 更更更多多多可可可能能能

关于分波分析方法，尽管已经有很长历史了，但是它还是在不断的发展当

中。比如关于角分布理论，如何描述一个（宽）共振态等的动力学问题，采用

何种优化方法比较有效的问题，如何考虑实验分辨，还有如何定量的考量和比

较拟合的质量好坏等，这些问题被不断的提出来，不断的改进，但是，目前由

于各种限制，有些还没有考虑，有些有待改进。我们相信分波分析作为一种研

究强子谱的有利工具还有很大的发展空间，以后不断有新的进展。这里我们简

单讨论一点改进的方向和可能。

7.3.1 考考考虑虑虑探探探测测测器器器的的的分分分辨辨辨

一般来说，实验的探测器都有一定的分辨，原则上，实验分辨的效应在做
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分波分析时是应该考虑的，也就是说在构造目标函数，用恰当的方式把实验分

辨放进目标函数当中，比如式7.2中所示。但是，这样做是有难度的，因为首

先分辨函数的形式一般是未知的，甚至是没有解析表达式的，即使知道了分辨

函数的具体形式，而且形式足够简单（比如是个简单的高斯函数），这种情况

下对于多个运动学变量，而且样本很大的情况几乎是不可行的，根据数据分析

的一般情况来说，在只有较少的运动学变量，而且实验分辨是一个比较简单而

且有显式表达式的函数时，考虑分辨是可行的，就像粒子物理实验中拟合不变

质量谱时考虑实验分辨一样，所以比较可能是的在比较简单 Dalitz-Plot分析

当中先考虑探测器的分辨；其次，即使通过硬件研究或者基于大量数据对探测

器的深入理解，我们已知了分辨函数的具体形式，而且还不是过于复杂，根据

式7.2定义的目标函数做计算，这样仍然是有困难的，原因是考虑分辨等于多了

一重积分，计算量超出了现有的计算机的运算能力，而且使拟合过程复杂化同

样也只在样本比较小，而且运动学变量不多的情况下才具有可行性。

总的来说，考虑实验分辨在目前还是一个比较难以实现的目标。比较现实

的做法是假设实验分辨是缓变函数，或者假设分辨是 δ函数，积分积掉后变成

式7.3式。但是，我们必须清楚自己此时所作的假设，在假设不满足的时候，拟

合的结果可能会有比较大的偏差，比如得到的质量、宽度的结果，它们是含有

实验分辨的。

7.3.2 拟拟拟合合合优优优度度度检检检验验验

目前采用的比较多的是最大似然法拟合，那么只有目标函数相对性大小才

具有具体的意义，用它的绝对值是无法评价拟合的质量优劣的。那么如何来定

量的考量拟合的质量就需要单独的考虑，这就是拟合优度检验。拟合优度检验

对于结果具有非常重要的意义，其实它应该是结果的一部分，给出分析结果的

可靠程度的定量信息，如果分波分析中发现新的共振态，拟合优度检验应该也

能给出新粒子的统计显著性。

如果拟合方法就是 χ2 方法，则它的目标函数本身就是一个很好的拟合优

度的标志量，这个在统计上是有比较严格的理论基础的。尽管当前分波分析大

部分还是采用最大似然法来做为拟合方法，但是随着统计量的增大，对相空间

分BIN 逐渐成为可能，那么采用 χ2 方法进行拟合也是一种选择。至于如何构

造 χ2形式的目标函数，Ke4给出了一个经典的例子。
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即使目前的多数情况采用最大似然法拟合，我们也可以设法构造合适的量

来考量拟合优度，比如采用所谓皮尔逊检验的思路，构造等效的 χ2 量。一种

做法是：选择独立（或者近似独立的）运动学变量，对相空间的进行分BIN，

并且保证每个BIN 有足够的统计量，假设有N 个BIN，第i 个BIN 的事例数

为nmc,dti ，则定义 χ2为：

χ2(N −Np − 1) =
N∑
i

(ndti − nmci )2

ndti
(7.23)

其中的 Np 是拟合当中的自由参数的个数，然后可以计算出这个 χ2 的自由度，

根据这些就能对拟合优度作出判断。在事例数比较少的时候，可以考虑舍弃一

些不重要的运动学变量，或者把BIN 分得比较大，比如对于 J/ψ → 3π 过程，

可以直接在mbox Dalitz-Plot上直接分BIN，进行拟合优度检验。

7.3.3 宽宽宽共共共振振振的的的参参参数数数化化化和和和多多多个个个共共共振振振的的的干干干涉涉涉

这个问题在上一章中有比较多的讨论，宽共振一般需要特殊的参数化，多

个相距比较近的共振态干涉时，就需要引入 K-Matrix等方法，来保持理论的

么正性。

关于宽共振的参数化，目前的实验分析中已经有比较多的考虑了，但是关

于么正性的问题，只有在 Dalitz-Plot分析开始考虑，因为这样会对公式的形式

改变比较大，导致计算量增加。

7.3.4 引引引入入入新新新的的的优优优化化化算算算法法法

目前分波分析中采用的优化算法一般都是比较传统的算法，比如CERNlib中

的FUMILI 和MINUIT，其中的具体算法都是在20世纪70年代以前发展起来的，

经过反实践检验性能比较稳定，效果也比较好的成熟算法，软件包也经过长时

间的使用和测试，比较可靠。但是，根据前面的讨论，我们知道，这些软件包

主要都采用了解析方法，都依赖于函数的解析性质，即一阶导数和二阶导数的

性质，而为了节约CPU，它们都采用了线性化近似，所以，实际上是不够理想

的。

近年来，优化算法领域也有不少的新发展，出现了一些新的方法，一般叫

做现代优化算法，比如模拟退火算法，遗传算法还有神经网络算法，随机优化
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等。可以考虑引入这些算法到分波分析中来，改进算法的速度和全局最小的性

质，相信这会是分波分析的一个发展方向，甚至将来会出现专门针对分波分析

集成了某几种比较有效最小化算法的软件包。

7.4 小小小结结结和和和展展展望望望

本章介绍了拟合中一些问题：优化方法的选择，目标函数的构造，共振和

干涉的考虑，实验分辨的考虑，以及拟合优度的检验等问题，最后还简单的讨

论了引入现代的优化算法的可能。总的来说，分波分析关于角分布的描述是严

格的，此外的其它问题有很多是需要改进的，因为理论上的严谨是我们的目标

和理想。分波分析方法是一种非常有用的工具，尤其是在强子谱和新强子的研

究当中，尽管分波分析已经有了很多非常重要的分析结果，但是分波分析的整

个过程仍然有很大的改进空间，它还是一种正在发展的方法，而且它设计运动

学，动力学，数学方法和计算机技巧等多方面的知识，需要我们进一步的学习

和研究，不断的完善这个分析工具，并不断的给出漂亮的分析结果。



附附附录录录 A 自自自旋旋旋角角角动动动量量量本本本征征征态态态

A.1 单单单粒粒粒子子子角角角动动动量量量本本本征征征态态态

基本粒子的自旋的本质目前还不清楚，它也没有经典对应，对于自旋的

描述，主要是与轨道角动量类比而来。静止系中质量非零的单粒子态可以记

做|jm >，其中j是自旋m是自旋第三分量。态|jm >是正则基矢，用它们可以

把角动量算可以用标准的方式来表示。构造角动量算符的表示方法是我们非常

熟悉非相对论量子力学里标准方法。这里我们只是简单的列出一些性质供书中

使用。因为角动量算符是是转动算符的无穷小生成元，所以粒子的自旋也就刻

画了静止粒子如何在空间旋转时如何变换的(By definition, the spin of particle

characterizes how the particle at rest behaves under spatial rotation )。

记角动量的三个分量分别为：Jx，Jy和Jz(或J1，J2和J3)。它们是Hermitian算

符，满足下面的交换的关系：

[Ji, Jj] = iϵijkJk , (A.1)

经常用到角动量算符的如下形式和性质：

J2|jm >= j(j + 1)|jm >

Jz|jm >= m|jm > (A.2)

J±|jm >=
√

(j ∓ 1)(j ±m+ 1)|jm± 1 > ,

其中 |jm >是角动量算符 J2和 J3的共同本征态，它们满足如下的正交和归一

化性质，并形成完备集，

< j′m′|jm >= δj′jδm′m ,∑
jm

|jm >< jm| = I . (A.3)

下面讨论角动量本征态的旋转性质。这里必须提到的是角动量算符是在粒

子的静止系中定义的，角动量本征态的旋转性质也同样是在这个参考系中来讨
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论的。假设对角动量态施以旋转操作 R(α, β, γ)，其中的 α, β, γ 是欧拉角，旋

转操作构成 SU(2)群，它的表示是 D函数矩阵，

U [R(α, β, γ)]|jm >=
∑
m′

|jm′ > Dj
m′m(α, β, γ) , (A.4)

D函数按照下式定义，在附录B专门讨论 D函数和旋转。

Dj
m′m(R) = Dj

m′m(α, β, γ) =< jm′|U [R(α, β, γ)]|jm >

= e−im
′αdjm′m(β)e−imγ , (A.5)

A.2 角角角动动动量量量的的的耦耦耦合合合

在研究粒子衰变末态的角分布时，经常会用到两个或者多个角动量耦合的

概念，比如经常把两体衰变末态的自旋耦合起来，然后再和轨道角动量耦合起

来，根据初末态角动量守恒就会对耦合结果作出一些限定，得到一些系统的定

性结果。所以这里简单的介绍一下角动量耦合的过程，并同时给出耦合过程中

用到的CG 的一些应用和基本性质。

A.2.1 无无无耦耦耦合合合表表表象象象和和和耦耦耦合合合表表表象象象

考虑有两个角动量算符：Ĵ1 和Ĵ2，现在讨论它们耦合成Ĵ的过程。假设它

们的量子数分别为：j1、j2 和j，z- 分量为m1、m2 和m。

则根据矢量耦合的性质和量子力学的原理，角动量的耦合必须满足：

|j1 − j2| ≤ j ≤ |j1 + j2| (A.6a)

m1 +m2 = m (A.6b)

我们取Ĵ1和Ĵ2本征态矢分别为：|j1m1 > 和|j2m2 >，根据A.2，我们有：

J2
1 |j1m1 >= j1(j1 + 1)|j1m1 >, (A.7a)

J1z|j1m1 >= m1|j1m1 >, (A.7b)

J2
2 |j2m2 >= j2(j2 + 1)|j2m2 >, (A.7c)

J2z|j2m2 >= m2|j2m2 > . (A.7d)
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由两个本征态矢的直积 |j1m1 > |j2m2 >= |j1m1; j2,m2 > 为基矢构成的表

象，成为无耦合表象。能在够这么做的原因是：Ĵ2
1 , Ĵ

2
2 , Ĵ1z 和 Ĵ2z 是两两对易

的，才能构成完备基矢。而同样我们可以证明Ĵ2, Ĵz, Ĵ1和Ĵ2也是两两对易，它

们的本征态矢 |j1j2; jm >也可以构成一个完备基，这样的表象，我们称之为耦

合表象。

A.2.2 用用用无无无耦耦耦合合合表表表象象象展展展开开开耦耦耦合合合表表表象象象：：：C-G系系系数数数

下面，我们来用无耦合表象基矢 |j1m1; j2,m2 > 展开耦合表象的基

矢 |j1j2; jm >，来找出两个表象的联系。

由于|j1m1 >和|j2m2 >的完备性A.3，所以：∑
m1m2

|j1m1; j2m2 >< j1m1; j2m2| = 1 , (A.8)

因而，可以将 |j1j2; jm >展开成：

|j1j2; jm >=
∑
m1m2

|j1m1; j2m2 >< j1m1; j2m2|j1j2; jm >, (A.9)

式中，展开系数 < j1m1; j2m2|j1j2; jm > 称之为矢量耦合系数(一般写成 <

j1m1; j2m2|jm >，也被叫做Clebsch-Gordon系数或者C-G系数)。如果系数已

知，那么就可以方便的用无耦合表象的基矢来展开耦合表象的基矢。

A.2.3 C-G系系系数数数的的的一一一些些些性性性质质质

C-G系数在粒子物理中广泛使用，关于它的计算比较复杂，我们这里不会

涉及，实际上，通过查表和采用程序计算等方法，可以非常方便的得到想要

的C-G系数。但是，C-G系数有一些非常重要的性质我们需要知道，我们这里

只是简单介绍一下。

• 三角性质：

|j1 − j2| ≤ j ≤ |j1 + j2| (A.10)

• 非零的条件：

m = m1 +m2 , (A.11)

这个条件涉及到选择规则。
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• 正交关系：∑
m2

< j1,m−m2, j2,m2|j
′
m >< j1,m−m2, j2,m2|jm >= δjj′ (A.12)

A.2.4 一一一点点点应应应用用用和和和讨讨讨论论论

角动量的耦合在分波分析中非常有用，因为即使当我们碰到最简单的两体

衰变时，也会面临S − S耦合和L− S耦合的问题，通过耦合过程我们会明确地

得到独立分波振幅的数目。

举例说明，比如两体衰变过程J → s+ σ 并且宇称满足ηJηsησ = ±1。具体

来说比如J/ψ → ϕf0，因为J = s = 1，而σ = 0，所以S − S耦合的结果只有一

种就是1，根据角动量守恒和宇称必然有L = 0, 2。所以很容易的判断出分拨振

幅MLS 只有M01和M21两个。

又比如J/ψ → ϕf2, J = s = 1，而σ = 2 所以S − S耦合的结果有1，2，

3三种情况，而根据角动量守恒和宇称必然有L = 0, 2, 4，所以总的分波振幅通

过L− S耦合可以得到有五个：M01、M21、M22、M23和M43。
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在角分布理论当中，转动矩阵（D函数）具有重要地位，它是转动算符的

表示，是我们在转动操作中直接面对的对象，同时也是角分布函数的的基本

单元，也就是说，角分布是用D函数计算出来的，表达出来的，那么我们熟

悉D函数的性质，熟悉它的形状对于了解角分布非常有用，所以，我们这里给

出了D函数比较仔细的介绍，并且给出一些D函数的函数图像，这些函数图像

是对相关指标求和后的结果，所以可以直接和实验数据分布进行对比。

B.1 转转转动动动矩矩矩阵阵阵

转动算符的矩阵表示又叫转动矩阵。由于转动算符构成群，所以转动矩阵

也就是旋转群的表示矩阵。我们可以计算转动算符 R 相对球谐函数的矩阵元，

从而写出转动矩阵。

由于

[J2, Jα] = 0 , α = x, y, z ,

因而

[J2, Rn̂(α)] = 0 ,

J2Rn̂(α)|jm >= Rn̂(α)J2|jm > = j(j + 1)Rn̂(α)|jm > ,

它说明Rn̂(α)|jm >也是J2的本征值为j(j+1)的本征态。也就是说Rn̂(α)对 |jm >

的作用不改变其中的量子数 j，但是 Jz不一定与Rn̂(α)对易，因为Rn̂(α)|jm >

不一定是 Jz 的本征态，但是它可以展开成不同 n的 |jn >的线性叠加，即

J2Rn̂(α)|jm > =

j∑
n=−j

Dj
n,m(α)|jn >

因而

< jm
′|Rn̂(α)|jm > =

j∑
n=−j

Dj
n,m(α)δm′

n = Dj

m
′
,m

(α)

或

< jn|Rn̂(α)|jm > = Dj
n,m(α) . (B.1)
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两个转动算符的乘积给出第三个转动算符，

Rn̂(γ) = Rn̂(α)Rn̂(β) ,

取矩阵元，有

< jn|Rn̂(γ)|jm >=

j∑
m

′
=−j

< jn|Rn̂(α)|jm′
>< jm

′|Rn̂(β)|jn > ,

即

Dj
n,m(γ) =

j∑
m′=−j

Dj

n,m′ (α)Dj

m′ ,m
(β) . (B.2)

对于每一个转动α，都有一个矩阵Dj(α)与之对应，这些矩阵应该是 (2j+1)维

的。

对于三维空间中的有限转动，可以用三欧拉角 α, β, γ 来描述，如图所

示，对应于空间的任意转动都可以表示为先绕 z-轴转动 α角，在绕新的 y
′
-轴

转动 β角，再绕新 z
′
-轴转动 γ角，对应于这些转动的算符是

R(α, β, γ) = e−
i
~ γJz

′ e
− i

~ βJy
′ e−

i
~ αJz (B.3)

其中， Jy′ 和 Jz′ 是角动量 J 沿y
′
-轴和z

′
-轴的投影。但是我们希望的是直接用

空间固定坐标系的x, y, z-轴方向的角动量Jx, Jy, Jz来表示这些转动算符，为

此要通过一个么正变换来求 Jy′ 和 Jz′ 。由于 Jy′ 和 Jz′ 相差一个变换 e−
i
~ αJz ，

因而

Jy′ = e−
i
~ αJzJye

i
~ αJz

e
− i

~ βJy
′ = e−

i
~ αJze−

i
~ βJye

i
~ αJz

同理，也有

e−
i
~ γJz

′ = e
− i

~ βJy
′ e−

i
~ γJze

i
~ βJy

′

把这两式代入B.3得，

R(α, β, γ) = e
− i

~ βJy
′ e−

i
~ γJze

i
~ βJy

′ e
− i

~ βJy
′ e−

i
~ αJz

= e−
i
~ αJze−

i
~ βJye+ i

~ αJze−
i
~ γJze−

i
~ αJz

= e−
i
~ αJze−

i
~ βJye−

i
~ γJz (B.4)
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最后一步是因为 e−
i
~ γJz 和 e−

i
~ αJz 是对易的。根据B.2

Dj
n,m(α, β, γ) = < jn|e−

i
~ αJze−

i
~ βJye−

i
~ γJz |jm >

= e−inα < jn|e−
i
~ βJy |jm > e−imγ

= e−inαdjn,m(β)e−imα (B.5)

其中

djn,m(β) = < jn|e−
i
~ βJy |jm > (B.6)

这将会是我们最常用到的D函数的形式。关于它们的具体形式如何得到，这里

不再赘述，下面来讨论D函数和d函数的一些性质。

B.2 d函函函数数数和和和D函函函数数数的的的性性性质质质

B.2.1 d函函函数数数的的的性性性质质质

• 根据B.6得

djn,m(0) = δnm , (B.7)

这体现了当β = 0时是恒等变换的事实。

• 由于Jy是虚数矩阵，则iJy是实矩阵，得：

d∗(β) = d(β) , d−1(β) = d+(β) = d̃∗(β) = d̃(β) , (B.8)

所以

djn,m(−β) = djm,n(β) . (B.9)

•

djn,m(−β) = (−1)n−mdjn,m(β) . (B.10)

•

djn,m(β) = djm,n(−β) = (−1)n−mdjm,n(β) . (B.11)
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•

dj−n,−m(β) = djm,n(β) . (B.12)

•

dj−n,−m(β) = (−1)n−mdjn,m(β) . (B.13)

•

djn,m(π) = (−1)j+mδn−m . (B.14)

•

djn,m(−π) = (−1)j−mδn−m . (B.15)

•

djn,m(π + β) =
∑
m

′

dj
n,m′ (β)dj

m′ ,m
(π)

=
∑
m

′

dj
n,m

′ (β)(−1)j+mδm′−m

= (−1)j−mdjn,−m(β) . (B.16)

•

djn,m(π − β) = (−1)j+mdjn,−m(β) . (B.17)

B.2.2 D函函函数数数的的的性性性质质质

B.2.2.1 正正正交交交性性性

因为R+(α)R(α) = R(α)R+(α) = 1，所以：

< jn|R+(α)R(α)|jm > = =< jn|jm >= δnm

=
∑
m

′

< jn|R+(α)|jm′
>< jm

′ |R(α)|jm >

=
∑
m

′

Dj∗
nm

′ (α)Dj

m
′
m

(α)
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因此有 ∑
m

Dj
nm(R)Dj∗

n′m(R) = δnn′ , (B.18)

∑
m

Dj
mn(R)Dj∗

mn′(R) = δnn′ . (B.19)

B.2.2.2 逆逆逆阵阵阵

因为R+(α) = R−1(α) = R(−α)，可得[Dj(α)]+ = Dj(−α)，因此

Dj∗
mn(α, β, γ) = Dj

nm(−α,−β,−γ) , (B.20)

再根据B.12，有

Dj∗
mn(α, β, γ) = (−1)m−nDj

−m−n(α, β, γ) . (B.21)

B.2.2.3 D函函函数数数和和和球球球谐谐谐函函函数数数

Dl∗
m0(ϕ, θ, 0) =

√
4π

2l + 1
Y l
m(θ, ϕ)

或者

Dl
m0(ϕ, θ, 0) =

√
4π

2l + 1
Y l∗
m (θ, ϕ) (B.22)

证明如下：

用旋转算符把态矢从z-轴方向转到(θ, ϕ)方向，即

R(ϕ, θ, 0)|θ = 0, ϕ = 0 >= |θϕ > ,

上式乘以< lm|并在右端插入封闭性关系
∑

|ln >< ln|，得

< jm|θϕ >=
∑
n

< jm|R(ϕ, θ, 0)|ln >< ln||θ = 0, ϕ = 0 > ,

即

Y l∗
m (θ, ϕ) =

∑
n

Dl
mn(ϕ, θ, 0)Y l∗

n (θ = 0, ϕ = 0) ,
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而，我们知道Y l∗
n (θ = 0, ϕ = 0) =

√
2l+1
4π
δn0，因此：

Y l∗
m (θ, ϕ) =

√
2l + 1

4π
Dl
m0(ϕ, θ, 0) .

另外，球谐函数有一个非常有趣的性质，反应了系统的球对称性，

4π

2l + 1

∑
m

Y l∗
m (θ, ϕ)Y l∗

m (θ, ϕ) = 1 .

B.2.2.4 D函函函数数数积积积分分分公公公式式式

∫
dRDj∗

nm(R)Dj′

n′m′(R) =
8π2

2j + 1
δjj′δnn

′δmm′ , dR = dαd cos βdγ (B.23)

B.2.2.5 D函函函数数数耦耦耦合合合公公公式式式

Dj
m′m(R1R2) =

∑
k

Dj
m′k(R1)D

j
km(R2) (B.24)

Dj1
µ1m1

Dj2
µ2m2

=
∑

j3µ3m3

(j1µ1j2µ2|j3m3)(j1m1j2m2|j3m3)D
j3
µ3m3

(B.25)

Dj1
µ1m1

Dj3∗
µ3m3

=
∑

j2µ2m2

(
2j2 + 1

2j3 + 1

)
(j1µ1j2µ2|j3m3)(j1m1j2m2|j3m3)D

j2∗
µ2m2

(B.26)

B.3 常常常用用用d函函函数数数

d1(θ) =


1+cos θ

2
sin θ√

2
1−cos θ

2

− sin θ√
2

cos θ sin θ√
2

1−cos θ
2

− sin θ√
2

1+cos θ
2


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d2(θ) =



(1+cos θ)2

4
(1+cos θ) sin θ

2

√
6

4
sin2 θ (1−cos θ) sin θ

2
(1−cos θ)2

4

− (1+cos θ) sin θ
2

(1+cos θ)(2 cos θ−1)
2

√
3
2
cos θ sin θ (1−cos θ)(1+2 cos θ)

2
(1−cos θ) sin θ

2
√

6
4

sin2 θ −
√

3
2
cos θ sin θ 3 cos2 θ

2
− 1

2

√
3
2
cos θ sin θ

√
6

4
sin2 θ

− (1−cos θ) sin θ
2

(1−cos θ)(2 cos θ+1)
2

−
√

3
2
cos θ sin θ (1+cos θ)(2 cos θ−1)

2
(1+cos θ) sin θ

2

(1−cos θ)2

4
− ((1−cos θ) sin θ)

2

√
6

4
sin2 θ − (1+cos θ) sin θ

2
(1+cos θ)2

4



B.4 常常常见见见角角角分分分布布布

这里我们给出常用自旋的d−函数全部角分布，这里对对称的自旋分量进
行了求和，这里的

[dJmn]
2 =

∑{
[dJmn(θ)]

2 + [dJnm(θ)]2
}

(B.27)

其中的求和表示对(m,n)对所有确定的 (m,n) ，对所有组合求和，比如

对(1,−1)，(−1, 1)，

(1, 1) 和(−1,−1) 或者对(1, 0)和(−1, 0) 求和。这种情况正符合求角分布时对末

态求和并对初态求平均的一般做法。下面举例说明：

• 比如[d1
11]

2就是ψ → γP, V P (1−0−) , 3−0− , 5−0−, ...的末态角分布的情形,

这时只有一个分波，初态ψ的磁量子数只能为±1，而末态的helicity的零

分量被禁戒掉。所以末态分布是 (1 + cos2 θ)的形式。ψ → e+e−, µ+µ− 等

轻子也是这种情况，因为QED的耦合方式也禁戒了helicity的零分量。

• [d1
10]

2 或者[d1
01]

2 就是V → PP 的情形，也只有一个分波，初态ψ的磁量

子数只能为±1，末态粒子没有自旋，所以helicity也为零。所以末态分布

是 sin2 θ的形式。

• [dJ10]
2 或者[dJ01]

2，J = 1, 3, 5, ...，是ψ → JP，J = ρ , ω , ϕ等粒子及其

激发态，再衰变到PP模式事的角分布，因为只有一个分波，因此是简单

的一个角分布，其形状见图B.1，B.3和B.5。

• 其他如果衰变末态虽然不止一个heliciy分量，但是如果是某一个helicity分

量为主，比如ψ → γf2(1270) → γπ+π−，我们从数据中知道这一含
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有f2(1270)的过程D2
00(θ)占很大比分，所以它的末态角分布具有图B.2中

的[d2
00]

2所示呈W形状分布。



附录 B 转动矩阵，常用D函数及其性质 149

(d1 10)
2 (d1 11)

2

(d1 00)
2 (d1 01)

2

图 B.1: 自旋－1粒子的d函数图，其中[d1
mn(θ)]

2表示对绝对值为(±m,±n)的情

形全部求和并平均。
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(d2 20)
2 (d2 21)

2 (d2 22)
2

(d2 10)
2 (d2 11)

2 (d2 12)
2

(d2 00)
2 (d2 01)

2 (d2 02)
2

图 B.2: 自旋－2粒子的d函数图，其中[d2
mn(θ)]

2表示对绝对值为(±m,±n)的情

形全部求和并平均。
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(d3 30)
2 (d3 31)

2 (d3 32)
2 (d3 33)

2

(d3 20)
2 (d3 21)

2 (d3 22)
2 (d3 23)

2

(d3 10)
2 (d3 11)

2 (d3 12)
2 (d3 13)

2

(d3 00)
2 (d3 01)

2 (d3 02)
2 (d3 03)

2

图 B.3: 自旋－3粒子的d函数图，其中[d3
mn(θ)]

2表示对绝对值为(±m,±n)的情

形全部求和并平均。
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(d4 40)
2 (d4 41)

2 (d4 42)
2 (d4 43)

2 (d4 44)
2

(d4 30)
2 (d4 31)

2 (d4 32)
2 (d4 33)

2 (d4 34)
2

(d4 20)
2 (d4 21)

2 (d4 22)
2 (d4 23)

2 (d4 24)
2

(d4 10)
2 (d4 11)

2 (d4 12)
2 (d4 13)

2 (d4 14)
2

(d4 00)
2 (d4 01)

2 (d4 02)
2 (d4 03)

2 (d4 04)
2

图 B.4: 自旋－4粒子的d函数图，其中[d4
mn(θ)]

2表示对绝对值为(±m,±n)的情

形全部求和并平均。
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(d5 50)
2 (d5 51)

2 (d5 52)
2 (d5 53)

2 (d5 54)
2 (d5 55)

2

(d5 40)
2 (d5 41)

2 (d5 42)
2 (d5 43)

2 (d5 44)
2 (d5 45)

2

(d5 30)
2 (d5 31)

2 (d5 32)
2 (d5 33)

2 (d5 34)
2 (d5 35)

2

(d5 20)
2 (d5 21)

2 (d5 22)
2 (d5 23)

2 (d5 24)
2 (d5 25)

2

(d5 10)
2 (d5 11)

2 (d5 12)
2 (d5 13)

2 (d5 14)
2 (d5 15)

2

(d5 00)
2 (d5 01)

2 (d5 02)
2 (d5 03)

2 (d5 04)
2 (d5 05)

2

图 B.5: 自旋－5粒子的d函数图，其中[d5
mn(θ)]

2表示对绝对值为(±m,±n)的情

形全部求和并平均。
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(d6 60)
2 (d6 61)

2 (d6 62)
2 (d6 63)

2 (d6 64)
2 (d6 65)

2 (d6 66)
2

(d6 50)
2 (d6 51)

2 (d6 52)
2 (d6 53)

2 (d6 54)
2 (d6 55)

2 (d6 56)
2

(d6 40)
2 (d6 41)

2 (d6 42)
2 (d6 43)

2 (d6 44)
2 (d6 45)

2 (d6 46)
2

(d6 30)
2 (d6 31)

2 (d6 32)
2 (d6 33)

2 (d6 34)
2 (d6 35)

2 (d6 36)
2

(d6 20)
2 (d6 21)

2 (d6 22)
2 (d6 23)

2 (d6 24)
2 (d6 25)

2 (d6 26)
2

(d6 10)
2 (d6 11)

2 (d6 12)
2 (d6 13)

2 (d6 14)
2 (d6 15)

2 (d6 16)
2

(d6 00)
2 (d6 01)

2 (d6 02)
2 (d6 03)

2 (d6 04)
2 (d6 05)

2 (d6 06)
2

图 B.6: 自旋－6粒子的d函数图，其中[d6
mn(θ)]

2表示对绝对值为(±m,±n)的情

形全部求和并平均。



附附附录录录 C 部部部分分分Helicity耦耦耦合合合振振振幅幅幅的的的约约约化化化结结结果果果

这里的结果是采用Chung的公式 [9]，并且通过编程计算，得到的关

于Heliciy振幅的约化的结果，包括了粒子的两体衰变的从自旋 0 到自旋 3

的所有宇称组合情形的结果。结果是程序直接输出的LATEX结果，只有稍许调

整，所以有点机械化。

C.1 母母母粒粒粒子子子自自自旋旋旋为为为零零零的的的情情情形形形

C.1.0.5.1 0− → 0− + 0+

F 0
0,0 = +g00

√
1

1
r0 (C.1a)

C.1.0.5.2 0− → 0− + 1−

F 0
0,0 = −g11

√
1

1
r1γσ (C.2a)

C.1.0.5.3 0− → 0− + 2+

F 0
0,0 = +g22

√
1

1
r2(

2

3
γ2
σ +

1

3
) (C.3a)

C.1.0.5.4 0− → 1− + 0−

F 0
0,0 = −g11

√
1

1
r1γs (C.4a)

C.1.0.5.5 0− → 1− + 1−

F 0
1,1 = −g11

√
1

2
r1 (C.5a)
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C.1.0.5.6 0− → 1− + 1+

F 0
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√
1

3
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√
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r2 (C.6a)

F 0
0,0 = −g00

√
1

3
r0γsγσ + g22

√
2
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r2γsγσ (C.6b)
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F 0
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√
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10
r1γσ − g33

√
1

5
r3γσ (C.7a)

F 0
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r1γs(
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1

3
) − g33
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5
r3γs(
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3
γ2
σ +

1

3
) (C.7b)

C.1.0.5.8 0− → 1− + 2+

F 0
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√
1

2
r2γσ (C.8a)

C.1.0.5.9 0− → 2− + 0+

F 0
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√
1
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r2(
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3
γ2
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1

3
)

(C.9a)
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√
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√
1

5
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C.1.0.5.11 0− → 2− + 1+

F 0
1,1 = +g22

√
1

2
r2γs (C.11a)
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C.1.0.5.12 0− → 2− + 2−

F 0
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√
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5
r1 − g33

√
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r3 (C.12a)
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√
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√
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C.1.0.5.13 0− → 2− + 2+
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√
1
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√
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√
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√
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3
) (C.13c)

C.2 母母母粒粒粒子子子自自自旋旋旋为为为 1的的的情情情形形形

C.2.0.5.14 1− → 0− + 0−
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C.2.0.5.17 1− → 0− + 2−
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0,1 = −g12

√
3

10
r1γσ − g32

√
1

5
r3γσ (C.17a)

F 1
0,0 = −g12

√
2

5
r1(

2

3
γ2
σ +

1

3
) + g32

√
3

5
r3(

2

3
γ2
σ +

1

3
) (C.17b)

C.2.0.5.18 1− → 0− + 2+
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C.2.0.5.22 1− → 1− + 1+
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附附附录录录 D 一一一些些些有有有用用用公公公式式式的的的汇汇汇集集集

D.1 一一一些些些有有有用用用的的的张张张量量量运运运算算算公公公式式式

D.1.1 四四四阶阶阶张张张量量量

希腊字母µ，ν，δ，...取值0，1，2，3，4。

gµν = gµν =


1

−1

−1

−1

 (D.1)

gµνg
µν = 4 (D.2)

pµ = (p0, p1, p2, p3) (D.3)

pµ = gµνpν = (p0,−p1,−p2,−p3) (D.4)

pµ1gµνp
ν
2 = p0

1p
0
2 − p⃗1 · p⃗2 (D.5)

ϵµνδσp
µpν = 0 (D.6)

ϵµνδσg
µν = 0 (D.7)

eµ 是一个赝矢：

eµ = ϵµνδσp
ν
1p

δ
1p
σ
1 (D.8)
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D.1.2 三三三阶阶阶张张张量量量

英文字母i，j，k，...等取值1，2，3。

ϵijkp
i
1p
j
2p
k
3 = (p⃗1 × p⃗2) · p⃗3 = (p⃗3 × p⃗1) · p⃗2 = (p⃗2 × p⃗3) · p⃗1 (D.9)

(p⃗1 × p⃗2)i = ϵijkp
j
1p
k
2 (D.10)

δijδ
ij = 3 (D.11)

D.2 Lorentz不不不变变变量量量的的的构构构造造造

如果我们从一系列四矢量(p1, p2, ...)出发，设想能构造出的全部的 Lorentz不

变量, 这个概念在构造不变振幅时非常有用。一般有三种形式的不变量，我们

列举如下：

• 根据定义，标量积是一个不变量。

pi · pj = EiEj − p⃗i · p⃗j , (D.12)

例如，经常用到的两个粒子的不变质量的平方：

s12 = (p1 + p2)
2

= m2
1 +m2

2 + 2p2 · p2 , (D.13)

或者动量转移的平方：

t12 = (p1 − p2)
2

= m2
1 +m2

2 − 2p2 · p2 , (D.14)

如果两个粒子的质量 m1 和m2不变，则 s12 ，t12 和 p1 · p2 也是不变量，

它们将会同时达到极值。
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• 类时矢量的能量分量的符号也是不变的，因为我们只会做正的（orthnchronous）

Lorentz 变换。

• 如果有四个四矢量，则

ϵ ≡ ϵ(pi, pj, pk, pl)

= ϵαβδσp
α
i p

β
j p

δ
kp
β
l , (D.15)

是一个不变量。ϵαβδσ 是四阶完全反对称张量，这个不变量其实是以四个

四动量为列或者为行的一个矩阵的行列式。关于其不变性的证明这里略

去。
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