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内  容  简  介 
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前 言

自然科学和社会科学的许多领域, 诸如粒子物理和核物理、粒子和核天体物

理、宇宙学和宇宙线物理、核工程和核医学、遗传学、人口统计、经济学、交通运

输等等, 存在大量随机现象; 即使是对确定性现象的研究, 由于测量工具和仪器的

测量误差通常具有随机性质, 所获得的数据也带有随机性. 因此, 实验或测量数据

的分析几乎必定需要随机性数学及相关的数学分支的知识.

本书介绍实验或测量数据分析中所涉及的概率和数理统计及相关的数学知识,

内容包括概率论、经典数理统计、贝叶斯统计、蒙特卡罗方法、极小化方法和去弥

散方法六个部分. 其中第 1∼5 章和第 6∼12 章分别阐述概率论和经典数理统计的

基本内容, 第 13 章则专门介绍在现代统计学中具有重要影响的贝叶斯学派的观点

与理论, 第 14 章讨论应用日益广泛的蒙特卡罗方法的基本概念, 第 15 章介绍的极

小化 (或最优化)方法是求解许多数理统计问题的重要工具 (例如,极大似然法、最

小二乘法等), 最后第 16 章介绍去弥散方法, 处理从观测数据和测量仪器的分辨函

数反演出原分布的问题 (第 12∼16 章见本书下册).

一般的数学书籍侧重于数学上的严密和确切,但对于以数学为工具的研究人员

而言,更为迫切的是了解相关数学的基本内容和方法,并正确地运用它们．因此,本

书力求数学与物理问题相结合,避免过于抽象和过于数学化的讨论．重点是介绍基

本概念、基本原理和方法, 阐明方法的应用及适用条件, 而不是对定理作严格的证

明和推导; 有些定理或结论只是直接引用, 但与数据处理直接相关的内容则予以充

实．本书中相当数量的例子取自普通物理、核物理、粒子物理和工程技术问题的数

据分析问题的实际需要, 以期达到加深理解基本原理和正确运用它们的目的. 本书

还力求反映国际上近期发展起来的处理数据分析中一些困难问题的新的概念和方

法, 这方面的例子有第 11 章介绍的 “小信号测量的区间估计”、12.5 节讨论的 “信

号的统计显著性”、8.8 节和 9.10 节讨论的 “多个实验结果的合并” 等内容. 书末附

有详尽的数理统计表, 可供本书涉及的许多数据分析问题之需要, 而无需查阅专门

的数理统计表书籍．

作者根据近年来在科研实践 (北京正负电子对撞机、北京谱仪的粒子物理实验

研究)和教学实践 (中国科学院研究生院讲授 “实验物理中的概率和统计”课程)中

的体会, 认为有必要对科学出版社 2006 年出版的拙作《实验物理中的概率和统计

(第二版)》的内容作必要的修改和扩充. 增加的两章是近几十年来影响日益重要的

贝叶斯统计,以及在粒子物理和核物理、粒子和核天体物理、宇宙线物理和宇宙学、
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光学和医学成像重建等领域得到广泛应用的去弥散方法. 在原有的章节中则增补

了原书没有讨论但具有相当重要性的一些内容和概念, 如贝塔分布、对数正态分布

和朗道分布, 费希尔信息, 区间估计的大样本法, 有约束的极大似然估计, 斯米尔诺

夫-克拉美-冯�迈希斯检验, 多维随机变量分量的独立性检验, 相关性检验等. 此

外, 还补充了与新增内容相对应的数理统计表, 增加了一些从实践中提炼出来的有

典型意义的实例.

本书介绍了六部分共 16 章比较广泛的数学内容, 掌握这些知识能够大体应对

数据分析对于随机性数学知识的基本需求, 至少可以提供进一步学习的基础. 事实

上, 其中的每一部分都是一个重要的数学分支, 可以并且应当按照需要进行更为深

入的学习. 对出于实用目的阅读本书的读者而言, 可以有选择地阅读部分章节. 书

中第 1∼5 章、第 6∼10 章和第 12 章阐述概率论和经典数理统计的基本内容, 是利

用随机性数学处理实际问题的基础; 第 11章和第 13∼16章则可以根据需要加以选

择.

本书的出版得到中国科学院科学出版基金的资助. 作者感谢中国工程院院士、

中国高等科学技术中心学术主任叶铭汉研究员, 中国科学院研究生院郑阳恒教授,

中国科学院院士、中国科学院理论物理研究所张肇西研究员对于本书的热情鼓励

和积极推介, 以及科学出版社钱俊等同志的大力支持和辛勤、细致的工作.

限于本人水平, 疏漏及不妥之处在所难免, 诚恳欢迎专家和读者批评指正．

朱永生

2011 年 9 月于北京
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第1章 概率论初步

1.1 随机试验, 随机事件, 样本空间

自然界存在着在一定条件下必然发生的现象. 例如, 两个点电荷之间必定有相

互作用力; 高处的重物必定落向地面; 水在一个大气压、100◦C条件下必然沸腾,等

等．这些现象称为必然现象, 它们的过程和后果是完全确定的, 可以唯一地用一定

的物理规律给以精确的描述．如点电荷之间的作用力服从库仑定律,真空中物体的

下落过程服从自由落体规律．

但自然界还存在另一类性质不同的现象, 即使在 “完全相同” 的条件下对同一

事物做多次测量或试验, 我们发现, 试验的结果并不一样, 一次单独的试验结果是

不确定的, 因此无法用任何数学公式计算出来．尽管每次试验的结果看来似乎杂乱

无章, 但如做大量重复试验, 其结果却呈现出某种规律性．我们来举例说明．

投掷一枚均匀硬币, 其结果或者是正面朝上, 或者是反面朝上．我们无法预言

任何一次投掷中硬币的哪一面朝上, 但当投掷次数很多时, 则正面朝上的次数约占

1/2．

掷一个骰子, 骰子的六个面分别刻有 1, 2, 3, 4, 5, 6 等数字．每扔一次得到的

点数是 1∼6中的哪一个数无法确定,但在大量投掷中,每一个点数的出现次数占总

投掷数的 1/6 左右．

上述两例的共同特征是：个别试验中的结果是不确定的, 但大量重复试验的结

果会出现某种规律性．这类现象称为随机现象, 这种规律性称为统计规律性．揭示

随机现象的统计规律性的数学工具是概率论和数理统计．

扔骰子、扔硬币的试验有以下特性：试验可以在 “相同条件” 下重复进行; 试

验的结果不止一个, 但所有结果都已明确地知道; 每次试验结果究竟是其中的哪一

种则无法确定. 具有这些性质的试验称为随机试验, 简称试验．将某种随机试验 E

重复进行 n 次, 若各次试验的结果互不影响, 则称 n 次试验是互相独立的. 随机试

验中可能出现的各种结果称为随机事件,简称事件．随机试验中每一种可能出现的

结果是最简单、最基本的事件, 称为基本事件．如扔骰子试验中, 每扔一次即是一

次随机试验; “出现 1 点”、“出现 2 点”· · · · · · “出现 6 点” 是 6 个基本事件; “出现

大于 4 的点”、“出现偶数点” 是事件, 但不是基本事件．试验中必定发生的事件叫

必然事件, 不会发生的事件叫不可能事件．如 “点数大于 0” 是必然事件, “点数大
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于 6” 是不可能事件．

随机试验 E 的所有基本事件组成的集合称为 E 的样本空间, 记为 S．S 的元

素是试验 E 的所有基本事件, 元素也称样本点．例如, 扔硬币和扔骰子试验的样本

空间可记为 S硬币：{正面, 反面}, S骰子：{1, 2, 3, 4, 5, 6}．引入样本空间的概念后,

可以看到事件是样本空间的一个子空间或子集．如 “点数大于 4”是子集{5, 6}, “偶

数点” 是子集{2, 4, 6}．必然事件就是样本空间 S 的全域; 不可能事件是空集, 用

∅ 表示．

现在我们来规定事件之间的关系及运算．设随机试验 E 的样本空间为 S, 事

件 A, B, Ak(k =1, 2, · · · ) 为 E 的事件, 我们用下述符号表示它们之间不同的关系.

A ⊂ B(或 B ⊃ A) 称为事件 B 包含事件 A, 表示事件 A 的发生必然导致事件

B 的发生．这可用图 1.1加以说明,图中长方形表示样本空间 S,圆 A和圆 B 表示

事件 A 和 B 的子集, 子集 A 含于子集 B 内．

A = B 称为事件 A 与事件 B 相等, 表示事件 A 包含事件 B 且事件 B 包含

A, 即 B ⊃ A 且 A ⊃ B．

图 1.1 A ⊂ B 图 1.2 A ∪B

A ∪ B 称为事件 A 与事件 B 之和, 表示事件 A 或事件 B 至少有一个发

图 1.3 A ∩B

生．图 1.2中斜线部分表示 A∪B．类似地, A1∪A2∪ · · ·∪
An ∪ · · · ≡

∞⋃

k=1

Ak 称为 A1, A2, · · · 之和,表示这些事件中

至少有一个发生．

A ∩B 或 AB 称为事件 A 与事件 B 之积, 表示事件

A 和事件 B 同时发生．图 1.3 中斜线部分表示 AB．

类似地, A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An ∩ · · · ≡
∞⋂

k=1

Ak 为事件

A1, A2, · · · 之积, 表示这些事件同时发生．

A−B 称为事件 A 与事件 B 之差, 表示事件 A 发生而事件 B 不发生．

A−B 如图 1.4 中斜线部分所示．

AB = ∅ 称为事件 A 与事件 B 互不相容, 表示事件 A 与事件 B 不可能同
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时发生．图 1.5 是互不相容的两个事件 A 和 B 的图示．基本事件之间是互不相

容的．

图 1.4 A−B

A = B̄ 或 B = Ā 称事件 A 与事件 B 互逆, 或 A, B 互为对立事件, 表示事件

A 和 B 中必有且仅有一个发生, 也即 A∪B = S, AB = ∅. 图 1.6 中斜线部分为事

件 B 的对立事件 A = B̄. 由此规定可知, 互逆事件一定互不相容.

图 1.5 AB = ∅ 图 1.6 A = B̄

样本空间的划分是十分有用的一个概念．设 S 为随机试验 E 的样本空间, E

的一组事件 B1, B2, · · · , Bn 两两互不相容, 且 B1, B2, · · · , Bn 之和等于样本空间

的全域, 即满足 



BiBj = ∅, i 6= j, i, j = 1, 2, · · · , n,

B1 ∪B2 ∪ · · · ∪Bn = S,
(1.1.1)

则称 B1, B2, · · · , Bn 为样本空间 S 的一个划分．图 1.7 是样本空间 S 的一个划分

的图示．显然样本空间的所有元素构成它的一个划分; 对

立事件也是样本空间的一个划分．

以扔骰子为例, 骰子面朝上的点数作为随机试验, 其

样本空间是 S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}． 设一组事件 B1 =

{1, 2}, B2 = {3, 4}, B3 = {5, }, 则 B1, B2, B3 构成 S 的

一个划分．事件组 C1 = {1, 2}, C2 = {2, 3}, C3 = {4, 5}
不是 S 的划分, 它不满足式 (1.1.1) 的要求．

图 1.7 样本空间的划分
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1.2 概 率

所谓随机事件的概率,指的是随机试验中该随机事件发生的可能性大小的数值

表示．历史上出现过几种不同的概率模型．

(1) 统计 (频率) 概型

重复进行一种随机试验, 共作了 N 次, 其中事件 A 出现 n 次 (称为事件 A 的

频数), 比值 n/N 称为事件 A 在 N 次试验中出现的频率．随着试验次数 N 的增

加, 频率 n/N 的值将逐渐稳定于某个常数．事件 A 的概率定义为试验次数 N 趋

向无穷大的极限情形下的频率：

P (A) = lim
N→∞

n

N
. (1.2.1)

这样定义的概率称为统计概率或频率概率．由以上定义可见,事件的概率是随机试

验中该事件发生的可能性大小的数量表述．

概率的上述定义相当直观, 但数学上不够严格, 而且无穷多次试验事实上无法

实行．

(2) 古典概型

假设一种随机试验的样本空间包含有限个元素,每个基本事件出现的可能性相

等．即随机试验的样本空间为 S = {e1, e2, · · · , en},每个基本事件的概率相等,则有

1 = P (S) =
n∑

i=1

P (ei) = nP (ei),

即
P (ei) =

1
n

, i = 1, 2, · · · , n. (1.2.2)

若事件 A 包含 k 个基本事件, 则事件 A 的概率为

P (A) = k/n. (1.2.3)

这样的概率模型称为等可能概型或古典概型,前面提到的掷硬币和扔骰子试验都属

于古典概型．

(3) 几何概型

古典概型要求随机试验的样本空间只包含有限个可能性相等的元素 (或称样

本点),若随机试验的样本空间包含无限个可能性相等的样本点,则不能按古典概型

计算, 而需要用几何概型求解．设随机试验 E 的样本空间 S 可用 m(m = 1, 2, · · · )
维空间中的一有界区域 Ω 表示, 其样本点具有均匀分布性质 (类似于古典概率中

基本事件的等可能性), 事件 A(A ⊂ S)发生的可能性用区域 ωA 表示, 则事件 A发

生的概率为
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P (A) =
ωA

Ω
, (1.2.4)

称为几何概率. 它可以应用于无限可列个元素、甚至无限不可列个元素的情形 (含

义见下文)．

概率的上述模型,每种定义都是针对不同的随机试验而设计的,都很浅显直观,

但都存在一定的局限性, 数学上也不够严密. 1933年前苏联科学家柯尔莫哥洛夫综

合了前人的成果, 提出了概率的公理化定义, 从此, 概率论才成为一个严密的数学

分支.

概率的公理化定义可简述如下.

设 S 为一随机试验 E 的样本空间, 对于 E 的任一事件 A, 满足如下条件的一

个非负实函数 P (A) 称为事件 A 的概率：

(1) 0 6 P (A) 6 1, 对一切 A ⊂ S. (1.2.5)

(2) P (S) = 1. (1.2.6)

(3) 对两两不相容的事件 Ak(k = 1, 2, · · · ) 有

P (A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An) =
n∑

k=1

P (Ak) (1.2.7)

或

P (A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An ∪ · · ·) =
∞∑

k=1

P (Ak). (1.2.8)

式 (1.2.7) 和式 (1.2.8) 分别称为概率的有限可加性和可列可加性, 它们分别适用于

样本空间含有有限个元素和无限可列个元素的情形．所谓无限可列个,指满足两个

条件：有无限个元素, 但可以与自然数列 1, 2, 3, · · · 建立起一一对应的关系．式
(1.2.6)也称为样本空间概率的归一性,它表示随机试验整个样本空间的概率和恒等

于 1．式 (1.2.5)∼式 (1.2.8)表明了概率的定义可以简单地归结为：非负性、归一性

和可加性．

概率的公理化定义在数学上是严密的, 但只规定了概率应满足的条件, 而没有

给出计算事件 A 的概率 P (A) 的方法, 因而对同一个样本空间, 只要符合这三个公

理化条件, 概率可以有多种不同的定义．例如, 前面讨论过的统计概率、古典概率

和几何概率定义不同, 但都符合概率的公理化定义的要求; 在第 13 章贝叶斯统计

中使用的贝叶斯概率, 其定义与这三者皆不同, 但同样满足公理化定义的要求．

在第 5 章中, 大数定律将证明, 在相当广泛的情形中, 当试验次数 N 趋向无穷

时,事件 A的频率 n/N 与其概率 P (A)的严格定义值十分接近．在实际使用时,只

要试验次数 N 充分大, 可用频率 n/N 作为概率 P (A) 的近似值．

根据概率的定义, 立即可推导出概率的如下性质：

(1) 若 A, Ā 为一随机试验的互逆事件, 则有
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P (A) + P (Ā) = 1. (1.2.9)

(2) 不可能事件的概率为 0, 即

P (∅) = 0. (1.2.10)

(3) 若事件 A 包含事件 B, 则

P (A) > P (B). (1.2.11)

(4) 若 A1, · · · , An 为一随机试验样本空间 S 的一个划分, 则由式 (1.2.6) 和式

(1.2.7) 立即得到
n∑

i=1

P (Ai) = 1, (1.2.12)

样本空间的所有基本事件的概率和等于 1．式 (1.2.9) 可视为本式的特例．

(5) 若 A ⊃ B, 则
P (A−B) = P (A)− P (B). (1.2.13)

(6) P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (AB). (1.2.14)

由图 1.2和图 1.3可知, A∪B = A + B−AB,故得上式．该公式也称为概率的

加法定理．推广到 n 个事件的一般情况, 设 A1, A2, · · · , An 是随机试验 E 的 n 个

事件, 则有

P (A1 ∪A2 ∪A3) =P (A1) + P (A2) + P (A3)− P (A1A2)

− P (A2A3)− P (A1A3) + P (A1A2A3). (1.2.15)

利用数学归纳法, 令

S1 =
n∑

i=1

P (Ai),

S2 =
n∑

i<j=2

P (AiAj),

S3 =
n∑

i<j<k=3

P (AiAjAk)①,

...

① 这里记号的意义

4∑

i<j<k=3

P (AiAjAk) = P (A1A2A3) + P (A1A2A4) + P (A1A3A4) +

P (A2A3A4).
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则有

P

(
n⋃

i=1

Ai

)
≡ P (A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An)

= S1 − S2 + S3 − · · · − (−1)nSn. (1.2.16)

如果式 (1.2.14) 中的事件 A 和事件 B 互不相容, 则加法定理的形式特别简单

P (A ∪B) = P (A) + P (B). (1.2.17)

推广到 n 个互不相容的事件 A1, A2, · · · , An, 则有

P

(
n⋃

i=1

Ai

)
=

n∑

i=1

P (Ai). (1.2.18)

1.3 条件概率, 独立性

设 A, B 为一随机试验的两个事件, 事件 A 的概率为 P (A), 则在事件 A 发生

的条件下事件 B 发生的概率称为条件概率, 表示为

P (B|A) =
P (AB)
P (A)

. (1.3.1)

我们用图 1.3来说明条件概率的含义．图中斜线部分的面积现在表示事件 A∩B 的

概率 P (AB), 区域 A, B 的面积表示事件 A 和事件 B 的概率．事件 A 发生条件下

事件 B 发生的概率,即条件概率 P (B|A)为事件 A和事件 B 的共有区域与事件 A

的区域之面积比, 因此有式 (1.3.1)．类似地, 事件 B 发生条件下事件 A 发生的概

率可表示为

P (A|B) =
P (AB)
P (B)

. (1.3.2)

由上面两式立即得到

P (AB) = P (B|A) · P (A) = P (A|B) · P (B), (1.3.3)

该式称为概率的乘法定理．

可以证明, 条件概率具有概率的一般性质：非负性、归一性和可加性, 即

0 6 P (A|B) 6 1, (1.3.4)

P (S|B) = 1, (1.3.5)

P

( ∞⋃

i=1

Ai|B
)

=
∞∑

i=1

P (Ai|B). (1.3.6)
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还可导出其他一些性质, 例如：

当 A ⊃ B

P (A|B) = 1; (1.3.7)

当 A, B 互不相容, 即 AB = ∅, 有

P (A|B) = 0; (1.3.8)

对于互逆事件有

P (A|B) = 1− P (Ā|B), (1.3.9)

等等．特别当 B = S 时, 条件概率 P (A|B) 化为无条件概率 P (A)．

现在来定义事件的独立性．设事件 A, B 为一随机试验的两个事件, 如果满足

P (AB) = P (A) · P (B), (1.3.10)

则 A, B 为相互独立的事件．若事件 A, B 相互独立, 由式 (1.3.1) 和式 (1.3.2) 得到

P (B|A) = P (B), P (A|B) = P (A). (1.3.11)

事件 A, B 相互独立, 表示事件 A 的发生与否对事件 B 的概率没有影响, 反之

亦然．

对于一随机试验的三个事件 A, B, C, 若满足

P (AB) = P (A)P (B),

P (BC) = P (B)P (C),

P (AC) = P (A)P (C),

P (ABC) = P (A)P (B)P (C),

(1.3.12)

则称 A, B, C 是相互独立的事件．需要注意的是, 仅满足前三个等式的时候, 称 A,

B, C 两两相互独立, 此时, P (ABC) = P (A)P (B)P (C) 不一定成立, 也即两两相互

独立不能保证 A, B, C 相互独立．

推广到一随机试验的 n 个事件的一般情况, 若对于 1 6 i < j < k < · · · < n,

下式成立：

P (AiAj) = P (Ai)P (Aj),

P (AiAjAk) = P (Ai)P (Aj)P (Ak),
...

P (A1A2 · · ·An) = P (A1)P (A2) · · ·P (An),

(1.3.13)

则称 A1, A2, · · · , An 相互独立．

在实际应用中,事件的独立性常常是根据试验的实际性质而不是根据定义来判

断的．
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1.4 概率计算举例

本节举几个实例来运用前面介绍的关于概率的概念及概率的运算法则．

例 1.1 继电器网路

设有图 1.8所示的电路, 其中 1, 2, 3为继电器, 每一继电器接通的概率均为 α,

各继电器接通与否相互独立．求 L 至 R 为通路的概率．

图 1.8 继电器网路

令第 i 个继电器接通用事件 Ei(i = 1, 2, 3) 表示, 于是

P (E1) = P (E2) = P (E3) = α.

设事件 E 为 “L 至 R 为通路”, 则

E = E1 ∪ E2E3.

运用概率加法定理, 得

P (E) = P (E1) + P (E2E3)− P (E1E2E3),

注意 E1, E2, E3 为独立事件, 故

P (E) = P (E1) + P (E2)P (E3)− P (E1)P (E2)P (E3)

= α + α2 − α3.

例 1.2 契仑科夫计数器的探测效率

契仑科夫计数器中环绕着计数器轴线对称地配置着一圈共九个光电倍增管,如

图 1.9 所示．当一个带电粒子沿着计数器轴线穿过, 产生契仑科夫辐射, 则九个光

电倍增管都能测量到这种辐射光, 并产生输出电脉冲．若没有带电粒子穿过, 则光

电倍增管没有输出信号．为了防止单个光电倍增管的偶然触发导致的虚假信号,我

们观测若干个光电倍增管的符合信号来确证是否有带电粒子穿过计数器．这里各

个光电倍增管的信号是相互独立的事件．当一个带电粒子穿过计数器, 一个光电倍

增管有信号输出称为事件 A, 设其概率为

P (A) = ε = 0.93.



· 10 · 第 1 章 概率论初步

一个带电粒子穿过计数器,九个光电倍增管同时都有信号输出称为事件 B．由于九

个光电倍增管相互独立, 由式 (1.3.13) 可知, 事件 B 的概率为

P (B) = [P (A)]9 = ε9 = 0.52.

显然, 图 1.9(a) 这种 9 路符合的安排大大降低了有效事件的探测效率．

图 1.9 契仑科夫计数器中光电倍增管的符合安排

如果采用图 1.9(b) 的符合安排, 每三个光电倍增管组成一个组, 每组中只要有

一个光电倍增管有信号输出就能通过或门．这样, 九个光电倍增管三个组中, 每组

至少要有一个光电倍增管有信号输出, 就确认为有带电粒子通过计数器, 这时的符

合概率为 (利用式 (1.2.12))

P (B) = [P (A ∪A ∪A)]3 = (3ε− 3ε2 + ε3)3 = 0.999.

这样一种符合方式既避免了单个光电倍增管的偶然触发导致的误计数,又使粒子的

探测效率几乎达到 100%．

例 1.3 π0 介子的探测

π0 介子衰变为两个 γ 光子．γ 光子在物质中以一定的概率转变为一对正负电

子 e+e−．设在某个探测器中, γ →e+e− 的概率为 P (γ) = α, 利用该探测器测量

e+e− 的能量和飞行方向可以确认 γ 的存在并确定其能量和飞行方向, 并进一步推

断 π0 的能量和方向．π0 介子在此探测器内可观测到的衰变产物可表现为观测到

两条或一条 γ 射线, 以及观测不到任何 γ 射线．问这三类事件的概率各有多大?

π0 衰变产生的两条 γ 射线,它们转变为 e+e− 对是相互独立的事件．设 P1(1γ)

和 P1(0γ) 是一条 γ 射线被观测到和没有被观测到的概率. 从衰变 π0 → γ1 + γ2 事
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例中观测到两条 γ 射线的概率 P (2γ) 可表示为 (运用式 (1.3.10))

P (2γ) = P1(1γ) · P2(1γ) = α2.

观测不到 γ 的概率 P (0γ) 为

P (0γ) = P1(0γ) · P2(0γ) = [1− P1(1γ)] · [1− P2(1γ)]

= (1− α)2.

只观测到一条 γ 射线的概率是

P (1γ) = P1(0γ) · P2(1γ) + P2(0γ) · P1(1γ)

= 2α(1− α).

至少看到一条 γ 的概率为

P (> 1γ) = P (2γ) + P (1γ) = 2α− α2.

应用概率的加法定理可得到相同的结果．据式 (1.2.11), 有

P (γ1 ∪ γ2) = P1(1γ) + P2(1γ)− P1(1γ) · P2(1γ)

= α + α− α · α = 2α− α2.

P (γ1 ∪ γ2) 表示两个光子至少观测到一个的概率, 也就是 P (> 1γ), 与前一式结果

相同．显然,

P (0γ) + P (1γ) + P (2γ) = 1.

这表明, 观测到的现象只可能是三者之一．

类似的方法可应用于出现多个 π0 的复杂情况,例如,粒子 ω 衰变为三个 π0 介

子, 可产生多到六条 γ 射线．由以上推导可知, 除非探测器对 γ 光子的探测效率达

到 100%, 否则测量到所有六条 γ 射线的概率总是比较小的．

例 1.4 粒子束流沾污和 δ 射线

将 K 介子或反质子 p̄ 束流引入泡室可研究这些粒子导致的反应, 但这种粒子

流中混杂有较轻的其他粒子, 如 π 介子、µ 子, 它们对于 K 或 p̄ 束的 “沾污” 会导

致研究结果的误差．束流一般都经过动量分析, 即具有相同的动量．相同动量的粒

子与泡室中物质的电子碰撞时, 轻粒子产生的 δ 电子平均能量较高, 利用这种性质

可以估计轻粒子对重粒子束的沾污程度, 从而对实验结果作适当修正．

设重粒子 (K 或 p̄) 可产生的 δ 电子最大能量为 Emax, 轻粒子 (π, µ) 产生的能

量高于 Emax 的 δ 电子称为高能电子．引入下述记号：
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P (1δ)—— 轻粒子产生一条高能 δ 射线的概率;

P (2δ)—— 轻粒子产生两条高能 δ 射线的概率;

N—— 泡室中观测到的束流粒子径迹总数;

N1(N2)—— 观测到带一 (两) 条高能 δ 射线的束流粒子的径迹数;

Nπ—— 束流中沾污的 “轻” 粒子径迹数 (未知待求量)．

按照概率的定义, 在 Nπ 很大的极限情形下, 有

P (1δ) =
N1

Nπ

, P (2δ) =
N2

Nπ

.

两条高能 δ 射线是相互独立地产生的, 据独立性原理 (式 (1.3.10)), 有 P (2δ) =

[P (1δ)]2, 因而得到 Nπ = N2
1 /N2. 轻粒子对束流的沾污百分比为

F =
Nπ

N
=

N2
1

NN2
.

例 1.5 扫描效率 (1)

利用径迹探测方法的粒子物理实验 (如泡室、核乳胶、火花室实验), 必须对所

有记录到的事例进行扫描来寻找一定类型的反应事例．由于识别一定类型的事例

是相当困难的一件事, 一般不大可能将这类事例都识别出来, 即扫描效率不可能为

100%, 而且扫描效率是一个未知量．为了估计扫描效率, 需要对同样的客体实行两

次或多次扫描．

设对一组泡室的照片作两次相互独立的扫描 (如由两人分别扫描)．第一次扫

描找到特定类型的事例数为 N1 + N12, 第二次扫描找到 N2 + N12, 其中 N12 是两

次扫描中都找到的事例的数目, N1 和 N2 是两次扫描中找到的不相重合的事例的

数目. 进一步假定, 每次扫描中找到任何一个该类型事例的概率相等, 试估计该类

事例的真实数目 N 和扫描效率．

当 N 足够大, 依概率的定义, 两次扫描中找到该类事例的概率分别为

P (1) =
N12 + N1

N
, P (2) =

N12 + N2

N
.

两次扫描中都找到的事例数给出事件积的概率 (图 1.10) 为

P (1 ∩ 2) =
N12

N
.

由于两次扫描相互独立, 故有

P (1 ∩ 2) = P (1) · P (2).
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图 1.10 扫描效率的图示

将以上三式结合起来, 求出事例总数

N =
(N12 + N1)(N12 + N2)

N12
.

将 N 代入 P (1), P (2) 的表达式中, 求得两次扫描各自的扫描效率

P (1) =
N12

N12 + N2
, P (2) =

N12

N12 + N1
.

可见, 第一次扫描效率的估计值有赖于第二次扫描的结果, 反过来, 第二次扫描效

率估计值亦与第一次扫描结果有关,其原因是总事例数的估计要利用两次扫描的信

息．

两次扫描中发现的事例总数为 N12 + N1 + N2, 由此求得总的扫描效率为

P (1 ∪ 2) =
N12 + N1 + N2

N
=

N12(N12 + N1 + N2)
(N12 + N1)(N12 + N2)

.

总扫描效率也可用概率加法定理 (式 (1.2.11)) 求出, 结果相同

P (1 ∪ 2) = P (1) + P (2)− P (1 ∩ 2)

=
N12

N12 + N2
+

N12

N12 + N1
− N12

N

=
N12(N12 + N1 + N2)

(N12 + N1)(N12 + N2)
.

1.5 边沿概率, 全概率公式, 贝叶斯公式

设随机试验 E 的样本空间为 S, S 可以按照不同的条件作不同的划分．设按

照条件 A, S 被划分为互不相容的事件 A1, A2, · · · , Am;按照条件 B, S 被划分为互
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不相容的事件 B1, B2, · · · , Bn．样本空间的总概率为 1, 因而有
m∑

i=1

P (Ai) = 1 =
n∑

j=1

P (Bj).

事件 Ai 的边沿概率定义为

P (Ai) =
n∑

j=1

P (Ai ∩Bj); (1.5.1)

类似地, 事件 Bj 的边沿概率可表示为

P (Bj) =
m∑

i=1

P (Ai ∩Bj). (1.5.2)

我们用具体例子来说明边沿概率的概念．

例 1.6 pp 反应末态的分类

在气泡室中进行质子–质子反应产生奇异粒子的实验．按所观测到的反应末态

带电径迹数, 可分为 2, 4, 6, 8,> 10 条径迹五种情形, 称为划分 A．而根据鉴别出的

中性奇异粒子,可分为 K0
s ,Λ,K0

s K0
s ,K0

s Λ末态四种情况,称为划分 B．假定同时属

于类别 Ai 和 Bj 的事例概率 P (Ai ∩Bj) 如下表所示, 则末态产物为 K0
s 的边沿概

率可由该表第一行的各项求和得到

P (K0
s ) = P (B1) =

5∑

i=1

P (Ai ∩B1) = 0.347.

XXXXXXXXXX划分 B

划分 A
2 条径迹 4 条径迹 6 条径迹 8 条径迹 >10 条径迹

K0
s 0.117 0.169 0.055 0.006 0

Λ 0.180 0.220 0.092 0.012 0.001

K0
s K0

s 0.017 0.014 0.002 0 0

K0
s Λ 0.055 0.045 0.014 0.001 0

与此相似, 末态产物有 6 个带电径迹的边沿概率可由表的第三列求和得到

P (6 带电径迹) = P (A3) =
4∑

j=1

P (A3 ∩Bj) = 0.163.

全概率公式 —— 设随机试验 E 的样本空间为 S,B1, B2, · · · , Bn 为 S 的一个

划分, 则 E 的任一事件 A 的概率 P (A) 可表示为

P (A) =
n∑

j=1

P (A|Bj) · P (Bj). (1.5.3)
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证明 如图 1.11 所示, 因 B1, B2, · · · , Bn 是 S 的一个划分, 故有

A = AS = A(B1 ∪B2 ∪ · · · ∪Bn) = AB1 ∪AB2 ∪ · · · ∪ABn.

由概率的有限可加性得

P (A) =
n∑

j=1

P (A ∩Bj). (1.5.4)

对每一项 P (A∩Bj)应用概率乘法定理,则式 (1.5.3)

得证．

比较式 (1.5.1) 和式 (1.5.4) 可见, 两者形式

相似, 这说明边沿概率是全概率公式应用的一种

特例．

设 B1, B2, · · · , Bn 是随机试验 E 的样本空间

图 1.11 斜线部分表示事件 A

S 的一个划分, 对于 E 的任一事件 A, 由条件概率的定义 (式 (1.3.1)) 和乘法定理

(式 (1.3.3)), 知

P (Bi|A) =
P (BiA)
P (A)

=
P (A|Bi)P (Bi)

P (A)
.

将分母中的 P (A) 用全概率公式代入, 得

P (Bi|A) =
P (A|Bi)P (Bi)

n∑

j=1

P (A|Bj)P (Bj)

. (1.5.5)

该式称为贝叶斯公式．

例 1.7 摸钱币试验

有三个相同的钱袋 B1, B2, B3．B1 内装 2枚金币, B2 内装金、银币各一枚, B3

内装 2 枚银币．随机地选取一个钱袋并摸出一枚钱币, 设摸到的是一枚金币, 问该

钱袋内余下的也是一枚金币的概率为多大？

令第一次摸得金币是事件 A, 因为只有选取的钱袋是 B1 时余下的才是金币,

所以该问题实际上是要求条件概率 P (B1|A)．

根据已知条件, 从三个钱袋中摸得一枚金币的条件概率分别为

P (A|B1) = 1, P (A|B2) =
1
2
, P (A|B3) = 0.

由于钱袋是随机选定的, 选中 B1, B2, B3 的概率相等, 故有

P (B1) = P (B2) = P (B3) =
1
3
.
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根据贝叶斯公式求出问题的解

P (B1|A) =
P (A|B1)P (B1)
3∑

i=1

P (A|Bi)P (Bi)

=
2
3
.

本例中 P (Bi) 是先验概率, 它反映的一般是以往经验的总结, 在这次试验之前

已经知道．条件概率 P (B1|A)称为后验概率,它是从得到了试验的信息之后推断出

来的．从本例可见, 应用贝叶斯公式可从先验概率 P (Bi) 和条件概率 P (A|Bi) 求

得后验概率 P (Bi|A)．上述问题具有一般性, 称为贝叶斯问题．
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2.1 随 机 变 量

一个随机试验有多于一种结果, 出现一定结果的可能性大小即为其对应的概

率．为了定量地研究随机试验的结果, 揭示随机试验中客观存在的统计规律性, 需

要引入随机变量的概念．通常随机试验的不同结果可用一组实数来表示, 如扔骰子

试验中, 试验结果 “出现 i 点”(i = 1, 2, · · · , 6) 这一事件可用数字 i 表示．这就在随

机试验的基本事件 (出现 i点, i = 1, 2, · · · , 6)与一组数值 1, 2, · · · , 6之间建立了一

一对应的关系．一般地, 随机试验样本空间的所有元素可用一组实数 x1, x2, x3, · · ·
来表示, 任何一次试验的结果可用一个实数 X 表示, X 取值 x1, x2, x3, · · · 的概率
为 P (x1), P (x2), P (x3), · · · , P (xi) 是 xi 对应的元素在随机试验中出现的概率．因

此, X 是定义在随机试验样本空间上的变量．下面引入随机变量的定义．

设随机试验 E 的样本空间为 S, 对于 S 中

的任一元素 e 存在一个实数 X(e) 与之对应, 得

到一个定义在 S 上的单值实函数 X(e), 称为随

机变量．与样本空间 S 的所有元素{e}相对应,

X(e) 可取值的全体称为随机变量的取值域或值

域, 一般用符号 Ω 表示 (图 2.1)．以后都简单地
图 2.1 随机变量 X(e) 及其值域 Ω

以 X 代替 X(e), 但应注意, 随机变量 X 是定义在样本空间 S 上的; 以相应的小写

字母表示它的可取值, 如随机变量 X 的取值为 x1, x2, · · ·．
由以上定义可见, 随机变量 X 与普通的变量有本质的不同．普通的变量定义

在实数轴上, 而随机变量是定义在随机试验样本空间上的函数 (样本空间的元素不

一定是实数); 普通变量的值一旦确定便是唯一的．而随机变量的取值是随机的, 取

某一数值的可能性取决于该数值所对应的概率．

引入随机变量后, 随机事件可用随机变量描述, 就能利用数学分析的方法来研

究随机试验．但由于随机变量与普通变量存在着前面所述的差异,将普通变量的运

算规则移用到随机变量的运算中去时要注意它是否适用．

随机变量分为离散型和连续型两类．离散随机变量的取值域是有限个或可列

无限多个实数, 如扔骰子这一随机试验, 相应的随机变量的取值域是{1, 2, 3, 4, 5,

6}六个数．连续随机变量的值域则是一个区间中的所有值, 无法一一列出．如在任
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何时刻观测时钟上某一指针 (如时针)的角度,则该随机变量的值域为 [0◦, 360◦],这

是一个连续随机变量．

2.2 随机变量的分布

要了解一个随机变量 X, 不但要知道它的全体可取值, 而且要知道它取任一特

定值 x 的概率 P (x), 也即它的概率分布特性．随机变量的概率分布特性可由它的

累积分布函数和概率密度函数描述．

设 X 为一随机变量,其取值域的下限和上限分别记为 xmin 和 xmax,对于任意

实数 x : xmin 6 x 6 xmax, 随机变量 X 取值小于等于 x 的概率称为 X 的累积分布

函数或分布函数, 用 F (x) 表示为

F (x) = P (X 6 x). (2.2.1)

累积分布函数有以下性质：

(1) F (x) 是非负函数, 且有

0 6 F (x) 6 1. (2.2.2)

(2) F (x) 是非减函数, 对于任何 x2 > x1, 有

F (x2)− F (x1) = P (x1 < X 6 x2) > 0. (2.2.3)

(3) F (xmin) = 0, (2.2.4)

F (xmax) = 1. (2.2.5)

式 (2.2.5)与随机试验的概率归一性相对应,也称为随机变量分布函数的归一性,表

示随机变量的取值总落在其值域之内．

对于离散随机变量 X, 它的可取值是分立的实数 xi, i = 1, 2, 3, · · · , 取值 xi 的

概率记为 P (X = xi) = pi, 则由概率的定义可知

pi > 0, i = 1, 2, · · · ,
∑

i

pi = 1.
(2.2.6)

根据分布函数的定义, 离散随机变量的分布函数可表示为

F (x) =
∑

xi6x

pi, (2.2.7)

这里求和号表示对所有满足 xi 6 x的概率 pi 求和．任何离散随机变量的分布函数

都不连续, 在 X = xi(i = 1, 2, · · · ) 处出现跳跃点, 是 [0, 1] 之间的阶梯形折线．如
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在扔骰子的随机试验中, 骰子的点数作为随机变量 X, 其分布函数 F (x) 如图 2.2

所示．

图 2.2 扔骰子随机试验中随机变量的分布函数 F (x)

对于离散型随机变量, 知道了它的所有可取值及对应的概率, 就唯一地确定了

这个随机变量．但对连续随机变量, 取任一特定值的概率为 0, 我们需要研究随机

变量所取的值落在某个区间内的概率．按分布函数的定义, 连续随机变量 X 的取

值落在区间 [x1, x2] 内的概率可由 F (x2) 与 F (x1) 之差求得, 因而分布函数完整

地描述了随机变量的概率分布性质．连续随机变量的分布函数为 [0, 1]之间的单调

上升连续曲线, 如 2.1 节中表示时钟指针角度的随机变量, 其分布函数如图 2.3(a)

所示．

图 2.3 描述时钟指针角度的连续随机变量 X 的分布函数 F (x)(a) 和概率密度 f(x)(b)

设 X 为连续随机变量, 其值域 Ω 的上、下限分别记为 xmax 和 xmin, 若存在

非负连续实函数 f(x), 对于任何实数 x 下式成立：

F (x) =
∫ x

xmin

f(t)dt, (2.2.8)

则 f(x) 称为随机变量 X 的概率密度函数或概率密度．f(x) 有如下性质：

(1) f(x) 是连续非负函数, f(x) > 0.

(2)
∫

Ω

f(x)dx = F (xmax) = 1, 该性质也称为概率密度的归一性．
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(3)
∫ x2

x1

f(x)dx = F (x2)− F (x1) 对任意 x2 > x1 成立．

(4) f(x) = F ′(x).

由于在随机变量值域 [xmin, xmax] 之外的区间 (−∞, xmin) 和 (xmax,∞) 中, 概

率密度 f(x) = 0, 所以有

∫

Ω

f(x)dx ≡
∫ +∞

−∞
f(x)dx,

F (−∞) ≡ F (xmin),

F (+∞) ≡ F (xmax).

在本书以后各章节中, 概率密度的积分上下限有时写成 ±∞, 这种表示方式的方便

之处在于不需要注明随机变量的特定值域,因而公式的表述具有一般性．但在理解

这些公式时应当注意, ±∞ 实际上对应于随机变量值域的上下限．
2.1 节中表示时钟指针角度的随机变量概率密度如图 2.3(b).

有时需要考虑随机变量取值落在无限小区间 (x, x+dx]内的概率,由积分中值

定理可证

P (x < X 6 x + dx) =
∫ x+dx

x

f(t)dt ≈ f(x)dx. (2.2.9)

当随机变量的概率密度形式已知 (图 2.4), 对任意 x0, 分布函数 F (x0) 由 X =

x0 左边 f(x) 曲线下的面积表示, 如图中斜线的区域; 随机变量取值落在 a, b 之间

的概率则等于 f(x) 曲线下 a, b 之间的面积．

图 2.4

在核物理和基本粒子物理中, 存在着许多随机过程, 与此相对应, 许多物理量

都是随机变量, 因而可由其分布函数或概率密度来描述．

例 2.1 e+e− → µ+µ− 反应的角分布 (1)

一对方向相反的正负电子对撞产生一对正负 µ 子的反应事例中 (图 2.5), 末态

粒子 µ+ 对于初态粒子 e+ 的夹角 (θ, ϕ) 是不确定的, 但对大量这种事例, (θ, ϕ) 具
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有一定的分布, 所以 µ+ 的飞出方向是随机变量．在粒子物理中, 这种分布用微分

截面
dσ

dΩ
描写, 它表示 µ+ 粒子在立体角元 dΩ = sin θdθdϕ 内飞出的反应截面值,

θ 称为极角, ϕ 是方位角．总截面为微分截面对全空间的积分

σ =
∫ 4π

0

dσ

dΩ
dΩ .

图 2.5 e+e− → µ+µ− 反应中, µ+ 与 e+ 之间的夹角 θ, ϕ

如果用随机变量来表示, 那么为了满足归一性的要求, 其概率密度应为

f(Ω) =
1
σ

dσ

dΩ
.

e+e− → µ+µ− 反应的角分布可分解为 ϕ 和 θ 各自的分布．ϕ 的概率密度是

(0, 2π) 区间内的均匀分布, 可表示为

f(ϕ) =
1
2π

.

θ 的分布可这样表示：令 x ≡ cos θ, x 的概率密度正比于 1 + x2(−1 6 x 6 1), 为满

足归一化要求, 概率密度为

f(x) =
3
8
(1 + x2).

粒子反应过程往往用各种微分截面来描述, 如反应的角分布、能量分布、动量

分布等, 这反映了粒子反应是随机事件, 反应末态粒子的角度、能量、动量是随机

变量, 它们的概率密度等于其微分截面函数除以归一化常数．

2.3 随机变量函数的分布

在研究概率统计问题时, 经常会遇到随机变量的某个函数, 该函数值取决于随

机变量的随机试验结果, 因此, 它也是随机变量．这时所面临的问题是怎样从原来

的随机变量的分布及给定的函数关系, 找出新的随机变量的分布．
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设 X 为一随机变量, Y 是 X 的函数 (变换)

Y = Y (X), (2.3.1)

现在的问题是怎样求得随机变量 Y 的分布．我们对 X 为离散和连续随机变量的

情形分别讨论.

(1) X 是离散随机变量

首先讨论 Y 与 X 是一一对应的变换的情形．X 取值 x1, x2, · · · 的概率假定为
p(x1), p(x2), · · · , 由于 Y 与 X 的一一对应关系, 显然, Y 取值 yi = y(xi) 的概率与

X 取值 xi 的概率相等, 即随机变量 Y 的概率分布可表示为

p(yi) = p(xi) = p(x(yi)). (2.3.2)

当 Y 与 X 不是一一对应的变换,对于不同的 xi 值,可能得到相同的 yj 值,这

就需要把相同 yj 值对应的不同 xi 的概率求和．这时, Y 的概率分布为

p(yj) = qj =
∑

y(xi)=yj

p(X = xi), (2.3.3)

其中 qj 是所有满足 y(xi) = yj 的 xi 对应的概率 p (xi) 之和.

(2) X 是连续随机变量

对于 Y 与 X 是一一对应的变换的情形, 对于每个变量值 x, 只存在唯一的对

应函数值 y = y(x); 反之, 对于每个函数值 y, 只存在唯一的对应变量值 x = x(y),

这里, x(y) 是 y 的反函数, 通过解方程 y = y(x) 求出, 因此, 反函数 x(y) 存在并且

唯一．

当 X 为连续随机变量, 其概率密度用 f(x) 表示．令 Y 的概率密度为 g(y), Y

在区间 a, b 之间的概率是

P (a < Y < b) =
∫ b

a

g(y)dy,

由于 X 与 Y 之间一一对应的关系, 这一概率应与 X 在区间 x(y = a), x(y = b) 内

的概率相等 ∫ b

a

g(y)dy =

∣∣∣∣∣
∫ x(y=b)

x(y=a)

f(x)dx

∣∣∣∣∣ ,

等式右边取绝对值是为了保证积分概率的非负性．将上式右边作 x → y 的变量代

换

dx → dx(y)
dy

dy,

得到 ∫ b

a

g(y)dy =
∫ b

a

f(x(y))
∣∣∣∣
dx(y)

dy

∣∣∣∣ dy.
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该关系式对于任意 (a, b) 区间成立, 因而可知, 随机变量 Y 的概率密度为

g(y) = f(x(y))
∣∣∣∣
dx(y)

dy

∣∣∣∣ . (2.3.4)

如果 Y 与 X 不是一一对应的函数, X 的值域可分为 k 个不相重叠的子域, 在

每个子域内, X 与 Y 一一对应, 则随机变量 Y 的概率密度可表示为

g(y) =
k∑

i=1

f(xi(y))
∣∣∣∣
dxi(y)

dy

∣∣∣∣ . (2.3.5)

例 2.2 Y = X2 的概率分布

设随机变量 X 的概率密度为 f(x), X 的值域为

(−∞,+∞)．函数 Y = X2 不是一一对应的函数, 对于

同一个 y, x可取 ±√y两个值．将 X 值域分成 (−∞, 0)

和 [0,∞) 两个区间, 每个区间内 Y 与 X 一一对应

(图 2.6).

在 [0,∞) 区间内, x =
√

y, f(x) = f
(√

y
)
,

∣∣∣∣
dx

dy

∣∣∣∣ =
1
2
y−

1
2 ;

在 (−∞, 0) 区间内, x = −√y, f(x) = f
(−√y

)
, 图 2.6

∣∣∣∣
dx

dy

∣∣∣∣ =
1
2
y−

1
2 .

代入式 (2.3.4), 求得 Y 的概率密度

g(y) =
1

2
√

y
[f (

√
y) + f (−√y)] .

由于 Y = X2 是正值函数, 与 X 值域 (−∞,∞) 相对应, 其值域是 [0,∞)．

若 (离散) 随机变量 X 的概率分布为

xi = −2, −1, 0, 1, 2, 3;

p (xi) =
1
6
,

1
6
,

1
6
,

1
6
,

1
6
,

1
6
.

则对应于 X 的 6 个可取值, Y 只有 4 个可取值 (0, 1, 4, 9), 于是得到 Y 的概率分

布为
yj = 0, 1, 4, 9;

p (yj) =
1
6
,

1
3
,

1
3
,

1
6
.
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2.4 随机变量的数字特征

分布函数或概率密度完整地描述了随机变量的分布特性．但在许多实际问题

中, 确定随机变量的分布函数或概率密度的具体函数形式相当困难, 或者并不需要

确切了解随机变量的分布, 而只希望知道分布的某些特征．同时, 对某些特定的随

机变量, 只要知道了它的一个或几个数字特征, 其分布函数和概率密度就完全确定

了．因此, 随机变量的数字特征在理论和实际上都极为重要．下面介绍随机变量的

数学期望、方差、矩等数字特征．

设 Y 是随机变量 X 的函数 Y = g(X), g 是某个连续实函数：

(1) X 是离散随机变量, 取值 xi(i = 1, 2, · · · ) 的概率

p(xi) = P (X = xi),

则

E(Y ) = E{g(X)} =
∑

i

g(xi)p(xi) (2.4.1)

称为随机变量 Y 的期望值;

(2) X 是连续随机变量, 值域为 Ω , 概率密度为 f(x), 则 Y 的期望值为

E(Y ) = E{g(X)} =
∫

Ω

g(x)f(x)dx. (2.4.2)

这一定理告诉我们,为求得随机变量 X 的函数 Y = g(X)的期望值,并不需要知道

Y 的分布, 而可利用自变量 X 的概率密度算得．

求期望值的运算 E 是一个线性算子．设 ai 是常数, Xi 是随机变量, i =

1, 2, · · · , n, 则有

E

{
n∑

i=1

aiXi

}
=

n∑

i=1

aiE(Xi). (2.4.3)

常数的期望值等于其自身

E(C) =
∑

i

p(xi) · C = C
∑

i

p(xi) = C

或

E(C) =
∫

Ω

C · f(x)dx = C

∫

Ω

f(x)dx = C. (2.4.4)

随机变量 X 本身的期望值称为它的数学期望或平均值、均值, 用符号 E(X) 或 µ

表示为

µ = E(X) =
∑

i

xip(xi) 离散型 (2.4.5)
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=
∫

Ω

xf(x)dx 连续型. (2.4.6)

应当特别注意, 这里平均值是概率含义上的平均, 而非一般的算术平均．

满足不等式

P (X 6 x1/2) > 1
2
, P (X > x1/2) > 1

2
(2.4.7)

的值 x1/2 称为随机变量 X 的中位数或中值. 当 X 为离散随机变量, 这相当于 (见

式 (2.2.7))

F (x1/2) > 1
2
, 1− F (x∗1/2) > 1

2
. (2.4.8)

其中 x∗1/2 是 X 的一个元素值, 它小于而邻近于 x1/2.

当 X 为连续随机变量, x1/2 由下式确定：

F (x1/2) =
∫ x1/2

xmin

f(x)dx =
1
2
. (2.4.9)

类似地, 称满足不等式

P (X 6 xp) > p, P (X > xp) > 1− p, 0 < p < 1

的值 xp 为随机变量 X 的 p 分位数, 这等价于

F (xp) > p, 1− F (x∗p) > 1− p 离散型, (2.4.10)

其中 x∗p 与 xp 的关系类同于 x∗1/2 与 x1/2 的关系.

F (xp) =
∫ xp

xmin

f(x)dx = p 连续型. (2.4.11)

满足

p(xpro) = max{p(x1), p(x2), · · · } 离散型 (2.4.12)

或

f(xpro) = max
x∈Ω

{f(x)} 连续型 (2.4.13)

的值 xpro 为随机变量 X 的最可几值, 记号 x ∈ Ω 表示 X 的值域 Ω 中的所有

x 值．

在式 (2.4.1) 或式 (2.4.2) 中, 如果选择函数

g(X) = (X − C)l,

其中 C 为常数, l 为正整数, 则其期望值

αl ≡ E{(X − C)l} (2.4.14)
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称为随机变量 X 对于点 C 的 l 阶矩;当取 C = 0, 则称 X 的 l 阶原点矩或代数矩,

记为

λl ≡ E(X l). (2.4.15)

特别重要的是对于平均值 µ 的 l 阶矩, 称为 X 的 l 阶中心矩, 表示为

µl ≡ E{(X − µ)l}. (2.4.16)

各阶原点矩和中心矩之间有如下关系：

µn =
n∑

k=0

(
n

k

)
λn−k(−µ)k, (2.4.17)

λn =
n∑

k=0

(
n

k

)
µn−k(µ)k. (2.4.18)

零阶和一阶中心矩容易求得

µ0 =
∑

i

p(xi) = 1 (离散随机变量),

µ0 =
∫

Ω

f(x)dx = 1 (连续随机变量);

µ1 =
∑

i

(xi − µ)p(xi) =
∑

i

xip(xi)− µ
∑

i

p(xi) = 0 (离散随机变量),

µ1 =
∫

Ω

(x− µ)f(x)dx = 0 (连续随机变量),

随机变量 X 的二阶中心矩为

µ2 ≡ V (X) ≡ D(X) ≡ σ2(X) ≡ E{(X − µ)2}, (2.4.19)

称为 X 的方差; 它的平方根 σ(X)称为标准差或标准离差, σ(X)表示 X 对于其数

学期望 µ 的离散程度的大小．对于离散和连续随机变量 X, 分别有

V (X) =
∑

i

(xi − µ)2p(xi), (2.4.20)

V (X) =
∫

Ω

(x− µ)2f(x)dx. (2.4.21)

按照式 (2.4.15) 和式 (2.4.16) 可算出零阶、一阶和二阶原点矩、中心矩, 它们

在概率统计中经常用到, 我们将它们列于表 2.1 中．
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表 2.1 随机变量的低阶原点矩和中心矩

原点矩 中心矩

λ0 = 1 µ0 = 1

λ1 = µ µ1 = 0

λ2 = σ2 + µ2 µ2 = σ2

方差的概念可以推广到随机变量的函数．设 g = g(X) 是随机变量 X 的函数,

则 g(X) 的方差定义为

V {g(X)} ≡ E{[g(x)− E(g(x))]2}. (2.4.22)

随机变量 X 方差的计算常用到如下公式：

V (X) ≡ E{(X − µ)2} = E{X2 − 2µX + µ2}
= E(X2)− 2µE(X) + µ2,

V (X) = E(X2)− µ2. (2.4.23)

下面列出方差的几个重要性质：

(1) 常数的方差等于 0 : V (C) = 0, C 为常数．

(2) X 为随机变量, 有 V (CX) = C2V (X).

(3) 相互独立的随机变量之和的方差等于各随机变量方差之和．即当 X1,

X2, · · · , Xn 各随机变量相互独立, 则有

V

(
n∑

i=1

Xi

)
=

n∑

i=1

V (Xi).

随机变量相互独立的概念将在 3.1 节中介绍．

在物理实验中, 如被测物理量是随机变量, 测量结果常表示成 µ± σ 的形式, µ

和 σ 分别是均值和标准差的估计值,有时物理学家也称 σ 为统计误差或随机误差．

除上述数字特征外, 描述随机变量分布的数字特征还有偏度 (系数) γ1 和峰度

(系数) γ2, 它们的定义分别是

γ1 ≡ µ3

µ
3/2
2

=
E{(X − µ)3}

σ3
, (2.4.24)

γ2 ≡ µ4

µ2
2

− 3 =
E{(X − µ)4}

σ4
− 3. (2.4.25)

偏度系数 γ1 表征随机变量概率密度对其平均值的不对称程度或偏斜程度．若概率

密度函数对于平均值为对称, 则所有奇数阶中心矩为 0, 故有 µ3 = 0, 偏度系数为
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0 (注意, 逆推理不成立, 即随机变量 γ1 = 0, 概率密度函数对于其平均值不一定对

称)．γ1 的绝对值越大, 概率密度越不对称．如概率密度在右端有长的 “尾巴”(图

2.7), 则 γ1 > 0; 反之, 在左端有长尾巴, 则 γ1 < 0.

图 2.7 随机变量的偏度系数 γ1

峰度系数 γ2 反映了概率密度函数的尖锐程度与正态分布概率密度曲线 (见

4.10 节) 尖锐程度两者之间的对比, 均值 µ 和标准差 σ 的正态分布用 N(µ, σ) 表

示,其峰度系数 γ2 = 0．设随机变量 X 的均值亦为 µ和 σ,若其 γ2 > 0,表示 X 的

概率密度曲线比 N(µ, σ) 尖锐; 反之, γ2 < 0, 则概率密度曲线比 N(µ, σ) 平缓 (图

2.8).

图 2.8 随机变量的峰度系数 γ2

下面介绍一个在概率统计计算中有广泛应用的重要不等式,即所谓的切比雪夫

(Chebyshev) 不等式．

设随机变量 X 的数学期望和标准差为 µ 和 σ, 则对于任意正数 ε 均有

P{|X − µ| > ε} 6 σ2

ε2
. (2.4.26)

我们就 X 为连续随机变量的情形加以证明

P{|X − µ| > ε} = P{(X − µ) > ε}+ P{(X − µ) 6 −ε}
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= P{X > (µ + ε)}+ P{X 6 (µ− ε)}

=
∫ xmax

µ+ε

f(x)dx +
∫ µ−ε

xmin

f(x)dx,

因为 |X − µ| > ε, 所以 (X − µ)2
/

ε2 > 1, 因此有

P{|X − µ| > ε} 6
∫ xmax

µ+ε

(x− µ)2

ε2
f(x)dx +

∫ µ−ε

xmin

(x− µ)2

ε2
f(x)dx

6 1
ε2

∫

Ω

(x− µ)2f(x)dx =σ2
/
ε2.

式 (2.4.26) 得证．该式也可写成

或
P{|X − µ| > εσ} 6 1/ε2

P{|X − µ| < εσ} > 1− 1/ε2.
(2.4.27)

当随机变量 X 的概率密度未知时,切比雪夫不等式给出了 X 的取值与均值 µ

的离差小于特定值 εσ 的概率的估算方法．就趋势而言, X 取值偏离 µ 越远, 则出

现的概率越小, 特别是

P{|X − µ| < 3σ} > 0.888 9,

P{|X − µ| < 4σ} > 0.937 5.

这表明, 随机变量取值与均值 µ 的离差大于 3σ 的概率已经相当小．

2.5 随机变量的特征函数

数字特征只能反映概率分布的某些性质,一般不能通过它来完全确定随机变量

的分布函数．本节引入特征函数的概念, 它既能完全决定分布函数, 又具有良好的

解析性质．

为了定义特征函数, 需要拓广随机变量的概念, 引进复随机变量．若 X, Y 是

实随机变量, 则称 Z = X + iY 为复随机变量, 其数学期望是

E(Z) = E(X) + iE(Y ).

概率密度函数的傅里叶变换称为随机变量的特征函数. 设随机变量 X 的概率

分布为 P (X = xk) = p(xk)(X 为离散随机变量), 或其概率密度为 f(x)(连续随机

变量), 其特征函数定义为

ϕX(t) ≡ E(eitX)
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=
∑

k

p(xk)eitxk (离散型)

=
∫ ∞

−∞
eitxf(x)dx (连续型), (2.5.1)

其中, t 是实数, eitX 为

eitX = cos tX + i sin tX.

ϕX(t) 是 t 的一个连续函数, 对一切实数 t 都有定义．

从傅里叶变换的反演公式, 可从连续随机变量的特征函数求得其概率密度

f(x) =
1
2π

∫ ∞

−∞
ϕX(t)e−ixtdt; (2.5.2)

而对离散随机变量, 可从特征函数求出累积分布函数之差

F (b)− F (a) =
i

2π

∫ ∞

−∞

1
t

(
e−itb − e−ita

)
ϕX(t)dt. (2.5.3)

特征函数具有如下性质：

(1) ϕ(0) = E(e0) = 1.

(2) |ϕ(t)| 6 1．

证明

|ϕ(t)| = ∣∣E(eitX)
∣∣ 6 E

( ∣∣eitX
∣∣ )

= E (|cos tX + i sin tX|) = 1.

(3) 设 ϕX(t) 为随机变量 X 的特征函数, a, b 为常数, 则随机变量 Y = aX + b

的特征函数为

ϕY (t) = eibtϕX(at). (2.5.4)

证明

ϕY (t) = E{eit(aX+b)} = E{eitb · eiatX} = eitbϕX(at).

(4) 设 X 和 Y 是相互独立的随机变量, 其特征函数分别是 ϕX(t) 和 ϕY (t), 则

随机变量 Z = X + Y 的特征函数为

ϕZ(t) = ϕX(t) · ϕY (t), (2.5.5)

即相互独立的随机变量之和的特征函数, 等于它们各自的特征函数之积．

证明

ϕZ(t) = E{eit(X+Y )} = E{eitX · eitY },
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当 X, Y 相互独立, 由 3.3 节知

E(XY ) = E(X)E(Y ),

将此关系式推广到 X, Y 的函数, 则有

ϕZ(t) = E(eitX) · E(eitY ) = ϕX(t) · ϕY (t).

式 (2.5.5) 所表示的性质可推广到 N 个相互独立的随机变量之和的情形, 即若

X1, X2, · · · , XN 相互独立, 且 Z =
N∑

i=1

Xi, 则有

ϕZ(t) =
N∏

i=1

ϕXi(t). (2.5.6)

应用特征函数的这一性质,处理若干个相互独立的随机变量之和的问题变得较

为简单．设 X, Y 为相互独立的随机变量, 概率密度分别是 fX(x) 和 fY (y)．可以

证明, 随机变量 Z = X + Y 的概率密度为一卷积 (见 3.4 节)

fZ(z) =
∫ ∞

−∞
fX(z − t)fY (t)dt,

卷积的计算往往很困难．如果应用式 (2.5.5) 可方便地从 X 和 Y 的特征函数求出

Z 的特征函数, 再由傅里叶变换反演公式 (2.5.2) 求出其概率密度 fZ(z).

随机变量的矩与其特征函数有简单的关系．按照式 (2.5.1) 的定义, 对于连续

随机变量 X(离散随机变量的证明相类似, 且有相同的结果), 将 ϕX(t) 对 t 求 n 阶

导数, 得

ϕ
(n)
X (t) ≡ dnϕX(t)

dtn
= in

∫ ∞

−∞
xn exp(itx)f(x)dx,

于是,

ϕ
(n)
X (0) = ϕ

(n)
X (t = 0) = in

∫ ∞

−∞
xnf(x)dx = inE{Xn},

由此求出 X 的 n 阶原点矩与其特征函数的关系如下：

λn = E(Xn) = i(−n)ϕ
(n)
X (0) = i−n

[
dnϕX(t)

dtn

]

t=0

. (2.5.7)

为求得特征函数与其 n 阶中心矩的关系式, 引入随机变量 Y = X − µ, µ 是 X

的数学期望, Y = X − µ 的特征函数由式 (2.5.4) 知

ϕX−µ(t) = e−iµtϕX(t),
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而

ϕ
(n)
X−µ(0) =

[
dn

dtn
ϕX−µ(t)

]

t=0

=
{

dn

dtn
[
e−iµtϕX(t)

]}

t=0

=
{

dn

dtn

[
e−iµt

∫ ∞

−∞
eitxf(x)dx

]}

t=0

=
{

dn

dtn

∫ ∞

−∞
eit(x−µ)f(x)dx

}

t=0

=
{∫ ∞

−∞
in(x− µ)neit(x−µ)f(x)dx

}

t=0

= in
∫ ∞

−∞
(x− µ)nf(x)dx = inE{(x− µ)n} = in · µn.

故随机变量 X 的 n 阶中心矩 µn 可表示为

µn = i(−n)ϕ
(n)
X−µ(0) = i(−n) ·

{
dn

dtn
[
e−iµtϕX(t)

]}

t=0

. (2.5.8)

由以上讨论可见, 由随机变量的特征函数可导出其概率密度和任意阶原点矩、

中心矩, 因此特征函数唯一地和完整地确定了随机变量的分布．可以证明, 特征函

数与分布函数是相互唯一确定的 [30]①．

举一实例说明特征函数的应用,求两个相互独立的泊松分布随机变量之和的分

布．泊松分布的形式 (见第 4 章) 为

P (X = k) =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, 2, · · · ,

其中 λ是大于 0的常数,也是泊松分布的数学期望．根据式 (2.5.1)的定义,泊松分

布随机变量 X 的特征函数为

ϕX(t) =
∞∑

k=0

eitk λk

k!
e−λ = e−λ

∞∑

k=0

(λeit)k

k!

= e−λeλeit = eλ(eit−1). (2.5.9)

根据性质 (式 (2.5.5)), 两个相互独立的、数学期望分别为 λ1 和 λ2 的泊松分布随

机变量 X1 和 X2 之和 Y 的特征函数为

ϕY (t) = ϕX1(t) · ϕX2(t) = e(λ1+λ2)(e
it−1).

该式与泊松分布的特征函数式 (2.5.9) 对比, 形式完全相同, 只是 λ 被 λ1 + λ2 所代

替．由于特征函数完全确定了随机变量的分布, 因此得出结论：两个相互独立的泊

松变量之和仍为泊松变量, 其数学期望等于两个泊松变量数学期望之和．

① 由于本书末所附参考文献是按书的分类编排的, 所以正文中附注的文献序码未按顺序出现.
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2.6 离散随机变量的概率母函数

当研究只取有限个或无限可列个非负整数值的离散型随机变量时,用概率母函

数来代替特征函数较为方便.

如上节所述, 若 X 为离散随机变量, 其特征函数为

ϕX(t) =
∑

k

p(xk)eitxk = E(eitX),

现令 Z = eit, 则可改写为

G(Z) ≡ E(ZX) =
∑

k

p(xk)Zxk , (2.6.1)

这样定义的函数 G(Z) 称为离散随机变量的概率母函数．

概率母函数有与特征函数相似的性质 [44]：

(1) G(1) = E(1) = 1.

(2) |G(Z)| 6 1.

(3)设GX(Z)为随机变量X的概率母函数, a, b为常数,则随机变量 Y = aX+b

的概率母函数

GY (Z) = ZbGaX(Z).

(4) 设随机变量 Y 为相互独立的离散随机变量 Xi, i = 1, 2, · · · 之和, Xi 的概

率母函数为 Gi(Z), 则 Y 的概率母函数 GY (Z) 可表示为

GY (Z) =
∏

i

Gi(Z).

由于该性质, 概率母函数对研究相互独立的离散随机变量之和的问题十分适用．

利用概率母函数可以方便地求得离散随机变量的数学期望和方差．对 G(Z)求

一阶和二阶导数

G′(Z) =
∑

k

xkZxk−1p(xk),

G′′(Z) =
∑

k

xk(xk − 1)Zxk−2p(xk),

当 Z = 1 时,

G′(Z = 1) =
∑

k

xkp(xk) = E(X),
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G′′(Z = 1) =
∑

k

(x2
k − xk)p(xk) =

∑

k

x2
kp(xk)−

∑

k

xkp(xk)

= E(X2)− E(X).

由此得到离散随机变量数学期望和方差的一般表达式

E(X) = G′(1), (2.6.2)

σ2(X) = G′′(1) + G′(1)− [G′(1)]2, (2.6.3)

例如, 服从参数 n, p 的二项分布 (见 4.1 节) 的随机变量 X, 其概率母函数为

G(Z) = (Zp + q)n,

其中 p, q > 0, p + q = 1, n 为正整数．由上述二式得

E(X) = [n(Zp + q)n−1 · p]Z=1 = np,

σ2(X) = [n(n− 1)(Zp + q)n−2 · p2]Z=1 + np− n2p2

= (n2 − n)p2 + np− n2p2 = np(1− p).

这些结果与按照数学期望和方差的定义求出的表达式相同,但利用概率母函数来计

算要简便得多．

与特征函数一样, 离散随机变量的概率分布与其概率母函数是相互唯一确定

的, 因而对于概率分布的研究可以化为对其母函数的研究．

如前所述, 离散随机变量 X 母函数定义为

G(Z) =
∑

k

p(xk)Zxk ,

对于只取有限个或无限可列个非负整数的离散随机变量 X, 上式可改写为

G(Z) =
∑

k

p(xk)Zxk =
∑

k

pkZk =
∞∑

i=0

piZ
i,

式中, pk = p(xk = k); pi = 0, (i 6= k)．

将 G(Z) 对 Z 求 k 阶导数, G(Z) =
∞∑

i=0

piZ
i 中 i < k 的项消失, pkZk 项的 k

阶导数为 k!pk, 因此

G(k)(Z) = k!pk +
∑

n>k+1

n(n− 1)(n− 2) · · · (n− k + 1)pnZn−k,
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故有

G(k)(Z = 0) = k!pk,

因而离散变量的概率分布为

pk = p(X = k) =
1
k!

G(k)(Z = 0). (2.6.4)

当离散随机变量的概率母函数为已知, 利用该式求得其概率分布是十分方便的.

例如, 参数 n, p 的二项分布的母函数为 G(Z) = (Zp + q)n，按式 (2.6.4)

p(X = k) =
1
k!

G(k)(Z = 0)

= n(n− 1) · · · (n− k + 1)pkqn−k =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k.

这正是熟知的参数 n, p 的二项分布的概率分布.

又如, 参数 µ 的泊松分布的母函数为

G(Z) = eµ(Z−1) = e−µ · eµZ ,

按式 (2.6.4) 可求得参数 µ 的泊松分布的概率分布：

p(X = k) =
1
k!

G(k)(Z = 0) =
e−µ

k!
µk · eµZ |Z=0 =

e−µ

k!
µk.



第3章 多维随机变量及其分布

前一章中的讨论仅限于一个随机变量, 但在许多实际问题中, 随机试验的结果

需要用多个随机变量来表示．例如,一个粒子穿过某一平面上的位置,需要用 X, Y

两个坐标值确定, 由于粒子位置的测量存在不确定性, 因此, X, Y 都是随机变量．

可见, 多维随机变量是实际存在的．

设随机试验 E 的样本空间为 S = {e}, e 表示 S 的所有基本元素, Xi =

Xi(e), i = 1, 2, · · · , n 是定义在 S 上的 n 个随机变量, 它们构成的向量 X = {X1,

X2, · · · , Xn} 称为 n 维随机变量或 n 维随机向量, X1, X2, · · · , Xn 为它的 n 个

分量．

一维随机变量的取值域是数轴上的一定区域, n 维随机变量的取值域 Ω 则是

n 维空间中的一定区域, 相应地, 第 i 个分量 Xi 的取值域 Ωi 是第 i 根数轴上的一

定区域, i = 1, 2, · · · , n.

多维随机变量与一维随机变量的最大区别在于前者的性质不仅与各个分量有

关,而且依赖于各个分量之间的相互联系,因此,必须将它作为一个整体来研究．为

简单起见, 我们先讨论二维随机变量的性质, 然后推广到 n 维的一般情形．

3.1 二维随机变量的分布, 独立性

设 {X, Y } 是二维随机变量, 它的分布函数定义为

F (x, y) = P (X 6 x, Y 6 y). (3.1.1)

F (x, y) 也称为随机变量 X 和 Y 的联合分布函数, 它有如下性质:

(1) F (x, y) 对于其每一个自变量都是单调非降函数, 即

对任意 x, 有 F (x, y2) > F (x, y1) 当 y2 > y1;

对任意 y, 有 F (x2, y) > F (x1, y) 当 x2 > x1．

(2) 对任意 x, y 有

0 6 F (x, y) 6 1,

F (xmin, y) = 0 = F (x, ymin),

F (xmin, ymin) = 0,

F (xmax, ymax) = 1.
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(3) F (x, y) 对其每一个自变量都是右连续的, 即

F (x, y) = F (x + 0, y), F (x, y) = F (x, y + 0).

二维随机变量亦有离散型和连续型之分．如果二维随机变量 {X, Y }的所有可
取值为有限对或无限可列多对数值, 则称为离散二维随机变量, 它们对应于 xy 二

维空间中相互孤立的点．如果 {X, Y } 的所有可取值为二维空间中的连续区域中所
有可能值, 则为连续二维随机变量．

设离散二维随机变量的所有可取值为 (xi, yi), i = 1, 2, · · · , 其对应的概率

P (X = xi, Y = yj) = pij , i, j = 1, 2, · · · , (3.1.2)

称为二维随机变量{X, Y }的概率分布,或 X 和 Y 的联合概率分布．按概率的定义,

有
pij > 0, i, j = 1, 2, · · · ,
∞∑

i=1

∞∑

j=1

pij = 1.
(3.1.3)

离散二维随机变量的概率分布与分布函数的关系是

F (x, y) =
∑
xi6x
yj6y

pij , (3.1.4)

其中对一切满足 xi 6 x, yj 6 y 的下标 i, j 求和．

与一维随机变量的概率密度的定义类似, 对于连续二维随机变量 {X, Y } 的分
布函数 F (x, y), 如果存在非负的连续实函数 f(x, y) 使

F (x, y) =
∫ y

ymin

∫ x

xmin

f(u, v)dudv, (3.1.5)

成立, 则称 f(x, y) 是连续二维随机变量 {X, Y } 的概率密度 (函数), 它有如下性

质：

(1) f(x, y) 是非负函数, f(x, y) > 0.

(2)
∫

Ωy

∫

Ωx

f(x, y)dxdy = F (xmax, ymax) = 1．即概率密度的归一性．

(3) f(x, y) =
∂2F (x, y)

∂x∂y
. (3.1.6)

(4) 随机变量 {X, Y } 落在值域 Ω 的子域 Ω0 内的概率为

P{(X, Y ) ∈ Ω0} =
∫∫

Ω0

f(x, y)dxdy. (3.1.7)
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二维随机变量 {X, Y } 的每一个分量 X, Y 也是随机变量, 它们也有自己的分

布函数．X 的分布函数为

FX(x) = P (X 6 x) = P (X 6 x, Y 6 ymax) = F (x, ymax), (3.1.8)

类似地, Y 分布函数是

FY (y) = F (xmax, y). (3.1.9)

FX(x)(FY (y)) 称为随机变量 {X, Y } 关于 X(Y ) 的边沿分布 (函数)．

对于离散二维随机变量, 由式 (3.1.4)、式 (3.1.8) 和式 (3.1.9), 得

FX(x) =
∑

xi6x

∞∑

j=1

pij ,

与式 (2.2.7) 比较可知, X 的分布为

pi. ≡ P (X = xi) =
∞∑

j=1

pij , i = 1, 2, · · · . (3.1.10)

类似地有

p·j ≡ P (Y = yj) =
∞∑

i=1

pij , j = 1, 2, · · · . (3.1.11)

pi· 和 p·j 称为离散二维随机变量 {X, Y } 关于 X 和 Y 的边沿概率．

对于连续二维随机变量 {X, Y }, 由关系式

FX(x) = F (x, ymax) =
∫ x

xmin

[∫

Ωy

f(x, y)dy

]
dx

=
∫ x

xmin

fX(x)dx

可知, 随机变量 X 的概率密度是

fX(x) =
∫

Ωy

f(x, y)dy; (3.1.12)

同理, 随机变量 Y 的概率密度是

fY (y) =
∫

Ωx

f(x, y)dx. (3.1.13)

fX(x), fY (y) 称为二维随机变量 {X, Y } 关于 X 和 Y 的边沿概率密度．显然,

d
dx

FX(x) = fX(x),
d
dy

FY (y) = fY (y). (3.1.14)
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现在来讨论两个随机变量相互独立的概念, 在第 2 章中我们已经用到过它．

设二维随机变量 {X, Y }的分布函数和边沿分布分别为 F (x, y)和 FX(x), FY (y),

若

F (x, y) = FX(x) · FY (y) (3.1.15)

成立, 则称随机变量 X 和 Y 相互独立．

对离散随机变量, X 和 Y 相互独立的条件 (式 (3.1.15)) 等价于

P (X = xi, Y = yj) = P (X = xi) · P (Y = yj), i, j = 1, 2, · · · , (3.1.16)

而对连续随机变量, 相互独立的条件等价于

f(x, y) = fX(x) · fY (y). (3.1.17)

3.2 条件概率分布

由条件概率自然引导我们考虑条件概率分布的概念．

设离散二维随机变量的概率分布为

P (X = xi, Y = yj) = pij , i, j = 1, 2, · · · ,

X, Y 对于 X 和 Y 的边沿概率由式 (3.1.10),式 (3.1.11)表示．现考察在事件 Y = yj

已发生的条件下, 事件 X = xi 发生的概率 P (X = xi|Y = yj), 由条件概率公式

(1.3.1), 可得

P (X = xi|Y = yj) =
P (X = xi, Y = yj)

P (Y = yj)
=

pij

p·j
, i = 1, 2, · · · . (3.2.1)

P (X = xi|Y = yj) 称为随机变量 X 在 Y = yj 条件下的条件概率分布; 类似地, 随

机变量 Y 在 X = xi 条件下的条件概率分布为

P (Y = yj |X = xi) =
pij

pi·
, j = 1, 2, · · · . (3.2.2)

连续二维随机变量 {X, Y }的条件概率分布用极限的方法来定义．随机变量 X

在条件 Y = yj 下的条件分布函数定义为

F (x|y) ≡ P (X 6 x|Y = y)

= lim
ε→0

P
(
X 6 x|y − ε

2
< Y 6 y +

ε

2

)
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= lim
ε→0

P
{

X 6 x,
(
y − ε

2

)
< Y 6

(
y +

ε

2

)}

P
{(

y − ε

2

)
< Y 6

(
y +

ε

2

)} .

如果用二维随机变量的分布函数和概率密度来表示, 则有

F (x|y) = lim
ε→0

F
(
x, y +

ε

2

)
− F

(
x, y − ε

2

)

FY

(
y +

ε

2

)
− FY

(
y − ε

2

)

=
lim
ε→0

{[
F

(
x, y +

ε

2

)
− F

(
x, y − ε

2

)]/
ε
}

lim
ε→0

{[
FY

(
y +

ε

2

)
− FY

(
y − ε

2

)]/
ε
}

=
∂F (x, y)

∂y

/
d
dy

FY (y) =
∫ x

xmin

f(u, y)du

/
fY (y)

=
∫ x

xmin

f(u, y)
fY (y)

du. (3.2.3)

由上式可知, 条件 Y = y 下随机变量 X 的条件概率密度 f(x|y) 为

f(x|y) =
f(x, y)
fY (y)

. (3.2.4)

通过类似的推导, 求得条件 X = x 下随机变量 Y 的条件概率密度 f(y|x) 为

f(y|x) =
f(x, y)
fX(x)

. (3.2.5)

利用条件概率密度, 可以写出 X 落在小区间 [x, x + dx) 的条件下随机变量 Y

落在小区间 [y, y + dy) 内的概率, 以及随机变量 X 的相应表示, 分别为

P (y 6 Y < y + dy|x 6 X < x + dx) = f(y|x)dy,

P (x 6 X < x + dx|y 6 Y < y + dy) = f(x|y)dx. (3.2.6)

还可以表示随机变量 X, Y 各自的边沿概率密度 fX(x) 和 fY (y) 之间的相互联系

fY (y) =
∫

Ωx

f(x, y)dx =
∫

Ωx

f(y|x)fX(x)dx,

fX(x) =
∫

Ωy

f(x, y)dy =
∫

Ωy

f(x|y)fY (y)dy. (3.2.7)

当随机变量 X 和 Y 相互独立, 由式 (3.1.17)、式 (3.2.4) 和式 (3.2.5), 得

f(y|x) = fY (y), f(x|y) = fX(x). (3.2.8)

这表明, 在相互独立的两个随机变量之间, 对于一个随机变量的约束不影响另一个

随机变量的取值概率．
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3.3 二维随机变量的数字特征

二维随机变量的数字特征可由一维随机变量数字特征定义的推广得到．下面

就连续二维随机变量进行讨论, 但对离散二维随机变量有相同或对应的结果．

二维随机变量 {X, Y } 的函数 H(X, Y ) 的期望值定义为

E{H(X, Y )} =
∫

Ωy

∫

Ωx

H(x, y)f(x, y)dxdy, (3.3.1)

H(X, Y ) 的方差为

V {H(X, Y )} = E{[H(X, Y )− E(H(X, Y ))]2}. (3.3.2)

当选择 H = X 和 H = Y 时, 得到 E(X) 和 E(Y ) 的表达式

E(X) =
∫

Ωy

∫

Ωx

xf(x, y)dxdy, (3.3.3)

E(Y ) =
∫

Ωy

∫

Ωx

yf(x, y)dxdy. (3.3.4)

当 H(X, Y ) = aX + bY, a, b 为常数, 代入式 (3.3.1) 有

E(aX + bY ) =
∫

Ωy

∫

Ωx

(ax + by)f(x, y)dxdy

= aE(X) + bE(Y ).

可见, 对于二维随机变量, 求任一随机变量期望值的运算也是线性运算．这一原理

可推广到任意多个随机变量线性组合的情形, 即

E

{
n∑

i=1

aiXi

}
=

n∑

i=1

aiE(Xi). (3.3.5)

选择 H(X, Y ) = X lY m, l, m 为非负整数, 代入式 (3.3.1), 求得该函数的期望值

称为随机变量 (X, Y ) 的 l + m 阶原点混合矩, 记为

λlm = E(X lY m), (3.3.6)

特别有

λ00 = 1, λ10 = E(X), λ01 = E(Y );

λ11 = E(XY ) =
∫

Ωy

∫

Ωx

xyf(x, y)dxdy.
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若 X, Y 相互独立, 则 f(x, y) = fX(x) · fY (y), 从而

E(XY ) =
[∫

Ωx

xfX(x)dx

]
·
[∫

Ωy

yfY (y)dy

]

= E(X) · E(Y ), (3.3.7)

即两个相互独立的随机变量乘积的数学期望等于它们各自的数学期望之积.这一重

要关系式在第 2 章中已经引用过. 该性质可推广到随机变量函数的情形. 设 X, Y

相互独立, 函数 g(X, Y ) 具有下面的形式:

g(X, Y ) = U(X) · V (Y ),

则

E{g(X, Y )} =
∫

Ωx

u(x)fX(x)dx·
∫

Ωy

v(y)fY (y)dy

= E[U(X)] · E[V (Y )], (3.3.8)

而且 U = U(X) 与 V = V (Y ) 也相互独立．

定义随机变量{X, Y }对于点 a, b 的 l + m 阶混合矩为

αlm = E{(X − a)l(Y − b)m}, (3.3.9)

其中 a, b 是常数. 特别重要的是随机变量{X, Y }对于数学期望 E(X) ≡ µX 和

E(Y ) ≡ µY 的矩

µlm = E{(X − µX)l(Y − µY )m}, (3.3.10)

称为{X, Y }的 l + m 阶混合中心矩．容易求得

µ00 = λ00 = 1, µ10 = µ01 = 0,

µ11 = E{(X − µX)(Y − µY )} ≡ cov(X, Y ),

µ20 = E{(X − µX)2} = σ2(X) = V (X),

µ02 = E{(Y − µY )2} = σ2(Y ) = V (Y ).

(3.3.11)

其中 cov(X, Y ) 称为随机变量 X 和 Y 的协方差, 写成明显的表达式是

cov(X, Y ) ≡ E{[X − E(X)][Y − E(Y )]}
= E(XY )− E(X)E(Y )− E(X)E(Y ) + E(X)E(Y )

= E(XY )− E(X)E(Y ). (3.3.12)

当 X, Y 相互独立, 由式 (3.3.7) 可知

cov(X, Y ) = 0. (3.3.13)



3.3 二维随机变量的数字特征 · 43 ·

协方差有以下性质：

(1) cov(X, Y ) = cov(Y, X).

(2) cov(aX, bY ) = abcov(X, Y ), a, b 为常数.

(3) cov(X1 + X2, Y ) = cov(X1, Y ) + cov(X2, Y ).

由式 (3.3.12) 随机变量{X, Y }的协方差的定义可见, 当 x > E(X), y > E(Y )

同时出现和 x < E(X), y < E(Y ) 同时出现的概率比较大时, cov(X, Y ) > 0; 而当

x > E(X), y < E(Y ) 同时出现和 x < E(X), y > E(Y ) 同时出现的概率比较大时,

cov(X, Y ) < 0; 协方差为 0 表示出现上述两种情形的概率大致相等．图 3.1 直观地

反映了这种关系．

图 3.1 随机变量 X 和 Y 的协方差

(a) cov(X, Y ) > 0; (b) cov(X, Y ) ≈0; (c) cov(X, Y ) < 0

随机变量 X 和 Y 的方差 V (X), V (Y ) 的表达式已由式 (3.3.11) 给出, 现在求

X 和 Y 的线性函数 aX + bY 的方差, 其中 a, b 是常数

V (aX + bY ) = E{[(aX + bY )− E(aX + bY )]2}
= E{[a(X − µX) + b(Y − µY )]2}
= E{a2(X − µX)2 + b2(Y − µY )2

+ 2ab(X − µX)(Y − µY )},

将式 (3.3.11) 和式 (3.3.12) 代入, 得

V (aX + bY ) = a2V (X) + b2V (Y ) + 2abcov(X, Y ). (3.3.14)

可见, 随机变量线性和的方差, 不仅与系数和各随机变量的方差有关, 而且与它们

之间的协方差有关．当 X, Y 相互独立, 它们之间的协方差为 0, 随机变量线性和的

方差有如下的简单形式：

V (aX + bY ) = a2V (X) + b2V (Y ). (3.3.15)

随机变量 X 和 Y 的相关系数或标准协方差定义为
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ρ
XY

≡ cov(X, Y )
σ(X)σ(Y )

, (3.3.16)

它是一个无量纲的数值, 具有如下性质：

(1) |ρXY | 6 1.

(2) |ρXY | = 1的充分必要条件是X 与 Y 线性相关,即可表示为 Y = aX+b, a, b

为常数．

证明 这两个性质证明如下．

设 X, Y 为两个随机变量,随机变量 βX +Y 的方差总是正值,故据式 (3.3.14),

对任意 β 有

V (βX + Y ) = β2V (X) + V (Y ) + 2βcov(X, Y ) > 0.

该式可视为参数 β 的二次方程, 使该式成立的系数判别式为

[cov(X, Y )]2 − V (X)V (Y ) 6 0, (3.3.17)

于是有
[cov(X, Y )]2

σ2(X)σ2(Y )
6 1, 即 |ρXY | 6 1.

式 (3.3.17) 称为施瓦茨 (Schwarz) 不等式．

|ρXY | = 1 对应于 V (βX + Y ) = 0．由方差的性质知, V (Z) = 0 的充要条件是

Z 为常数, 故有 βX + Y = b, b 为常数, 此式可改写为 Y = aX + b, 于是性质 (1),

(2) 得证．

当 Y = aX + b 中的系数 a > 0, 则 ρXY = +1; a < 0, 则 ρXY = −1, 它们分别

称为随机变量 X 与 Y 完全正相关和完全负相关;当 ρXY = 0, cov(X, Y ) = 0, 则称

X 和 Y 互不相关．

两个随机变量的相互独立性和不相关性是两个相互有联系但又不尽相同的概

念．相互独立的两个随机变量必定是互不相关的, 但不相关的随机变量之间不一定

相互独立．

我们举例说明这一点．设随机变量 X 的概率密度 f(x) 对于 x = 0 点为对称

分布．定义随机变量 Y = X2, 显然 Y 与 X 相互不独立, 但相关系数却等于 0．

证明 由 f(x) 对于 0 点为对称可知, E(X) = 0, 又

E(Y ) =
∫ ∞

−∞
x2f(x)dx = V (X),

E(X3) =
∫ ∞

−∞
x3f(x)dx =

∫ 0

−∞
x3f(x)dx +

∫ ∞

0

x3f(x)dx,

在等式右边的第一项中作变换 y = −x, 并注意由 f(x) 对 0 点的对称性知, f(y) =

f(−y), 可得
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E(X3) =
∫ 0

∞
y3f(−y)dy +

∫ ∞

0

x3f(x)dx

=
∫ 0

∞
y3f(y)dy+

∫ ∞

0

x3f(x)dx = 0.

因此,

cov(X, Y ) = E{(X − E(X))(Y − E(Y ))}
= E{X[X2 − V (X)]}
= E{X3 −X · V (X)}
= E(X3)− E(X)V (X) = 0.

证毕．

下面引入二维随机变量协方差矩阵的概念．二维随机变量 {X1, X2} 共有四个
二阶中心矩

Vij = cov(Xi, Xj)

= E{[Xi − E(Xi)][(Xj − E(Xj)]}, i, j = 1, 2, (3.3.18)

排成矩阵的形式为

V∼ =

(
V11 V12

V21 V22

)
. (3.3.19)

称为二维随机变量 {X1, X2} 的协方差矩阵, 其对角元素 Vii 是第 i 个分量的方差

Vii = cov(Xi, Xi) = V (Xi).

由协方差 cov(X1, X2) 的对称性可知

Vij = Vji,

故二维随机变量的协方差矩阵是 2× 2 对称矩阵．

从物理测量的观点来看, 随机变量 Xi 通常代表某个被测的物理量, (Vii)1/2 =

σ(Xi) 是该物理量的 (标准) 误差, 所以协方差矩阵也称为误差矩阵．

3.4 二维随机变量的函数的分布

关于二维随机变量的函数的分布, 可以提出两类问题：

问题 1：二维随机变量的函数的分布
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设 X, Y 为随机变量, U = g(x, y) 是 xoy 平面上的连续函数, 则随机变量 U =

g(X, Y )为随机变量 X, Y 的函数．怎样由{X, Y }的联合分布函数求得 U = g(X, Y )

的分布.

问题 2：二维随机向量分布的变换

二维随机变量{U , V }是{X, Y }的连续函数：

U = U(X, Y ), V = V (X, Y ).

怎样由随机向量{X, Y }的联合分布函数求得随机向量{U , V }的联合分布.

可以看到, 问题 1 只是问题 2 的特殊情况. 我们首先来阐述问题 2 的求解.

(1) 二维随机向量分布的变换

令二维随机变量{U , V }是{X, Y }的连续函数：

U = U(X, Y ), V = V (X, Y ). (3.4.1)

首先讨论{X, Y }为二维离散随机变量的情形. 设其分布律为

P (X = xi, Y = yj) = pij , i, j = 1, 2, · · · , (3.4.2)

则{U , V }的联合分布函数为

F (u, v) = F (U 6 u, V 6 v) =
∑

(i,j)∈D

pij (3.4.3)

其中 D 为满足不等式

U (xi, yj) 6 u, V (xi, yj) 6 v (3.4.4)

的所有 (i, j) 值.

对于{X, Y }为二维连续随机变量的情形, 其概率密度设为 f(x, y). 如果{U ,

V }是{X, Y }的一一对应的变换, 且{U , V }的反函数及其偏导数

x = x(u, v), y = y(u, v),
∂x

∂u
,
∂y

∂u
,
∂x

∂v
,
∂y

∂v

存在并且唯一, 且雅可比行列式不等于 0：

J

(
x, y

u, v

)
=

∂(x, y)
∂(u, v)

=

∣∣∣∣∣∣∣

∂x

∂u

∂y

∂u
∂x

∂v

∂y

∂v

∣∣∣∣∣∣∣
6= 0, (3.4.5)

则{U , V }的概率密度为

g(u, v) = f(x, y)
∣∣∣∣J

(
x, y

u, v

)∣∣∣∣ . (3.4.6)
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雅可比行列式取绝对值是为了保证概率密度的非负性．

根据随机变量分布函数的归一性可知
∫∫

Ω

f(x, y)dxdy = 1,

∫∫

Ω ′
g(u, v)dudv =

∫∫

Ω ′
f(x, y)

∣∣∣∣J
(

x, y

u, v

)∣∣∣∣ dudv = 1,

其中 Ω 是随机变量{X, Y }的值域, Ω ′ 是 Ω 在 u, v 空间的映射, 亦即{U , V }的
值域．

若二维随机变量{U , V }不是{X, Y }的一一对应的函数, 对应于不同的 xk, yk,

k = 1, 2, · · · , 可能有相同的 (u, v) 值, 即方程组 (3.4.1) U = U(X, Y ), V = V (X, Y )

有多组解 xk(u, v), yk(u, v), k = 1, 2, · · · , 则二维随机变量{U , V }的分布函数需对各
组解求和：

g(u, v) =
∑

i

f(xi, yi)
∣∣∣∣J

(
xi, yi

u, v

)∣∣∣∣ . (3.4.7)

(2) 二维随机变量的函数的分布

设 X, Y 为随机变量, U = g(x, y) 是 xoy 平面上的连续函数, 则随机变量

U = g(X, Y )为随机变量 X, Y 的函数．有两种方法可求得 U 的概率密度.①直接

法：先求 U 的分布函数 FU (u)(二重积分), 再通过求导数 fU (u) = dFU (u)/du 求得

U 的概率密度. ② 增补变量变换法：引入新变量 V = h (X, Y ), 先求{U , V }的联合
密度, 再求关于 U 的边沿分布密度, 即是问题的解.

例如, 用直接法求 Z = g(x, y) 的概率分布. 若 X, Y 为离散随机变量, 其分布

律为式 (3.4.2) 所示的 P (X = xi, Y = yj) = pij , 则 Z = g(X, Y ) 的分布律为

P (Z = zk) = qk, k = 1, 2, · · · , (3.4.8)

其中 zk 为 g(xi, yj)的所有不同的函数值, qk 是满足 g(xi, yj) = zk 的 (X = xi, Y =

yj) 的概率 pij 之和, 即

qk =
∑

g(xi,yj)=zk

P (X = xi, Y = yj). (3.4.9)

因此, Z 的分布函数为

FZ(z) = P (Z 6 z) =
∑

zk6z

qk. (3.4.10)

若 X, Y 为连续随机变量, 其概率密度为 f(x, y), 则 Z = g (X, Y ) 的分布函

数

FZ(z) = P (Z 6 z) = P (g(X, Y ) 6 z) =
∫∫

g(x,y)6z

f(x, y)dxdy, (3.4.11)
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Z 的概率密度为

fZ(z) =
dFZ(z)

dz
=

d
dz

∫∫

g(x,y)6z

f(x, y)dxdy. (3.4.12)

下面讨论几种常见的函数的分布．

(1) Z = X + Y (两个随机变量之和的分布)

实验中测定的量往往是两个随机变量之和．例如,用粒子位置探测器测量粒子

反应中某种末态粒子的角分布, 实际测定的是两个随机变量之和的分布, 一个是描

写粒子角分布的随机变量, 一个是描写粒子位置探测器测定误差的随机变量．又如

测量某种粒子反应或衰变中产生的末态电子的能量,实际测定的是描写电子能谱的

随机变量和描写仪器的能量测定误差的随机变量两者之和的分布．

当随机变量 X, Y 为离散型, Z = X + Y 亦为离散随机变量, Z 的分布为

PZ (zk) =
∑

i

P (xi, zk − xi)

=
∑

j

P (zk − yj , yj), (3.4.13)

求和范围是 X 的所有可能值 xi, i = 1, 2, · · ·．当对应的 zk − xi 不是 Y 的可能值

时, P (xi, zk − xi) 等于 0. 对 Y 的情况类似.

当 X 与 Y 相互独立时, 有

PZ (zk) =
∑

i

PX (xi) PY (zk − xi)

=
∑

j

PX (zk − yj) PY (yj), (3.4.14)

当随机变量 X, Y 连续, 设随机变量{X, Y }的概率密度为 f(x, y), 则随机变量

Z = X + Y 的分布函数为

图 3.2

FZ(z) = P (Z 6 z) =
∫∫

x+y6z

f(x, y)dxdy,

这里积分区域是直线 x + y = z 左边的半平面, 如

图 3.2 所示, 所以有

FZ(z) =
∫

Ωy

[∫ z−y

xmin

f(x, y)dx

]
dy,

求 FZ(z) 对于 z 的导数, 得到 Z 的概率密度

fZ(z) =
dFZ(z)

dz
=

∫

Ωy

f(z − y, y)dy; (3.4.15)
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由 X, Y 的对称性, 立即可得

fZ(z) =
∫

Ωx

f(x, z − x)dx. (3.4.16)

特别当 X, Y 相互独立时, 由式 (3.1.17) (f(x, y) = fX(x) · fY (y)) 知

fZ(z) =
∫

Ωy

fX(z − y)fY (y)dy

=
∫

Ωx

fX(x)fY (z − x)dx. (3.4.17)

该公式称为卷积公式, 在实验测量的数据处理中经常用到．

用增补变量法可得到同样的结果. 设
{

Z = X + Ȳ ,

V = Y,

则由式 (3.4.5) 易得 J = 1, 由式 (3.4.6) 立即有

q(z, v) = f(x(z, v), y(z, v))|J | = f(z − v, v) = f(z − y, y).

故 Z = X + Y 的概率密度为

fZ(z) =
∫

f(z − y, y)dy.

与式 (3.4.15) 相同.

下面就 X, Y 的不同取值域给出相应的便于计算的公式．

(a) 0 6 X < ∞, −∞ < Y < ∞.

因为 Y = Z −X, 当 X = xmin = 0 时, Y = ymax = z, 故由式 (3.4.17) 得

fZ(z) =
∫ z

−∞
fX(z − y)fY (y)dy. (3.4.18)

(b) 0 6 X < ∞, 0 6 Y < ∞, 得

fZ(z) =
∫ z

0

fX(z − y)fY (y)dy =
∫ z

0

fX(x)fY (z − x)dx. (3.4.19)

(c) xmin 6 X < xmax,−∞ < Y < ∞, 得

fZ(z) =
∫ xmax

xmin

fX(x)fY (z − x)dx. (3.4.20)

(d) xmin 6 X < xmax, ymin 6 Y < ymax, 得

fZ(z) =
∫ x′max

x′min

fX(x)fY (z − x)dx, (3.4.21)
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或

fZ(z) =
∫ y′max

y′min

fX(z − y)fY (y)dy, (3.4.22)

其中,

x′min = max{xmin, z − ymax},
x′max = min{xmax, z − ymin}; (3.4.23)

y′min = max{ymin, z − xmax},
y′max = min{ymax, z − xmin}. (3.4.24)

我们来证明其中的式 (3.4.21)．由卷积公式知, 在 fX(x) = 0 或 fY (z − x) = 0 的区

域对 fZ(z) 没有贡献,

fX(x) 6= 0 当 X 在区间 [xmin, xmax] 内;

fY (z − x) 6= 0 当 Y = Z −X 在区间 [ymin, ymax] 内;

即 X 在区间 [z − ymax, z − ymin] 内．

因此, fX(x) · fY (z − x) 不为 0 的区间为 [x′min, x′max], x
′
min, x′max 如前面的表达式所

示．类似地, 可导出式 (3.4.22) 的结果．

例 3.1 两个相互独立的 [0, 1] 区间均匀分布的卷积

设 X, Y 是两个相互独立的 [0, 1] 区间内的均匀分布随机变量, 它们的概率密

度函数为 (见 4.7 节)

fX(x) = fY (y) = 1, 0 6 x, y 6 1,

fX(x) = fY (y) = 0, 其他．

要求的是 Z = X + Y 的概率分布．显然, Z 的值域为 [0, 2]．由式 (3.4.21) 知

fZ(z) =
∫ x′max

x′min

fX(x)fY (z − x)dx,

这一积分应分两个区间进行：

(a) 0 6 z < 1.

在这一区域中, 按式 (3.4.23), 积分上下限分别是

x′min = max{xmin, z − ymax} = max{0, z − 1} = 0,

x′max = min{xmax, z − ymin} = min{1, z − 0} = z,
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所以 Z 的概率密度

fZ(z) =
∫ z

0

fY (z − x)dx,

作变量代换 v = z − x, 则有

fZ(z) = −
∫ 0

z

fY (v)dv =
∫ z

0

dv = z.

(b) 1 6 z < 2.

x′min = max{xmin, z − ymax} = max{0, z − 1} = z − 1,

x′max = min{xmax, z − ymin} = min{1, z} = 1,

fZ(z) =
∫ 1

z−1

fY (z − x)dx =
∫ 1

z−1

fY (v)dv

=
∫ 1

z−1

dv = 2− z.

所以 Z = X + Y 的概率密度是

fZ(z) =





z, 0 6 z < 1,

2− z, 1 6 z < 2,

0, 其余.

(3.4.25)

该函数分布呈三角形, 如图 3.3 所示. 类似的推导可求得三个 [0, 1] 区间均匀分布

随机变量之和的概率密度

fZ(z) =





z2

2
, 0 6 z < 1,

(−2z2 + 6z − 3)
2

, 1 6 z < 2,

(z − 3)2

2
, 2 6 z < 3,

0, 其余.

(3.4.26)

它的图形也画在图 3.3 中.

图 3.3 均匀分布的卷积

a: Z; b: Z + Z; c: Z + Z + Z
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(2) Z = X − Y (两个随机变量之差的分布)

设

{
Z = X − Y

V = Y
,

则由式 (3.4.5) 易得 J = 1, 由式 (3.4.6) 立即有

q (z, v) = f (x (z, v) , y (z, v)) |J | = f (z + y, y) .

故 Z = X − Y 的概率密度为

fZ(z) =
∫

f(z + y, y)dy, (3.4.27)

当 X, Y 相互独立时,

fZ(z) =
∫

fX(z + y)fY (y)dy. (3.2.28)

(3) Z = XY (两个随机变量之积的分布)

设

{
Z = XY ,

V = Y ,

则

J−1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣

∂z

∂x

∂z

∂y

∂v

∂x

∂v

∂y

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
y x

0 1

∣∣∣∣∣ = y = v,

q (z, v) = f (x (z, v) , y (z, v)) |J | = f

(
z

y
, y

)
1
|y| .

故 Z = XY 的概率密度为

fZ(z) =
∫

f

(
z

y
, y

)
1
|y|dy

=
∫ +∞

0

1
y
f

(
z

y
, y

)
dy −

∫ 0

−∞

1
y
f

(
z

y
, y

)
dy. (3.4.29)

由 X, Y 在 Z = XY 中的对称性立即有

fZ (z) =
∫ +∞

0

1
x

f
(
x,

z

x

)
dx−

∫ 0

−∞

1
x

f
(
x,

z

x

)
dx. (3.4.30)

(4) Z = X/Y (两个随机变量之商的分布)

设

{
Z = X/Y ,

V = Y ,
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则

J−1 =

∣∣∣∣∣∣∣

∂z

∂x

∂z

∂y
∂v

∂x

∂v

∂y

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

1
y

− x

y2

0 1

∣∣∣∣∣∣
=

1
y

=
1
v
,

q (z, v) = f (x (z, v) , y (z, v)) |J | = f (zv, v) |v| = f (zy, y) |y| .

故 Z = X/Y 的概率密度为

fZ(z) =
∫
|y| f (zy, y) dy. (3.4.31)

当 X, Y 相互独立时,

fZ(z) =
∫
|y| fX(zy)fY (y)dy. (3.4.32)

(5) Z = X2 + Y 2 (两个随机变量平方和的分布)

FZ(z) =
∫ 2π

0

dϕ

∫ √
z

0

f(r cos ϕ, r sinϕ)rdr, z > 0

0, z 6 0





fZ(z) =
1
2

∫ 2π

0

f(
√

z cos ϕ,
√

z sinϕ)dϕ, z > 0

0, z 6 0





(3.4.33)

当 X, Y 相互独立时

fZ(z) =
1
2

∫ 2π

0

fX(
√

z cos ϕ)fY (
√

z sinϕ)dϕ, z > 0

0, z 6 0





(3.4.34)

(6) M = max {X, Y }, N = min {X, Y } (两个随机变量的极值分布)

当 X, Y 相互独立时, 极大值 M 的分布函数为

FM (z) = FX (z) · FY (z) , (3.4.35)

极小值 N 的分布函数为

FN (z) = 1− (1− FX (z)) · (1− FY (z)) . (3.4.36)

这些结果可推广到 n个相互独立的随机变量的情形,即随机变量M = max{X1, · · · ,

Xn}, N = min {X1, · · · , Xn} 的分布函数分别为

FM (z) = FX1 (z) · · ·FXn
(z) , (3.4.37)

FN (z) = 1− (1− FX1 (z)) · · · (1− FXn (z)) . (3.4.38)
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3.5 多维随机变量, 向量和矩阵记号

二维随机变量的许多性质都可以推广到 n 维随机变量的一般情形. 下面主要

讨论连续型的多维随机变量, 离散的多维随机变量有相同或对应的结果.

n 维随机变量 {X1, X2, · · · , Xn} 的(联合) 分布函数定义为

F (x1, x2, · · · , xn) = P (X1 6 x1, X2 6 x2, · · · , Xn 6 xn). (3.5.1)

它有以下性质：

(1) F (x1, x2, · · · , xn) 对于其每一个分量 Xi 都是单调非降函数, 即

F (x1, · · · , x
(2)
i , · · · , xn) > F (x1, · · · , x

(1)
i , · · · , xn)

当 x
(2)
i > x

(1)
i , i = 1, 2, · · · , n.

(2) 对于任意 x1, x2, · · · , xn, 有

0 6 F (x1, x2, · · · , xn) 6 1,

而且

F (−∞,−∞, · · · ,−∞) = 0,

F (∞,∞, · · · ,∞) = 1,
i = 1, 2, · · · , n.

如 2.2 节中所述, 这里 ±∞ 实际上表示 n 维随机变量各分量值域 Ωxi
的上、下界

xi max 和 xi min．

(3) F (x1, x2, · · · , xn) 对其每一个分量 Xi 都是右连续的, 即

F (x1, · · · , xi, · · · , xn) = F (x1, · · · , xi + 0, · · · , xn), i = 1, 2, · · · , n.

对于分布函数 F (x1, x2, · · · , xn),如果存在非负的连续实函数 f(x1, x2, · · · , xn)

使下式成立：

F (x1, x2, · · · , xn) =
∫ x1

−∞

∫ x2

−∞
· · ·

∫ xn

−∞
f(x1, x2, · · · , xn)dx1dx2 · · ·dxn, (3.5.2)

则 f(x1, x2, · · · , xn) 称为 n 维随机变量 X1, X2, · · · , Xn 的概率密度函数．它具有

如下性质：

(a) 对于任意一组 x1, x2, · · · , xn 值, f(x1, x2, · · · , xn) > 0, 即它是非负函数．

(b)
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
· · ·

∫ ∞

−∞
f(x1, x2, · · · , xn)dx1dx2 · · ·dxn = F (∞,∞, · · · ,∞) = 1.
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(c) f(x1, x2, · · · , xn) =
∂nF (x1, x2, · · · , xn)

∂x1∂x2 · · · ∂xn
. (3.5.3)

(d) 随机变量 {X1, X2, · · · , Xn} 落在其值域 Ω 中的子域 Ω0 内的概率为

P{(X1, X2, · · · , Xn) ∈ Ω0} =
∫∫

Ω0

· · ·
∫

f(x1, x2, · · · , xn)dx1dx2 · · ·dxn. (3.5.4)

n 维随机变量的每个分量 Xi, i = 1, 2, · · · , n 的分布函数, 即边沿分布函数定义为

Fi(xi) ≡ P (Xi 6 xi) = F (∞,∞, · · · , xi,∞, · · · ,∞)

=
∫ xi

−∞

∫ ∞

−∞
· · ·

∫ ∞

−∞
f(x1, x2, · · · , xn)dx1 · · ·dxi−1dxi+1 · · ·dxndxi. (3.5.5)

相应的边沿概率密度为

fi(xi) =
d

dxi
Fi(xi)

=
∫ ∞

−∞
· · ·

∫ ∞

−∞
(n−1)重

f(x1, x2, · · · , xn)dx1 · · ·dxi−1dxi+1 · · ·dxn. (3.5.6)

与此相仿,二维随机变量 {Xi, Xj}, i 6= j, i, j = 1, 2, · · · , n的联合分布函数也称

为 {Xi, Xj} 的边沿分布函数, 定义为

Fij(xi, xj) = P (Xi 6 xi, Yi 6 yi)

=
∫ xi

−∞

∫ xj

−∞

∫ ∞

−∞
· · ·

∫ ∞

−∞
f(x1, x2, · · · , xn)

· dx1 · · ·dxi−1dxi+1 · · ·dxj−1dxj+1 · · ·dxndxjdxi, (3.5.7)

{Xi, Xj} 的边沿概率密度则为

fij(xi, xj) =
∂2

∂xi∂xj
Fij(xi, xj). (3.5.8)

随机变量 X1, X2, · · · , Xn 之间相互独立的条件是

F (x1, x2, · · · , xn) = F1(x1)F2(x2) · · ·Fn(xn) (3.5.9)

或

f(x1, x2, · · · , xn) = f1(x1)f2(x2) · · · fn(xn),

其中 fi(xi), i = 1, 2, · · · , n 是式 (3.5.6) 所示的边沿概率密度．

若 X1, X2, · · · , Xn 之间相互独立, 则由式 (3.5.7)∼ 式 (3.5.9) 求得

fij(xi, xj) = fi(xi) · fj(xj), i, j = 1, 2, · · · , n. (3.5.10)
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即相互独立的随机变量 X1, X2, · · · , Xn 之间两两相互独立．

与二维随机变量条件概率密度的定义式 (3.2.3)和式 (3.2.4)相仿,在条件 Xi =

xi 下, n 维随机变量 {X1, X2, · · · , Xn} 的条件概率密度定义为

f(x1, · · · , xi−1, xi+1, · · · , xn|xi) =
f(x1, x2, · · · , xn)

fi(xi)
, i = 1, 2, · · · , n, (3.5.11)

这里 xi 是一个固定值, 故 f(x1, · · · , xi−1, xi+1, · · · , xn|xi) 是其余变量 xj 6=i, j =

1, 2, · · · , n 的函数．

现在讨论 n 维随机变量的数字特征．

设 H(X1, X2, · · · , Xn) 是随机变量 X1, X2, · · · , Xn 的函数, 则 H 的期望值和

方差分别为

E{H(X1, · · · , Xn)}=
∫ ∞

−∞
· · ·

∫ ∞

−∞
H(x1, · · · , xn)f(x1, · · · , xn)dx1 · · ·dxn, (3.5.12)

V {H(X1, · · · , Xn)} =
∫ ∞

−∞
· · ·

∫ ∞

−∞
{H(x1, · · · , xn)

− E[H(X1, · · · , Xn)]}2 · f(x1, · · · , xn)dx1 · · ·dxn. (3.5.13)

利用条件概率的定义, 还可定义条件期望值, 如令

U = U(X1, · · · , Xn),

在 Xi = xi 条件下, 函数 U 的条件期望值表示为

E{U(X1, · · · , Xi−1, Xi+1, · · · , Xn|Xi)}
=

∫ ∞

−∞
(n−1)重

· · ·
∫ ∞

−∞
u(x1, · · · , xi−1, xi+1, · · · , xn|xi)f(x1, · · · , xi−1,

xi+1, · · · , xn|xi)dx1 · · ·dxi−1dxi+1 · · ·dxn. (3.5.14)

当 H = Xi 时, 由式 (3.5.12) 得随机变量 Xi 的数学期望为

µi = E(Xi) =
∫ ∞

−∞
· · ·

∫ ∞

−∞
xif(x1, · · · , xn)dx1 · · ·dxn, i = 1, 2, · · · , n. (3.5.15)

当 H = X l1
1 X l2

2 · · ·X ln
n 时, l1, l2, · · · , ln 为正整数, H 的期望值

E{xl1
1 xl2

2 · · ·xln
n } ≡ λl1l2···ln (3.5.16)

称为随机变量 {X1, X2, · · · , Xn} 的 l1 + l2 + · · ·+ ln 阶原点矩, 各分量的数学期望

可表示为

λ100···0 = E(X1) = µ1,
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λ010···0 = E(X2) = µ2,

...

λ000···1 = E(Xn) = µn. (3.5.17)

对于 (µ1, µ2, · · · , µn) 的 l1 + l2 + · · ·+ ln 阶中心矩定义为

µl1l2···ln = E{(X1 − µ1)l1(X2 − µ2)l2 · · · (Xn − µn)ln}, (3.5.18)

随机变量 X1, X2, · · · , Xn 各分量的方差可表示为

µ200···0 = E{(X1 − µ1)2} = V (X1),

µ020···0 = E{(X2 − µ2)2} = V (X2),
...

µ000···2 = E{(Xn − µn)2} = V (Xn). (3.5.19)

V (Xi) 有如下的计算式：

V (Xi) = E(X2
i )− [E(Xi)]2. (3.5.20)

对于多维随机变量, 求期望值的运算也是线性运算, 即下述关系式成立：

E

(
n∑

i=1

aiXi

)
=

n∑

i=1

aiE(Xi), i = 1, 2, · · · , n, (3.5.21)

其中 ai 为常数．随机变量各分量的线性组合
n∑

i=1

aiXi 的方差公式为

V

(
n∑

i=1

aiXi

)
=

n∑

i=1

a2
i V (Xi) + 2

n−1∑

i=1

n∑

j=i+1

aiajcov(Xi, Xj), (3.5.22)

其中,

cov(Xi, Xj) ≡ E{(Xi − µi)(Xj − µj)}
= E(Xi, Xj)− E(Xi)E(Xj),

i 6= j, i, j = 1, 2, · · · , n, (3.5.23)

称为随机变量 Xi 和 Xj 的协方差．式 (3.5.22) 的证明如下：

V

(
n∑

i=1

aiXi

)
= E





[
n∑

i=1

aiXi − E

(
n∑

i=1

aiXi

)]2



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= E





(
n∑

i=1

aiXi −
n∑

i=1

aiµi

)2


 = E





[
n∑

i=1

ai(Xi − µi)

]2




= E





n∑

i=1

a2
i (Xi − µi)2 +

∑

i 6=j

aiaj(Xi − µi)(Xj − µj)





=
∑

i

a2
i E

{
(Xi − µi)2

}
+

∑

i 6=j

aiajE{(Xi − µi)(Xj − µj)}

=
∑

i

a2
i V (Xi)+

∑

i 6=j

aiajcov(Xi, Xj).

注意到 cov(Xi, Xj) = cov(Xj , Xi), 故有

V

(
n∑

i=1

aiXi

)
=

n∑

i=1

a2
i V (Xi) + 2

n−1∑

i=1

n∑

j=i+1

aiajcov(Xi, Xj).

证毕．

当各随机变量 X1, X2, · · · , Xn 之间两两互不相关, 方差公式简化为

V

(
n∑

i=1

aiXi

)
=

n∑

i=1

a2
i V (Xi), (3.5.24)

该性质称为方差加法定理．

与二维随机变量的情形相似, 相关系数定义为

ρij ≡ ρji ≡ ρ(Xi, Xj) ≡ cov(Xi, Xj)
σiσj

, i, j = 1, 2, · · · , n, (3.5.25)

其中 σi = [V (Xi)]1/2．相关系数满足 −1 6 ρij 6 1; 当 ρij = +1(−1) 时, 称随机变

量 Xi 和 Xj 完全正 (负) 相关; ρij = 0 时, 则 Xi, Xj 互不相关．

利用向量和矩阵记号, n 维随机变量的诸关系式可得到简练的表述．n 维随机

变量 {X1, X2, · · · , Xn} 用 n 维空间中的向量记号 X 表示, X1, X2, · · · , Xn 是它的

n 个分量, X 的分布函数可写成

F (x1, x2, · · · , xn) ≡ F (x),

相应地, 概率密度是

f(x) =
∂

∂x
F (x). (3.5.26)

函数 H(X1, X2, · · · , Xn) ≡ H(X) 的期望值及方差分别为

E{H(X)} =
∫

H(x)f(x)dx, (3.5.27)
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V {H(X)} =
∫
{H(x)− E[H(x)]}2f(x)dx. (3.5.28)

各分量的数学期望也可表示成向量形式



µ1

µ2

...

µn




= µ, (3.5.29)

方差和协方差则表示成 n× n 矩阵, 称为协方差矩阵

V∼ =




V11 V12 · · · V1n

V21 V22 · · · V2n

...
...

...

Vn1 Vn2 · · · Vnn,




, (3.5.30)

其中对角元素 Vii 是 X 的第 i个分量 Xi 的方差 V (Xi), i = 1, 2, · · · , n, Vij ≡ Vji ≡
cov(Xi, Xj) 由式 (3.5.23) 计算, 显然, 协方差矩阵是对称矩阵．引入行向量和列向

量的概念：

行向量

XT = (X1, X2, · · · , Xn),

列向量

X =




X1

X2

...

Xn




,

则协方差矩阵可表示为

V∼ = E{(X − µ)(X − µ)T}. (3.5.31)

3.6 多维随机变量的联合特征函数

与一维随机变量的特征函数相类似,对多维随机变量可引入联合概率密度 f(x1,

x2, · · · , xn) 的联合特征函数 ϕ(t1, t2, · · · , tn), 其定义是

ϕ(t1, t2, · · · , tn) ≡E

[
e
i

n∑
j=1

tjXj

]
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=
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
· · ·

∫ ∞

−∞
e
i

n∑
j=1

tjxj

f(x1, x2, · · · , xn)dx1dx2 · · ·dxn. (3.6.1)

随机向量的联合特征函数有与一维随机变量特征函数相似的性质：

(1) ϕ(0, 0, · · · , 0) = E(e0) = 1．

(2) |ϕ(t1, t2, · · · , tn)| 6 1.

(3) 随机变量 Y =
n∑

j=1

ajXj(aj 为常数) 的特征函数为

ϕY (t1, t2, · · · , tn) = E

[
e
i

n∑
j=1

ajtjXj

]
= ϕ(a1t1, a2t2, · · · , antn). (3.6.2)

(4)随机向量 {a1X1 + b1, a2X2 + b2, · · · , anXn + bn}(aj , bj 为常数)的特征函数

为

e
i

n∑
j=1

bjtj · ϕ(a1t1, a2t2, · · · , antn). (3.6.3)

(5) 若随机变量 X1, X2, · · · , Xn 相互独立, 它们的特征函数为 ϕ(t1), ϕ(t2), · · · ,

ϕ(tn), 则 X = (X1, X2, · · · , Xn)T 的联合特征函数为

ϕ(t1, t2, · · · , tn) = ϕ(t1)ϕ(t2) · · ·ϕ(tn), (3.6.4)

即等于各分量特征函数之乘积．反之, 若式 (3.6.4) 成立, 则各分量 X1, X2, · · · , Xn

之间相互独立．因此, 该式是各随机变量之间相互独立的充要条件．

利用联合特征函数容易求得随机向量各个分量的任意阶原点矩和中心矩,其步

骤与一维随机变量相类似 (见 2.5 节)．为简单起见, 以二维随机变量为例, 它的特

征函数依定义为

ϕ(t1, t2) =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ei(t1x1+t2x2)f(x1, x2)dx1dx2,

对 t1 求导数, 得

−i
∂ϕ(t1, t2)

∂t1
=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
x1ei(t1x1+t2x2)f(x1, x2)dx1dx2,

上式中令 t1 = t2 = 0, 即得到 X1 的数学期望

E(X1) = −i
∂ϕ(t1, t2)

∂t1

∣∣∣∣
t1=t2=0

.

对 t1 求二阶导数, 得 X2
1 的期望值

E(X2
1 ) = (−i)2

∂2ϕ(t1, t2)
∂t21

∣∣∣∣
t1=t2=0

.
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以此类推, 导出 X1 和 X2 的各阶原点矩的一般表达式

λ(1)
n ≡ E(Xn

1 ) = (−i)n ∂nϕ(t1, t2)
∂tn1

∣∣∣∣
t1=t2=0

,

λ(2)
n ≡ E(Xn

2 ) = (−i)n ∂nϕ(t1, t2)
∂tn2

∣∣∣∣
t1=t2=0

. (3.6.5)

对 t1, t2 求混合偏导数, 可得混合原点矩

E(X1X2) = (−i) · (−i)
∂2ϕ(t1, t2)

∂t1∂t2

∣∣∣∣
t1=t2=0

,

E(Xr
1Xs

2) = (−i)r+s ∂r+sϕ(t1, t2)
∂tr1∂ts2

∣∣∣∣
t1=t2=0

. (3.6.6)

引入随机变量 Y1 = X1 − µ1, 其中 µ1 是 X1 的数学期望, 由特征函数性质 (式

(3.6.3)) 知

ϕX1−µ1(t1, t2) = e−iµ1t1ϕ(t1, t2),

因此随机变量 X1 和 X2 的 n 阶中心矩可表示为

µ(1)
n ≡ E{(X1 − µ1)n} = i−n

{
∂n

∂tn1
[e−iµ1t1ϕ(t1, t2)]

}

t1=t2=0

,

µ(2)
n ≡ E{(X2 − µ2)n} = i−n

{
∂n

∂tn2
[e−iµ2t2ϕ(t1, t2)]

}

t1=t2=0

. (3.6.7)

以上这些关系式可直接推广到 n 维随机变量的情形．

3.7 多维随机变量的函数的分布

第 2 章中已经提到, 一维随机变量的连续实函数也是随机变量, 并导出了从连

续随机变量 X 的概率密度 f(x) 求随机变量 Y = Y (X) 概率密度 g(y) 的公式．本

章 3.4 节中也给出了二维随机变量函数组 U = U(X, Y ), V = V (X, Y ) 的分布．现

在推广到多维随机变量的一般情形．

令随机向量 Y = (Y1, Y2, · · · , Yn)T 是随机向量 X = (X1, X2, · · · , Xn)T 的连

续函数, 即

Y1 = Y1(X1, X2, · · · , Xn),

Y2 = Y2(X1, X2, · · · , Xn),

...
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Yn = Yn(X1, X2, · · · , Xn). (3.7.1)

首先讨论 X 为 n 维离散随机变量的情形. 设其分布律为

P (X = x) = px, (3.7.2)

则 Y = (Y1, Y2, · · · , Yn)T 的联合分布函数为

F (Y ) = F (Y1 6 y1, · · · , Yn 6 yn) =
∑

x∈D

px (3.7.3)

其中 D 为满足不等式
Y1(x) 6 y1, · · · , Yn(x) 6 yn (3.7.4)

的所有 x = (x1, · · · , xn)T 值.

当 X 为 n 维连续随机变量, 且其概率密度为 f(x), 则 Y 的概率密度 g(y) 可

表示为
g(y) =

∑
f(x)

∣∣∣∣J
(

x

y

)∣∣∣∣ , (3.7.5)

其中符号 Σ 表示对方程组 (3.7.1) 的解

x1 = x1(y1, y2, · · · , yn),

x2 = x2(y1, y2, · · · , yn),
...

xn = xn(y1, y2, · · · , yn)

的所有可能组合求和, 雅可比行列式为

J

(
x

y

)
= J

(
x1, x2, · · · , xn

y1, y2, · · · , yn

)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂x1

∂y1

∂x2

∂y1
· · · ∂xn

∂y1
∂x1

∂y2

∂x2

∂y2
· · · ∂xn

∂y2
...

...
...

∂x1

∂yn

∂x2

∂yn
· · · ∂xn

∂yn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(3.7.6)

例 3.2 达里兹图

考虑处于静止状态的粒子 A (质量 m) 的三粒子衰变,

A → 1 + 2 + 3.

各粒子的四动量分别记为 pA, p1, p2, p3. 粒子四动量定义为一个四维矢量 p = (E, ip),

E 为粒子能量, p 为粒子的动量．粒子物理告诉我们, 若干个粒子的四动量之和的

平方称为这些粒子的不变质量 (或有效质量) 平方,

M2 ≡

∑

j

pj




2

=


∑

j

Ej




2

−

∑

j

pj




2

. (3.7.7)
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它是洛伦兹变换下的不变量,即在不同的惯性系中 M2 值不变．利用不变质量平方

可以描述三粒子衰变中各粒子能量、动量之间的关系,

M2
12 ≡ (p1 + p2)2 = m2 + m2

3 − 2mE3,

M2
23 ≡ (p2 + p3)2 = m2 + m2

1 − 2mE1,

M2
13 ≡ (p1 + p3)2 = m2 + m2

2 − 2mE2. (3.7.8)

衰变的 M2
12,M

2
13 可以用图形表示, 以 M2

12 和 M2
13 作为两个坐标轴, 平面上的每一

个点表示一个衰变事例, 如图 3.4 所示, 这样的图形称为达里兹图 (Dalitz plot), 衰

变事例总是局限于一定区域 ω 之内, 区域 ω 内的事例数的密度分布状况和区域 ω

的大小决定了衰变产物粒子 1, 2, 3 的能量、动量值及其相互关系．在核物理和粒

子物理中, 达里兹图是描述粒子衰变或反应各运动学变量之间关系的常用方法．

图 3.4 J/ψ→ π+π−π0 的达里兹图

如果 A 不通过中间亚稳态直接衰变为粒子 1, 2, 3, 反应仅由能量和动量守恒

决定,描述这类反应的理论称为相空间模型,它预期在区域 ω 内事例数密度分布为

一常数

f(M2
12,M

2
13) = π2/4m2, (3.7.9)

这种情形下, 运动学变量 M2
12,M

2
13 是随机变量．

粒子物理学预期, 如果 A 衰变为粒子 1, 2, 3 通过某个中间亚稳态, 即

那么区域 ω 内事例数的密度分布是不均匀的, 在某个 M2
12 值附近出现密集区, 该

M2
12 与中间态 B 的质量相对应, 利用这种方法很容易找到短寿命的粒子共振态．

例如, 图 3.4 是 J/ψ→ π+π−π0 事例的达里兹图. 如果通过 J/ψ→ π+π−π0 产

生 (均匀相空间), 事例为均匀分布. 但实际数据在 M2
12 = M2

13 = M2
23 = 0.60GeV2
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处点子很多, 表明存在 M12 = M13 = M23 = 0.77GeV 的共振态 ρ±, ρ0：

J/ψ→ ρ±π∓, ρ± → π±π0,

J/ψ→ ρ0π0, ρ0 → π+π−.

也可以选择另外一对运动学变量作为随机变量,如M12和M13．根据式 (3.7.6),

雅可比行列式为

J

(
M2

12,M
2
13

M12,M13

)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

∂M2
12

∂M12

∂M2
13

∂M12

∂M2
12

∂M13

∂M2
13

∂M13

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
2M12 0

0 2M13

∣∣∣∣∣ = 4M12M13,

以 M12,M13 为随机变量的概率密度, 由式 (3.7.5) 知

g(M12,M13) =
∣∣∣∣J

(
M2

12,M
2
13

M12,M13

)∣∣∣∣ f(M2
12,M

2
13)

=
π2

m2
M12M13.

可见概率密度 g(M12,M13) 不是常数, 这表示相空间模型预期的结果用 M2
12,M

2
13

作坐标轴来标绘比用 M12,M13 作坐标轴来标绘要简明．

也可用末态粒子 2, 3 的能量作为随机变量, 这时雅可比行列式为

J

(
M2

12,M
2
13

E2, E3

)
=

∣∣∣∣∣
0 −2m

−2m 0

∣∣∣∣∣ = −4m2,

相应的概率密度为

h(E2, E3) = |J | · f(M2
12,M

2
13) = π2.

因此, 用 E2, E3 作为坐标轴, 相空间模型预期的事例数密度是常数．

3.8 线性变换和正交变换

我们经常遇到随机变量的线性函数, 或称线性变换．其原因首先是由于线性函

数特别简单且易于处理;其次,许多其他变换可以用线性函数的泰勒展开作为近似,

从而用线性函数来处理．

设随机向量 Y = (Y1, Y2, · · · , Yr)T 是随机向量 X = (X1, X2, · · · , Xn)T 的线性

函数,

Y1 = t11X1 + t12X2 + · · ·+ t1nXn + a1,
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Y2 = t21X1 + t22X2 + · · ·+ t2nXn + a2,

...

Yr = tr1X1 + tr2X2 + · · ·+ trnXn + ar. (3.8.1)

用矩阵的记号可写成

Y = T∼X + a, (3.8.2)

其中 Y , a 是 r 个元素的列向量, X 是 n 个元素的列向量, T∼ 是 r × n 矩阵 (变换

矩阵).

Y =




Y1

Y2

...

Yr




, a =




a1

a2

...

ar




, X =




X1

X2

...

Xn




,

T∼ =




t11 t12 · · · t1n

t21 t22 · · · t2n

...
...

...

tr1 tr2 · · · trn




. (3.8.3)

由于求期望值的运算是线性运算 (见式 (3.5.21)), 故 Y 的数学期望为

E(Y ) = µ (Y ) = T∼µ (X) + a. (3.8.4)

Y 的协方差矩阵根据式 (3.5.31) 有

V∼ (Y ) = E{[Y − µ(Y )][Y − µ(Y )]T}
= E{[T∼X + a− T∼µ(X)− a][T∼X + a− T∼µ(x)− a]T}
= E{T∼ [X − µ(X)][X − µ(X)]TT∼

T}
= T∼E{[X − µ(X)][X − µ(X)]T}T∼T,

注意到 E{(X − µ (X))(X − µ (X))T} 恰好是随机向量 X 的协方差矩阵, 因此,

V∼ (Y ) = T∼V∼ (X)T∼
T. (3.8.5)

V∼ (Y ) 是一个 r × r 对称矩阵, 它的元素

Vkl(Y ) = cov(Yk, Yl), k, l = 1, 2, · · · , r
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是随机向量 Y 的第 k 和第 l 个分量之间的协方差, 写成明显的表达式

Vkl(Y ) =
n∑

i=1

n∑

j=1

tkitljVij(X), k, l = 1, 2, · · · , r, (3.8.6)

其中 Vij(X) 是随机向量 X 的协方差矩阵的 i 行 j 列元素．注意到 V∼ (X) 的对称

性, 上式可改写为

Vkl(Y ) =
n∑

i=1

t2kiVii(X) + 2
n∑

i<j,j=2

tkitljVij(X), k, l = 1, 2, · · · , r. (3.8.7)

随机向量 Y 的各分量 Y1, Y2, · · · , Yr 的方差等于协方差矩阵 V∼ (Y ) 的各对角项

Vkk(Y ), k = 1, 2, · · · , r. 一般情况下, 对角项 Vkk(Y ) 将包含变量 X 的协方差项

Vij(X),

Vkk(Y ) =
n∑

i=1

n∑

j=1

tkitkjVij(X),

或

Vkk(Y ) =
n∑

i=1

t2kiVii(X) + 2
n∑

i<j,j=2

tkitkjVij(X), k = 1, 2, · · · , r. (3.8.8)

如果 X1, X2, · · · , Xn 相互独立, 则上式简化为

Vkk(Y ) =
n∑

i=1

t2kiVii(X), k = 1, 2, · · · , r. (3.8.9)

应当强调, 在 X1, X2, · · · , Xn 相互独立的情况下, 函数 Y 的协方差矩阵 V∼ (Y ) 仍

然有不等于 0 的非对角项．

现在讨论一种特殊的线性变换．考虑 n 维随机向量 X 的如下变换：




Y1 = r11X1 + r12X2 + · · ·+ r1nXn,

Y2 = r21X1 + r22X2 + · · ·+ r2nXn,
...

Yn = rn1X1 + rn2X2 + · · ·+ rnnXn,

写成矩阵形式为

Y = R∼X, (3.8.10)

其中 R∼ 是 n× n 方阵．进一步设上述变换使随机向量 X 的模不变, 即

Y 2 =
n∑

i=1

Y 2
i = X2 =

n∑

i=1

X2
i , (3.8.11)
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利用矩阵运算上式, 可写为

Y TY = (R∼X)T(R∼X) = XTR∼
TR∼X = XTX,

这就要求

R∼
TR∼ = I∼, (3.8.12)

I∼ 是 n× n 单位矩阵．写成分量的形式, 上式等价于

n∑

i=1

rikril = δkl =

{
0, 当 l 6= k

1, 当 l = k.
(3.8.13)

满足上述条件的变换 R∼ 称为正交变换．

考察变换 R∼ 的行列式

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

r11 r12 · · · r1n

r21 r22 · · · r2n

...
...

...

rn1 rn2 · · · rnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

利用式 (3.8.13) 的关系, 得到

D2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 · · · 0

0 1 0
...

0 0 1
. . .

0 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

即 D = ±1．D 就是变换式 (3.8.10) 的雅可比行列式,

J

(
Y

X

)
= ±1. (3.8.14)

将等式 (3.8.10) 两边左乘 R∼
T, 则得

R∼
TY = R∼

TR∼X = X, (3.8.15)

而由式 (3.8.10) 有 X = R∼
−1Y , R∼

−1 是 R∼ 的逆变换, 比较以上两式, 即知

R∼
−1 = R∼

T, (3.8.16)

即正交变换的逆变换矩阵等于变换矩阵的转置 R∼
T．
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3.9 误差传播公式

我们从比较简单的情形开始讨论．设 n个直接测定值可由 n维随机向量 X =

(X1, X2, · · · , Xn)T 的各个分量表示, 其测量误差则由 X 的协方差矩阵 V∼ (X) 表

示．现在要求 X 的函数 Y = Y (X)(间接测定量) 的方差．

假定 X = (X1, X2, · · · , Xn)T 的测定误差是小量, 这时近似地有

E{Y (X)} ≈ Y (µ), (3.9.1)

其中 µ = (µ1, µ2, · · · , µn)T, µi 是 Xi 的期望值．利用式 (2.4.22) 可求出 Y 的方差

V (Y ) = E{[Y (X)− E(Y (X))]2} ≈ E{[Y (X)− Y (µ)]2}. (3.9.2)

将函数 Y (X) 在 µ 附近作泰勒展开

Y (X) ≈ Y (µ) +
n∑

i=1

(Xi − µi)
∂Y

∂Xi

∣∣∣∣
X=µ

+ 高次项, (3.9.3)

略去高次项, 代入式 (3.9.2), 得

V [Y (X)] ≈
n∑

i=1

n∑

j=1

(
∂Y

∂Xi
· ∂Y

∂Xj

)

X=µ

· E[(Xi − µi)(Xj − µj)]

=
n∑

i=1

n∑

j=1

(
∂Y

∂Xi
· ∂Y

∂Xj

)

X=µ

· Vij(X). (3.9.4)

由于协方差矩阵 V∼ (X) 是对称矩阵, 上式也可写成

V [Y (X)] ≈
n∑

i=1

(
∂Y

∂Xi

)2

X=µ

· Vii(X)

+ 2
n∑

i<j,j=2

(
∂Y

∂Xi
· ∂Y

∂Xj

)

X=µ

· Vij(X). (3.9.5)

式 (3.9.4)和式 (3.9.5)就是误差传播公式．一般情形下,它只是近似地正确,因为在

推导过程中略去了高次项, 但当 Y 是 X 的线性函数时, 泰勒展开式中一阶以上的

导数都为 0, 故误差传播公式是严格正确的．

如果 X1, X2, · · · , Xn 相互独立, 那么 V∼ (X) 中的所有非对角项等于, 于是式

(3.9.5) 变成

V (Y ) ≈
n∑

i=1

(
∂Y

∂Xi

)2

X=µ

Vii(X) =
n∑

i=1

(
∂Y

∂Xi

)2

X=µ

σ2
i (Xi), (3.9.6)
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即函数 Y (X) 的方差等于各变量 Xi 的方差的线性和．

现在讨论更一般的情况：设 m 个间接测定量可用直接测定值矢量 X 的函数

Y = (Y1, Y2, · · · , Ym)T 表示

Yk = Yk(X1, X2, · · · , Xn) = Yk(X), k = 1, 2, · · · ,m. (3.9.7)

在 X 的数学期望 µ 附近对 Yk 作泰勒展开

Yk(X) = Yk(µ) +
n∑

i=1

(Xi − µi)
∂Yk

∂Xi

∣∣∣∣
X=µ

+ 高次项, k = 1, 2, · · · ,m, (3.9.8)

当 X 的测定误差是小量时, 则有

E(Yk(X)) ≈ Yk(µ). (3.9.9)

利用协方差的定义 (3.5.23) 知, Yk(X) 与 Yl(X) 之间的协方差为

Vkl(Y ) = E{(Yk(X)− E[Yk(X)])(Yl(X)− E[Yl(X)])},

将式 (3.9.8) 略去高次项后代入上式, 得

Vkl(Y ) ≈
n∑

i=1

n∑

j=1

(
∂Yk

∂Xi
· ∂Yl

∂Xj

)

X=µ

E[(Xi − µi)(Xj − µj)]

=
n∑

i=1

n∑

j=1

(
∂Yk

∂Xi
· ∂Yl

∂Xj

)

X=µ

Vij(X), k, l = 1, 2, · · · ,m. (3.9.10)

注意到 V∼ (X) 是一对称矩阵, 上式也可改写为

Ykl(Y ) ≈
n∑

i=1

(
∂Yk

∂Xi

∂Yl

∂Xi

)

X=µ

Vii(X)

+ 2
n∑

i<j,j=2

(
∂Yk

∂Xi
· ∂Yl

∂Xj

)

X=µ

Vij(X), k, l = 1, 2, · · · ,m. (3.9.11)

Vkl(Y ) 确定了函数 Y 的协方差矩阵 V∼ (Y )．式 (3.9.10) 和式 (3.9.11) 是一般形式

的误差传播公式, 是数据处理中误差计算的基本关系式．Y = {Y1, Y2, · · · , Ym} 各
分量 Yk 的方差等于 V∼ (Y ) 的各对角项 Vkk(Y )．一般情况下, 对角项 Vkk(Y ) 将包

含变量 X 的协方差项 Vij(X).

Vkk(Y ) ≈
n∑

i=1

n∑

j=1

(
∂Yk

∂Xi
· ∂Yk

∂Xj

)

X=µ

Vij(X)
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=
n∑

i=1

(
∂Yk

∂Xi

)2

X=µ

Vii(X)

+ 2
n∑

i<j,j=2

(
∂Yk

∂Xi
· ∂Yk

∂Xj

)

X=µ

Vij(X), k = 1, 2, · · · ,m. (3.9.12)

如果 X1, X2, · · · , Xn 相互独立, 则上式简化为

Vkk(Y ) =
n∑

i=1

(
∂Yk

∂Xi

)2

X=µ

Vii(X) =
n∑

i=1

(
∂Yk

∂Xi

)2

X=µ

σ2
i (Xi), k = 1, 2, · · · ,m.

(3.9.13)

但即使 X1, X2, · · · , Xn 相互独立, 函数 Y (X) 的协方差矩阵 V∼ (Y ) 仍有非 0 的非

对角项．

协方差矩阵 V∼ (Y ) 可写成简明的矩阵形式．令 m× n 阶偏导数矩阵 S 为

S∼ =




∂Y1

∂X1

∂Y1

∂X2
· · · ∂Y1

∂Xn

∂Y2

∂X1

∂Y2

∂X2
· · · ∂Y2

∂Xn
...

...
...

∂Ym

∂X1

∂Ym

∂X2
· · · ∂Ym

∂Xn




X=µ

, (3.9.14)

即矩阵元素为

Ski =
(

∂Yk

∂Xi

)

X=µ

, k = 1, 2, · · · ,m, i = 1, 2, · · · , n,

则式 (3.9.10) 成为

Vkl(Y ) ≈
n∑

i=1

n∑

j=1

SkiVij(X)Slj ,

或

V∼ (Y ) = S∼V∼ (X)S∼
T, (3.9.15)

其中 V∼ (Y ) 是 m×m 阶方阵, V∼ (X) 是 n× n 阶方阵．

应当强调指出, 计算协方差矩阵 V∼ (Y ) 的所有公式都应取 X = µ(µ 为 X 的

期望值) 处的值．从实验测量的角度而言, µ 是未知的, 实际计算时可用 X 的某组

实际测量值 (x1, x2, · · · , xn)T 或 X 的估计值作为近似．

下面列出几种经常遇到的变量变换下的误差传播公式．下面各式中, a, b 为正

常数, x 和 y 是随机变量 X 和 Y 的测量值, U 是 X, Y 的函数 U = U(X, Y ), u =

u(x, y)．
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(1) 加减 U = aX ± bY,

σ2(U) = a2σ2
X + b2σ2

Y ± 2abcov(X, Y ).

(2) 乘除 U = ±aXY,

σ2(U)
u2

=
σ2

X

x2
+

σ2
Y

y2
+

2cov(X, Y )
xy

.

U = ±aX

Y
,

σ2(U)
u2

=
σ2

X

x2
+

σ2
Y

y2
− 2cov(X, Y )

xy
.

(3) 乘幂 U = aX±b, σ(U)/u = bσX/x.

(4) 指数 U = ae±bX , σ(U)/u = bσX ;

U = a±bX , 可改写为 U = (eln a)±bX = e±(b ln a)X ,

与上式对比, 得

σ(U)/u = (b ln a)σX .

(5) 对数 U = a ln(±bX), σ(U) = aσX/X.

例 3.3 放射性测量的误差

设一放射源在时刻 t 的衰变率为 At = A0e−t/τ , A0 是 t = 0 时的衰变率, 平均

寿命 τ = 5天, A0 = 1000计数/秒．t = 20天时, At = A0e−t/τ ≈ 18.3计数/秒．问：

(1) t 的测定误差 σt = 1 小时, 求 A(t) 的误差 (A0 的测定误差可以忽略);

(2) 求衰变率下降到 A′t = 10 计数/秒的时刻 t′, 如果衰变率的容许误差为

σAt1 = 1 计数/秒, 对应的容许时间误差多大？

解 (1) 根据第 (4) 种情形

σAt = At · 1
τ

σt = 18.3 计数/秒 ×1 小时/5 天

= 0.15 计数/秒.

(2) 由 A′t = A0e−t′/τ 求得

t′ = −τ ln(A′t/A0) = −5 天 × ln
(

10
1000

)
≈ 23 天.

对应的时间误差由第 (5) 种情况的公式求得

σ′t =
τσA′t

A′t
=

5 天 ×1 计数/秒
10计数/秒

= 0.5天.

例 3.4 直角坐标测定值和极坐标测定值间的误差转换
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在极坐标系中, 平面上任一点的位置由半径和极角表示．假定用某种仪器独立

地测量平面上某个点 P 的半径 r 和极角 ϕ,测量的标准误差分别为 σr 和 σϕ,用概

率的语言, 这等价于用 R, Φ 两个相互独立的随机变量描述测量结果．

极坐标值可以方便地转换为直角坐标值

X = RcosΦ, Y = R sinΦ.

显然, X, Y 也是随机变量．由{X, Y }构成的随机向量 Z 和 {R,Φ} 构成的随机向
量 U 的协方差矩阵之间的关系由误差传播公式给出

V∼ (Z) =

(
Vxx Vxy

Vyx Vyy

)
= S∼V∼ (U)S∼

T,

其中,

V∼ (U) =

(
σ2

r 0

0 σ2
ϕ

)
,

S∼ =




∂x

∂r

∂x

∂ϕ
∂y

∂r

∂y

∂ϕ


 =

(
cos ϕ −r sinϕ

sinϕ r cos ϕ

)
.

容易求得 



Vxx = σ2
r cos2 ϕ + σ2

ϕr2 sin2 ϕ,

Vyy = σ2
r sin2 ϕ + σ2

ϕr2 cos2 ϕ,

Vxy = Vyx = (σ2
r − σ2

ϕr2) sin ϕ cos ϕ.

由于 V∼ (Z) 的非对角项不等于 0, 随机变量 X, Y 不是相互独立的．

反之, 当对 P 点的 x, y 坐标作相互独立的测量时, 测量标准误差为 σx, σy, 用

类似的步骤可求出相应的矩阵 S∼
′ 和极坐标 r, ϕ 的协方差,





Vrr =
(
x2σ2

x + y2σ2
y

)/ (
x2 + y2

)
,

Vϕϕ =
(
y2σ2

x + x2σ2
y

)/ (
x2 + y2

)2
,

Vrϕ = Vϕr =
(
σ2

y − σ2
x

) · xy

(x2 + y2)3/2
;





r =
(
x2 + y2

)1/2
, ϕ = arctan(y/x);

S∼
′ =




∂r

∂x

∂r

∂y
∂ϕ

∂x

∂ϕ

∂y


 =




x

r

y

r−y

r2

x

r2


 .
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第 2、第 3 两章我们讨论了随机变量及其分布的一般性质, 它们普遍适用而不

依赖于分布的特定形式. 本章将讨论在概率统计计算和实验数据的整理、分析中经

常用到的一些重要的概率分布, 以及它们各自特有的性质. 前六节介绍几种离散分

布, 然后讨论重要的连续分布. 在实验测量中测到的 “实验分布” 往往与理想的概

率分布相接近, 但又存在一些差别, 本章最后一节将论述处理这类实验分布的一些

方法.

4.1 伯努利分布和二项分布

设随机试验可能的结果只有两种：A 表示 “成功”; A 表示 “失败”. 出现事件

A 和 A 的概率分别为 P (A) = p, P (A) = 1− p ≡ q, 这样的一次随机试验称为伯努

利试验.

用随机变量 X 表示伯努利实验的结果, X =1 表示成功, X =0 表示失败, 于

是 X 的概率分布为

P (X = 1) = p, P (X = 0) = 1− p, 0 < p < 1,

或记为

P (X = r) = pr(1− p)1−r, r = 0, 0 < p < 1. (4.1.1)

称随机变量 X 服从伯努利分布或(0, 1) 分布. 显然, 式 (4.1.1) 满足离散随机变量

概率分布的定义式 (2.2.6).

根据定义, 伯努利分布的均值和方差为

E(X) =
2∑

i=1

xipi = 1 · p + 0 · (1− p) = p, (4.1.2)

V (X) =
2∑

i=1

[xi − E(X)]2pi = (1− p)2 · p + (−p)2 · (1− p) = p(1− p). (4.1.3)

伯努利分布是最简单的离散分布,它可以描写样本空间只包含两个元素的任何

随机试验, 如前面多次提到的投硬币试验.
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独立地进行 n次伯努利试验 (称为 n重伯努利试验), 事件 A的发生次数 r 可

为 0 到 n 之间的任一个正整数, 因此, r 是一个随机变量, 它可以视为 n 个伯努利

分布随机变量之和

r = X1 + X2 + · · ·+ Xn. (4.1.4)

计算表明, 事件 A 发生 r 次 (0 6 r 6 n) 的概率等于

B(r;n, p) =

(
n

r

)
pr(1− p)n−r, r = 0, 1, · · · , n. (4.1.5)

其中 p是一次伯努利试验中出现事件 A的概率.由于 B(r;n, p)的表达式恰好是二

项式 (q + p)n 的展开式

(q + p)n =

(
n

0

)
qn +

(
n

1

)
pqn−1 +

(
n

2

)
p2qn−2 + · · ·+

(
n

n

)
pn

= B(0;n, p) + B(1;n, p) + B(2;n, p) + · · ·+ B(n;n, p)

中的第 r+1 项, 故上述概率分布称为参数 n, p 的二项分布. 当 n=1, 二项分布的概

率表达式简化为

B(r; 1, p) = pr(1− p)1−r, r = 0, 1,

这正是伯努利分布.

根据式 (4.1.5), 显然有

B(r;n, p) > 0, r = 0, 1, 2, · · · , n,

n∑
r=0

B(r;n, p) =
n∑

r=0

(
n

r

)
pr(1− p)n−r = [p + (1− p)]n = 1,

即满足离散随机变量概率分布的定义式 (2.2.6).

二项分布有性质

B(r;n, p) = B(n− r;n, 1− p). (4.1.6)

证明 因为 (
n

n− r

)
=

n!
r!(n− r)!

=

(
n

r

)
,

故有

B(n− r;n, 1− p) =

(
n

n− r

)
(1− p)n−r[1− (1− p)]n−(n−r)
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=

(
n

r

)
(1− p)n−rpr = B(r;n, p).

式 (4.1.6) 得证.

现在考察二项分布 B(r;n, p) 随 r 变化的情况. 由于

B(0;n, p) = qn,
B(r;n, p)

B(r − 1;n, p)
=

n− r + 1
r

· p

q
= 1 +

(n + 1)p− r

rq
,

(4.1.7)

故当

r < (n + 1)p时, B(r;n, p) > B(r − 1;n, p);

r = (n + 1)p时, B(r;n, p) = B(r − 1;n, p);

r > (n + 1)p时, B(r;n, p) < B(r − 1;n, p).

由于 r 只取 0 或正整数, 而 (n + 1)p 不一定是正整数, 所以存在正整数 m, 满足

(n + 1)p− 1 < m 6 (n + 1)p.

这时, r = 0 → m 时 B(r;n, p) 单调上升, r = m 时达到极大, 然后单调下降; 若

(n + 1)p = m, 则 B(m;n, p) = B(m− 1;n, p), 同时达到概率分布的极大值.

根据递推关系式 (4.1.7)很容易从某个已知的二项概率值 B(r, n, p)计算大于 r

的二项概率值, 这通常比直接从式 (4.1.5) 计算要简单.

累积二项分布定义为

F (x;n, p) =
x∑

r=0

B(r;n, p), x = 0, 1, · · · , n. (4.1.8)

它有下述性质：

F (x;n, p) = 1− F (n− x− 1;n, 1− p), 0 6 x 6 n− 1. (4.1.9)

因为

F (x;n, p) =
x∑

r=0

B(r;n, p) =
x∑

r=0

B(n− r;n, 1− p)

=
n∑

n−r=n−x

B(n− r;n, 1− p)

=
n∑

n−r=0

B(n− r;n, 1− p)−
n−x−1∑
n−r=0

B(n− r;n, 1− p)
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= 1− F (n− x− 1;n, 1− p),

上式得证.

本书下册附表 1 给出 p 从 0.01 到 0.50 的 11 种不同值, n = 1, 2, · · · , 20, 25, 30

对应的二项分布概率,附表 2则给出相应的累积二项分布的数值.对于 p > 0.5的情

形,二项分布和累积二项分布可由式 (4.1.6)和式 (4.1.9)并查阅附表 1,附表 2得到.

当 p = q = 0.5 时, 二项分布是对称的; 否则是不对称的. 图 4.1 是 p = 0.2, 0.5;

n = 5, 10, 20 的二项分布的图形. 当 n 增大时, 图形变得较为对称.

图 4.1 不同参数值 n, p 的二项分布

现在来求二项分布的数字特征. 由于二项分布随机变量是 n 个独立的伯努利

分布之和,由后者的均值和方差以及独立随机变量和的均值和方差公式 (见 2.4节),

立即有

µ ≡ E(r) = np, V (r) = np(1− p). (4.1.10)



4.1 伯努利分布和二项分布 · 77 ·

二项分布的偏度系数和峰度系数按定义式 (2.4.24) 和式 (2.4.25), 可得

γ1 =
1− 2p

[np(1− p)]
1
2
, γ2 =

1− 6p(1− p)
np(1− p)

.

从 γ1 和 γ2 的表达式可见, 当 p = 0.5 时, γ1 = 0, 即分布对于极大值为对称; 当

p < 0.5 时, γ1 > 0, 这表示二项分布的图形在右端有长的 “尾巴”(见 2.4 节的讨论);

反之, 若 p > 0.5, 二项分布的左端有长的尾巴. 当 n →∞, γ1, γ2 → 0 时, 这表示在

n →∞ 的极限情形下, 二项分布趋近于正态分布, 均值 np, 方差 npq(见 4.10 节).

二项分布的概率母函数按定义式 (2.6.1) 为

G(Z) =
∑

r

Zr

(
n

r

)
prqn−r = (Zp + q)n. (4.1.11)

在 n 次独立的伯努利试验中, 量 r/n 表示试验 “成功” 的相对比例, 显然, 它也是

随机变量, 其均值和方差分别是

E
( r

n

)
=

1
n

E(r) = p,

V
( r

n

)
=

1
n2

V (r) = p(1− p)/n.

(4.1.12)

二项分布中的参数 p(一次伯努利试验中出现事件 A的概率)往往是未知的,须

由实验来确定. 当试验次数 n 足够大, 事件出现次数为 r 时, 事件出现的频率近似

于事件的概率, 即
r

n
≈ p 或 r ≈ np. (4.1.13)

r 的方差由式 (4.1.10) 知

V (r) = np(1− p) ≈ r
(
1− r

n

)
.

下面通过几个具体例子来说明二项分布的应用.

例 4.1 探测器的探测效率

有一类实验只测定一定种类的事例的出现概率, 实验结果只有两种：或者是

出现这类事例 (成功), 或者是不出现这类事例 (失败). 实验只是对成功次数作计

数,称为计数实验,显然,成功次数服从二项分布.例如,用探测器对粒子作计数,当

一个粒子穿过探测器时, 测量结果只可能是记到一次计数, 或者没记到计数, 没有

其他可能. 这样, n 个粒子穿过探测器时, 探测器记到 r 次计数的概率由二项分布

描述.
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一个粒子穿过探测器时得到一次计数的概率称为探测效率 ε, 显然它就等于二

项分布的参数 p. 事实上 ε 是依靠有限次测量确定的, 即 ε = r/n. 当 n 足够大,

ε ≈ p. 有限次测量确定的 ε 是有误差的, 由式 (4.1.12) 知 ε 的方差为

V (ε) = V
( r

n

)
=

p(1− p)
n

≈ ε(1− ε)
n

,

所以探测效率的误差 (标准偏差) 为

σε ≈
√

ε(1− ε)
n

=
√

r

n2

(
1− r

n

)
.

σε 有如下性质：ε = 0.5 时, σε 达到极大值 0.5/
√

n; σε 对于 ε = 0.5 为对称分布;

当 ε 接近 0 或 1 时, σε 达到极小. 为了能实验地测定 ε, 探测器计数 r 最小需等于

1, 即 εmin = 1/n, 此时

σεmin = σε= 1
n
≈ 1

n
.

探测效率的相对误差则为

R =
σε

ε
=

1√
n

√
1− ε

ε
.

当 ε = εmin ≈ 1/n,R = Rmax ≈ 1; 随着 ε 的增大 R 迅速下降.

图 4.2 显示了探测效率 ε 与其误差 σε 和测量次数 n 之间的函数关系, 以及探

测效率的相对误差 R 与探测效率 ε 和测量次数 n 之间的函数关系.

图 4.2 σε
√

n (a) 和 R
√

n (b) 与探测效率 ε 间的关系

例 4.2 粒子反应产物的前后不对称性 (1)

一对相对飞行的高能正负电子对撞时, 产生下述粒子反应：

e+ + e− → µ+ + µ−.

末态 µ+µ− 粒子方向相反, µ+ 与 e+ 之间的夹角 θ(称为极角)是一随机变量. θ落在

(0,π/2) 区间内的事例称为前向事例, 落在 (π/2,π) 区间内称为后向事例 (图 4.3).
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设共测量了 N 个 e+e− → µ+µ− 事例, 其中前向事例数和后向事例数分别记为 F

和 B,F + B = N , 前后不对称性 r 定义为

r =
F −B

F + B
,

求 r 的数学期望和方差.

图 4.3 e+e− → µ+µ− 反应中的前向事例 (a) 和后向事例 (b)

e+e− → µ+µ− 反应中前向事例和后向事例数之间的比例是由该反应的物理规

律 (反应截面的角分布)确定的,但对于单个事例,究竟是前向事例还是后向事例却

是随机的. 由于事例只有两种可能结果, 又作了 N 次独立的测量, 所以前向事例数

F 服从参数 N, p 的二项分布, p 为一次 e+e− → µ+µ− 事例是前向事例的概率, 在

N 个 e+e− → µ+µ− 事例中出现 F 次前向事例的概率为
(

N

F

)
pF (1− p)B

, B = N − F.

于是不对称性 r =
F −B

F + B
=

F − (N − F )
N

=
2
N

F − 1. 显然 r 也是一个随机变量,

它的数学期望和方差等于

E(r) = E

(
2
N

F

)
− E(1) =

2
N
·Np− 1 = 2p− 1;

V (r) = V

(
2
N

F − 1
)

= V

(
2
N

F

)

=
4

N2
V (F ) =

4p (1− p)
N

.

当测量事例数 N 足够大, 一次试验中前向事例的出现概率 p 可用频率 F/N 作为

近似, 所以

E (r) ≈ 2
N

F − 1 =
F −B

F + B
,

V (r) ≈ 1
N
· 4F

N
· B

N
=

4FB

N3
,

σ (r) ≈ 2
N

√
FB

N
.
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σ(r) 是随机变量 r 的标准差. 由 σ(r) 的表达式可以求得 σ(r) 达到一定精度所要

求收集的事例数; 或者反过来, 由收集到的事例数求出前后不对称性的标准误差.

例 4.3 试验次数的确定

在一次随机试验中, 事例 A 出现的概率为 p, 为了使事例 A 至少出现一次的

概率等于 α, 问至少需作多少次这样的随机试验?

设 X 是 N 次试验中事例 A出现的次数,则 X 服从参数 N , p的二项分布.本

例的问题归结为找到一个 N 值, 使 P (X > 1) > α, 亦即

1− P (X = 0) > α, P (X = 0) 6 1− α.

由二项分布的概率可知

P (X = 0) =

(
N

0

)
p0(1− p)N = (1− p)N ,

所以应有 (1− p)N 6 1− α, 考虑到 (1− p) < 1, 故问题的解为

N > lg(1− α)
lg(1− p)

.

满足上式的 N 即是所要求的试验次数.

例 4.4 扫描效率 (2)

我们进一步讨论 1.4 节中例 1.5 的扫描效率问题. 设两次独立扫描的效率分别

为 ε1 和 ε2, 则总的扫描效率为 ε = ε1 + ε2 − ε1ε2(在 1.4 节中, ε1, ε2 和 ε 分别用

P (1), P (2) 和 P (1 ∪ 2) 表示). 试求 ε1, ε2 和 ε 的统计误差 (即标准差).

在扫描过程中, 一个有效事例或者被扫描者记录, 或者不被记录, 只有这两种

可能性. 因此, N 个有效事例被找出 N12 + N1(第一次扫描) 和 N12 + N2(第二次

扫描) 个事例的概率可以用二项分布来求得. 根据本节的讨论,
N12 + N1

N
= ε1 和

N12 + N2

N
= ε2 也是随机变量, 且其方差为 (见式 (4.1.12))

V (ε1) =
p1(1− p1)

N
, V (ε2) =

p2(1− p2)
N

.

当 N 充分大, p1 和 p2 可用频率
N12 + N1

N
= ε1 和

N12 + N2

N
= ε2 代替, 于是求得

扫描效率 εi 的标准差

σ(εi) =
[
εi(1− εi)

N

]1/2

, i = 1, 2.

由于两次扫描是相互独立的, 故由 ε = ε1 + ε2 − ε1ε2, 应用误差传播公式, 可求出 ε

的方差

V (ε) =
(

∂ε

∂ε1

)2

V (ε1) +
(

∂ε

∂ε2

)2

V (ε2),
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结果

σ(ε) =
[
(1− ε1)(1− ε2)(ε1 + ε2 − 2ε1ε2)

N

]1/2

,

其中 N 为有效事例的实际数目, 例 1.5 中已给出它的表达式.

例 4.5 粒子径迹探测效率

一条粒子径迹一般需用多层探测器来探测. 设一粒子径迹穿过 n层探测器,每

层包含 m 个子层, 当每一层中至少有 k 个子层探测器有击中信号, 就认为探测到

了该粒子径迹. 求该粒子探测系统的粒子径迹探测效率及其误差 εt ± σt.

(1) 各子探测器探测效率及其误差均不相等.

设第 i 层第 j 子层探测器效率为 εij , 其误差为 σij . 第 i 层的 m 个子层至少

有 k 个探测器有击中信号的概率表示为 Pi(r > k), 则径迹探测效率为

εt =
n∏

i=1

Pi(r > k), (4.1.14)

对其求导则有
∂εt

∂εij
=

∂Pi(r > k)
∂εij

n∏

l=1,l 6=i

Pl(r > k). (4.1.15)

据误差传播公式 (3.9.6), 考虑到 εij 的独立性, 径迹探测效率 εt 的误差为

σ2
t =

n∑

i=1

m∑

j=1

(
∂εt

∂εij

)2

σ2
ij . (4.1.16)

根据具体的 m, k 值, 容易写出 Pi(r > k) 的具体表达式, 例如, 当 m = 3, k = 2, 有

Pi (r > 2)= εi1εi2εi3 + εi1εi2(1− εi3)

+εi1εi3(1− εi2) + εi2εi3(1− εi1), i = 1, · · · , n.
(4.1.17)

据此可按照式 (4.1.14)∼ 式 (4.1.17) 计算粒子径迹探测效率及其误差 εt ± σt.

(2) 各子探测器探测效率及其误差相等, 即 εij = ε, σij = σ.

这种情形下, 每层内有 r 个子探测器成功探测 (有击中信号) 的概率服从参数

m, ε 的二项分布, 故每层内至少有 k 个子探测器成功探测的概率为

Pi(r > k) = P (r > k) =
m∑

r=k

Cr
mεr(1− ε)m−r, (4.1.18)

径迹探测效率为

εt = [P (r > k)]n =

[
m∑

r=k

Cr
mεr(1− ε)m−r

]n

. (4.1.19)



· 82 · 第 4 章 一些重要的概率分布

式 (4.1.15) 变为
∂εt

∂εij
= Pn−1(r > k)

∂Pi(r > k)
∂εij

,

式 (4.1.16) 变为

σ2
t =

n∑

i=1

m∑

j=1

(
∂εt

∂εij

)2

σ2
ij = σ2P 2(n−1)(r > k)

n∑

i=1

m∑

j=1

(
∂Pi(r > k)

∂εij

)2

.

而
∂Pi(r > k)

∂εij
= Ck−1

m−1ε
k−1(1− ε)m−k,

故得到

σt = σ
√

nmP (n−1)(r > k)Ck−1
m−1ε

k−1(1− ε)m−k. (4.1.20)

例如取 n = 3,m = 3, k = 2, ε = 0.95, 代入以上公式可得

P (r > 2) = 0.992 75, εt = [P (r > 2)]3 = 0.978 4,

σt = σ × 3× 0.992 752 × 2× 0.95× 0.05 = 0.281σ.

可见径迹探测效率达到 97.84%, 其误差仅为子探测器探测效率误差 σ 的 28%.

如果各子探测器探测效率及其误差均不相等, 但相互之间差别不大, 一种近

似的简单做法是将加权平均 ε̄, σ̄ 代替式 (4.1.19)∼ 式 (4.1.20) 中的 ε, σ 即可求得

εt, σt：

ωij =
1

σ2
ij

, ε̄ =

n∑

i=1

m∑

j=1

ωijεij

n∑

i=1

m∑

j=1

ωij

, σ̄ =
1√√√√

n∑

i=1

m∑

j=1

ωij

. (4.1.21)

4.2 多 项 分 布

在二项分布中, 一次随机试验的结果只有两种. 一般地, 设一次随机试验的结

果有 l 种, 即

E = A1 + A2 + · · ·+ Al,

一次试验中出现事件 Aj 的概率为

P (Aj) = pj , j = 1, 2, · · · , l,
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显然应满足
l∑

j=1

pj = 1.

作 n次独立的随机试验 E,事件 Aj 出现 rj 次, j = 1, 2, · · · , l 的概率分布可表示为

M(r;n, p) =
n!

r1!r2! · · · rl!
pr1
1 pr2

2 · · · prl

l . (4.2.1)

上式是 (p1 + p2 + · · ·+ pl)
n 展开式的一般项, 它称为随机变量 r = (r1, r2, · · · , rl)

的参数 n 和 p = (p1, p2, · · · , pl) 的多项分布. 这 l 个 rj 值并不全都独立, 它们必须

满足下述条件：
l∑

j=1

rj = n. (4.2.2)

显而易见, 二项分布是 l = 2 的多项分布之特例.

多项分布的一些性质列举如下：

均值

E(rj) = npj , j = 1, 2, · · · , l,

方差

V (rj) = npj(1− pj), j = 1, 2, · · · , l,

协方差

cov(ri, rj) = −npipj

ρij ≡ cov(ri, rj)
σ(ri)σ(rj)

= −
√

pipj

(1− pi)(1− pj)





i 6= j,

i, j = 1, 2, · · · , l,
(4.2.3)

概率母函数

G(Z2, Z3, · · · , Zl) = (p1 + p2Z2 + · · ·+ PlZl)n.

rj 的均值和方差的表达式容易证明.

证明 设每次试验中出现事件Aj的概率为pj ,出现其他事件的概率为 (1− pj),

于是 rj 服从参数 n, pj 的二项分布, 应用二项分布的均值和方差的表达式即得证.

现在证明协方差项的公式. n 次试验中事件 Ai 出现 ri 次, 事件 Aj 出现 rj 次

而其余事件出现 n− ri − rj 次的概率为

n!
ri!rj !(n− ri − rj)!

pri
i p

rj

j (1− pi − pj)n−ri−rj ,
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于是当概率分布如式 (4.2.1) 所示时, 乘积 rirj 的期望值等于

E(rirj) = n(n− 1)pipj .

根据协方差的定义 (式 (3.5.23)),

cov(ri, rj)= E(rirj)− E(ri)E(rj)

= n(n− 1)pipj − npinpj = −npipj .

代入 σ(ri) =
√

V (ri) 和 σ(rj) =
√

V (rj), 立即得到相关系数 ρij 的表达式, 证毕.

与二项分布中的情形相类似, 在多项分布中, 一次试验中出现事件 Aj(j =

1, 2, · · · , l) 的概率 pj 往往是未知的, 须由实验测量结果确定. 当试验次数 n 充

分大, 事件 Aj 的出现频率接近于它的概率

rj

n
≈ pj 或 rj ≈ npj , (4.2.4)

该近似概率的归一性要求即
l∑

j=1

pj = 1 已由条件
l∑

j=1

rj = n 自动满足, rj 的方差由

式 (4.2.3) 可知

V (rj) ≈ rj

(
1− rj

n

)
.

当事件 Aj 的出现概率 pj 很小即 pj ¿ 1 时, 近似地有

σ(rj) ≈ √
rj . (4.2.5)

这些结果与二项分布中的相应结果相同.

当对任意 j 有 pj ¿ 1 时, 由 ρij 的表达式可见, ρij ∼ 0, 即任意两个 ri, rj 之

间关联很弱.

例 4.6 事例直方图 (1)

许多实验测量的结果可用直方图来表示. 例如, 图 4.4 是某粒子反应中末态

粒子的角分布直方图, 飞出极角 θ 的余弦 cos θ 被分成 18 等份, 落在各区间内的

粒子数 nj(j = 1, 2, · · · , 18) 用高度表示, 共记录了 n =
18∑

j=1

nj 个末态粒子的角

度. 这时, 第 j 个区间内出现 nj 个粒子的概率 (j = 1, 2, · · · , 18) 服从参数 n 和

p = (p1, p2, · · · , p18) 的多项分布. 这时, p 是未知的, 可用式 (4.2.4) 来估计

pj ≈ nj/n, j = 1, 2, · · · , 18,

nj 的标准误差由式 (4.2.5) 可知约为 √
nj .
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图 4.4 事例直方图

应当强调指出, 事例总数 n 必须为常数; 若 n 是随机变量, 则多项分布不再适

用 (见例 4.13).

4.3 泊松分布, 泊松过程

设随机变量 r 的可取值为 r = 0, 1, 2, · · · , 取值 r 的概率为

P (r;µ) =
1
r!

µre−µ, r = 0, 1, 2, · · · , (4.3.1)

其中 µ > 0 是常数, 称 r 服从参数 µ 的泊松分布. 上式符合离散随机变量概率分布

的非负性和归一性要求 (见式 (2.2.6)), 因为显然

P (r;µ) > 0, r = 0, 1, 2, · · · ,

并且
∞∑

r=0

P (r;µ) =
∞∑

r=0

µre−µ

r!
= e−µ

∞∑
r=0

µr

r!
= e−µ · eµ = 1. 泊松分布的概率母函数

依定义为

G(Z) ≡ E(Zr) =
∞∑

r=0

Zr 1
r!

µre−µ

=
∞∑

r=0

1
r!

(µZ)re−µ = eµ(Z−1). (4.3.2)

由母函数 G(Z) 以及式 (2.6.2), 式 (2.6.3), 即得数学期望和方差

E(r) = G′(1) = µ,

V (r) = G′′(1) + G′(1)− [G′(1)]2 = µ.
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由此得到泊松分布的一个极重要的性质, 即它的均值和方差相等, 且等于参数值 µ

E(r) = V (r) = µ. (4.3.3)

如果一个物理量服从泊松分布, 它的某个测定值为 n, 则 n 可作为数学期望的估计

值, 这时它的标准误差为

σ(n) =
√

V (n) ≈
√

V (r) ≈ √
n. (4.3.4)

这一结果与多项分布的式 (4.2.5) 相似, 在实验测量中有广泛的应用.

泊松分布的特征函数是

ϕ(t) = eµ(eit−1), (4.3.5)

由 ϕ(t) 可算出其偏度和峰度系数以及各阶原点矩之间的关系为

γ1 =
1√
µ

, γ2 =
1
µ

, (4.3.6)

λk+1 = µ

(
λk +

dλk

dµ

)
.

可以看到, 泊松分布的数字特征都与参数 µ 相关, 事实上, 参数 µ 唯一地确定了泊

松分布.

图 4.5 是参数 µ 取不同数值时的泊松分布图形. 当 µ 值小时, 图形很不对称,

在均值的右方有较长的 “尾巴”. 随着 µ 的增大, 由 γ1 的表达式知偏度逐渐减小,

图形趋向对称. 当 µ →∞ 时, γ1, γ2 → 0, 泊松分布趋近于正态分布.

由泊松分布的概率公式 (4.3.1) 可见到它有如下性质：

P (r;µ) = P (r − 1;µ) · µ

r
. (4.3.7)

因此, 当 r < µ 时, 随着 r 的增加, 概率 P (r;µ) 也增加, 在 r = [µ]整数 处达到概率

的极大, 如果 µ 本身为整数, 则

P (µ;µ) = P (µ− 1;µ) ,

即 r = µ− 1 和 r = µ 的概率相等, 且都是极大概率值.

附表 3 列出了参数 µ = 0.1 → 20 的泊松概率分布值, 附表 4 则是对应的累积

泊松分布概率值

F (x;µ) ≡
x∑

r=0

P (r;µ) . (4.3.8)

泊松分布是二项分布的一种极限情形, 当 n →∞, np = µ保持为常数 (p很小)

时, 二项分布趋向于泊松分布, 这就是著名的泊松定理.
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图 4.5 不同均值 µ 的泊松分布图形

证明 在 np = µ 的条件下, 二项分布的概率分布为

B (r;n, p) =
n!

r! (n− r)!
pr (1− p)n−r

=
n!

r! (n− r)!

(µ

n

)r

(
1− µ

n

)n

(
1− µ

n

)r

=
µr

r!
· n (n− 1) (n− 2) · · · (n− r + 1)

nr
·

(
1− µ

n

)n

(
1− µ

n

)r

=
µr

r!

(
1− µ

n

)n

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
· · ·

(
1− r − 1

n

)

(
1− µ

n

)r ,
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当 n →∞ 时,
1
n

,
2
n

, · · · ,
r − 1

n
和

µ

n
都趋于 0, 而

lim
n→∞

(
1− µ

n

)n

= e−µ,

所以有

lim
n→∞

B(r;n, p) =
µr

r!
e−µ.

证毕.

泊松定理表明, 当 n 很大而 p 很小时, 以下近似关系成立：

B(r;n, p) =

(
n

r

)
pr(1− p)n−r ≈ µre−µ

r!
, µ = np. (4.3.9)

当 n很大时,二项分布的概率计算相当繁复,可以用便于计算的泊松概率作为近似.

在实际应用中, 当 n > 10, p 6 0.1, 式 (4.3.9) 的近似已相当好.

泊松变量的另一重要性质在 2.5 节中已经提到：两个相互独立的泊松变量之

和仍是泊松变量, 其均值等于两个泊松变量均值之和. 利用类似的推导可推广到更

一般的情形：若 ri 是均值 µi(i = 1, 2, · · · , l) 的相互独立的泊松变量, 则随机变量

r =
l∑

i=1

ri 是均值 µ =
l∑

i=1

µi 的泊松变量, 这就是泊松分布的加法定理.

自然界中许多过程可用泊松分布来描述. 如不稳定核两次相继衰变的时间间

隔 t 是一随机变量, 其概率密度是

f(t) =
1
τ

e−t/τ

(见 4.8 节). 通常实验测定的是在一定时间间隔内核衰变的计数. 设 n0 为 t = 0

时刻的不稳定核的个数, 1mg 放射性物质包含原子核数 ∼ 1019 量级, 所以 n0 总

是很大. 如记录 t → t + ∆t 内核的衰变数, 当 ∆t ¿ τ(τ 是不稳定核的平均寿命),

一个核在 ∆t 内衰变的概率为 f(t)∆t = e−t/τ · ∆t

τ
¿ 1. 由于一个不稳定核在 ∆t

内或是衰变, 或是不衰变, 所以 n0 个核在 ∆t 内衰变次数为 r 的概率分布由参数

n0, p(= f(t)∆t) 的二项分布描述. 由于 n0 很大, p ¿ 1, 由泊松定理可知, r 近似

地服从泊松分布. 又如在利用粒子加速器轰击靶子产生粒子反应的实验中, 粒子束

流强度往往高达 1013 粒子/秒; 而探测器记录反应产生的粒子数一般小于 105 计

数/秒, 这时, 在一定时间间隔内测量的粒子数也可用泊松分布来描述. 这类实验中

事例总数 n0 和概率 p 一般都是未知的, 即使 n0 已知也因数值过大而实际上无法

用二项分布进行计算, 泊松分布却提供了合适的数学工具.

事实上, 泊松分布与时间或空间尺度上事件随机出现的随机过程相对应, 它们

具有以下性质：
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(1) 在一定时间或空间间隔内出现的事件数与此间隔外出现的事件数无关, 即

不相重叠的间隔中的事件相互独立;

(2) 在非常小的时间或空间间隔 ∆t 内, 出现一个事件的概率正比于 ∆t, 即

P (∆t) = λ ·∆t, 而 λ 为一常数;

(3) 在间隔 ∆t 内, 出现多于一个事件的概率小到可以忽略不计.

以上三个条件称为泊松假设. 满足泊松假设的随机过程称为泊松过程. 泊松过

程中, 一定时间或空间间隔中出现的事件数是一随机变量, 称为泊松变量, 它服从

泊松分布.

下面介绍几个实际的泊松过程.

例 4.7 泡室中粒子径迹的气泡数目的分布

带电粒子在气泡室中沿其运动路径会形成微小的气泡. 假定气泡的大小可以

忽略,单位径迹长度内的平均气泡数目 (称为径迹密度)为一常数 g. 适当选择径迹

段的长度 ∆l 使泊松假设得以满足, 即

(1) 对任意 l, 径迹段 (l, l + ∆l] 内最多产生一个气泡;

(2) 该径迹段内产生一个气泡的概率等于 g∆l;

(3) 该径迹段内产生气泡与别的径迹段内产生气泡是互相独立的.

由假定 (1), (2) 可知, 在 (l, l + ∆l] 内产生一个气泡的概率是

P1(∆l) = g∆l,

而该径迹段内不产生气泡的概率是

P0(∆l) = 1− P1(∆l) = 1− g∆l.

假定 (3) 表示在 (l, l + ∆l] 内不产生气泡的概率与 [0, l] 内不产生气泡的概率是无

关的, 因此, 在 [0, l + ∆l] 内不产生气泡的概率是

P0(l + ∆l) = P0(l) · P0(∆l),

合并以上两式, 得到
P0(l + ∆l)− P0(l)

∆l
= −gP0(l),

当 ∆l → 0, 上式左边是 P0(l) 对 l 的导数, 即

dP0(l)
dl

= −gP0(l).

该微分方程的不定解为

P0(l) = e−gl + C.
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当径迹长度 l = 0 时, 显然不可能产生气泡, 于是有 P0(l = 0) = 1, 由这一条件得到

定解

P0(l) = e−gl,

这一公式给出在长度为 l 的径迹中不产生任何气泡的概率.

下面讨论在长度l的径迹内产生 n个气泡的概率Pn(l). 因为在径迹元 (l, l + ∆l]

内至多只能产生一个气泡, 故有

Pn(l + ∆l) = pn(l) · P0(∆l) + Pn−1(l) · P1(∆l).

上式右边第一项表示所有 n 个气泡落在 [0, l] 中的概率, 第二项表示 n − 1 个气泡

落在 [0, l] 中, 而另一个气泡落在 (l, l + ∆l] 中的概率. 将 P0(∆l) 和 P1(∆l) 的值代

入, 得
Pn(l + ∆l)− Pn(l)

∆l
= −gPn(l) + gPn−1(l),

当 ∆l → 0, 上式左边是 Pn(l) 对 l 的导数, 由此得到微分方程

dPn(l)
dl

= −gPn(l) + gPn−1(l), (4.3.10)

它的解是

Pn(l) =
1
n!

(gl)ne−gl. (4.3.11)

这就是在长度 l 的径迹内产生 n个气泡的概率.与式 (4.3.1)对照可知,这正是参数

为 gl 的泊松分布. 对于 n = 0(在 [0, l] 中不产生气泡) 的特殊情形, 其概率是

P0(l) = e−gl. (4.3.12)

例 4.8 放射性衰变规律

与上例距离标尺上的随机过程相仿, 放射性衰变是时间标尺上的随机过程. 其

对应的泊松假设是：

(1) 对任意时刻 t, 在时间元 (t, t + ∆t] 内至多只发生一次核衰变;

(2)在该时间元内发生一次核衰变的概率等于 λ ·∆t, λ是单位时间内核衰变的

平均次数, 它是一常数;

(3) 该时间元内发生核衰变与其他时间间隔内发生核衰变是相互独立的.

在这些假定下,若 P0(t)和 Pn(t)分别表示在时间 [0, t]内不发生任何核衰变的

概率和发生 n 次核衰变的概率, 按照例 4.7 类似的推导可知

dPn(t)
dt

= −λPn(t) + λPn−1(t), (4.3.13)
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该微分方程的解是

Pn(t) =
1
n!

(λt)ne−λt, (4.3.14)

即在 [0, t] 内发生 n 次核衰变的概率服从参数 λt 的泊松分布. 对于 n = 0 的特殊

情况 (在 [0, t] 内不发生核衰变的概率) 有

P0(t) = e−λt. (4.3.15)

例 4.9 放射源和本底辐射的叠加

设用探测器记录放射源辐射的粒子计数, 在给定时间间隔 t 记录到的粒子数

rx 服从均值 λxt 的泊松分布, 即单位时间内粒子的平均计数为 λx. 探测器置于具

有本底辐射的环境中, 间隔 t 内记到的本底辐射粒子数 rb 服从均值 λbt 的泊松分

布. 因此, 探测器实际记录的是放射源和本底辐射的叠加, 设在 t 内的粒子计数为

r, 则变量 r 的分布应是

P (r;λxt, λbt) =
r∑

rb=0

P (r − rb;λxt) · P (rb;λbt)

=
r∑

rb=0

[
1

(r − rb)!
(λxt)r−rbe−λxt

] [
1
rb!

(λbt)rbe−λbt

]

=
1
r!

r∑
rb=0

r!
(r − rb)!rb!

(λxt)r−rb(λbt)rbe−(λx+λb)t

=
1
r!
− tre−(λx+λb)t

r∑
rb=0

r!
(r − rb)!rb!

λr−rb
x λrb

b

注意上式中的求和项等于 (λx + λb)r, 故有

P (r;λxt, λbt) =
1
r!

[(λx + λb) t]r e−(λx+λb)t

≡ P (r; (λx + λb)t),

即 r 服从均值 (λx + λb)t 的泊松分布.

实际上, 这一结果可应用泊松加法定理直接导出. 由于 rx 和 rb 是相互独立的

泊松变量, 而 r 是 rx 和 rb 之和, 根据泊松加法定理, r 仍是泊松变量, 且其均值为

rx, rb 均值之和 (λx + λb)t.

4.4 泊松分布与其他分布的相互联系

泊松分布与其他分布之间的相互联系,特别是与二项分布、多项分布之间的联

系对于解许多物理问题是十分有用的. 本节通过一些物理问题的实例进行研究.



· 92 · 第 4 章 一些重要的概率分布

例 4.10 粒子探测器计数的分布

用探测器测量某种带电粒子, 探测效率 (即一个粒子穿过探测器时产生一个计

数信号的概率) 为一常数 p < 1, 假定在给定的时间间隔 t 内穿过该探测器的粒子

数服从参数 µ 的泊松分布, 要求时间间隔 t 内探测器记录到的粒子计数 r 的分布.

显然,当至少有 r 个粒子穿过探测器时才有可能记录到 r 个计数. 当有 n(> r)

个粒子穿过探测器, 得到 r 个计数的概率由二项分布 B(r;n, p) 表示; 而穿过探测

器的粒子数为 n 的概率由泊松分布 P (n, µ) 表示. 这样, 探测器记录到粒子计数为

r 的概率可由 n = r, r + 1, · · · ,∞ 个粒子穿过探测器而计数为 r 的概率之和求出.

P (r) =
∞∑

n=r

B(r;n, p) · P (n;µ)

=
∞∑

n=r

n!
r!(n− r)!

pr(1− p)n−r · 1
n!

µne−µ

=
1
r!

(pµ)re−µ
∞∑

n=r

1
(n− r)!

[(1− p)µ]
n−r

=
1
r!

(pµ)re−µe(1−p)µ,

即

P (r) =
1
r!

(pµ)re−pµ, r = 0, 1, · · · . (4.4.1)

这正是参数为 pµ 的泊松分布. 因此, 在时间间隔 t 内, 探测器的计数 r 服从均值

pµ 的泊松分布.

本例表明,对于探测效率小于 1的探测器,穿过的粒子数服从泊松分布 (总体),

探测器选出的随机子样 (粒子计数) 也服从泊松分布. 反之, 当随机子样是泊松型

的, 其总体也只可能是泊松型的. 总体和随机子样的概念见第六章.

例 4.11 计数时间间隔的细分

假定一探测器记录时间间隔 T 内的粒子数, 所得计数 n 服从均值 v = λT 的

泊松分布. 求时间间隔 t < T 中计数 r 的分布.

由上述假定可知,计数率 (单位时间内的计数)的平均值为 λ. 由于不相重叠的

时间间隔内出现的事例是相互独立的,故在时间间隔 t内有 r 次计数,余下的 T − t

内有 n− r 次计数的概率等于两个泊松概率之积

P (r) = P (r;λt) · P [n− r;λ(T − t)].

本问题相应于求解在给定时间 T 内计数为 n 的条件下, 时间 t 内有 r 次计数、余

下的 T − t 内有 n− r 次计数的概率. 该条件概率可由 P (r) 除以时间 T 内得到 n
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次计数的泊松概率得出

P (r, n− r|n) =
P (r;λt) · P (n− r;λ(T − t))

P (n;λT )
.

将泊松分布的表达式代入并经整理后, 有

P (r, n− r|n) =
n!

r!(n− r)!

(
t

T

)r (
1− t

T

)n−r

≡ B

(
r;n,

t

T

)
. (4.4.2)

因此, 时间 t 内计数 r 服从参数为 n, p = t/T 的二项分布.

上述结果也可从另一途径导出.对于时间 T 内的任一次计数,可将时间 t内有

一次计数这一事件看作随机试验的 “成功”,而在余下的时间 T − t内有一次计数看

作试验 “失败”, 总计数 n 作为独立的随机试验的次数. 显然, 每一次试验可用伯努

利分布描述, 因为时间间隔 T 内的一次计数或者在 t 内发生, 或者在余下的 T − t

内发生, 不可能有其他结果. 由于平均计数率为 n/T , 故时间 t 内得到一次计数的

概率, 即成功率为 p =
1
n

(n/T ) · t = t/T . 根据 4.1 节二项分布的讨论可知, (时间 T

内)n 次独立试验中成功 r 次 (时间 t 内有 r 次计数), 失败 n− r 次 (时间 T − t 内

有 n− r 次计数) 的概率由二项分布表示

P (r, n− r|n) = B(r;n, p) = B(r;n, t/T ).

这与式 (4.4.2) 的结果相同.

例 4.12 粒子反应产物的前后不对称性 (2)

我们进一步研究 4.1 节中讨论的反应产物前后不对称性的问题. 设粒子反应

e+ + e− → µ+ + µ−

中事例总数 n 服从均值 λ 的泊松分布, 对于给定的 n 值, 前向事例数 f 和后向事

例数 b 由二项分布给出

B(f ;n, p) =
n!

f !b!
pfqb, f + b = n, p + q = 1,

p 是一个事例为前向事例的概率. 于是事例数为 n, 其中前向事例数为 f 的概率可

表示为

P (f, b, n) = B(f ;n, p) · P (n;λ) =
n!

f !b!
pfqb · 1

n!
λne−λ

=
[

1
f !

(λp)fe−λp

]
·
[

1
b!

(λq)be−λq

]
.
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该式是对于变量 f(均值 λp) 和变量 b(均值 λq) 的两个泊松概率的乘积

P (f, b, n) = P (f ;λp) · P (b;λq). (4.4.3)

如果假定 f 和 b 是两个相互独立的泊松变量, 则立即可得出式 (4.4.3) 的概率

表达式. 于是“n 为泊松变量和 f 服从二项分布”等价于“f 和 b 为两个独立的泊

松变量”.

当将 f 和 b考虑为相互独立的泊松变量, 应用误差传播公式, 可立即求得前后

不对称性 r ≡ f − b

f + b
的方差为

V (r) ≈ 4fb

(f + b)3
,

这一表达式与例 4.2 中 n 为常数时 V (r) 的近似表达式相一致.

例 4.13 事例直方图 (2)

在 4.2 节中我们已经说明, 当 n 个事例落在直方图的 l 个子区间中, 则第 j 个

区间内事例数为 rj 的概率 (j = 1, 2, · · · , l) 服从式 (4.2.1) 的多项分布.

现在假定事例总数 n不是常数,而是服从参数 λ的泊松分布的随机变量,求第

j 个区间出现 rj 个事例的概率.

在这种情形下, 事例总数为 n, 第 j 个区间出现 rj 个事例 (j = 1, 2, · · · , l) 的

联合分布等于多项分布概率和泊松分布概率的乘积

P (r1, r2, · · · , rl, n) = M(r;n, p) · P (n;λ)

=
n!

r1!r2! · · · rl!
pr1
1 pr2

2 · · · prl

l ·
1
n!

λne−λ.

由于
l∑

j=1

pj = 1,
l∑

j=1

rj = n, 上式可改写为

P (r1, r2, · · · , rl, n) =
[

1
r1!

(λp1)r1e−λp1

]

·
[

1
r2!

(λp2)r2e−λp2

]
· · ·

[
1
rl!

(λpl)rle−λpl

]

= P (r1;λp1) · P (r2;λp2) · · ·P (rl;λpl), (4.4.4)

即联合分布等于 l 个泊松分布的乘积. 上式表明, 在包含 l 个子区间的直方图中,

如果总的事例数 n 不是常数而是一个泊松变量, 则每一子区间中的事例数 rj , j =

1, 2, · · · , l 可认为是相互独立的泊松变量. 于是在每个子区间中有

E(rj) = V (rj) = λpj ≈ rj , j = 1, 2, · · · , l.
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这一结果与式 (4.2.5) 相同.

由上述推导可知, 当 l 个变量 r1, r2, · · · , rl 服从多项分布, 而
l∑

j=1

rj 是均值为

λ 的泊松变量时, 这 l 个变量是互相独立的泊松变量, 其均值为 λpj , j = 1, 2, · · · , l.

4.5 复合泊松分布

设 r1, r2, · · · , rn 是 n 个独立的泊松变量, 它们的均值都等于 µ; 进一步假定 n

服从均值 ν = λt 的泊松分布, 要求随机变量

r =
n∑

i=1

ri (4.5.1)

的分布.

根据上述假设知

P (ri;µ) =
µrie−µ

ri!
, P (n; ν) =

νne−ν

n!
.

利用全概率公式得

P (r) =
∞∑

n=0

P

(
r =

n∑

i=1

ri;µ

)
· P (n; ν).

n个独立的泊松变量之和仍是泊松变量,其均值等于各泊松变量均值之和,即 P

[
r =

n∑

i=1

ri;µ

]
= P (r;nµ), 由此得出随机变量 r 的概率表达式, 称为复合泊松分布.

P (r) =
∞∑

n=0

[
1
r!

(nµ)re−nµ

](
1
n!

νne−ν

)
, r = 0, 1, · · · . (4.5.2)

该分布的性质列举如下：

均值

E(r) = νµ,

方差

V (r) = νµ(1 + µ), (4.5.3)

概率母函数

G(Z, t) = exp(λte−µ+µZ − λt) (4.5.4)
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复合泊松分布可作进一步的推广. 设 r1, r2, · · · , rn 是 n 个独立的同分布随机

变量, 均值都等于 µ; 而 n 服从均值 ν = λt 的泊松分布, 则随机变量 r =
n∑

i=1

ri 服

从推广的复合泊松分布, 其概率表示为

P (r) =
∞∑

n=0

P

(
r =

n∑

i=1

ri;µ

)
·
[

1
n!

(λt)ne−λt

]
, r = 0, 1, · · · , (4.5.5)

其中 P

(
r =

n∑

i=1

ri;µ

)
是给定 n 值时 r1, r2, · · · , rn 的联合概率分布. 它的概率母

函数 (令 ri 的概率母函数为 g(Z))

G (Z, t) = exp [λtg (Z)− λt] , (4.5.6)

式 (4.5.4) 和式 (4.5.6) 所示的函数具有因子化性质

G (Z, t1 + t2) = G (Z, t1) ·G (Z, t2) . (4.5.7)

G(Z, t) 中的变量 t 标志着泊松过程中的时间或空间间隔, G(Z, t) 对应的随机变量

表示泊松过程在间隔 t 中的概率贡献. 因此, 复合泊松分布概率母函数的因子化性

质表示, 非重叠的区间 t1, t2 对概率的贡献是相互独立的 (见 2.6 节).

复合泊松分布在核物理、遗传学、生态学和排队论中有广泛的应用, 它描述的

是一种链式的随机过程：第一代随机过程的产物本身又能导致新一代的随机过程,

核物理中的链式反应是一个典型的例子.

例 4.14 云室中沿粒子径迹液滴数的分布

带电粒子与云室中液体的相互作用使得沿粒子运动路径形成一连串的小液滴.

对液滴形成机制的研究表明[27], 带电粒子在运动过程中发生一连串的 “基本散射”

事件, 事件数服从泊松分布.

在每一基本散射事件中形成的液滴数目亦服从泊松分布.假定在给定径迹长度

l 中, 基本散射事件数的均值为 µ, 而每一散射事件形成的液滴数均值为 ν, 则在长

度 l 中观测到 r 个液滴的概率由复合泊松分布给出

P (r) =
∞∑

n=0

[
1
r!

(nµ)re−nµ

](
νne−ν

n!

)
, r = 1, 2, · · · .

若将该径迹长度 l 分成互不重叠的两段 l1 和 l2, l = l1 + l2, 由概率母函数的因子化

性质立即知道, 在 l1 和 l2 中的液滴 r1 和 r2 都服从复合泊松分布, 而且相互独立,

只是均值 µ 用 µi = µ · li/l, i = 1, 2 代替而已.
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4.6 几何分布, 负二项分布, 超几何分布

本节简略地介绍在概率统计中占有重要地位的其他一些离散分布——几何分

布、负二项分布和超几何分布.

(1) 几何分布

设在一次伯努利试验中事件 A 出现的概率等于 p, 作一系列独立的伯努利试

验, 事件 A 首次出现的试验次数记为 r, 则 r 为随机变量, 它所服从的分布称为几

何分布. 其性质列举如下：

分布概率 g(r; p) = p(1− p)r−1, 0 6 p 6 1, r = 1, 2, · · · ,

均值 E(r) = p−1,

方差 V (r) = (1− p)/p2,

偏度 γ1 = (2− p)/(1− p)1/2,

峰度 γ2 = (p2 − 6p + 6)/(1− p),

概率母函数 G(Z) =
pZ

1− (1− p)Z
.

(4.6.1)

p = 0.2, 0.4, 0.6 的几何分布如图 4.6 中 k = 1 的图形所示.

图 4.6 不同 k, p 值的负二项分布, k = 1 相应于几何分布

几何分布还具有无记忆性的特殊性质. 假定在前 m 次伯努利试验中没有出现

事件 A,那么在此后的伯努利试验中,事件 A首次出现的试验次数仍然服从几何分

布, 与前面的试验次数 m 无关. 形象地说, 好像把过去的经历完全 “遗忘” 了.
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(2) 负二项分布

负二项分布也称为帕斯卡 (Pascal) 分布.考虑重复的独立伯努利试验,在第 r

次试验中事件 A 出现第 k 次, 则随机变量 r 服从负二项分布. 其性质列举如下：

分布概率 Pk (r; p)=

(
r − 1

k − 1

)
pk(1− p)r−k, 06p61, r=k, k + 1, · · · ,

均值 E(r) = k/p,

方差 V (r) = k(1− p)/p2,

偏度 γ1 = (2− p)/
√

k(1− p),

峰度 γ2 = (p2 − 6p + 6)/k(1− p),

概率母函数 G(Z) =
[

pZ

1− (1− p)Z

]k

.

(4.6.2)

将上式与式 (4.6.1) 对比可见, k = 1 的负二项分布即是几何分布, 它可以视为

几何分布的一种推广.

若在一系列独立的伯努利试验中出现了第 k 次成功 (即事件 A), 其中失败的

次数记为 s, 则 s 亦是随机变量. 可以证明, s 服从的概率分布为

Pk(s; p) =

(
s + k − 1

s

)
pk(1− p)s, 0 6 p 6 1, s = 1, 2, · · · . (4.6.3)

该分布的均值比负二项分布均值小 k

E(s) =
k

p
− k, (4.6.4)

而方差和高阶矩与负二项分布的对应量相同.

负二项分布的图如图 4.6 所示.

(3) 超几何分布

设有 N 个元素,其中 a个元素表示事件 A(成功),其余 N −a个元素表示事件

A(失败). 当对这 N 个元素作不放回的 n 次随机抽样 (随机抽样的概念见 6.1 节的

讨论), 这 n 次抽样中包含 r 次成功、n− r 次失败的概率称为超几何分布. 它的分

布概率、均值和方差分别为

P (r;N, n, a)=

(
N − a

n− r

)(
a

r

)/(
N

n

)
, r = 0, 1, 2, · · · ,min(a, n),

E(r) =
na

N
, V (r) =

N − n

N − 1
· na

N

(
1− a

N

)
.

(4.6.5)

超几何分布与二项分布相比较, 其基本区别之一在于前者是不放回抽样而后

者是放回抽样, 在抽样结果只有成功和失败两种这一点上是一致的. 当抽样次数
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n ¿ N 时, 这 n 次抽样的结果对总体 N 个元素的分布改变很少, 这样超几何分布

可用二项分布作为近似, 二项分布的参数为 n 和 p = a/N .

P (r;N, n, a) ≈ B(r;n, p),

n ¿ N, p =
a

N
,

(4.6.6)

其均值根据二项分布的公式为

E(r) = np =
na

N
,

V (r) ≈ np(1− p) =
na

N

(
1− a

N

)
.

(4.6.7)

与超几何分布的均值、方差公式 (4.6.5) 相比, 均值表达式相同, 方差只差一个因子

(N − n)/(N − 1), 当 N À n 时, 显然接近于 1.

在实际抽样时,大多运用不放回抽样. 只要满足 n ¿ N 的条件,就可利用二项

分布作为近似, 以避免超几何概率分布的繁复计算.

超几何分布可作进一步推广. 设 N 个元素可分为 k 种事件 Ai, 属于事件 Ai

的元素有 ai 个, i = 1, 2, · · · , k,

k∑

i=1

ai = N . 对这 N 个元素作 n 次不放回的随机抽

样, 事件 Ai 出现的次数 ri(i = 1, 2, · · · , k) 是随机变量, 它服从推广的超几何分布

P (r;N, n;a) =
k∏

i=1

(
ai

ri

)/(
N

n

)
, ri = 0, 1, · · · ,min(ai, n),

k∑

i=1

ri = n,
k∑

i=1

ai = N.

(4.6.8)

当 n ¿ N , 推广的超几何分布近似于 pi =
ai

N
的多项分布.

举一个推广的超几何分布应用的例子. 设对 10个人的血型检验的结果是 O型

3 人, A 型 4 人, B 型 3 人. 从中随机地抽取 5 个人的血液, 问得到 O 型 1 人, A

型、B 型各 2 人的概率多大.

本例中 N = 10, n = 5, r1 = 1, r2 = 2, r3 = 2, a1 = 3, a2 = 4, a3 = 3. 将这些数字

代入式 (4.6.8) 得

P (1, 2, 2; 10, 5; 3, 4, 3) =

(
3

1

)(
4

2

)(
3

2

)

(
10

5

) =
3
14

.
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4.7 均 匀 分 布

从本节开始将讨论几种重要的连续分布.

设随机变量 X 的概率密度可表示为

f(x) =





1
b− a

, a 6 X 6 b,

0, 其他,
(4.7.1)

则称 X 服从 [a, b] 区间内的均匀分布. 它的累积分布函数为

F (x) =





0, X < a,
x− a

b− a
, a 6 X 6 b,

1, X > b.

(4.7.2)

图 4.7 均匀分布的概率密度 f(x) 和累积分布函数 F (x)

f(x) 和 F (x) 的形状如图 4.7 所示. 容易算出均匀分布的数字特征

E (X) =
∫ b

a

xf(x)dx =
a + b

2
,

V (X) =
∫ b

a

[x− E(X)]2f(x)dx =
(b− a)2

12
,

γ1 = 0, γ2 = −1.2. (4.7.3)

f(x) 对于均值 E(X) 是对称的, 因而所有奇数阶中心矩等于 0, 偶数阶中心矩

µ2k =
∫ b

a

[x− E(X)]2kf(x)dx

=
1

2k + 1

(
b− a

2

)2k

, k = 0, 1, · · · . (4.7.4)
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均匀分布的特征函数

ϕ(t) =
eitb − eita

it(b− a).
(4.7.5)

均匀分布是最简单的连续随机变量, 它表示在区间 [a, b] 内任意等长度区间内

事件出现的概率相同这样一种分布.数字计算中的舍入误差、时钟任一指针的角度

值都是均匀分布的例子. 它的计算极其简单, 但是如下的一个重要性质使得均匀分

布具有广泛的应用：任何连续随机变量的概率密度经过适当的变换都可转变为 [0, 1]

区间的均匀分布.

设任意连续随机变量 Y 的概率密度为 g(y), 令

x = G(y) =
∫ y

−∞
g(t) dt, (4.7.6)

即 x 为随机变量 Y 的累积分布函数. x 可考虑为一随机变量, 它是 y 的函数, 根据

随机变量的函数的概率密度公式 (2.3.3), x 的概率密度为

f(x) = g(y)
∣∣∣∣
dy

dx

∣∣∣∣ = g(y)

∣∣∣∣∣
(

dG

dy

)−1
∣∣∣∣∣ = 1.

f(x) = 1 正是 [0, 1] 区间均匀分布的概率密度, 因此, x(即任意连续随机变量的累

积分布函数) 服从 [0, 1] 区间的均匀分布. 这一性质广泛运用于蒙特卡罗计算 (见

第 14 章).

例 4.15 多丝室的空间分辨

带电粒子穿过多丝室, 靠近的两根丝感应出电信号 (如图 4.8). 设丝距为 d, 问

空间分辨为多大?

空间分辨, 即多丝室在 X 方向上的定位能力.

直观的的想法, 空间分辨应该为 d 或 d/2, 实际上

不然.

当两根丝感应出电信号, 可以判断粒子入射位

图 4.8 粒子入射多丝室

置在此两根丝之间. 在没有其他知识的情况下, 认为入射位置为 0 → d 间的均匀分

布是合理的假定. 于是, 概率密度为

f(x) = 1/d, x ∈ [0, d].

该分布的标准差可视为空间分辨, 故有

σ =
d

2
· 1√

3
.

空间分辨比直观的 d 或 d/2 都要小.
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4.8 指 数 分 布

设随机变量 X 的概率密度为

f(x;λ) =

{
λe−λx, x > 0,

0, x < 0,
(4.8.1)

其中 λ 是大于 0 的常数, 于是称 X 为服从参数 λ 的指数分布. 它的其他性质为：

累积分布 F (x) = 1− e−λx,

均值 E(X) =
1
λ

,

方差 V (X) =
1
λ2

偏度 γ1 = 2,

峰度 γ2 = 6,

k阶中心矩 µk = E[x− E(X)]k =
k!
λk

k∑

i=0

(−1)k−i · 1
(k − i)!

,

特征函数 ϕ(t) =
(

1− it
λ

)−1

.

(4.8.2)

指数分布可以描述许多物理现象, 特别是它与泊松过程有紧密的联系, 泊松过

程中两次相继发生的事件之间的 (时间、空间) 间隔服从指数分布.

例 4.16 泡室中粒子径迹气泡间的距离分布

在例 4.6 7 中, 我们讨论了泡室中长度 l 的粒子径迹产生 n 个气泡的概率. 现

在将问题改变为求两个气泡之间的距离等于 l 时的概率表达式.

给定某一原点位置, 考虑距离该点 l 处出现第一个气泡的概率. 因为在间隔

[l, l + ∆l] 内出现第一个气泡等价于在 [0, l] 内不出现气泡而 [l, l + ∆l] 内出现一个

气泡, 根据泊松假设 (见 4.3 节), 这两个事件相互独立, 故此两个独立事件同时出

现的联合概率是独立事件概率的乘积, 它等于 g∆l · e−gl(见例 4.7). 因此, 在位置 l

处单位长度内出现第一个气泡的概率 (即概率密度) 为

f(l) = ge−gl, 0 6 l < ∞, (4.8.3)

其中 g 是单位径迹长度内的平均气泡数目.

位置原点的选择是任意的,可以把任意一个气泡出现的位置作为下一个气泡出

现位置的原点,相邻两个气泡间距离分布仍然是式 (4.8.3)所示的指数分布,该性质

称为指数分布的无记忆性. 这时, 式 (4.8.3) 应解释为粒子径迹上两个相邻气泡间

距离等于 l 的概率密度函数, 这就是我们要解的问题.
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两个相邻气泡间距离 6 l 的概率由累积分布函数给出

F (l) =
∫ l

0

f(x)dx = 1− e−gl; (4.8.4)

两相邻气泡间距离 > l 的概率显然是

1− F (l) = e−gl; (4.8.5)

两相邻气泡间的平均距离则为

E(l) =
∫ ∞

0

lf(l)dl =
∫ ∞

0

gle−gldl =
1
g
, (4.8.6)

该结果与问题的原假设相一致：单位距离内的气泡平均数等于 g.

以上结论是在假定气泡大小可以忽略的情况下导出的. 若气泡大小不可忽略,

但可认为是直径同为 d 的小球, 则相邻两个气泡间的间隙 x = l − d 的分布也可用

指数分布表示

f(x) = ge−gx, 0 6 x < ∞.

例 4.17 两次相继的核衰变之间时间间隔的分布

由例 4.7、例 4.8 的讨论知道, 两次相继的核衰变之间时间间隔的分布与上例

中相邻气泡间距离分布的推导是一致的. 上例中的距离间隔 l 相应于时间间隔 t,

单位距离内的气泡平均数 g 相应于单位时间内的核衰变平均次数 λ—核物理中称

为衰变常数. 于是对核衰变现象, 相继的两次衰变间时间间隔 t 的概率密度函数为

f(t) = λe−λt, 0 6 t < ∞, (4.8.7)

t 的平均值 (称为核的平均寿命 τ) 等于

τ ≡ E(t) =
1
λ

. (4.8.8)

两次衰变间时间间隔 > t(即在 t 内不发生任何衰变) 的概率是

1− F (t) = e−λt. (4.8.9)

这些公式同样反映了指数分布的无记忆性, 即分布概率的表达式与时间原点的选

择无关. 这一性质在实际问题中极为重要, 它使得我们能够在任何时刻测量不稳定

核的平均寿命 τ . 假定在时刻 T1 有 N1(T1) 个不稳定核, 若 N1 充分大, 在时刻

T2(> T1) 由式 (4.8.9) 立即知道不稳定核个数 N2(T2) 为

N2(T2) = N1(T1)e−λ(T2−T1),
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将 N1, N2 对时间求导数, 移项后, 得

dN2/dt

dN1/dt
= e−λ(T2−T1).

于是得到平均寿命 τ 的表达式

λ = τ−1 =
1

T2 − T1
ln

(
dN1/dt

dN2/dt

)
.

dN/dt 为单位时间内核衰变的次数, 称为核衰变率. 因此, 用核探测器测量任意两

时刻 T1, T2 的核衰变率, 即可求出核的平均寿命.

4.9 伽 马 分 布

设随机变量 X 的概率密度函数可表示为

f(x;α, β) =
βα

Γ (α)
xα−1e−βx, α, β > 0, 0 6 x < ∞, (4.9.1)

α, β 为正常数, 则称 X 服从参数 α, β 的伽马分布(Gamma distribution). 它的其他

性质列举如下：

均值 E(X) = α/β,

方差 V (X) = α/β2,

偏度 γ1 =
2√
α

,

峰度 γ2 =
6
α

,

特征函数 ϕ(t) = (1− it/β)−α.

(4.9.2)

式 (4.9.1) 中的 Γ (α) 是伽马函数, 伽马分布的名称即来源于此. 它的显著表达

式为

Γ (α) ≡
∫ ∞

0

yα−1e−ydy, α > 0,

它有以下性质：

Γ (1) = 1, Γ (1/2) =
√
π,

Γ (α) = (α− 1)Γ (α− 1),

Γ (n) = (n− 1)!, n为正整数

Γ
(

n +
1
2

)
=

(2n− 1)!!
2n

√
π. (4.9.3)
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伽马分布的概率密度函数见图 4.9. 当 α 6 1, 函数单调下降; 当 α > 1, 概率密

度为单峰函数, 极大值在 x = (α− 1)/β 处.

图 4.9 伽马分布的概率密度函数 (β=1), 曲线 A, B, C, D, E, F

分别对应于 α 值 0.5, 1, 1.5, 2, 3, 4

指数分布是伽马分布 (α = 1) 的特例; 参数 β = 1/2, α = ν/2(ν 为正整数) 的

伽马分布即为自由度为 ν 的 χ2 分布, 后者将在 4.14 节进行讨论. α 等于正整数

的伽马分布称为厄兰分布(Erlangian distribution), 它的概率密度由式 (4.9.1) 和式

(4.9.3) 求得 (令 λ = β)

f(t; k, λ) =
λk

(k − 1)!
tk−1e−λt, λ > 0, k = 1, 2, · · · , 0 6 t < ∞. (4.9.4)

这种分布可以从泊松假设推导出来, 因而可描述泊松随机过程.

为确定起见, 我们考虑描述时间上随机发生的过程, 设事件的发生服从泊松假

设, λ为单位时间内发生的事件 (如核衰变)平均数, 于是时间间隔 t内发生 r 个事

件的概率服从泊松分布

Pr(t;λ) =
1
r!

(λt)re−λt.

这里 r 是个随机变量. 现在我们要求出现 k 个事例 (k 是某个正整数常数) 的时间

间隔 t 的规律, 也就是说, 用 t 表示泊松过程中出现 k 个事件的时间间隔, 求随机

变量 t 的分布. 在泊松过程中, 在 t 内出现 0, 1, · · · , k − 1 个事件的总概率是

k−1∑
r=0

Pr(t;λ) =
k−1∑
r=0

(λt)re−λt

r!
,
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因而在 t 内出现 > k 个事例的概率为

F (t; k, λ) = 1−
k−1∑
r=0

(λt)re−λt

r!
,

通过数学推导, 上式右边的求和项可写成积分形式

k−1∑
r=0

(λt)re−λt

r!
=

∫ ∞

λt

zk−1e−z

(k − 1)!
dz,

于是有

F (t; k, λ) = 1−
∫ ∞

λt

zk−1e−z

(k − 1)!
dz =

∫ λt

0

zk−1e−z

(k − 1)!
dz,

作变量代换 z = λy, 得

F (t; k, λ) =
∫ t

0

λkyk−1e−λy

(k − 1)!
dy =

∫ t

0

f(y; k, λ)dy. (4.9.5)

可见, F (t; k, λ) 正是厄兰累积分布函数. 因此, f(t; k, λ) 表示了在 t 内出现 k 个事

件的概率密度函数. 考虑到泊松过程中时间 (或空间) 原点的选择是任意的, 所以

f(t; k, λ)实际上表示第 i个事件与第 k + i个事件 (相隔 k 个事件)之间的时间 (或

空间) 间隔的分布. 厄兰分布的均值和方差容易求出

E(t) = kλ−1, V (t) = kλ−2. (4.9.6)

与式 (4.88) 比较可知, 它的均值恰好是泊松过程中两相继事件间的时间间隔 λ−1

的 k 倍.

例 4.18 成批数据的计算机在线处理

当前的许多物理实验常常需要长时间连续运行, 研究不断出现的感兴趣事例,

而每个事例通常包含一批实验数据. 例如, 利用加速器粒子流轰击靶产生某种粒子

反应, 该反应需要用各种信息 (末态粒子种类、个数、动量、能量、飞行方向等) 来

描述, 即用一组固定的物理量数据描述该事例. 这种大数据量、长期运行的实验数

据获取和处理要用在线计算机来完成. 其工作方式如此：一批批数据首先储存在计

算机的缓冲器中, 然后再转移到中央处理器 (CPU) 进行处理. 如果缓冲器已被前

面事例的数据占满, 同时又有新事例的数据等待输入, 那么缓冲器被清零 (缓冲器

内数据丢失), 重新输入新的数据. 现在要问, 在实验长期运行时如何计算丢失事例

的比例.

本问题的三个要素是事例 (数据)产生速率,计算机运算速度和缓冲器容量. 设

各事例的产生符合泊松假设, 事例产生的平均速率是每秒 λ 个, 缓冲器容量等于 k
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个事例的数据量, 计算机在 T 秒内能处理 k 个事例. 进一步假定缓冲器的清零时

间和数据从缓冲器到中央处理器的转移时间可以忽略.

在这些假定下, 缓冲器内包含 j 个事例数据的时间间隔 t 的分布由厄兰分布

给出. 被丢失的事例的比例 F (T ) 相当于在时间间隔 T 内缓冲器包含 > k 个事例

数据的概率, 即

F (T ) =
∫ T

0

f(t; k, λ)dt =
∫ T

0

λkιk−1

(k − 1)!
e−λtdt

(见式 (4.9.5) 的推导过程). 给定事例平均产生率 λ = 0.5/s, 缓冲器容量 k = 10,

计算机每秒可处理一个事例即 T = 10s. 这时厄兰分布等同于自由度 v = 2k = 20

的 χ2 分布, 从累积 χ2 分布 (图 4.23) 可以查到 F (T ) ≈ 0.03, 即约 3%的事例将被

丢失.

4.10 贝 塔 分 布

设随机变量 X 的概率密度函数可表示为

f(X) =
Γ (m + n)
Γ (m)Γ (n)

Xm−1(1−X)n−1, 0 6 X 6 1 (4.10.1)

m,n为正整数,则称 X 服从参数 m,n的贝塔分布(Beta distribution). 它的其他性

质列举如下：

均值 E(X) =
m

m + n
,

方差 V (X) =
mn

(m + n)2(m + n + 1)
,

偏度 γ1 =
2(n−m)

√
m + n + 1

(m + n + 2)
√

mn
,

峰度 γ2 =
3(m + n + 1)

[
2(m + n)2 + mn(m + n− 6)

]

mn(m + n + 2)(m + n + 3)
− 3,

特征函数 ϕ(t) =
Γ (m + n)

Γ (m)

∞∑

k=0

Γ (m + n)(it)k

Γ (m + n + k)Γ (k + 1)
.

(4.10.2)

贝塔分布的概率密度函数如图 4.10.

贝塔分布是统计学中对于两边皆有边界 (例如 0 6 X 6 1) 的变量的一种基本

分布.

当 X1 ∼ Γ (m,β), X2 ∼ Γ (n, β),且 X1, X2 相互独立,则 X1/(X1 + X2)服从参

数 m,n 的贝塔分布.
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当 X ∼ F (n,m), 则 (1 + X)−1 服从参数 m/2, n/2 的贝塔分布.

图 4.10 贝塔分布的概率密度函数

(a) n = 1, m = 1; (b) n = 1, m = 2; (c) n = 1, m = 3;

(d) n = 2, m = 3; (e) n = 3, m = 3; (f) n = 9, m = 3

4.11 正 态 分 布

设随机变量 X 的概率密度为

f(x) ≡ N(µ, σ2) =
1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 , −∞ < x < ∞, (4.11.1)

其中 µ为实数, σ 为大于 0的实数,称 X 服从参数 µ, σ 的正态分布或高斯分布.下

面列出正态分布的分布函数、特征函数和数字特征：

F (x) =
1√
2πσ

∫ x

−∞
e−

(t−µ)2

2σ2 dt, (4.11.2)

ϕ(t) = exp
(

itµ− 1
2
t2σ2

)
, (4.11.3)

E(X) = µ, (4.11.4)

V (X) = σ2, (4.11.5)

γ1 = γ2 = 0. (4.11.6)

奇数阶和偶数阶中心矩为

µ2k+1 = 0

µ2k =
(2k)!
2k · k!

σ2k



 k = 0, 1, 2, · · · . (4.11.7)
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利用特征函数可以证明,正态分布的原点矩 λk 和中心矩 µk 之间有下述递推关系：

µ2k+2 = σ2µ2k + σ3 dµ2k

dσ

λk+2 = 2µλk+1 +
(
σ2 − µ2

)
λk + σ3 dλk

dσ





k = 0, 1, · · · . (4.11.8)

图 4.11 正态分布概率密度 N(µ, σ2)

图 4.11 是正态分布的图形, 不同的曲线对应于不同的标准差 σ 值. 正态概率

密度对于其均值 x = µ 为对称, 且在该点概率密度达到极大

f(x = µ) =
1√
2πσ

; (4.11.9)

偏离 µ 越远, 概率密度越小. 正态曲线在 x = µ± σ 处有拐点.

如果固定 σ 而改变 µ, 则 f (x) 曲线沿 x 轴平移但形状不变, 所以概率密度曲

线的位置完全由均值 µ 决定; 反之, 若固定 µ 改变 σ, 则曲线对称中心不变而形状

发生变化, σ 越小曲线越尖锐, σ 越大则图形越平缓,可见曲线的尖锐程度完全由标

准差 σ 决定.

实验测量中常用到分布曲线的半峰宽度(full width at half maximum, FWHM)

概念, 它指的是分布曲线峰值一半的两点间的宽度. 若分布曲线是正态曲线, 半峰
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值位于 x = x 1
2
, 则有

f
(
x 1

2

)
=

1√
2πσ

exp




−

(
x 1

2
− µ

)2

2σ2





=
1√
2πσ

· 1
2
,

解得

x 1
2

= µ± σ
√

2 ln 2,

故有

FWHM = σ
√

8 ln 2 ≈ 2.355σ. (4.11.10)

这一关系在实验测量中经常用到.

设 Xi, (i = 1, 2, · · · , n) 为 n 个相互独立的正态变量, 则它们的线性和

X =
n∑

i=1

aiXi

也服从正态分布, 其均值和方差分别是

µ =
n∑

i=1

aiµi, σ2 =
n∑

i=1

a2
i σ

2
i . (4.11.11)

这一性质称为正态变量的加法定理.

证明 aiXi 的特征函数根据式 (4.11.2) 知

ϕaiXi(t) = exp
[
itµiai − 1

2
t2a2

i σ
2
i

]
,

由于 X1, X2, · · · , Xn 相互独立, 故 X 的特征函数为

ϕX(t)=
n∏

i=1

ϕaiXi(t) =
n∏

i=1

exp
[
itaiµi − 1

2
t2a2

i σ
2
i

]

= exp

[
it

n∑

i=1

aiµi − 1
2
t2

n∑

i=1

a2
i σ

2
i

]
.

与式 (4.11.2) 对比立即可知, X 服从正态分布 N
(
µ, σ2

)
, µ, σ2 如式 (4.11.11) 所示.

定理得证.

µ = 0, σ = 1 的正态分布 N(0, 1) 称为标准正态分布, 其概率密度和累积分布

函数为

φ(x) =
1√
2π

e−x2/2, (4.11.12)
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Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−t2/2dt. (4.11.13)

对任意正态随机变量 X ∼ N(µ, σ2) 作变换

Y =
X − µ

σ
, (4.11.14)

Y 就成为标准正态随机变量. 图 4.12 是标准正态分布的 φ(x) 和 Φ(x) 的曲线, 它

们的数值分别见附表 5 和附表 6.

图 4.12 标准正态分布的概率密度 φ(x) 和累积分布函数 Φ(x)

(a) φ(x) =
1√
2π

exp

(
−x2

2

)
; (b) Φ(x) =

∫ x

−∞

1√
2π

exp

(
−y2

2

)
dy

分布函数 Φ(x) 表示标准正态变量 X 取值小于 x 的概率

P (X 6 x) = Φ(x),

所以 X 落在任意区域 (x1, x2) 内的概率为

P (x1 < X 6 x2) =
∫ x2

x1

φ(x)dx = Φ(x2)− Φ(x1). (4.11.15)

由概率密度 φ(x) 的对称性得知

Φ(−x) + Φ(x) = 1, (4.11.16)
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因此, 对 x > 0 有

P (|X| 6 x) =
∫ x

−x

φ(t)dt = 2Φ(x)− 1. (4.11.17)

对于一般的正态随机变量 X ∼ N(µ, σ2), 作式 (4.11.14) 的变量代换, 得

F (x) =
1√
2πσ

∫ x

−∞
e−

(t−µ)2

2σ2 dt

=
1√
2π

∫ x−µ
σ

−∞
e−

y2

2 dy = Φ
(

x− µ

σ

)
. (4.11.18)

于是有

P (x1 < X 6 x2) =
∫ x2

x1

1√
2πσ

e
− (x−µ)2

2σ2

dx

= Φ
(

x2 − µ

σ

)
− Φ

(
x1 − µ

σ

)
. (4.11.19)

如令 x2 = µ + nσ, x1 = µ− nσ, 则有

P (µ− nσ < X 6 µ + nσ) =
∫ µ+nσ

µ−nσ

1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 dx

= Φ (n)− Φ (−n) . (4.11.20)

上式表示服从正态分布 N
(
µ, σ2

)
的随机变量 X 落入其均值 µ 左右 ±nσ(n 个标

准离差) 区域内的概率很容易用 Φ 函数值计算出来.

第 5 章我们将指明, 在大量实际测量中, 测量值对于真值的偏离服从或近似地

服从正态分布, 测量的平均值接近于真值 (正态分布的数学期望). 因此, 正态分布

的标准差通常用来表示测量的误差. 正态变量落在 µ± nσ 区域内的概率便有了实

际的重要性, 特别是

P{µ− σ < X 6 µ + σ} ≈ 68.3%,

P{µ− 2σ < X 6 µ + 2σ} ≈ 95.5%,

P{µ− 3σ < X 6 µ + 3σ} ≈ 99.7%,

(4.11.21)

可见, 随机变量落在 µ ± 3σ 区域内的概率几乎达到 100%, 这表明, 如果被测的实

验量服从正态分布, 则几乎可以肯定, 它的真值落在 µ± 3σ 区域之内. 这就是实验

物理中普遍使用的3σ 规则(图 4.13).
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图 4.13 正态随机变量取值落在区间 µ± σ, µ± 2σ, µ± 3σ 的概率

虚线表示概率等于 0.90 和 0.95 相应的区间, 对于均值 µ 为对称

在 2.4 节中我们已经提到, 若对随机变量的分布不了解时, 可用切比雪夫不等

式来估计随机变量的取值与其均值的离差小于 nσ 的概率, 特别是

P{µ− 2σ < X 6 µ + 2σ} > 75%,

P{µ− 3σ < X 6 µ + 3σ} > 88.9%,

P{µ− 4σ < X 6 µ + 4σ} > 93.8%.

与式 (4.11.21) 对比, 显然切比雪夫不等式对于真值 µ 的限定要粗糙得多. 因此, 若

已知测量值的分布服从正态分布, 利用式 (4.11.21) 能给出真值的较精确的表述.

下面引入标准正态函数的上侧 α 分位数和双侧 α 分位数的概念. 设 X ∼
N(0, 1), 称满足

P (X > zα) = α, 0 < α < 1 (4.11.22)

的点 zα 为标准正态分布的上侧 α 分位数, 满足

或
P (|X| > zα/2) = α

P (−zα/2 6 X 6 zα/2) = 1− α

}
0 < α < 1 (4.11.23)

的点 zα/2 为双侧 α 分位数(图 4.14). 由于

P (X > zα) = 1− P (X 6 zα) = 1− Φ(zα),

图 4.14 标准正态分布的上侧 α 分位数 zα 和双侧 α 分位数 zα/2
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故式 (4.11.22) 相当于

Φ(zα) = 1− α; (4.11.24)

双侧 α 分位数的对应表达式则为

Φ(zα/2) = 1− α

2
. (4.11.25)

查阅附表 6 中 Φ(x) 的值即可得到 zα 和 zα/2. 如上侧 α 分位数

zα=0.01 = 2.33, zα=0.001 = 3.09;

双侧 α 分位数

zα
2 = 0.01

2
= 2.58, zα

2 = 0.001
2

= 3.29.

4.12 二维正态分布

设二维随机变量 {X1, X2} 的联合概率密度为

f(x1, x2) =
1

2πσ1σ2

√
1− ρ2

e−Q/2,

Q =
1

(1− ρ2)

[(
x1 − µ1

σ1

)2

+
(

x2 − µ2

σ2

)2

−2ρ

(
x1 − µ1

σ1

)(
x2 − µ2

σ2

)]
, (4.12.1)

其中 σ1, σ2 > 0, |ρ| < 1,−∞ < x1, x2 < ∞, 则称变量 {X1, X2} 服从二维正态分布.

根据多维随机变量特征函数的定义式 (3.6.1),二维正态分布的联合特征函数为

ϕ(t1, t2) = exp
{

it1µ1 + it2µ2 +
1
2

[
(it1)2σ2

1

+(it2)2σ2
2 + (it1)(it2)2ρσ1σ2

]}
(4.12.2)

随机变量 X1, X2 的各阶原点矩可由 ϕ(t1, t2) 对于 t1, t2 的偏导数得到 (见 3.6 节).

如 X1 的数学期望为

E(X1) = −i
∂ϕ(t1, t2)

∂t1

∣∣∣∣
t1=t2=0

= µ1,

同样

E(X2) = −i
∂ϕ(t1, t2)

∂t2

∣∣∣∣
t1=t2=0

= µ2.
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对于 X1, X2 的混合原点矩有

E(X1, X2) = (−i)2
∂2ϕ(t1, t2)

∂t1∂t2

∣∣∣∣
t1=t2=0

= µ1µ2 + ρσ1σ2.

二维正态随机变量的协方差为

cov(X1, X2) = E(X1X2)− E(X1)E(X2) = ρσ1σ2. (4.12.3)

现在求 {X1, X2} 的边沿概率密度, 按定义式 (3.5.6),

fX1(x1)=
∫ ∞

−∞
f(x1, x2)dx2

=
1

2πσ1σ2

√
1− ρ2

∫ ∞

−∞
dx2 · exp

{
−1

2(1− ρ2)

·
[(

x1 − µ1

σ1

)2

+

(
x2 − µ2

σ2

)2

− 2ρ(x1 − µ1)(x2 − µ2)
σ1σ2

]}
,

由于

(x2 − µ2)2

σ2
2

− 2ρ
(x1 − µ1)(x2 − µ2)

σ1σ2
=

(
x2 − µ2

σ2
− ρ

x1 − µ1

σ1

)2

− ρ2 (x1 − µ1)2

σ2
1

,

于是

fX1(x1)=
1

2πσ1σ2

√
1− ρ2

e
− (x1−µ1)2

2σ2
1

·
∫ ∞

−∞
exp

{
−1

2(1− ρ2)

[
x2 − µ2

σ2
− ρ

x1 − µ1

σ1

]2
}

dx2.

令 t =
1√

1− ρ2

(
x2 − µ2

σ2
− ρ

x1 − µ1

σ1

)
, 并代入上式, 则

fX1(x1) =
1

2πσ1
e
−(x1−µ1)2

2σ2
1

∫ ∞

−∞
e−t2/2dt

=
1√

2πσ1

e
−(x1−µ1)2

2σ2
1 = N

(
µ1, σ

2
1

)
. (4.12.4)

同理,

fX2(x2) = N(µ2, σ
2
2). (4.12.5)

由此得出结论, 二维正态变量的每一个分量的边沿分布都是一维正态变量, 其数学

期望和标准差由式 (4.12.1) 中的 µ1, µ2 和 σ1, σ2 表示.



· 116 · 第 4 章 一些重要的概率分布

将 V (X1) = σ2
1 和 V (X2) = σ2

2 代入相关系数的表达式

ρX1X2 =
cov(X1, X2)√
V (X1) · V (X2)

=
ρσ1σ2

σ1σ2
= ρ,

可见式 (4.12.1) 中的 ρ 即为相关系数. 于是可写出二维正态随机变量的协方差矩

阵V
∼
及其逆矩阵 V

∼
−1

V
∼

=

[
σ2

1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

]
,

V
∼
−1 =

1
σ2

1σ2
2(1− ρ2)

[
σ2

2 −ρσ1σ2

−ρσ1σ2 σ2
1

]
. (4.12.6)

这样, 利用矩阵的符号, 式 (4.12.1) 可改写为

f(x1, x2) =
1

2π|V
∼
|1/2

exp
[
−1

2
(x− µ)T V

∼
−1(x− µ)

]
, (4.12.7)

其中 x =

(
x1

x2

)
,µ =

(
µ1

µ2

)
, |V
∼
| 为矩阵 V

∼
的行列式.

二维正态分布的条件概率密度按定义式 (3.2.4) 可由联合概率密度与边沿概率

密度之比求出, 如条件 X1 = x1 下随机变量 X2 的条件概率密度是

f(x2|x1) =
f(x1, x2)
fX1(x1)

= N

(
µ2 +

σ2

σ1
ρ(x1 − µ1), σ2

2(1− ρ2)
)

. (4.12.8)

类似地, X2 = x2 条件下 X1 的条件概率密度为

f(x1|x2) = N

(
µ1 +

σ1

σ2
ρ(x2 − µ2), σ2

1(1− ρ2)
)

. (4.12.9)

因此, 条件概率密度都是正态函数.

当相关系数 ρ = 0, 式 (4.12.1) 和式 (4.12.2) 简化为

f(x1, x2) = N(µ1, σ
2
1) ·N(µ2, σ

2
2) = fX1(x1) · fX2(x2), (4.12.10)

ϕ(t1, t2) =
[
eit1µ1+

1
2 (it1)

2σ2
1

]
·
[
eit2µ2+

1
2 (it2)

2σ2
2

]
. (4.12.11)

二维正态变量的概率密度和特征函数等于两个一维正态变量的概率密度和特征函

数的乘积, 这恰恰是两个分量 X1, X2 相互独立的条件 (见式 (3.1.17)), 因而对正态

分布而言,两个随机变量互不相关等价于相互独立. 这一性质是正态分布所特有的.

对于一般的分布, 两个随机变量相关系数为 0 并不一定相互独立.
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当 ρ = 0, 协方差矩阵及其逆矩阵有非常简单的形式

V
∼

=

[
σ2

1 0

0 σ2
2

]
, V

∼
−1 =

[
1/σ2

1 0

0 1/σ2
2

]
. (4.12.12)

条件概率化简为

f(x2|x1) = N(µ2, σ
2
2), f(x1|x2) = N(µ1, σ

2
1).

这是 X1, X2 互相独立的自然结果.

由二维正态概率密度的表达式 (4.12.1) 可知, 当

Q =
1

1− ρ2

[
(x1 − µ1)2

σ2
1

+
(x2 − µ2)2

σ2
2

− 2ρ(x1 − µ1)(x2 − µ2)
σ1σ2

]
= C(常数) (4.12.13)

概率密度是常数,该式是 x1, x2 构成的直角坐标系中的一个椭圆方程,中心在 x1 =

µ1, x2 = µ2, 这就形成了一个等概率椭圆. 对应于不同的常数值 C, 形成的等概率

椭圆的概率值不相同, 但椭圆中心仍在

(µ1, µ2) 点. 这一族同心椭圆称为二维正

态变量的等概率椭圆族, 它们有共同的主

轴方向. 因此概率密度 f(x1, x2) 可表示为

x1, x2, f(x1, x2) 构成的三维空间中的一个表

面, 如图 4.15 所示. 表面上每一点的高度即

为 X1 = x1, X2 = x2 对应的概率密度值; 该

表面与平面 f(x1, x2) = A(常数)的截线是等

概率椭圆. 平面 X1 = µ1, X2 = µ2 相交构成

的直线 O′P 为同心椭圆的主轴, 它与概率密

度表面 f(x1, x2) 的交点 P 是概率密度的极

大值

图 4.15 二维正态变量的概率密度

f(x1, x2)max = f(µ1, µ2) =
1

2πσ1σ2

√
1− ρ2

. (4.12.14)

包含直线 O′P 的任一平面与该表面的截线都是正态曲线. x1 = 常数的平面与概率

表面的截线相当于 X1 = x1 条件下 X2 的条件概率,由式 (4.12.8)可知是正态曲线,

它的均值与常数值 x1 有关, 但其方差与 x1 值没有联系. 同样, x2 = 常数的平面与

概率表面的截线也是正态曲线, 由式 (4.12.9) 表示.
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式 (4.12.13) 中常数 C 取为 C = 1, 此时有

Q =
1

1− ρ2

[(
x1 − µ1

σ1

)2

+
(

x2 − µ2

σ2

)2

−2ρ
x1 − µ1

σ1

x2 − µ2

σ2

]
= 1. (4.12.15)

所对应的等概率椭圆称为协方差椭圆, 它的主轴与坐标轴之间的夹角 α 可由下式

求得：

tan 2α =
2ρσ1σ2

σ2
1 − σ2

2

, (4.12.16)

半长轴和半短轴的长度为

p2
1 =

σ2
1σ2

2(1− ρ2)
σ2

2 cos2 α− 2ρσ1σ2 sinα cos α + σ2
1 sin2 α

,

p2
2 =

σ2
1σ2

2(1− ρ2)
σ2

2 sin2 α + 2ρσ1σ2 sinα cos α + σ2
1 cos2 α

.

(4.12.17)

图 4.16 是 σ1 = 1, σ2 =
√

2 时, ρ = 0.7,−0.3, 0 的协方差椭圆. 对应于不同 ρ 值的

协方差椭圆都落在中心点 (µ1, µ2),边长 2σ1, 2σ2 的长方形之内,椭圆与长方形有四

个点相切. 在 ρ = ±1 的情形下, 椭圆退化成长方形的两条对角线.

图 4.16 协方差椭圆

随机变量 {X1, X2} 的值落入等概率椭圆区域之内的概率可由积分
∫

A

f(x1, x2)dx1dx2

表示, 其中 A 表示等概率椭圆内的区域, 该积分值等于图 4.15 中二维正态分布密

度曲面下阴影部分的体积.
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设 {X1, X2} 为二维正态变量, 令随机变量 Y 为 X1, X2 的线性函数, 即

Y ≡ aTX = a1X1 + a2X2,

Y 的特征函数 ϕY (t) 可利用性质 (式 (3.6.2)) 求得, 立即可知, Y 为一正态变量

Y ∼ N(a1µ1 + a2µ2, a
2
1σ

2
1 + a2

2σ
2
2 + 2a1a2ρσ1σ2) = N(aTµ,aT

V
∼

a), (4.12.18)

其中 V
∼
为 X 的协方差矩阵, µ 是 X 的均值,

a =

(
a1

a2

)
, µ =

(
µ1

µ2

)
.

若令 Y1 = a1X1 + a2X2, Y2 = b1X1 + b2X2, 则随机向量 Y = {Y1, Y2} 亦构成
二维正态随机变量, 且其边沿概率密度为

fY1(y1) = N(aTµ,aT V
∼

a),

fY2(y2) = N(bTµ, bT
V
∼

b),
(4.12.19)

Y1 与 Y2 的协方差

cov(Y1, Y2) = aT
V
∼

b. (4.12.20)

显然, 当 aT V
∼

b = 0 时, Y1, Y2 相互独立.

特别当对 X1, X2 作正交变换

Y1 =
1√
2

(
X1 − µ1

σ1
+

X2 − µ2

σ2

)
,

Y2 =
1√
2

(
X1 − µ1

σ1
− X2 − µ2

σ2

)

时, 二维正态随机变量 Y = {Y1, Y2} 的联合概率密度等于

g(y1, y2)=
1

2π
√

1− ρ2
exp

[
−1

2

(
y2
1

1 + ρ
+

y2
2

1− ρ

)]

=
(

1√
2π
√

1 + ρ
e−

y2
1

2(1+ρ)

)
·
(

1√
2π
√

1− ρ
e−

y2
2

2(1−ρ)

)
,

这表明, Y1, Y2 是相互独立的正态变量.

作进一步的变换 Z1 = Y1/
√

1 + ρ, Z2 = Y2/
√

1− ρ, 即

Z1 =
1√

2
√

1 + ρ

(
X1 − µ1

σ1
+

X2 − µ2

σ2

)
,

Z2 =
1√

2
√

1− ρ

(
X1 − µ1

σ1
− X2 − µ2

σ2

)
,

(4.12.21)
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则二维正态随机变量 Z = {Z1, Z2} 的联合概率密度 h(z1, z2) 等于

h(z1, z2) =
(

1√
2π

e−z2
1/2

)(
1√
2π

e−z2
2/2

)
(4.12.22)

可见, Z1, Z2 是相互独立的标准正态变量. 这时, 式 (4.12.1) 中的 Q 化为

Q(z1, z2) = z2
1 + z2

2 .

由 4.17 节知, Q 是自由度为 2 的 χ2 变量.

上述变换性质可用来计算二维正态变量在等概率椭圆包围的区域内的概率量

P (Q < C) =
∫∫

Q<C

f(x1, x2)dx1dx2. (4.12.23)

利用变换式 (4.12.21), 上式化为

P (Q < C) =
∫∫

Q′<C

h(z1, z2)dz1,dz2, (4.12.24)

其中 Q′ = z2
1 + z2

2 . 将上式与式 (4.17.14), 式 (4.17.15) 比较可知, 它等于自由度 2

的 χ2 累积分布函数

P (Q < C) = F (C; 2). (4.12.25)

这一事实可表述如下：在二维正态分布中, Q 服从自由度为 2 的 χ2 分布, Q = C

等概率椭圆区域内的概率量等于 χ2(2) 分布的累积分布函数 F (C; 2).

当常数 C 取为 1, 4, 9, P (Q < C) 的值分别为 0.393, 0.865, 0.989 (图 4.23). 其

中 C = 1 对应于协方差椭圆.

4.13 多维正态分布

二维正态分布的许多性质可直接推广到 n 维正态随机向量的一般情形. 若随

机向量 X = {X1, X2, · · · , Xn} 的联合概率密度为

f(x) ≡ f(x1, x2. · · · , xn) =
1

(2π)n/2|V
∼
|1/2

e−Q/2,

Q = (x− µ)T V −1
∼ (x− µ) =

n∑

i=1

n∑

j=1

V −1
ij (xi − µi)(xj − µj),

−∞ < x1, x2, · · · , xn < ∞, (4.13.1)
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则称 X 服从 n 维正态分布. 上式中

µ =




µ1

µ2

...

µn




, x =




x1

x2

...

xn




,

V
∼

= E{(X − µ)(X − µ)T}

=




σ2
1 ρ12σ1σ2 · · · ρ1nσ1σn

ρ12σ1σ2 σ2
2

...
...

...

ρ1nσ1σn · · · σ2
n




.
(4.13.2)

V
∼
是 n× n 阶对称协方差矩阵, 其中 ρij 是随机变量 Xi, Xj 之间的相关系数

ρij = E[(Xi − µi)(Xj − µj)]/σiσj . (4.13.3)

|V
∼
| 表示 V

∼
的行列式. 显然 |V

∼
| 必须不为 0. 为了使式 (4.13.1) 的概率密度具有

归一性, 即 ∫ ∞

−∞
f(x)dx = 1,

协方差矩阵 V
∼

(以及 V
∼
−1) 必须是正定矩阵①.

n 维正态随机向量的特征函数是

ϕ(t) = exp
(

itTµ− 1
2

t
T

V
∼

t

)
, (4.13.4)

由此容易求得各阶原点矩和混合原点矩, 例如,

E(Xr) = (−i)
∂ϕ

∂tr

∣∣∣∣∣
t=0

= µr,

E(XrXs) = (−i)(−i)
∂2ϕ

∂tr∂ts

∣∣∣∣∣
t=0

= µrµs + Vrs, r, s = 1, 2, · · · , n. (4.13.5)

若协方差矩阵为对角矩阵, 即

V
∼

=




σ2
1 0

σ2
2

. . .

0 σ2
n




, (4.13.6)

① 所谓矩阵 A∼
为正定矩阵, 是指对于任何不为 0 的矢量 x 6= 0 总有 xT A∼

x > 0.
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这时对 i 6= j, i, j = 1, 2, · · · , n,有 ρij = 0,即随机向量 X 的所有分量之间两两互不

相关, 则联合概率密度简化为

f(x)=
1

(2π)n/2σ1 · · ·σn
exp

{
−1

2

n∑

i=1

(
xi − µi

σi

)2
}

= N(µ1, σ1) ·N(µ2, σ2) · · ·N(µn, σn),

(4.13.7)

即等于 n个正态变量 Xi, i = 1, 2, · · · , n的概率密度的乘积,这表明,这 n个正态随

机变量相互独立. 因此,协方差矩阵为对角矩阵是 n维正态随机向量各分量相互独

立的充要条件. 在这种情形下, 协方差矩阵的逆阵有简单的形式

V
∼
−1 =




σ−2
1 0

σ−2
2

. . .

0 σ−2
n




. (4.13.8)

n 维正态随机向量中, 任意 r(< n) 个分量 {Xi, Xj , Xk, · · · } 的边沿分布是 r

维正态变量, 将式 (4.13.2)V
∼
的表达式中不等于 i, j, k, · · · 的各行各列去除即得到

它的协方差矩阵. 特别是, n 维正态随机向量任一分量的边沿分布是一维正态分布

Ni(µi, σ
2
i ), 概率密度是

fXi
(xi)=

∫∫

j 6=i

· · ·
∫

f(x1, x2, · · · , xn)dx1 · · ·dxi−1dxi+1 · · ·dxn

= Ni(µi, σ
2
i ).

n维正态随机向量的任一分量 Xi 等于常数时的条件概率密度服从 n− 1维正

态分布, 其协方差矩阵可由式 (4.13.2)V
∼
的逆矩阵中去除第 i 行、i 列再求逆阵得

到. 类似地, l 个分量等于常数时的条件概率密度服从 n− l 维正态分布, 其协方差

矩阵由 V
∼
−1 中去除相应的 l 行、l 列元素后求逆阵得到.

设 Y 是 n 维正态随机向量 X = {X1, X2, · · · , Xn} 各分量的线性函数, 即

Y =
n∑

i=1

aiXi = aTX,

则 Y 是正态变量

Y ∼ N(aTµ,aT
V
∼

a).
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X1, X2, · · · , Xn 的一组线性函数构成一个多维正态分布. 设

Y1 = S11X1 + S12X2 + · · ·+ S1nXn,

Y2 = S21X1 + S22X2 + · · ·+ S2nXn,
...

Ym = Sm1X1 + Sm2X2 + · · ·+ SmnXn

或写成矩阵形式

Y = S
∼

X, (4.13.9)

其中 S
∼
是 m× n 阶变换矩阵 (m 6 n), 则 Y = {Y1, Y2, · · · , Ym} 是 m 维正态随机

向量, 其数学期望为 S
∼

µ, 协方差矩阵

V
∼ Y = S

∼
V
∼

S
∼

T, (4.13.10)

其中 V
∼
是 X 的协方差矩阵.

与二维正态分布中的讨论类似, 对 X 作适当的正交变换 U
∼

,

Y = U
∼

X,

U
∼
是 n×n阶变换矩阵,可使随机向量 Y 为 n维正态随机向量,且各分量 Y1, Y2, · · · ,

Yn 为相互独立的一维正态分布; 它的数学期望为 U
∼

µ, 协方差矩阵是对角矩阵

V
∼ Y = U

∼
V
∼

U
∼

T ≡ D =




d1 0

d2

. . .

0 dn




,

其中 di, i = 1, 2, · · · , n 是矩阵 V
∼
的本征值. 这一性质容易由矩阵论得证. 这时, 式

(4.13.1) 中的 Q 可表示成

Q =
n∑

i=1

y2
i /σ2

yi =
n∑

i=1

y2
i /di.

作进一步的变换,

Zi = Yi/
√

di,

则 n维随机向量 Z = {Z1, Z2, · · · , Zn}中的各分量是相互独立的标准正态分布,协

方差矩阵 V
∼ Z 成为单位矩阵 In, Q 可表示成 n 个标准正态变量的平方和

Q =
n∑

i=1

z2
i . (4.13.11)
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Q 称为 n维正态分布的二次型, n 称为二次型的秩. 由 4.17 节的讨论可知, Q 服

从 χ2(n) 分布. 二次型 Q = C(常数) 形成 n 维正态分布的等概率 n 维椭球, 特

别是当 Q = 1 时形成协方差 n 维椭球. 式 (4.13.1) 表示的 n 维正态随机向量

X = {X1, X2, · · · , Xn} 落在等概率椭球 Q = C 区域内的概率可由 χ2(n) 的累积分

布函数求得

P (Q < C) = F (C;n), (4.13.12)

其中自由度 n 即为二次型 Q 的秩 (见式 (4.12.25)).

4.14 对数正态分布

设随机变量 X 的概率密度为

f(x) =





1√
2πσ

· 1
x

e−
(ln x−µ)2

2σ2 , x > 0,

0, x < 0.
(4.14.1)

其中 µ 为实数, σ 为大于 0 的实数, 则称 X 为服从参数 µ, σ 的对数正态分布. 几

种不同 µ, σ 值的对数正态分布的概率密度示于图 4.17.

图 4.17 (a) σ = 1, µ = 1, 2, 3 的对数正态分布的概率密度分别由曲线 a, b, c 表示;

(b) σ = 0.2, 0.3, 0.5, µ = 1 的对数正态分布概率密度分别由曲线 a, b, c 表示

对数正态分布的其他性质为

均值 E(X) = e(µ+σ2/2), (4.14.2)

方差 V (X) = e(2µ+σ2)
(
eσ2 − 1

)
, (4.14.3)

最可几值 Xprob = e(µ−σ2), (4.14.4)

偏度 γ1 =
√

eσ2 − 1
(
eσ2

+ 2
)

. (4.14.5)
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峰度 γ2 =
(
eσ2 − 1

)(
e3σ2

+ 3e2σ2
+ 6eσ2

+ 6
)

. (4.14.6)

对数正态分布对应于这样的随机变量：它的对数是服从正态分布的随机变量. 即令

y = ln x, 则 y 服从正态分布：y ∼ N(µ, σ2).

证明 x ∈ (0,∞), 则有 y ∈ (−∞,∞).

dy =
1
x

dx → dx

dy
= x,

g(y) = f(x(y))
∣∣∣∣
dx(y)

dy

∣∣∣∣ =
1√

2πσx
e−

(ln x−µ)2

2σ2 · x =
1√
2πσ

e−
(y−µ)2

2σ2 .

4.15 柯 西 分 布

若随机变量 X 的概率密度为

f(x) =
1
π
· 1
1 + x2

, −∞ < x < ∞, (4.15.1)

称 X 服从柯西分布或布雷特–维格纳 (Breit-Wigner) 分布. 它的特征函数为

ϕ(t) = e−|t|. (4.15.2)

从严格的数学意义上, 柯西分布的各阶矩都是发散的, 因为极限值

lim
L→∞
L′→∞

∫ L′

−L

xk 1
π
· 1
1 + x2

dx

不存在. 因此, 柯西分布的数学期望和方差都无定义.

在实际测定的任何分布中, 它的值域总是有限的. 因此, 可以将随机变量 X 的

值域取为有限区间 [−L,L], 在这一区间内, “柯西分布” 的归一化概率密度可表示

为

f ′(x) =
1

2 arctan L
· 1
1 + x2

, −L 6 x 6 L, (4.15.3)

从分布的对称性立即可知道, f ′(x) 的所有奇次阶原点矩等于 0, 特别是 E(X) = 0,

其方差为

V (X) =
L

arctanL
− 1. (4.15.4)

柯西分布的图形如图 4.18. 图中还画出了标准正态曲线作为对照. 柯西分布亦为

钟形的对称曲线,但峰值较标准正态曲线低,当 |x|增大时,概率密度下降的速度较

慢. 表 4.1 给出了柯西分布 (BW) 和标准正态分布 (N(0, 1)) 在区间 (−x, x) 内的
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积分概率的对比, 显然柯西分布概率密度下降的速度比标准正态曲线要慢得多. 此

外, 柯西分布的 FWHM(半峰宽度) 等于 2, 而标准正态分布的 FWHM 等于
√

8 ln 2 = 2.355

(见式 (4.11.10)).

图 4.18 柯西分布 (实线) 与标准正态分布的比较

表 4.1 柯西分布 (BW) 和标准正态分布 (N(0, 1))

在区间 (−x, x) 内的积分概率的对比

BW N(0, 1)

X 1 6.31 12.71 63.7 1 2 3

P (−x, x) 0.5 0.9 0.95 0.99 0.683 0.955 0.997

在粒子物理和核物理中, 布雷特–维格纳公式用来描述核的共振能级和粒子的

共振态. 例如, 中心值为 M0, 半宽度 (=FWHM/2) 为 Γ 的共振曲线可表示为

f(M ;M0,Γ ) =
Γ
π
· 1
(M −M0)2 + Γ 2

. (4.15.5)

显然, 若作变换

X =
1
Γ

(M −M0), (4.15.6)

f(M ;M0,Γ ) 立即化为柯西分布的形式, 因此, 柯西分布在核物理和基本粒子物理

中有重要的作用.

如果将 M 作为随机变量, 则有 M = ΓX + M0. 根据特征函数的性质,

ϕM (t) = eiM0tϕX(Γ t) = eiM0t−Γ |t|,

它对应的概率密度如式 (4.15.5)所示,表示中心值 M0,半宽度 Γ 的共振曲线.如果

M1,M2 表示两个相互独立的随机变量, 则

M∗ = M1 + M2
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的特征函数为

ϕM∗(t) = ϕM1(t) · ϕM2(t) = ei(M01+M02)t−(Γ1+Γ2)|t|.

显然, M∗ 也服从布雷特–维格纳分布, 而且它的中心值为

M∗
0 = M01 + M02,

半宽度为

Γ ∗ = Γ1 + Γ2.

这一性质可推广到若干个相互独立的柯西变量之和的情形, 称为柯西分布的加法

定理.

布雷特–维格纳分布是无界的且概率密度下降很慢, 它只是物理过程 (反应的

共振截面或粒子共振态质量分布) 的近似描述, 在尾部, 它与实际分布有偏离. 因

此在实际使用时, 往往利用截断分布 (参见 4.20.2 小节的讨论). 例如对于粒子共振

态, 其质量不能小于其衰变粒子的静质量之和, 不能大于产生该粒子共振态反应的

质心能量.

4.16 朗 道 分 布

核和粒子物理中经常用到朗道分布 f(∆;β)[57], 它表示速度 β = v/c 的重带电

粒子 (电荷 ze) 穿过厚度 d 的介质层时的电离能量损失 ∆ 的分布.

f(∆;β) =
1
ξ
φ(λ), 0 6 ∆ < ∞, (4.16.1)

式中, ξ 是与介质性质和 β 相关的参数：

ξ =
2πNAe4z2ρΣZ

mec2ΣA

d

β2
, (4.16.2)

λ 是一个无量纲的随机变量, 与 ξ,∆ 相关：

λ =
1
ξ

[
∆− ξ

(
log

ξ

ε′
+ 1− γE

)]
. (4.16.3)

ε′ =
I2 exp(β2)
2mec2β2γ2

.

上面这些式子中的有关物理量列举如下：
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ΣZ和ΣA 介质分子的原子序和原子量

ρ, d 介质的密度和厚度

z 带电粒子电荷

γ = 1/
√

1− β2

γE = 0.5772 欧拉常数

I = I0Z I0 ≈ 13.5 eV 介质的电离位

φ(λ) 是 λ 的概率密度函数：

φ(λ) =
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
exp(u log u + λu)du,

其中 σ 是一个正无穷小量. 经变量变换后, 该式可写为

φ(λ) =
1
π

∫ ∞

0

exp(−u log u− λu) sinπudu. (4.16.4)

该积分需数值计算 (例如利用 CERN 程序库[128] 的子程序 G110, LANDAU)

图 4.19 (a)所示为 4mm厚氩气 (标准温度和气压下),不同 β 值对应的 f(∆;β)

曲线, 其突出特点是有高端 (大 ∆ 值) 处的长尾巴. 图 4.19(b) 所示为 f(∆;β) 的峰

值 (最可几值)∆mp 与 βγ 的函数关系.

图 4.19 (a) 4mm 厚氩气 (标准温度和气压下), 不同 β 值对应的 f(∆; β) 曲线;

(b) f(∆; β) 的峰值 (最可几值)∆mp 与 βγ 的函数关系

由于 φ(λ) 高端有长的尾巴, φ(λ) 的均值和高阶矩不存在, 即
∫ ∞

0

∆nf(∆)d∆ →∞, n > 1. (4.16.5)

最可几电离能损 ∆mp 与 βγ 有确定的关系, 但与粒子质量 (即种类) 无关. 经

数值计算, 得到下述描述最可几电离能损 ∆mp 的 Bethe-Bloch 公式：

∆mp = ξ

[
log

(
ξ

ε′

)
+ 0.198

]
, (4.16.6)
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它是粒子物理实验中带电粒子鉴别的基础. 测量带电粒子通过磁场中的偏转量可

得到粒子的动量, 不同质量的粒子在相同动量下的最可几电离能损 ∆mp 不同 (如

图 4.20), 用此效应可确定粒子的种类 (即粒子质量).

图 4.20 最可几电离能损 ∆mp 与粒子动量的函数关系

(a) 横坐标为动量值; (b) 横坐标为动量值的对数

朗道分布的均值和高阶矩不存在, 这与柯西分布类似. 这是由于这些分布是无

界的且密度下降很慢, 而描写实际物理过程的分布总是有界的. 问题出在这些分布

只是物理过程的近似描述,在尾部,它们与实际分布有偏离. 因此,实际使用中可利

用截断分布 (参见 4.20.2 小节的讨论). 例如, 对于电离能损, ∆ 不应超过入射粒子

的初能量.

4.17 χ2 分 布

本节和 4.18 节, 4.19 节中将讨论的 χ2 分布、t 分布和 F 分布在子样分布、

参数估计、假设检验 (见第 6 到 11 章) 问题中经常遇到, 因而在数理统计中极为

重要.

设随机变量 Y 的概率密度为

f(y;n) =
1

Γ
(n

2

)
2n/2

y
n
2−1e−

y
2 , y > 0, (4.17.1)

其中 n 为正整常数, 则称 Y 服从自由度 n 的 χ2 分布, 记为 Y ∼ χ2(n). 它的累积

分布函数是

F (y;n) =
1

Γ
(n

2

)
2n/2

∫ y

0

u
n
2−1e−

u
2 du. (4.17.2)
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不同自由度 n 值的 f(y;n) 曲线如图 4.21. 当 n = 1 时, f(y = 0; 1) 趋于无穷

大; n = 2, f(y = 0; 2) = 0.5. 随着 y 的增大, n = 1, 2 的概率密度曲线都单调下降.

但对 n > 3, f(y = 0; n)都等于 0, 而且概率密度曲线呈偏斜的钟形, 在 y = n− 2处

为概率密度的极大值; n 越大, 概率密度曲线越趋向于对称.

图 4.21 χ2(n) 分布的概率密度

χ2(n) 分布的特征函数为

ϕ(t) = (1− 2it)−n/2. (4.17.3)

证明 由式 (4.17.1) 和特征函数的定义

ϕ(t) = E
(
eitY

)
=

∫ ∞

0

1

Γ
(n

2

)
2n/2

y
n
2−1 exp

(
−y

2
+ ity

)
dy,

作变量代换 v =
(

1
2
− it

)
y, 则有

ϕ(t)=
1

Γ
(n

2

)
2n/2

· 2n/2(1− 2it)−n/2

∫ ∞

0

v
n
2−1e−vdv

=
(1− 2it)−n/2

Γ
(n

2

) · Γ
(n

2

)
= (1− 2it)−n/2.

式 (4.17.3) 得证.

利用特征函数容易求得 χ2(n) 变量的各阶原点矩, 特别是

E(Y ) = (−i)
dϕ(t)

dt

∣∣∣∣
t=0

= (−i)
(
−n

2

)
(−2i) = n, (4.17.4)

即 χ2(n) 分布的数学期望等于其自由度.

E(Y 2) = (−i)2
d2ϕ(t)

dt2

∣∣∣∣
t=0

= n2 + 2n,
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故 χ2(n) 分布的方差

V (Y ) = E(Y 2)− [E(Y )]2 = n2 + 2n− n2 = 2n, (4.17.5)

即方差等于自由度的两倍, 一般地, χ2(n) 分布的 k 阶原点矩为

λk = E(Y k) = (−i)k dkϕ(t)
dtk

∣∣∣∣∣
t=0

= n(n + 2) · · · [n + 2(k − 1)]

= 2k
Γ

(n

2
+ k

)

Γ
(n

2

) . (4.17.6)

由式 (2.5.8) 便可求得任意阶中心矩, 特别有

µ3 = 8n, µ4 = 48 + 12n2.

根据偏度系数和峰度系数的定义, 求得 χ2(n) 分布的偏度系数 γ1 和峰度系数 γ2

γ1 =
µ3

(µ2)3/2
= 2

√
2
n

, γ2 =
µ4

µ2
2

− 3 =
12
n

. (4.17.7)

由 γ1, γ2 的表达式可知, 随着 n 的增大, 偏度系数 γ1 逐渐减小, 故 χ2(n) 的概率密

度随 n 的增大而趋向对称; 当 n →∞, γ1, γ2 → 0, χ2 分布趋向于正态分布. 这一点

可通过特征函数加以证明. 令

Z =
Y − n√

2n
, (4.17.8)

则随机变量 Z 的特征函数为

ϕZ(t)= E(eitz) = E

[
exp

(
it

Y − n√
2n

)]

= exp
(−itn√

2n

)
E

[
exp

(
itY√
2n

)]
,

考虑到 Y [χ2(n)] 的特征函数是 ϕ(t) = E(eitY ) = (1− 2it)−n/2, 上式可改写为

ϕZ(t)= exp
(−itn√

2n

)
ϕ

(
t√
2n

)

= exp
(−itn√

2n

)
·
(

1− 2it√
2n

)−n/2

,

对等式两边取对数并将末一项作级数展开, 得到

lnϕZ(t)=
−itn√

2n
− n

2

[(−2it√
2n

)
− 1

2

(−2it√
2n

)2

+
1
3

(−2it√
2n

)3

− · · ·
]

=
−t2

2
+ o

(
n−1/2

)− · · · ,
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当 n → ∞, o(n−1/2) 以及高级小量趋于 0, 即 ϕZ(t) → e−t2/2, 故 Z 服从标准正态

分布. 由此可知, 随机变量 Y 服从 χ2(n) 分布在 n →∞ 的极限情形下服从数学期
望 µ = n、方差 V = 2n 的正态分布.

随机变量 Z = (Y − n)/
√

2n 逼近 N(0, 1) 的收敛速度是比较慢的 o(n−1/2); 可

以证明随机变量

Z1 =
√

2Y −√2n− 1 (4.17.9)

以 o(n−3/2) 的速度向 N(0, 1) 逼近, 因而是对标准正态分布更好的近似.

χ2 分布具有可加性, 即若随机变量 Y1 ∼ χ2(n1), Y2 ∼ χ2(n2), Y1 与 Y2 相互独

立,则随机变量 Y = Y1+Y2 服从自由度 n1+n2 的 χ2 分布.这由特征函数容易证明

ϕY (t) = ϕY1(t) · ϕY2(t) = (1− 2it)−
n1+n2

2 ,

这正是 χ2(n1 + n2) 的特征函数. 这一定理显然可直接推广到任意多个相互独立的

χ2 分布之和的情形, 因此有 χ2 分布的加法定理.

χ2

(∑

i

ni

)
=

∑

i

χ2(ni). (4.17.10)

对于给定正数 α(0 < α < 1), 称满足条件
∫ ∞

χ2
α(n)

f(y;n)dy = α (4.17.11)

的点 χ2
α(n)为 χ2(n)分布的上侧 α 分位数,它表示随机变量 χ2(n)取值超过 χ2

α(n)

的概率等于 α(图 4.22). 利用 χ2(n) 的累积分布函数, 该式可改写为

α = 1− F (χ2
α;n). (4.17.12)

图 4.22 χ2(n) 分布的上侧 α 分位数 χ2
α(n)

对于给定的 α,可从累积分布函数求出相应的 χ2
α(n)值.对于不同的自由度,图 4.23

给出了 α 与 χ2
α(n) 的关系曲线, 可以方便地查出与 α 对应的上侧 α 分位数 χ2

α(n)

值. 此外, 书末附表 7 列出了 χ2 分布的上侧 α 分位数 χ2
α.
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图 4.23 χ2(ν) 分布上侧 α 分位数 χ2
α(ν) 与 α 和累积分布函数 F (χ2

α; ν) 的关系曲线

由于当 n → ∞ 时, χ2(n) 分布趋近于正态分布, 因此, 当 n 很大 (如 n > 30)

时 χ2
α(n) 可由标准正态分布的上侧 α 分位数 Zα 逼近. 由式 (4.17.9) 可知

Zα ≈
√

2χ2
α(n)−√2n− 1,

故得

χ2
α (n) ≈ 1

2
(Zα +

√
2n− 1)2. (4.17.13)

Zα 可由附表 6 查出.

下面我们来证明一个重要的定理. 设 Xi, i = 1, 2, · · · , n 服从标准正态分布, 且

各 Xi 之间相互独立, 定义随机变量

χ2
n ≡

n∑

i=1

X2
i , (4.17.14)

则 χ2
n 服从自由度 n 的 χ2 分布, 即 n 个独立的标准正态变量的平方和服从 χ2(n)

分布. 证明如下：先计算 χ2
n 的分布函数 F (x),

F (x) = P
{
χ2

n < x
}

= P

{
n∑

i=1

X2
i < x

}
, x > 0. (4.17.15)
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X1, X2, · · · , Xn 的联合概率密度为

fn(x1, x2, · · · , xn) =
1

(2π)n/2
exp

(
−1

2

n∑

i=1

x2
i

)
,

所以对 x > 0,

F (x) =
1

(2π)n/2

∫
n∑

i=1
x2

i <x

· · ·
∫

exp

(
−1

2

n∑

i=1

x2
i

)
dx1dx2 · · ·dxn. (4.17.16)

为了计算该积分, 作变换




x1 = ρ cos ϑ1 cos ϑ2 · · · cos ϑn−1,

x2 = ρ cos ϑ1 cos ϑ2 · · · sinϑn−1,
...

xn = ρ sinϑ1,

(4.17.17)

该变换的行列式为

J =
∂(x1, x2, · · · , xn)
∂(ρ, ϑ1, · · · , ϑn−1)

= ρn−1D(ϑ1, ϑ2, · · · , ϑn−1),

其中 D(ϑ1, ϑ2, · · · , ϑn−1) 不包含变量 ρ. 代入式 (4.17.16), 得

F (x)=
1

(2π)n/2

∫ √
x

0

∫ π
2

− π
2

· · ·
∫ π

2

− π
2

∫ π

−π
e−ρ2/2ρn−1dρD(ϑ1, ϑ2, · · · , ϑn−1)

·dϑ1dϑ2 · · ·dϑn−1

≡ Cn

∫ √
x

0

e−ρ2/2ρn−1dρ,

其中 Cn 是某个常数. 令 y = ρ2, 则上式变成

F (x) =
Cn

2

∫ x

0

e−
y
2 y

n
2−1dy, (4.17.18)

利用累积分布函数的归一性

F (+∞) = 1 =
Cn

2

∫ ∞

0

e−
y
2 y

n
2−1dy,

由于

Γ
(n

2

)
=

∫ ∞

0

e−yy
n
2−1dy,

求出

Cn =
1

2
n
2−1Γ

(n

2

) .
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代入式 (4.17.18), 得到 χ2
n 的累积分布函数表达式

F (x) =
1

2
n
2 Γ

(n

2

)
∫ x

0

e−
y
2 y

n
2−1

dy. (4.17.19)

与式 (4.17.2) 对照即知, χ2
n 服从自由度 n 的 χ2 分布. 定理得证.

若 n个随机变量 X1, X2, · · · , Xn 相互独立,而且 Xi ∼ N(µ, σ2), i = 1, 2, · · · , n,

由于随机变量 (Xi − µ)/σ 是标准正态变量, 立即得到上述定理的一个推论

χ2
n ≡

n∑

i=1

(
Xi − µ

σ

)2

∼ χ2(n). (4.17.20)

更一般地, 若 X1, X2, · · · , Xn 相互独立而且 Xi ∼ N(µi, σ
2
i ), 则有

χ2
n ≡

n∑

i=1

(
Xi − µi

σi

)2

∼ χ2(n). (4.17.21)

关于 χ2 分布与均匀分布之间的联系,我们有如下的定理. 设 Xi, i = 1, 2, · · · , n

是 n 个相互独立的 [0, 1] 区间均匀分布随机变量, 则

Z = −2
n∑

i=1

lnXi (4.17.22)

服从自由度 2n 的 χ2 分布. 证明如下：令

Y = −2 ln X, (4.17.23)

X 为 [0, 1] 均匀分布的随机变量, 则 Y 的概率密度为

g(y) = f(x)
∣∣∣∣
dx

dy

∣∣∣∣ =
1
2
e−y/2. (4.17.24)

与式 (4.17.1) 对比知, Y ∼ χ2(2). 因此, Z 是 n 个相互独立的 χ2(2) 之和, 由 χ2 分

布的加法定理可知, Z ∼ χ2(2n). 证毕.

如果 X1, X2, · · · , Xn 是 n个相互独立的正态随机变量,而且 Xi ∼ N(µi, 1),则

随机变量

Y =
n∑

i=1

X2
i

服从自由度 n、非中心参数 λ 的非中心 χ2 分布, 记为

Y =
n∑

i=1

X2
i ∼ χ′2(n, λ), (4.17.25)
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其中,

λ =
n∑

i=1

µ2
i .

它的特征函数为

ϕ(t) = (1− 2it)−n/2 exp
(

itλ
1− 2it

)
, (4.17.26)

其数学期望和方差分别为

E
{
χ′2(n, λ)

}
= n + λ,

V
{
χ′2(n, λ)

}
= 2n + 4λ;

(4.17.27)

概率密度

f(y;n, λ) =
1

2n/2Γ
(

1
2

)y
n
2−1e−

n+λ
2

∞∑
r=0

(λy)r

(2r)!
·
Γ

(
1
2

+ r

)

Γ
(n

2
+ r

) , y > 0. (4.17.28)

显然, 当 µi = 0, i = 1, 2, · · · , n, 则非中心参数 λ = 0, 上述非中心 χ2 分布的公式都

简化为 (中心)χ2 分布的相应公式.

可以证明, 若 Y ∼ χ′2(n, λ), 则变量

Y(
n + 2λ

n + λ

) =
Y(

1 +
λ

n + λ

) (4.17.29)

近似地服从自由度 ν′ = (n + λ)2/(n + 2λ) 的 χ2 分布, 这里 ν′ 一般是分数. 利用该

关系式并通过 χ2 分布的图表作内插, 可计算非中心 χ2 变量的概率.

4.18 t 分 布

设随机变量 t 的概率密度为

f(t;n) =
Γ

(
n + 1

2

)

√
nπΓ

(n

2

)
(

1 +
t2

n

)−n+1
2

, −∞ < t < ∞, (4.18.1)

n 为正整常数, 则称 t服从自由度 n 的 t 分布, 记为 t ∼ t(n).

对于四种不同的 n 值, t 分布概率密度曲线如图 4.24 所示. 概率密度 f(t;n)

有如下性质：
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图 4.24 t 分布的概率密度, n = 1 和 n = ∞ 分别对应于柯西分布和标准正态分布

(1) f(t;n) 是对于 t = 0 对称的单峰函数, 在 t = 0 处达到极大.

(2) 自由度为 1 的 t 分布即为柯西分布, 即

f(t; 1) =
1
π
· 1
1 + t2

. (4.18.2)

(3) n →∞ 的极限情形下, t 分布趋向于标准正态分布

f(t;n →∞) → 1√
2π

e−t2/2.

(4) 当 t 分布的自由度 n 从 1 逐渐增大时, f(t;n) 由柯西分布曲线向标准正态

曲线逐渐变化.

t 分布的数字特征列举如下：

E(t) = 0, V (t) =
n

n− 2
, n > 2,

γ1 = 0, γ2 =
6

n− 4
, n > 4,

µ2r =
nrΓ

(
r +

1
2

)
Γ

(n

2
− r

)

Γ
(

1
2

)
Γ

(n

2

) 2r < n,

µ2r+1 = 0, 2r + 1 < n (4.18.3)

t 分布只存在阶数 m < n 的矩, m > n 阶矩无定义.

若随机变量 X ∼ N(0, 1), Y ∼ χ2(n), 并且 X 与 Y 相互独立, 则随机变量

t =
X√
Y/n

(4.18.4)

服从自由度 n的 t分布.证明如下：由于 X 和 Y 相互独立,它们的联合概率密度为
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f(x, y;n) =
(

1√
2π

e−x2/2

) 
 1

2n/2Γ
(n

2

)y
n
2−1e−y/2


 .

对 X, Y 作下列变换：

t =
X√
Y/n

, Z = Y, −∞ < t < ∞, 0 < z < ∞,

该变换的雅可比行列式为

J

(
x, y

t, z

)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

∂x

∂t

∂x

∂z

∂y

∂t

∂y

∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣

√
y/n 0

0 1

∣∣∣∣∣ =
√

z

n
,

根据式 (3.7.3), 随机变量 {t, Z} 的概率密度为

f(t, z;n)= f(x, y;n) · |J |
=

1
√
πnΓ

(n

2

)
2

n+1
2

z
n+1

2 −1e−
z
2

(
1+ t2

n

)
.

因为我们要求变量 t 的概率密度, 故对 z 求积分

f(t;n)=
∫ ∞

0

f(t, z;n)dz

=
1

√
πnΓ

(n

2

)
2

n+1
2

∫ ∞

0

z
n+1

2 −1e−
z
2

(
1+ t2

n

)
dz

=
Γ

(
n + 1

2

)

√
nπΓ

(n

2

)
(

1 +
t2

n

)−n+1
2

,

即为式 (4.18.1) 的概率密度表达式. 证毕.

t 分布的上侧 α 分位数tα(n) 表示满足
∫ ∞

tα(n)

f(t;n)dt = α = 1− F (tα;n), 0 < α < 1 (4.18.5)

的点 tα(n),式中 F (tα;n)是 t分布的累积分布函数在 t = tα(n)处的值.式 (4.18.5)

表示随机变量 t(n) 超过给定值 tα(n) 的概率等于 α(图 4.25). 类似地, 称满足

P
{|t| > tα

2
(n)

}
= α (4.18.6)
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的点 tα
2
(n) 为 t(n) 分布的双侧 α 分位数. 由 f(t;n) 对于 t=0 的对称性立即有

P
{|t| > tα

2
(n)

}
= 2

∫ ∞

t α
2

(n)

f(t;n)dt = 2
{
1− F

(
tα

2
;n

)}
= α,

故得

F
(
tα

2
;n

)
= 1− α

2
. (4.18.7)

对于给定的 α, tα(n) 和 tα
2
(n) 可由书末附表 8 查到. 此外, 由 t 分布的性质 (3) 可

知, 当 n 很大时, N(0, 1) 可作为 t(n) 的近似, 于是有

tα(n) ≈ zα, tα
2
(n) ≈ zα

2
. (4.18.8)

zα 和 zα
2
是标准正态分布的上侧和双侧 α 分位数.

图 4.25 t 分布的上侧 α 分位数 tα(n)

现在简要叙述非中心 t 分布. 若式 (4.18.4) 中标准正态分布 X ∼ N(0, 1) 代之

以均值不为 0 的正态分布 X ′ ∼ N(µ, 1), µ 6= 0, 则随机变量

t′ =
X ′

√
Y/n

(4.18.9)

服从自由度 n, 非中心参数 λ 的非中心 t 分布,记为 t′ ∼ t′(n, λ). 它的概率密度为

f(t′;n, λ) = e−
λ
2

∞∑
r=0

1
r!

(
λ

2

)r Γ
(

n + 1
2

+ r

)

Γ
(

n + 1
2

)
Γ

(n

2

) ×
(

1
n

) 1
2+r (

1 +
t′2

n

)−(n+1
2 +r)

,

(4.18.10)

其中 λ = µ2, 它的均值和方差分别为

E(t′) = µ

Γ
(

n− 1
2

)

Γ
(n

2

)
√

n

2
, n > 1, (4.18.11)
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V (t′) =
n(1 + λ)

n− 2
− nλ

2




Γ
(

n− 1
2

)

Γ
(n

2

)




2

, n > 2. (4.18.12)

当 µ = 0, 非中心 t 分布简化为一般的 (中心)t 分布.

4.19 F 分 布

设 U1 和 U2 分别为自由度 n1 和 n2 的 χ2 变量：U1 ∼ χ2(n1), U2 ∼ χ2(n2), 并

且 U1, U2 相互独立, 则称随机变量

Y ≡ U1/n1

U2/n2
, y > 0 (4.19.1)

服从自由度 (n1,n2) 的 F 分布, 记为 Y ∼ F (n1, n2), 其概率密度为

f(y;n1, n2) =





Γ
(

n1 + n2

2

)

Γ
(n1

2

)
Γ

(n2

2

)
(

n1

n2

)n1
2

y
n1
2 −1 ·

(
1 +

n1

n2
y

)−n1+n2
2

, y > 0,

0, y < 0.

(4.19.2)

证明 由于 U1 和 U2 相互独立, 故 {U1, U2} 的联合概率密度是

f(u1, u2) =
1

2
n1+n2

2 Γ
(n1

2

)
Γ

(n2

2

)e−
u1+u2

2 u
n1
2 −1

1 u
n2
2 −1

2 , u1 > 0, u2 > 0.

对 U1, U2 作如下变换： 



X = U1 + U2, X > 0,

Y =
U1/n1

U2/n2
, Y > 0.

该变换的雅可比行列式为 (式 (3.7.3))

J

(
u1, u2

x, y

)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

∂u1

∂x

∂u1

∂y

∂u2

∂x

∂u2

∂y

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

−x · n2

n1(
y +

n2

n1

) =
−x · · · n1

n2(
1 +

n1

n2
y

)2 .
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故 {X, Y } 的联合分布密度函数是

f1(x, y)=
1

2
n1+n2

2 Γ
(n1

2

)
Γ

(n2

2

)e−
x
2 · xn1+n2

2 −2

(
n1

n2

)n1
2 −1

· y
n1
2 −1

(
1 +

n1

n2
y

)n1+n2
2 −2

· n1

n2
· x(

1 +
n1

n2
y

)2

=
1

2
n1+n2

2 Γ
(

n1 + n2

2

)e−
x
2 x

n1+n2
2 −1

·
Γ

(
n1 + n2

2

)(
n1

n2

)n1/2

Γ
(n1

2

)
Γ

(n2

2

) · y
n1
2 −1

(
1 +

n1

n2
y

)n1+n2
2

= g(x) · g(y),

其中,
g(x) =

1

2
n1+n2

2 Γ
(

n1 + n2

2

)e−
x
2 x

n1+n2
2 −1

是 X 的概率密度, 恰好是自由度 n1 + n2 的 χ2 分布 (式 (4.17.1));

g(y) =
Γ

(
n1 + n2

2

)(
n1

n2

)n1/2

Γ
(n1

2

)
Γ

(n2

2

) · y
n1
2 −1

(
1 +

n1

n2
y

)n1+n2
2

是 Y =
U1/n1

U2/n2
的概率密度,与式 (4.19.2)一致,而且 X 与 Y 是相互独立的. 证毕.

图 4.26 是 F (n1, n2) 的图形. F 分布有如下性质：

图 4.26 F 分布概率密度 f(y; n1, n2)
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(1) 当 n1 6 2, f(y;n1, n2) 是单调下降函数; 而 n1 > 2 时, 为一单峰函数, 概率

密度极大值对应的变量值为

ym =
n1 − 2

n1

n2

n2 + 2
, n1 > 2. (4.19.3)

由式 (4.19.3) 可知, ym < 1.

(2) 均值和方差

E(Y ) =
n2

n2 − 2
, n2 > 2,

V (Y ) =
2n2

2(n1 + n2 − 2)
n1(n2 − 2)2(n2 − 4)

, n2 > 4. (4.19.4)

由式 (4.19.4) 可知, E(Y ) 恒大于 1.

(3) F 分布只存在 k <
n2

2
阶原点矩, 其表达式是

λk =
(

n2

n1

)k Γ
(n1

2
+ k

)

Γ
(n1

2

)
Γ

(n2

2
− k

)

Γ
(n2

2

) , k <
n2

2
. (4.19.5)

(4) 由 F 分布的定义式 (4.19.1) 可知, 随机变量 Z = Y −1 服从自由度 n2, n1

的 F 分布

Z = Y −1 =
U2/n2

U1/n1
∼ F (n2, n1). (4.19.6)

(5) 当 n1 = 1, F 分布简化为

f(y; 1, n2) =
Γ

(
n2 + 1

2

)

√
πn2Γ

(n2

2

) y−
1
2

(
1 +

y

n2

)n2+1
2

,

令 t2 = y, 上式正是自由度 n2 的 t 分布概率密度, 因此,

[F (1, n)]1/2 ∼ t(n). (4.19.7)

(6) 当 n1 为某个固定值, n2 →∞ 的极限情形下, F (n1, n2) 的概率密度

f(y;n1, n2) → 1

2
n1
2 Γ

(n1

2

) (n1y)
n1
2 −1 e−

n1y
2 · 1

n1
,

与 χ2(n) 的概率密度表达式对照可知

[n1F (n1, n2)]n2→∞ ∼ χ2(n1). (4.19.8)
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(7) 当 n1, n2 →∞ 时, F 分布趋近于正态分布.

F 分布的上侧 α 分位数fα(n1, n2) 是指满足关系式
∫ ∞

fα

f(y;n1, n2)dy = α, 0 < α < 1 (4.19.9)

的点 fα, 其中 α 是 F 分布的随机变量取值大于 fα 的概率. 利用 F 分布的累积分

布函数 F (x;n1, n2), 式 (4.19.9) 可写成

F (fα;n1, n2) = 1− α. (4.19.10)

书末附表 9 列出了 α = 0.001− 0.1 时的 fα 值. 对于

α = 0.9− 0.999

的 fα 值, 可利用关系式

f1−α(n2, n1) =
1

fα(n1, n2)
. (4.19.11)

该式证明如下：设随机变量 Y 服从自由度 n1, n2 的 F 分布, 由式 (4.19.6) 可知

Z = Y −1 ∼ F (n2, n1).

对随机变量 Z, 根据上侧分位数的定义 (4.19.9), 有
∫ ∞

f1−α

f(z;n2, n1)dz = 1− α,

该式可改写为

P

{
z =

1
y

> f1−α(n2, n1)
}

= 1− α, P

{
y <

1
f1−α(n2, n1)

}
= 1− α,

因此

P

{
y >

1
f1−α(n2, n1)

}
= α.

而对于随机变量 Y ∼ F (n1, n2), 应用式 (4.19.9),
∫ ∞

fα

f(y;n1, n2)dy = α, P{y > fα(n1, n2)} = α.

与前一式比较, 式 (4.19.11) 得证.

举一实际数值例子, 从表 9 可查到

f0.05(15, 10) = 2.85,
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据此, 我们可算得表中无法查得的 f0.95(10, 15),

f0.95(10, 15) = 1/f0.05(15, 10) = 1/2.85 ≈ 0.351.

现在我们简要地介绍一下非中心 F 分布. 在 F 分布的定义式 (4.19.1) 中, 若

U1 用 U ′
1 代替, U ′

1 服从自由度 n1,非中心参数 λ的 χ2 分布 U ′
1 ∼ χ′2(n, λ),则随机

变量

Y ′ =
U ′

1/n1

U2/n2
(4.19.12)

服从自由度 n1,n2, 非中心参数 λ 的非中心 F 分布, 记为 Y ′ ∼ F ′(n1, n2, λ). 它

的概率密度为

f(y′;n1, n2, λ) = e−
λ
2

∞∑
r=0

1
r!

(
λ

2

)r Γ
(

n1 + n2

2
+ r

)

Γ
(n1

2
+ r

)
Γ

(n2

2

)

×
(

n1

n2

)n1
2 +r (y′)

n1
2 −1+r

(
1 +

n1

n2
y′

)n1+n2
2 +r

, (4.19.13)

图 4.27 各种分布间的相互关系
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均值和方差

E(Y ′) =
n2(n1 + λ)
n1(n2 − 2)

, n2 > 2, (4.19.14)

V (Y ′) =
2n2

2

n2
1(n2 − 2)2(n2 − 4)

[(n1 + λ)2 + (n2 − 2)(n1 + 2λ)], n2 > 4. (4.19.15)

当 λ = 0, 非中心 F 分布简化为一般的 (中心)F 分布.

作为本节的结束,现将本章讨论过的离散分布和连续分布间的相互联系和极限

性质示于图 4.27, 其中正态分布占有中心地位.

4.20 实 验 分 布

设用某种仪器或装置测量某个物理量, 且该物理量是个随机变量, 它所服从的

分布称为原分布. 由于实验测量存在测量误差, 或测量装置对该物理量的探测效率

(本节后面将讨论这一概念) 不等于 1, 或者其他影响测量的因素, 实验测到的数据

不能直接反映原分布的行为. 只有考虑导致原分布发生畸变的诸因素, 对原分布作

适当的修正得到“实验分布”, 才能与测量数据进行比较. 因此, 实验分布是原分布

和导致测量畸变诸因素的分布的某种叠加. 本节将简要讨论测量数据与实验分布

的比较和拟合.

但是就物理观测的目的而言, 我们更希望由测量数据导出原分布, 即实验测量

的物理量所服从的分布, 因为这种分布才反映被测物理量所服从的物理规律. 这一

重要问题我们留到第 15 章 “去弥散” 专门阐述.

4.20.1 实验分辨函数

原分布畸变的重要来源之一是测量误差. 由于测量误差的存在, 对于物理量的

真值 x,测定值 x′ 可能与 x不同.我们用实验分辨函数r(x, x′)描述测量误差,它表

示待测量真值为 x 而得到测定值为 x′ 的概率. r(x, x′) 是归一化的, 即对于任意 x

满足 ∫

Ωx′
r(x, x′)dx′ = 1, (4.20.1)

其中 Ωx′ 表示 x′ 的值域.当实验测量的物理量是一随机变量 X,它的概率密度 (原

分布) 为 f(x), 那么实验测定值对应的概率密度 (实验分布) 为

g(x′) =
∫

Ωx

r(x, x′)f(x)dx, (4.20.2)

其中 Ωx 是随机变量 X 的值域. 由于实验分辨函数 (测量误差) 的存在, 原分布概

率密度等于零的区域, 实验分布 g(x′) 却可以是有限值, 这表明实验测定值 x′ 可以

出现在真值 x 根本不可能出现的区域.
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δ 函数是一种行为奇特的函数. 当原分布 f(x) 或实验分辨函数 r(x, x′) 可

用 δ 函数描述时, 实验分布 g(x′) 具有简单的形式. 当实验分辨函数为 δ 函数时,

r(x, x′) = δ(x− x′), 则有

g(x′) =
∫

Ωx

δ(x− x′)f(x)dx = f(x′).

即实验分布与原分布相同.如果实验分辨函数与原分布相比非常之窄,即对量 X 的

测定误差比 X 的标准差小很多, 分辨函数 r(x, x′) 可近似地用 δ 函数描述, 这时实

验分布与原分布非常接近. 反之, 若对量 X 的测定误差比 X 的标准差大得多, 那

么原分布可近似地视为 δ 函数：f(x) = δ(x− x0), 这时有

g(x′) =
∫

Ωx

δ(x− x0)r(x, x′)dx = r(x0, x
′),

即实验分布就是实验分辨函数本身, 测量值不能给出原分布的任何信息.

在第 5章中我们将阐明,根据中心极限定理,实验测量误差往往服从正态分布.

这时实验分辨函数可写成

r(x, x′) =
1√
2πR

exp
[
− (x− x′)2

2R2

]
, (4.20.3)

实验测量值 x′ 的数学期望是真值 x,标准差是由测量仪器的精度决定的常数 R. 实

验分布于是为

g(x′) =
∫

Ωx

1√
2πR

exp
[
− (x− x′)2

2R2

]
· f(x)dx, (4.20.4)

与式 (3.4.11) 对比可知, g(x′) 正是原分布与正态分布的卷积.

下面讨论实验中经常遇到的几种原分布、实验分辨函数形成的实验分布.

(1) 指数原分布和正态实验分辨函数

例如, 不稳定粒子衰变时间的原分布服从指数律

f(t) = λe−λt, 0 6 t < ∞.

假定时间 t 的测量误差为正态分布 (式 (4.20.3) 中 x, x′ → t, t′), 作变换 τ =

t′ − t, 则实验分布为

g(t′) =
∫ ∞

0

λe−λt 1√
2πR

e−
(t′−t)2

2R2 dt =
∫ t′

−∞

λe−λt′

√
2πR

e−
(τ2−2R2λτ)

2R2 dτ

= λ exp
[
R2λ2

2
− λt′

] ∫ t′

−∞

1√
2πR

· exp

[
−

(
τ −R2λ

)2

2R2

]
dτ

= λ exp
[
R2λ2

2
− λt′

]
Φ

(
t′

R
− λR

)
, 0 6 t′ < ∞, (4.20.5)
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其中, Φ 是累积标准正态函数. 当 R → 0, g(t′) → λ exp(−λt′), 即实验分布与原分

布一致. 而当 t′ 很大时, 满足
t′

R
− λR > 3,

则有 Φ
(

t′

R
− λR

)
≈ 1, 故

g(t′) ≈ λ exp
[
R2λ2

2
− λt′

]
,

等式两边取对数

ln g(t′) = ln
(
λe−λt′ · eR2λ2

2

)
= ln f(t′) +

R2λ2

2
= a− λt′, (4.20.6)

其中 a 是某个常数. 因此, 对数坐标上, 在

t′

R
− λR > 3

处, 原分布 f(t) 和实验分布 g(t′) 是平行的直线. 这一性质可用来从实验分布 (实

验数据) 直接确定指数原分布的参数 λ(如不稳定粒子的衰变常数). 图 4.28 画出了

λ = 1, 2 的指数原分布 (R=0) 和不同 R 值的实验分布.

图 4.28 指数原分布 (R = 0) 和正态实验分辨函数形成的实验分布 (R 6= 0)

R 是正态实验分辨函数的标准差
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(2) 正态原分布和正态实验分辨函数

设待测量 X 的原分布为均值 x0, 标准差 σ0 的正态分布

f(x) =
1√

2πσ0

e
− (x−x0)2

2σ2
0 , −∞ < x < ∞,

分辨函数由式 (4.20.3) 表示. 实验分布经推导, 得

g(x′) =
1√

2π (σ2
0 + R2)

e
− (x′−x0)

2

2(σ2
0+R2) , −∞ < x′ < ∞, (4.20.7)

即实验分布亦为正态函数, 数学期望与原分布相同, 方差等于原分布和分辨函数方

差之和.

(3) 原分布和分辨函数均为布雷特–维格纳分布

原分布和实验分辨函数的形式为

f(x) =
Γ
π

1
(x− x0)2 + Γ 2

, −∞ < x < ∞;

r (x, x′) =
R

π

1
(x− x′)2 + R2

, −∞ < x′ < ∞.

由式 (4.20.2) 求出实验分布为

g(x′) =
Γ + R

π

1
(x′ − x0)2 + (Γ + R)2

, −∞ < x′ < ∞. (4.20.8)

即实验分布仍为布雷特–维格纳曲线, 峰值位置与原分布峰值位置 x0 相同, 但峰宽

度为原分布和实验分辨函数宽度之和 Γ + R.

(4) 原分布为均匀分布, 分辨函数为正态分布

原分布形式是

f(x) =
1

b− a
, a 6 x 6 b,

实验分辨函数如式 (4.20.3) 所示. 实验分布是

g(x′) =
1√

2πR(b− a)

∫ b

a

e−
(x′−x)2

2R2 dx,

作变量代换 u = (x− x′)/R, 则有

g(x′) =
1√

2π(b− a)

∫ b−x′
R

a−x′
R

e−
u2
2 du

=
1

b− a

{
Φ

(
b− x′

R

)
− Φ

(
a− x′

R

)}
. (4.20.9)
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g(x′) 对于 x′ = x′m ≡ a + b

2
为对称, 且在此点达到极大

g(x′m) =
1

b− a

{
Φ

(
b− x′m

R

)
− Φ

(
a− x′m

R

)}

=
1

b− a

{
Φ

(
b− a

2R

)
− Φ

(
a− b

2R

)}

=
1

b− a

{
2Φ

(
b− a

2R

)
− 1

}
. (4.20.10)

当
(b− a)

2R
> 3,Φ

(
b− a

2R

)
≈ 1, 则 g(x′m) ≈ 1

(b− a)
. 图 4.29 是 a = 0, b = 6, R = 1

时的原分布 f(x) 和实验分布 g(x′) 的图形.

图 4.29 均匀原分布 f(x) 和正态实验分辨函数形成的实验分布 g(x′)

(5) 布雷特–维格纳原分布和正态实验分辨函数

根据式 (4.20.2), 此时归一化实验分布为

g(x′) =
Γ√

2π3R

∫ ∞

−∞
exp

[
− (x− x′)2

2R2

]
· 1
(x− x0) + Γ 2

dx.

作变量代换：

t =
x′ − x√

2R
, p =

x′ − x0√
2R

, q =
Γ√
2R

, (4.20.11)

立即有

g(x′) ≡ V (x′) =
1√
2πR

· q

π

∫ ∞

−∞

e−t2

(p− t)2 + q2
dt ≡ H(p, q)√

2πR
, (4.20.12)

g(x′) ≡ V (x′) 称为归一化 Voigt 谱线 (Voigt line profile), 函数 H(p, q) 称为 Voigt

函数或谱形加宽函数 (line broadening function). 当式 (4.20.12) 量 p 中的 x0 等于

0, 称为中心 Voigt 函数; x0 不等于 0 则称为非中心 Voigt 函数. Voigt 函数可由复

变量 z = p + iq 的误差函数 (complex error function)w(z) 的实部求得, w(z) 定义为

w(z) ≡ e−z2
erfc(−iz) = e−z2

[1 + ierfi(z)]. (4.20.13)
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因此有

g(x′) =
1

R
√

2π
Rew(z), (4.20.14)

复变量误差函数 w(z) 可由现成的数学程序包计算, 例如西欧核子中心 (CERN) 计

算机程序库[130] 的子程序 C335: CWERF.

几种不同 R和 Γ 值的函数 g(x′)的图形见图 4.30. 图中曲线 1对应于 R=1.53

的正态实验分辨函数, 曲线 4 对应于 Γ = 1.80 的布雷特–维格纳原分布. 曲线 2 对

应于 R = 1.30,Γ = 0.50的实验分布.曲线 3对应于 R = 1.00,Γ = 1.00的实验分布.

图 4.30 布雷特–维格纳原分布和正态实验分辨函数形成的实验分布 g(x′)

Voigt 函数的半高宽 (FWHM)WV 与正态函数半高宽 WG = 2R
√

2 ln 2 和布

雷特–维格纳函数半高宽 WBW = 2Γ 有如下的近似关系 (精确到相对误差小于

0.02%)[184]：

WV = 0.5346WBW +
√

0.2166W 2
BW + W 2

G. (4.20.15)

当 Voigt 函数为纯正态分布 (WBW = 0), 该式计算的宽度无误差; 当 Voigt 函数为

纯布雷特–维格纳分布 (WG = 0),该式计算的宽度相对误差仅为 3.05× 10−6. 这样,

当我们已知正态分辨函数的半高宽 WG 和实验分布 g(x′) 的半高宽 WV, 便可由式

(4.20.15) 求得原分布布雷特–维格纳函数的半高宽 WBW：

WBW =
1

a2 − b

{
aWV −

√
(a2 − b) W 2

G + bW 2
V

}
,

a = 0.5346, b = 0.2166.
(4.20.16)
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布雷特–维格纳原分布和正态实验分辨函数构成的实验分布在原子物理、核物

理和粒子物理中有重要的应用. 例如实验中观测到的粒子共振态的质量分布往往

是这样的实验分布,因为粒子共振态的本征质量分布 (原分布)用布雷特–维格纳分

布描述, 而共振态的质量测量分辨通常用正态分辨函数描述.

有许多工作试图用比较简单的函数形式作为 Voigt 谱线的近似以简化其计算,

例如文献 [185] 利用归一化的高斯函数和布雷特–维格纳函数的线性组合作为归一

化 Voigt 谱线的经验近似：

V ′(x) w S[rG(x) + (1− r)BW (x)], (4.20.17)

其中 S 是 Voigt谱线下的面积,其真值为 1; r ∈ [0, 1]是比例系数,描述高斯函数和

布雷特–维格纳函数对于 Voigt 谱线的贡献的相对比例. 需要特别指出的是, 除了

r = 0(V ′(x) 为纯高斯函数) 和 r = 1(V ′(x) 为纯布雷特–维格纳函数) 这两种极端

情形之外, 这里的高斯函数和布雷特–维格纳函数只是拟合 Voigt 谱线的两个 “虚

拟” 成分, 并不代表真实的布雷特–维格纳原分布和正态实验分辨函数.

利用上述经验近似 V ′(x) 和最小二乘拟合 (见第 9 章) 很容易求得特定 Voigt

谱线的 S, r,R,Γ 拟合值. 例如图 4.31 是利用最小二乘拟合求得的 Voigt 谱线的 S

近似值的相对残差与 Voigt参数 a = WBW/WG 的关系曲线.可见用式 (4.20.17)描

述 Voigt 谱线其面积的相对误差小于 0.72%. 用这种方法来确定实验中观测到的粒

子共振态的质量分布下的面积 (即事例数) 十分简便且有相当好的精度. 例如对于

实验观察到的质量为 m0 的共振态的不变质量谱 f , 可以写为

f(m) = S0

{
r

1√
2πR

exp
[
− (m−m0)2

2R2

]
+ (1− r)

Γ
π

1
(m−m0)2 + Γ 2

}
,

图 4.31 利用最小二乘拟合求得的 Voigt 谱线的 S 近似值的残差 ∆S

(即相对误差) 与 Voigt 参数 a = WBW/WG 的关系曲线

图中类高斯区表示 Voigt 谱线的形状比较接近高斯曲线,

类 BW 区表示 Voigt 谱线的形状比较接近布雷特–维格纳曲线
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其中 S0, r, R,Γ 为待拟合参数, 拟合得到的 S0 值即是不变质量谱 f 下的面积.

文献 [186] 对于 Voigt 函数的数值近似的形式为

H(p, q) '
4∑

i=1

Ci(q −Ai) + Di(p−Bi)
(q −Ai)2 + (p−Bi)2

, (4.20.18)

式中 Ai, Bi, Ci, Di 是 4 组 16 个常数, 其数值列于表 4.2. 该近似对于 Voigt 参数

a = WBW/WG ∈ [0.1, 10] 的情形下, 当高斯分辨函数归一化而布雷特–维格纳函数

的峰值取为 1, WBW = 1 时, 在 p ∈ [−10, 10] 范围内的绝对误差在 10−4 ∼ 10−5 量

级, 在更边缘处则绝对误差在 10−3 量级. 其精度好于 Voigt 函数的高斯函数和布

雷特–维格纳函数的线性组合近似[187].

表 4.2 Voigt 函数数值近似中的参数

i Ai Bi Ci Di

1 −1.215 0 1.235 9 −0.308 5 0.021 0

2 −1.350 9 0.378 6 0.590 6 −1.185 8

3 −1.215 0 −1.235 9 −0.308 5 −0.021 0

4 −1.350 9 −0.378 6 0.590 6 1.185 8

4.20.2 探测效率

利用某测量仪器记录某种事件, 对于一个已经实际发生的这类事件, 仪器可能

记录到, 也可能没有记录到. 仪器记录到一个真实事件的概率通常称为它的探测效

率. 例如, 用闪烁计数器测量某放射源辐射的 γ 光子 (图 4.32), 当 γ 光子穿过闪烁

体时, γ 光子与闪烁体发生作用的概率由核物理的知识得知为

ε = 1− e−µl, (4.20.19)

其中 µ 是闪烁体的线性吸收系数, 与 γ 光子能量有关, l 是该 γ 光子在闪烁体内飞

过的距离. 当 γ 光子与闪烁体发生作用,则在其中损失能量,使闪烁体产生荧光,被

光电倍增管转化为电信号而被电子仪器记录, 即测量到了一个 γ 光子. 因此, 该装

置对 γ 光子的探测效率即为式 (4.20.19) 所示的 ε.

图 4.32 闪烁计数器测量 γ 光子的探测效率
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由这一例子可以知道探测效率有两个特点. 首先, 仪器对测量对象的探测效率

总是小于等于 1; 其次, 探测效率往往是个变量, 比如上例中 ε 是 µ 和 l 的函数. 一

般地, 探测效率往往依赖于所测物理量 X(随机变量) 以及其他变量 Y . 当 X 取不

同值时, 探测效率也不同, 因此, 实验测量中仪器的探测效率对原分布会造成畸变.

对于探测效率造成的畸变一般有两种不同的处理方式：

(1) 严格方法. 考虑探测效率对于原分布的修正得到实验分布, 与测量数据直

接比较.

(2) 近似方法. 将测量数据乘上权因子, 使之适应原分布, 与原分布比较.

首先讨论第一种方法. 令被测物理量 X(随机变量) 的值域为 Ωx, 在 X = x 处

的探测效率用 ε (x, y) 表示, y 是与探测效率有关的其他变量. 按照探测效率的定

义, 有

0 6 ε(x, y) 6 1, x ∈ Ωx, (4.20.20)

令 Ωy 是 y 的取值域, 实验分布可表示为

g(x) =

∫

Ωy

f(x)ε(x, y)P (y|x)dy

∫

Ωx

∫

Ωy

f(x)ε(x, y)P (y|x)dydx

, (4.20.21)

其中 P (y|x) 是 X = x 的条件下变量 Y 取值 y 的条件概率. 当 X 与 Y 相互独立

时, 式 (4.20.21) 简化为

g(x) =

∫

Ωy

f(x)f(y)ε(x, y)dy

∫

Ωx

∫

Ωy

f(x)f(y)ε(x, y)dydx

; (4.20.22)

如果探测效率仅与 X 有关, 则进一步简化为

g(x) =
f(x)ε(x)∫

Ωx

f(x)ε(x)dx

. (4.20.23)

实验分布 g(x) 的上述三个表达式中的分母都是为了满足归一化条件
∫

Ωx

g(x)dx = 1.

某些原分布 (正态分布, 指数分布, 柯西分布等) 是无界或半无界的, 而实验分

布的一个特征是任何测量值只可能是有限值. 设被测的物理量 (随机变量) 的概率

密度为 f(x),−∞ < x < ∞, 实验测量 x 的上下界为 A 和 B. 这可以看成探测效率
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的一种特殊情形, 即 ε(x > A) = ε(x < B) = 0, 这样的实验分布是截断分布. 根据

式 (4.20.23), 实验分布可表示为

g(x) =
f(x)∫ A

B

f(x)dx

=
f(x)

F (A)− F (B)
, B 6 x 6 A. (4.20.24)

它的累积分布函数为

G(x) =
∫ x

B

g(t)dt =
F (x)− F (B)
F (A)− F (B)

.

显然, 这个实验分布函数是归一的, 因为

G(A) =
∫ A

B

g(x)dx = 1.

在 4.15 节中已经讨论过柯西分布的截断分布. 在核物理和粒子物理中观测有

限区间内的共振曲线要用到这种截断柯西分布.另一个常见的例子是不稳定粒子的

衰变时间, 原则上它服从 0 6 t < ∞ 的指数分布

f(t) = λe−λt.

实际测量中只能测到某个最大值 tm, 于是实验分布为一截断分布

g(t) =
λe−λt

∫ tm

0

λe−λtdt

=
λe−λt

1− e−λtm
.

第二种途径即近似方法的主要想法如下. 如果在被测物理量 X(随机变量) 取

值 xi 处观测到一个事件, 由于在该处的探测效率是 ε(xi, yi), 那么当探测效率等于

1(这时观测值反映 X 的原分布) 时, 实际上应当存在

wi =
1

ε(xi, yi)
(4.20.25)

个事件, wi 称为权因子. 可见, 当在 xi(i = 1, 2, · · · ) 各观测到一个事件, 那么对应

的 wi(i = 1, 2, · · · ) 应当是原分布的较好的描述. 这种方法只是近似地正确, 但由于

它比较简单, 实际中也经常使用.

4.20.3 复合概率密度

实验测量的物理量可能是若干个物理过程的共同贡献. 若这些物理过程都是

随机过程, 则可用随机变量描述并有相应的概率密度. 在这种情形下, 实验分布显
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然是描述各随机过程的概率密度的某种叠加, 称为复合概率密度. 设第 j 过程的概

率密度记为 fj(x;ϑj), j = 1, 2, · · · , X 为所测的物理量 (随机变量), ϑj 是只与第 j

个过程有关的一个或几个参量, 则 X 的概率密度可表示为

f(x;α,ϑ) =
∑

j

αjfj(x;ϑj), (4.20.26)

其中 αj 表示第 j 个过程对待测物理量贡献的相对权因子, 其取值应使 f(x;α,ϑ)

满足归一化条件 ∫

Ωx

f(x;α,ϑ)dx = 1. (4.20.27)

在许多物理问题中, 虽然测出的物理量涉及多种物理过程, 但实验者只对其中

的一种过程感兴趣, 其余过程的贡献仅仅是感兴趣的有用 “信号” 的背景或称为本

底. 由 f(x;α,ϑ) 的表达式可以看到, 为了对感兴趣的过程进行研究, 必须对各种

本底的分布亦有清楚的了解. 但实际上, 这一点往往是很难或无法做到的. 在这种

情况下, 通常的做法是适当设计实验装置和实验数据的选取方法, 使本底的贡献比

有用事例的贡献小得多, 再加上对本底分布的大致估计, 可减小本底对实验结果的

误差.

例 4.19 包含共振峰的不变质量谱

在粒子反应 π+p → π+pπ+π−π0 中可产生共振态 η(549) 和 ω(783), 也就是说,

其中包含下述事例：

π+p → π+pη π+p → π+pω
| |→ π+π−π0, → π+π−π0.

由于 η,ω 的寿命极短, 在实验中, 仪器观测到的只是末态粒子 π+p → π+pπ+π−π0.

如果测量总电荷为 0 的三个 π 介子系统的不变质量谱, 由于 η,ω 的产生, 在它们

的质量

Mη = 549MeV, Mω = 783MeV

附近出现明显的峰, 而在其他质量值附近则是相对平坦的本底 (图 4.33). 因此, 中

性 3π系统不变质量 M 的概率密度由三部分组成：描述 η共振和 ω共振的两个布

雷特–维格纳函数 BWη 和 BWω, 描述本底的函数 B,

f(M ;α) = αηBWη(M ;Mη,Γη) + αωBWω(M ;Mω,Γω) + αBB(M).
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图 4.33 π+π−π0 不变质量谱

如果实验测量只在有限的质量区间 (MA,MB)内进行,实验装置对于质量测量的分

辨函数为 r(M, M ′), 则实验测量得到的实验分布为

g(M ′;α) =
∫ MB

MA

f(M ;α)r(M, M ′)dM

/∫ MB

MA

∫ MB

MA

f(M ;α)r(M, M ′)dMdM ′.

在许多情形下, 复合分布对于测量装置的分辨函数的描述亦是有用的. 虽然测

量装置的分辨函数往往用正态分布描述,但是实际测量到的实验分辨函数常常不能

用单个正态分布很好地描述,而用两个正态函数的叠加却能很好地描述实验分辨函

数. 更一般地, 假定实验分辨函数可表示为复合分布

f(x) =
n∑

i=1

αifi(x;mi, σ
2
i ), (4.20.28)

其中 αi 为成分 i 的权因子,
∑

i

αi = 1, fi(x) 为成分 i 的概率密度, mi, σi 为相应的

均值和标准差. 令实验分辨函数 f(x) 的均值和方差为 m,σ2. 注意到

mi =
∫

xfi(x)dx, σ2
i =

∫
(x−mi)2fi(x)dx,

故有

m =
∫

xf(x)dx =
n∑

i=1

αi

∫
xfi(x)dx =

n∑

i=1

αimi. (4.20.29)
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σ2 =
∫

(x−m)2f(x)dx =
∫

(x2 + m2 − 2xm)f(x)dx

=
∫

x2f(x)dx + m2 − 2m

∫
xf(x)dx

=
n∑

i=1

αi

∫
x2fi(x)dx−m2,

可得

σ2 =
n∑

i=1

αi

[
σ2

i + m2
i

]−m2. (4.20.30)

于是实验分辨函数 f(x) 的均值和方差可由各成分的均值和方差 mi, σ
2
i 及权因子

αi 求得.



第5章 大数定律和中心极限定理

概率论和数理统计是研究随机现象的统计规律性的科学,但随机现象的统计规

律性只有在大量重复的随机试验中才显示出来. 所谓随机试验中某种事件发生的

频率具有稳定性,是指当试验次数无限增大时,事件的频率逼近某一常数. 同样,所

谓随机试验可能发生的各种结果的频率分布近似于某一分布 (如测量误差的分布

近似于正态分布), 也是指试验次数无限增大时的极限性质. 这就引导到极限定理

的研究. 极限定理的内容很广泛, 其中最重要的是大数定律和中心极限定理. 本章

介绍几种常用的大数定律和中心极限定理.

5.1 大 数 定 律

大数定律说明随机变量序列的平均结果具有稳定性;大量重复随机试验中事件

发生的频率也具有稳定性, 并且与事件的概率有确定的对应关系.

为了阐明大数定律, 首先介绍依概率收敛的含义. 设 {Xi}, i = 1, 2, · · · 为随机
变量序列, 若对任意 ε > 0, 有

lim
n→∞

P{|Xi − a| > ε} = 0, (5.1.1)

则称随机变量序列 {Xi}, i = 1, 2, · · ·依概率收敛于 a, 式中 a是某个常数. 显然, 式

(5.1.1) 等价于

lim
n→∞

P{|Xi − a| < ε} = 1. (5.1.2)

(1) 切比雪夫大数定律

设 {Xi}, i = 1, 2, · · · 为相互独立的随机变量序列, 它们有有限的数学期望和

方差

E(Xi) = µi, V (Xi) = σ2
i , i = 1, 2, · · ·

并且方差有公共上界

σ2
i 6 C, i = 1, 2, · · ·
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则对任意的 ε > 0,

lim
n→∞

P

{∣∣∣∣∣
1
n

n∑

i=1

Xi − 1
n

n∑

i=1

µi

∣∣∣∣∣ < ε

}
= 1 . (5.1.3)

该定理证明如下：因 {Xi}, i = 1, 2, · · · 相互独立, 故

V

(
1
n

n∑

i=1

Xi

)
=

1
n2

n∑

i=1

V (Xi) 6 C

n
,

利用切比雪夫不等式 (2.4.26),

P

{∣∣∣∣∣
1
n

n∑

i=1

Xi − 1
n

n∑

i=1

µi

∣∣∣∣∣ < ε

}
> 1−

V

(
1
n

n∑

i=1

Xi

)

ε2
> 1− C

nε2
,

概率值不可能大于 1, 故有

1 > P

{∣∣∣∣∣
1
n

n∑

i=1

Xi − 1
n

n∑

i=1

µi

∣∣∣∣∣ < ε

}
> 1− C

nε2
,

令 n →∞, 定理得证.

对于 {Xi}, i = 1, 2, · · · 具有相同的数学期望和方差的特殊情形, 式 (5.1.3) 简

化为

lim
n→∞

P

{∣∣∣∣∣
1
n

n∑

i=1

Xi − µ

∣∣∣∣∣ < ε

}
= 1. (5.1.4)

这表明, 当 n 充分大时, X1, X2, · · · , Xn 的算术平均接近于它们的数学期望 µ =

µ1 = µ2 = · · · = µn.

(2) 辛钦大数定律

设相互独立的同分布随机变量序列 X1, X2, · · · 有相同的有限数学期望

E(Xi) = µ, i = 1, 2, . . . ,

则对任意 ε > 0, 有

lim
n→∞

P

{∣∣∣∣∣
1
n

n∑

i=1

Xi − µ

∣∣∣∣∣ < ε

}
= 1. (5.1.5)

证明从略.

辛钦大数定律表明, 只要随机变量独立同分布, 即使不存在有限方差, 其数学

期望仍可由 n 个随机变量的算术平均值作为近似 (n 充分大).
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(3) 伯努利大数定律

设 m 是 n 次独立随机试验中事件 A 发生的次数, 每次随机试验中事件 A 发

生的概率是 p, 则对任意的 ε > 0, 有

lim
n→∞

P
{∣∣∣m

n
− p

∣∣∣ < ε
}

= 1, (5.1.6)

即当 n 无限增加时, 事件 A 的出现频率 m/n 依概率收敛于事件 A 的概率.

证明 设用随机变量 Xi描述第 i次试验,当事件 A发生, Xi取值为 1,否则为

0. 故 Xi 服从伯努利分布, 显然, n 次试验中事件 A 的发生次数 m =
n∑

i=1

Xi, 由试

验的独立性可知, X1, X2, · · · 相互独立, 且其数学期望 E(Xi) = p 应用式 (5.1.4) 得

lim
n→∞

P

{∣∣∣∣∣
1
n

n∑

i=1

Xi − p

∣∣∣∣∣ < ε

}
= lim

n→∞
P

{∣∣∣m
n
− p

∣∣∣ < ε
}

= 1.

证毕.

伯努利定律在数学上严格地表述了频率的稳定性,即事件的频率以概率收敛于

事件的概率. 当随机试验的次数 n 很大时, 事件出现的频率与其概率十分接近, 出

现大的偏差的可能性很小. 因此, 在实际应用时, 当试验次数 n 充分大时, 便可用

事件出现的频率作为事件发生的概率的很好近似. 这一点 1.2节中讨论概率的定义

时已经指出.

伯努利定律的证明过程说明, 它是切比雪夫大数定律的特例.

(4) 泊松大数定律

设在一个独立随机试验的序列中,事件 A在第 i次试验中出现的概率为 pi,记

前 n 次试验中事件 A 出现的次数为 m, 则对任意 ε > 0, 有

lim
n→∞

P

{∣∣∣∣
m

n
− p1 + p2 + · · ·+ pn

n

∣∣∣∣ < ε

}
= 1. (5.1.7)

证明 每次试验可用一随机变量 Xi 描述, Xi 服从伯努利分布, 即

E(Xi) = pi, V (Xi) = pi(1− pi) 6 1
4
.

显然,前 n次试验中事件 A出现的次数m可由m =
n∑

i=1

Xi求出.随机变量
1
n

n∑

i=1

Xi

的数学期望和方差为

E

(
1
n

n∑

i=1

Xi

)
=

1
n

n∑

i=1

pi,

V

(
1
n

n∑

i=1

Xi

)
=

1
n2

n∑

i=1

V (Xi) 6 1
4n

,
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对随机变量
1
n

n∑

i=1

Xi 应用切比雪夫不等式, 得

P

{∣∣∣∣∣
1
n

n∑

i=1

Xi − 1
n

n∑

i=1

pi

∣∣∣∣∣ < ε

}
> 1− 1

4nε2
.

注意到 m =
n∑

i=1

Xi, 当 n →∞, 式 (5.1.7) 得证.

5.2 中心极限定理

在客观实际中, 许多随机变量是大量相互独立的随机因素综合影响的结果, 而

其中每一个别因素所起的作用都很微小, 这种随机变量往往近似地服从正态分布.

例如, 射手打靶, 影响射手击中点到靶心距离的因素是多方面的：瞄准点对靶心的

偏离, 风力的变化, 子弹重量的差异, 上升气流的大小, ⋯⋯都是相互独立的随机变

量, 其总的效果是大量弹着点近似地服从正态分布. 又如单能电子束射入碘化钠晶

体 (NaI(Tl)),用光电倍增管测量晶体中的闪烁荧光,光电倍增管的输出电信号经过

放大器等电子学线路, 最后测量出脉冲幅度谱. 这一测量中涉及一系列相互独立的

随机过程, 如电子在晶体中的电离损失; 光在晶体中的传输, 晶体表面的反射折射;

光子在光电倍增管阴极上产生光电子的效率, 电子的倍增过程⋯⋯ 因此, 最后测

到的脉冲幅度近似于正态分布. 后一个例子是对于一个完全确定的物理量 (电子能

量)进行测定,由于测量过程涉及许多随机过程,因而测量的结果呈现正态分布,该

分布的标准差就成为测量误差. 这种情形在大量的测量问题中是具代表性的, 是中

心极限定理的客观表现,而这就是正态分布在概率统计理论和实际测量问题中具有

重要意义的依据. 中心极限定理是大样本统计推断的理论基础.

(1) 同分布的中心极限定理

设相互独立的随机变量序列 X1, X2, · · · 服从同分布, 且有有限的数学期望和

方差

E(Xj) = µ, σ2(Xj) = σ2, −∞ < µ < ∞, 0 < σ2 < ∞,

则随机变量

Y =

n∑

j=1

Xj − nµ

√
nσ

(5.2.1)

的分布函数 F (y) 对于任意 y 值满足

lim
n→∞

F (y) = lim
n→∞

P (Y 6 y) =
∫ y

−∞

1√
2π

e−t2/2dt,
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即当 n →∞, 随机变量 Y 依概率收敛于标准正态函数 N(0, 1), 或随机变量
n∑

i=1

Xi

依概率收敛于正态函数 N(nµ, nσ2).

证明 随机变量 X 的特征函数为

ϕX(t) = E(eitX) =
∫ ∞

−∞
eitxf(x)dx

=
∫ ∞

−∞

[
1 + itx +

i2t2x2

2
+ O(t3x3)

]
f(x)dx

= 1 + itµ +
σ2 + µ2

2
(it)2 + O(t3) + · · · .

根据特征函数的性质 (见 2.5 节) 可知, Y 的特征函数为

ϕY (t) =
[
ϕX

(
t√
nσ

)]n

e−it
√

nµ/σ,

lnϕY (t) = n lnϕX

(
t√
nσ

)
− it

√
nµ

σ

= − it
√

nµ

σ
+ n ln

{
1 +

itµ
σ
√

n
+

(it)2(σ2 + µ2)
2σ2n

+ O

(
t3

n3/2

)
+ · · ·

}
,

利用关系式

ln(1 + x) = x− 1
2
x2 + · · · ,

得

lnϕY (t) = − it
√

nµ

σ
+

it
√

nµ

σ
+

(it)2(σ2 + µ2)
2σ2

− (it)2µ2

2σ2
+ O

(
1√
n

)
+ · · ·

=
(it)2

2
+ O

(
1√
n

)
+ · · · ,

当 n →∞,

lim
n→∞

lnϕY (t) =
(it)2

2
,

即

lim
n→∞

ϕY (t) = e−t2/2.

这正是标准正态分布的特征函数. 证毕.

随机变量独立同分布在许多情形下是很苛刻的要求. 事实上, 当相互独立的

随机变量序列 {Xi}, i = 1, 2, · · · 具有有限但不相同的数学期望和方差时, Y =
n∑

i=1

Xi(n →∞) 仍服从正态分布. 故有更一般的中心极限定理如下.
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(2) 李雅普诺夫定理

设相互独立的随机变量序列 X1, X2, · · · 有有限的数学期望和方差

E(Xi) = µi, V (Xi) = σ2
i , 0 < µi, σ

2
i < ∞, i = 1, 2 · · · .

记 B2
n =

n∑

i=1

σ2
i , 若存在 δ > 0, 使

lim
n→∞

1
B2+δ

n

n∑

i=1

E|Xi − µi|2+δ = 0,

则随机变量

Y =

n∑

i=1

Xi −
n∑

i=1

µi

Bn
(5.2.2)

的分布函数 F (y) 对于任意 y 满足

lim
n→∞

F (y) = lim
n→∞

P





n∑

i=1

Xi −
n∑

i=1

µi

Bn
6 y





=
∫ y

−∞

1√
2π

e−
t2
2 dt.

即当 n → ∞, F (y) 依概率收敛于累积标准正态函数, Y ∼ N(0, 1) 或
n∑

i=1

Xi ∼

N

(
n∑

i=1

µi,
n∑

i=1

σ2
i

)
. 证明从略.

李雅普诺夫 (Lyapunov) 定理表明, 无论各随机变量 Xi 具有怎样的分布, 只

要满足定理的条件, 则当 n 很大时, 随机变量
n∑

i=1

Xi 就近似地服从正态分布. 在许

多物理量测量中,测量误差是由许多相互独立的随机因素合成的,根据该定理可知,

测量误差近似地服从正态分布.

定理 (1), (2) 并没有规定随机变量的类型, 它们对离散型和连续型均适用. 所

谓 n 很大, 在实际使用时, n = 10 的随机变量
n∑

i=1

Xi 已与正态分布相当接近.

例 5.1 正态随机数的产生

在蒙特卡罗方法中, 经常需要产生服从正态分布的随机数, 但一般计算机只备

有 [0, 1] 区间均匀分布的随机数. 利用同分布中心极限定理, 是通过 [0, 1] 随机数

产生正态随机数的途径之一.
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设 ri, i = 1, 2, · · · 是相互独立的 [0, 1] 区间均匀分布随机变量, 其数学期望为

µ = 1/2, 方差 σ2 = 1/12. 根据式 (5.2.1) 定义随机变量

g ≡

n∑

i=1

ri − nµ

√
nσ

=
√

12√
n

(
n∑

i=1

ri − n

2

)
, (5.2.3)

当 n → ∞ 时, g 收敛于 N(0, 1). 实际上, 当 n = 12 时, g 已与 N(0, 1) 十分接近,

此时, g 有简单的形式

g =
12∑

i=1

ri − 6. (5.2.4)

g 的分布与 N(0, 1) 的最大偏离出现在分布的两侧尾部, 因为 N(0, 1) 的值域是

(−∞,∞), 而 g 的值域是有限的

−
√

3n 6 g 6
√

3n,

当 n = 12 时, 则有

−6 6 g 6 6,

即出现最大偏差的区域在 ±6 个标准差之外, 在那里, N(0, 1) 的概率密度值小于

10−8, 对于大多数实际应用的精度要求而言, 这样的差别可以忽略. 所以式 (5.2.4)

是正态分布的很好近似. 因此, 只要独立地产生 12 个 [0, 1] 区间均匀分布随机数

ri, 依照式 (5.2.4) 就可得出一个标准正态随机数 g.

(3) 棣莫弗–拉普拉斯 (De Moivre-Laplace) 定理

设随机变量序列 {Yn}, n = 1, 2, · · · 具有参数 n, p(0 < p < 1)的二项分布,则对

任意 a < b, 有

lim
n→∞

P

{
a <

Yn − np√
np(1− p)

6 b

}
=

∫ b

a

1√
2π

e−
t2
2 dt,

即当 n →∞ 时, 随机变量
Yn − np√
np(1− p)

(5.2.5)

逼近标准正态分布, 或 Yn(参数 n, p 的二项分布) 逼近数学期望和方差分别为 np

和 np(1− p) 的正态分布. 证明如下：

由 4.1 节知, 二项分布可看成 n 个相互独立的伯努利分布随机变量 Xi, i =

1, 2, · · · , n 之和

Yn =
n∑

i=1

Xi.
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其数学期望和方差分别为

E(Xi) = p, V (Xi) = p(1− p), i = 1, 2, · · · , n.

应用式 (5.2.1), 即得

lim
n→∞

P

{
Yn − np√
np (1− p)

6 a

}
=

∫ a

−∞

1√
2π

e−t2/2dt = Φ(a),

于是对任意 a < b, 有

lim
n→∞

P

{
a <

Yn − np√
np(1− p)

6 b

}
= Φ(b)− Φ(a)

=
∫ b

a

1√
2π

e−t2/2dt.

定理得证. 由证明过程可知, 本定理是定理 (1) 的特殊情形.

n →∞ 时, 二项分布逼近正态分布这一结论在 4.1 节中已经指出. 这一定理提

供了一种计算二项分布若干项求和的近似方法. 例如, 欲求二项分布 B(k;n, p) =(
n

k

)
pk(1− p)k 中 k = k1 → k2 各项之和

k2∑

k=k1

B(k;n, p),

直接逐步求和是十分烦琐的, 但只要 n 充分大, 应用式 (5.2.5), 有

k2∑

k=k1

B(k;n, p) ≈ Φ(b)− Φ(a), (5.2.6)

b =
k2 − np√
np(1− p)

, a =
k1 − np√
np(1− p)

. (5.2.7)

Φ(b) 和 Φ(a) 可由附表 6 查出. 对于 n 很大时的二项分布的概率计算问题, 利用正

态近似可方便地解出.



第6章 子样及其分布

从本章开始介绍数理统计的部分内容. 数理统计是以概率论为基础, 根据研究

对象的有限次观测或测量, 对它的全体元素的性质作出合理的估计和推断. 数理统

计是实验数据进行整理分析的理论基础和数学工具. 本章介绍总体、随机子样、统

计量等数理统计中的重要概念, 以及常用的统计量和抽样分布. 以下各章陆续讨论

参数估计、假设检验等数理统计问题.

6.1 随机子样, 子样分布函数

我们从一个具体例子来引入数理统计中的基本概念. 设想有一批晶体二极管,

规定反向击穿电压小于 V0 为废品, 问如何来确定废品率. 即使严格控制二极管的

制作工艺, 各二极管的反向电压 V 也不尽相同, 而是服从某种分布. 因此, 上述问

题归结为求二极管反向电压 V , 这一随机变量取值小于 V0 的概率

P (V < V0) = F (V0),

F 为 V 的累计分布. 简单的做法是将所有的二极管的反向击穿电压测量出来, 就

可求出废品率.

但是在实际问题中, 要直接、逐一地来测量事实上是不可行的. 因为测量本身

具有破坏性, 例如, 二极管测量反向击穿电压后, 二极管就损坏了; 并且产品数量很

大,例如,用同样的工艺生产的二极管成十万、百万计,它们的一些性能的测量相当

复杂, 耗费大量的人力、物资和时间, 逐一测试是不经济或实际上不可行的. 因此,

合理的做法是选出一部分二极管 (个体) 进行测试, 根据这些个体的测试数据来推

断这样生产出的所有二极管 (整体) 的有关性能. 这类问题在实验和生产中经常遇

到, 是典型的统计推断问题.

从数理统计的观点来看, 这类问题中的研究对象是一个随机变量, 例如, 上例

中的反向击穿电压 V . 研究对象的全体元素, 即随机变量取值的全体称为总体(或

母体); 组成总体的每个元素, 即随机变量的每一个可取值称为个体; 表征总体的随

机变量的分布函数称为总体的分布. 从总体中选取一个个体 (元素) 叫做抽样. 从

有限次抽样选出的元素来推断总体的性质, 如总体分布函数或数字特征等, 这类问

题称为统计推断. 为了达到这样的目的,抽样的方法就不能是随意的. 可以想象,倘

若对总体的各次抽样相互独立地进行, 总体中任何元素有均等的机会被抽取, 那么
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有限次抽样得到的元素能够反映总体的分布特征. 这样的抽样称为简单随机抽样,

抽取的一组元素称为子样观测值或样本观测值. 显然, 简单随机抽样实质上就是相

互独立地作有限次重复的随机试验.

所研究的总体的元素 (即随机变量的取值)可能是无限多个,称为无限总体.对

无限总体作有限次抽样后, 总体的成分并不发生变化, 所以被抽取的元素是否放回

总体对以后的抽样没有影响. 所以无限总体的简单随机抽样可以是不放回抽样. 但

对于有限总体, 一次抽样后必须把被抽取的元素放回总体, 才能保证下一次抽样时

总体成分不变. 所以有限总体的简单随机抽样必定是放回抽样. 但是, 如果被抽取

的元素个数 n远小于总体的元素个数 N ,即使不放回抽样,总体也可近似地视为不

变, 即不放回抽样仍近似于简单随机抽样. 以后若不特别说明, 抽样都指简单随机

抽样.

设总体 X 的分布函数为 F (x), 作 n 次抽样得到一组子样观测值 x1, x2, · · · ,
xn. 由于每次抽样是一次随机试验, 故每次抽样的结果可用一个随机变量 Xi(i =

1, 2, · · · , n) 来描述; 又据抽样的随机性与独立性可知, Xi(i = 1, 2, · · · , n) 相互独

立且与总体 X 有相同的分布, 而 xi, i = 1, 2, · · · , n 是它们的一组观测值. 我们称

X1, X2, · · · , Xn 为总体 X 的容量 n 的简单随机子样或随机样本, 简称子样或样

本, X1, X2, · · · , Xn 可能取值的全体称为子样空间; 观测值 x1, x2, · · · , xn 为子样观

测值或子样的一个实现, 它是子样空间中的一个点, 是随机子样抽定后的一组具体

数字.

由于子样 X1, X2, · · · , Xn 是相互独立又与总体 X 同分布的随机向量, 据式

(3.5.9) 可知, 它们的联合分布函数和联合概率密度分别为

F (x1, x2, · · · , xn) =
n∏

i=1

F (xi), (6.1.1)

f(x1, x2, · · · , xn) =
n∏

i=1

f(xi). (6.1.2)

统计推断问题要求子样能很好地反映总体的性质, 为此, 我们引入子样分布函

数的概念. 设对总体 X 作 n 次抽样, 得到容量 n 的子样的一组观测值, 将它们按

数值从小到大的递增次序排列

x∗1 6 x∗2 6 · · · 6 x∗n. (6.1.3)

令 k 是小于等于 x∗k 的观测值个数, 则在这 n 次试验中, 事件 X 6 x 的频率为

F ∗n(x) =





0, x < x∗1,

k/n, x∗k 6 x < x∗k+1, k = 1, · · · , n− 1,

1, x > x∗n.

(6.1.4)



· 168 · 第 6 章 子样及其分布

F ∗n(x) 是在 [0, 1] 区间中的非减阶梯函数, 它具备分布函数所要求的性质, 称为子

样分布函数或经验分布函数.

定义

Dn = max
−∞<x<∞

|F ∗n(x)− F (x)| , (6.1.5)

其中 F (x) 为总体 X 的分布函数, Dn 是 x 的所有可取值中子样分布函数与总体

分布函数之差 (绝对值) 的极大值, Dn 也是一个随机变量. 格利汶科定理证明了当

n →∞ 时, Dn 以概率 1 收敛于 0.

P
{

lim
n→∞

Dn = 0
}

= 1. (6.1.6)

因此,当子样容量 n充分大,子样分布函数 F ∗n(x)近似地等于总体的分布函数 F (x),

这是利用子样对总体性质作统计推断的依据. 图 6.1是子样分布函数及其对应的总

体分布函数的图示.

图 6.1 子样分布函数 F ∗n(x) 和总体分布函数 F (x)

6.2 统计量及其数字特征

子样是总体的 “代表” 或反映. 在抽取子样之后, 为了推断总体的性质, 需要对

子样进行 “加工”、“提炼”, 把子样中包含的有关总体的信息反映出来. 这在数学上

便是针对不同的问题构造出子样的某种函数, 来推断总体的有关性质. 因为子样是

我们关于总体信息的唯一来源,所以这些函数除了子样观测值外不应包含其他未知

参数. 这种函数一般称为统计量, 其定义如下：

设 X1, X2, · · · , Xn 是总体 X 的一个子样, g(X1, X2, · · · , Xn) 是子样的连续函

数, 如果 g 不包含任何未知参数, 则 g(X1, X2, · · · , Xn) 称为随机变量 X 子样的统

计量. 如 x1, x2, · · · , xn 是子样 X1, X2, · · · , Xn 的观测值, 则 g(x1, x2, · · · , xn) 是统

计量 g(X1, X2, · · · , Xn) 的一个观测值.

由于随机变量的函数也是随机变量, 显然统计量本身是随机变量, 它有自己的

分布函数、数字特征等.
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下面介绍几种重要的统计量.

设 X1, X2, · · · , Xn 是总体 X 的容量 n 的子样, x1, x2, · · · , xn 是子样的任意一

组观测值, 将观测值按从小到大递增的次序排列

x∗1 6 x∗2 6 · · · 6 x∗n,

定义一组随机变量 X
(n)
1 , X

(n)
2 , · · · , X

(n)
n , 它们是子样 X1, X2, · · · , Xn 的函数, 而且

X
(n)
k 取值 x∗k, k = 1, 2, · · · , n. X

(n)
1 , X

(n)
2 , · · · , X

(n)
n 称为子样 X1, X2, · · · , Xn 的顺

序统计量. 由 6.1 节的讨论知道, 子样分布函数是从顺序统计量得到的, 并由此可

推断出近似的总体分布函数.

经常用到的统计量有子样平均值、子样方差和子样矩等. 子样平均值定义为

X̄ =
1
n

n∑

i=1

Xi. (6.2.1)

子样方差

S2 =
1

n− 1

n∑

i=1

(Xi − X̄)2 =
1

n− 1

(
n∑

i=1

X2
i − nX̄2

)
, (6.2.2)

该定义中的第二个等式更易于计算, 推导如下：

S2 =
1

n− 1

n∑

i=1

(Xi − X̄)2 =
1

n− 1

n∑

i=1

(X2
i − 2X̄Xi + X̄2)

=
1

n− 1

{
n∑

i=1

X2
i − 2X̄

n∑

i=1

Xi + nX̄2

}

=
1

n− 1

{
n∑

i=1

X2
i − 2nX̄2 + nX̄2

}

=
1

n− 1

(
n∑

i=1

X2
i − nX̄2

)
.

证毕. 子样标准差S 定义为 S2 平方根的正值.

子样的 k 阶原点矩

Λk =
1
n

n∑

i=1

Xk
i , k = 1, 2, · · · , (6.2.3)

子样的 k 阶中心矩

Mk =
1
n

n∑

i=1

(Xi − X̄)k, k = 1, 2, · · · . (6.2.4)
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可以证明, 子样的 k 阶矩依概率收敛于总体的 k 阶矩. 还可以证明, 中心矩和原点

矩之间有如下关系：

M1 = 0,

M2 = Λ2 − Λ2
1,

M3 = Λ3 − 3Λ2Λ1 + 2Λ3
1,

M4 = Λ4 − 4Λ3Λ1 + 6Λ2Λ2
1 − 3Λ4

1,
...

(6.2.5)

这些子样的统计量的观测值是将子样 X1, X2, · · · , Xn 用其观测值代入, 得到

x̄ =
1
n

n∑

i=1

xi, s2 =
1

n− 1

n∑

i=1

(xi − x̄)2,

λk =
1
n

n∑

i=1

xk
i , mk =

1
n

n∑

i=1

(xi − x̄)k, k = 1, 2, · · · , n.

仍称为子样平均值, 子样方差, 子样原点矩和子样中心矩, 它们是相应统计量的一

个观测值或一个实现. 对于其他的统计量也有类似的情形.

与随机变量的偏度系数和峰度系数的定义相类似,我们定义子样偏度 (系数)g1

和子样峰度 (系数)g2

g1 =
M3

(M2)3/2
, (6.2.6)

g2 =
M4

M2
2

− 3. (6.2.7)

g1 反映子样的频率分布对于子样平均 X̄ 的对称程度. 若频率分布对于 X̄ 对称, 则

g1 = 0; g1 绝对值越大, 频率分布的对称性越差. 子样峰度 g2 则反映子样频率分布

的形状,即分布比较平缓还是变化比较剧烈. 子样频率分布的概念将在 6.4节叙述.

如果总体是二维随机变量 {X, Y }, 抽取容量 n 的子样, 得到 n 对子样观测值

(x1, y1), (x2, y2), · · · , (xn, yn),

这时, 随机变量 X 和 Y 各自的子样平均值是

X̄ =
1
n

n∑

i=1

Xi, Ȳ =
1
n

n∑

i=1

Yi, (6.2.8)

子样方差

S2
X =

1
n− 1

n∑

i=1

(Xi − X̄)2 =
1

n− 1

(
n∑

i=1

X2
i − nX̄2

)
,

S2
Y =

1
n− 1

n∑

i=1

(Yi − Ȳ )2 =
1

n− 1

(
n∑

i=1

Y 2
i − nȲ 2

)
.

(6.2.9)
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这些公式与一维随机变量相同. X 与 Y 之间的子样协方差SXY 定义为

SXY =
1

n− 1

n∑

i=1

(Xi − X̄)(Yi − Ȳ ). (6.2.10)

SXY 可写成更便于计算的形式

SXY =
1

n− 1

n∑

i=1

(Xi − X̄)(Yi − Ȳ )

=
1

n− 1

{
n∑

i=1

(XiYi −XiȲ − X̄Yi + X̄Ȳ )

}

=
1

n− 1

{
n∑

i=1

XiYi −
n∑

i=1

XiȲ −
n∑

i=1

X̄Yi + nX̄Ȳ

}

=
1

n− 1

{
n∑

i=1

XiYi − nX̄Ȳ − nX̄Ȳ + nX̄Ȳ

}
,

所以

SXY =
1

n− 1

(
n∑

i=1

XiYi − nX̄Ȳ

)
. (6.2.11)

子样相关系数 r定义为

r =
SXY

SXSY
=

n∑

i=1

(Xi − X̄)(Yi − Ȳ )

[
n∑

i=1

(Xi − X̄)2
n∑

i=1

(Yi − Ȳ )2
]1/2

=

n∑

i=1

XiYi − nX̄Ȳ

(
n∑

i=1

X2
i − nX̄2

)1/2 (
n∑

i=1

Y 2
i − nȲ 2

)1/2
(6.2.12)

子样相关系数 r 与随机变量 {X, Y } 的相关系数 ρ 有许多相似之处, 它反映了子样

中 {X1, X2, · · · , Xn} 与 {Y1, Y2, · · · , Yn} 之间的相关程度. 事实上, 当 n 充分大, r

是 ρ 的恰当估计. 可以证明, 子样相关系数满足 −1 6 r 6 1. r > 0 称为正相关,

r < 0 为负相关; r = 1 称为完全正相关, r = −1 称为完全负相关. 以横轴表示随机

变量 X 的子样观测值, 纵轴表示 Y 的子样观测值, 容量 n 的子样观测值在该二维

图上是 n 个点. 当 r = +1, 所有的点落在斜率为正值的一条直线上, r = −1, 则落

在斜率为负值的一条直线上 (图 6.2). 当 r > 0, X 与 Y 正相关, 子样观测值 xi 与
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yi 取值有相同的趋势, xi 大则 yi 也大, 反之亦然; r < 0, X 与 Y 负相关时, xi 与

yi 取值有相反的趋势, 一个值大, 另一个值小; 当 r ≈ 0, 表示相关很弱. 如图 6.3.

图 6.2 直线相关

(a) r = 1; (b) r = −1

图 6.3 子样相关系数 r 的不同情形

(a) r > 0; (b) r < 0; (c) r ≈ 0

下面我们求子样平均值、子样方差这两个常用统计量的某些数字特征.

子样平均值 X̄ 的数学期望 X̂ 可表示为

X̂ = E(X̄) = E

{
1
n

(
n∑

i=1

Xi

)}
,

由于 Xi 与总体 X 有相同的分布：E(Xi) = E(X), 故有

X̂ = E(X̄) = E(X), (6.2.13)

即子样平均与总体有相同的数学期望.

子样平均值 X̄ 的特征函数 ϕX̄(t) 与总体特征函数 ϕX(t) 有如下关系：

ϕX̄(t) =
1
n
{ϕX(t)}n =

{
ϕX

(
t

n

)}n

. (6.2.14)
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子样平均值的方差 V (X̄) 为

V (X̄)= E
{[

X̄ − E(X̄)
]2}

= E

{(
X1 + X2 + · · ·+ Xn

n
− X̂

)2
}

=
1
n2

E

{[(
X1 − X̂

)
+

(
X2 − X̂

)
+ · · ·+

(
Xn − X̂

)]2
}

,

考虑到各 Xi, i = 1, 2, · · · , n 之间相互独立, 故协方差

E{(Xi − X̂)(Xj − X̂)} = 0, i 6= j,

代入上式, 可得

V (X̄) =
1
n

V (X), (6.2.15)

即子样平均值 X̄ 的方差等于总体方差的 1/n.

现在求子样方差 S2 的期望值. 由 S2 的定义

S2 =
1

n− 1

n∑

i=1

(Xi − X̄)2 =
1

n− 1

n∑

i=1

[(
Xi − X̂

)
−

(
X̄ − X̂

)]2

=
1

n− 1

n∑

i=1




(
Xi − X̂

)
− 1

n

n∑

j=1

(
Xj − X̂

)



2

,

当 i 6= j 时, Xi, Xj 相互独立, 即 E
{(

Xi − X̂
)(

Xj − X̂
)}

= 0, 故

E(S2)= E

[
1

n− 1

n∑

i=1

(Xi − X̂)2
]
− E


 1

n(n− 1)

n∑

j=1

(Xj − X̂)2




=
1

n− 1

n∑

i=1

E
[
(Xi − X̂)2

]
− 1

n(n− 1)

n∑

j=1

E
[
(Xj − X̂)2

]

=
1

n− 1
nV (X)− 1

n(n− 1)
nV (X),

因此, 子样方差 S2 的数学期望等于总体的方差

E(S2) = V (X). (6.2.16)

对于总体是 k 维随机变量 {X1, · · · , Xk} 的情形, 抽取容量 n 的子样, 得到 n

组子样观测值

(x11, · · · , x1k), (x21, · · · , x2k), · · · , (xn1, · · · , xnk)

于是子样值可表示为如表 6.1 所示的形式
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表 6.1 k 维随机变量子样值的矩阵表示

子样 \ 变量 x1 x2 · · · xj · · · xk

xT
(1)

x11 x12 · · · x1j · · · x1k

xT
(2)

x21 x22 · · · x2j · · · x2k

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
xT

(i)
xi1 xi2 · · · xij · · · xik

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
xT

(n)
xn1 xn2 · · · xnj · · · xnk

或表示为矩阵形式

Xn×k =




x11 x12 · · · x1k

x21 x22 · · · x2k

...
...

...

xn1 xn2 · · · xnk




n×k

=




xT
(1)

xT
(2)

...

xT
(n)




= (x1,x2, · · · ,xk). (6.2.17)

矩阵中的第 i 行

xT
(i) = (xi1, xi2, · · · , xik), i = 1, 2, · · · , n, (6.2.18)

表示第 i 个子样的 k 维随机变量各分量的子样测量值.

数据矩阵的第 j 列描述一个变量 xj ,

xj = (x1j , x2j , · · · , xnj)T , j = 1, 2, · · · , k. (6.2.19)

它表示 k 维随机变量第 j 分量的 n个子样测量值.它是一个随机变量,因此有其统

计特征, 如均值 (或期望值), 方差, 协方差, 相关系数等. 可以用子样统计量来估计

随机变量的数字特征.

变量 xj(第 j 个分量) 的均值 x̄j

x̄j =
1
n

n∑

i=1

xij , j = 1, 2, · · · , k (6.2.20)

方差 s2
j

s2
j =

1
n− 1

n∑

i=1

(xij − x̄j)2, j = 1, 2, · · · , k (6.2.21)

变量 xj 与变量 xl 的协方差 sjl

sjl =
1

n− 1

n∑

i=1

(xij − x̄j)(xil − x̄l), j, l = 1, 2, · · · , k (6.2.22)
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它用于测度变量 xj 与 xl 的相关性. 写成矩阵形式

S
∼

=




s11 s12 · · · s1k

s21 s22 · · · s2k

...
...

...

sk1 sk2 · · · skk




, (6.2.23)

称为子样的协方差矩阵. 相关系数 rjl

rjl =
sjl

sjsl
, j, l = 1, 2, · · · , k (6.2.24)

它满足 −1 6 rjl 6 1, rjl 无量纲, 可更准确地表征两个变量间的相关性. 写成矩阵

的形式

R
∼

=




1 r12 · · · r1k

r21 1 · · · r2k

...
...

...

rk1 rk2 · · · 1




, (6.2.25)

称为子样的相关系数矩阵.

6.3 抽 样 分 布

统计量是随机变量, 所以有自己的分布. 统计量的分布称为抽样分布, 该分布

的标准差称为统计量的标准误差. 由于统计量是子样的函数, 子样与总体有相同的

分布, 故抽样分布与总体的分布有一定的联系. 本节介绍几种重要的抽样分布.

6.3.1 子样平均值的分布

(1) 泊松总体子样平均值的分布

设总体 X 服从参数 µ 的泊松分布, X1, X2, · · · , Xn 是它的容量 n 的子样. 由

于 X1, X2, · · · , Xn 相互独立并与 X 同分布, 应用泊松分布加法定理可知, 随机变

量 Y =
n∑

i=1

Xi 服从参数 nµ 的泊松分布,故子样平均 X̄ =
1
n

n∑

i=1

Xi = Y/n 与 Y 一

一对应, Y 取值 k 的概率与 X̄ 取值 k/n 的概率相同, 故有

P

(
X̄ =

k

n

)
∼ P (k;nµ), k = 0, 1, 2, · · · . (6.3.1)

(2) 正态总体子样平均值的分布
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设总体 X ∼ N(µ, σ2), X1, X2, · · · , Xn 为其子样. 正态分布 X 的特征函数是

ϕX(t) = exp
(

itµ− 1
2
σ2t2

)
,

由特征函数的性质式 (2.5.4)和式 (2.5.6)求得子样平均 X̄ =
1
n

n∑

i=1

Xi的特征函数为

ϕX̄(t) =

{
exp

[
itµ
n
− σ2

2

(
t

n

)2
]}n

= exp
[
itµ− 1

2
σ2

n
t2

]
,

可见 X̄ 也服从正态分布, 其数学期望和方差分别是 µ 和 σ2/n

X̄ ∼ N

(
µ,

σ2

n

)
, (6.3.2)

即子样平均值的数学期望与总体相同, 但方差为总体方差的 1/n. 显然立即有

X̄ − µ

σ/
√

n
∼ N(0, 1).

(3) 任意总体子样平均值的分布

设总体 X 是有有限数学期望和方差 µ, σ2 的任一随机变量. 由于它的子样

X1, X2, · · · , Xn 相互独立而且有相同的分布, 根据同分布的中心极限定理, 当 n →
∞时,

n∑

i=1

Xi 服从正态分布 N(nµ, nσ2),故当 n很大时,子样平均
1
n

n∑

i=1

Xi 近似地

服从均值 µ, 方差
σ2

n
的正态分布

X̄ ∼ N(µ, σ2/n). (6.3.3)

(4) 两个正态总体的子样平均值之差的分布

自两个不同的正态总体 N(µ1, σ
2
1) 和 N(µ2, σ

2
2) 各自独立地抽取容量 n1 和 n2

的随机子样, 子样平均用 X̄1 和 X̄2 表示. 则两个子样平均之差 X̄1 − X̄2 也是正态

变量, 且其数学期望和方差分别为

E(X̄1 − X̄2) = µ1 − µ2, σ2(X̄1 − X̄2) =
σ2

1

n1
+

σ2
2

n2
. (6.3.4)

证明 由 (2) 知

X̄1 ∼ N(µ1, σ
2
1/n1), X̄2 ∼ N(µ2, σ

2
2/n2),

故有

E(X̄1 − X̄2) = E(X̄1)− E(X̄2) = µ1 − µ2.
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由于 X̄1 和 X̄2 相互独立, 由方差的性质可知

V (X̄1 − X̄2) = V (X̄1) + V (X̄2) =
σ2

1

n1
+

σ2
2

n2
.

证毕. 这一性质可推广到任意多个相互独立的正态总体子样平均值之差的分布.

对于相互独立的正态总体的子样平均值之和的分布, 显然式 (6.3.4) 中方差的

表达式相同而数学期望应为 µ1 + µ2.

6.3.2 服从 χ2 分布的统计量, 自由度

(1) 标准正态总体的子样平方和的分布

设总体 X ∼ N(0, 1), X1, X2, · · · , Xn 为容量 n 的一个子样, 并记统计量

χ2
n ≡

n∑

i=1

X2
i , (6.3.5)

则 χ2
n 服从自由度 n的 χ2 分布：χ2

n ∼ χ2(n). 由于 X1, X2, · · · , Xn 相互独立, 而且

与总体 X 有相同分布, 由式 (4.14.14) 立即得出上述结果.

由此立即得到一个推论. 若随机变量 X ∼ N(µ, σ2), 且 X1, · · · , Xn 为其子样,

则统计量
n∑

i=1

(Xi − µ)2

σ2
∼ χ2(n). (6.3.6)

考虑到随机变量
Xi − µ

σ
服从标准正态分布, 立即知本推论的正确性.

(2) 正态总体的子样方差的分布

设 X1, X2, · · · , Xn 是正态总体 X ∼ N(µ, σ2) 的容量 n 的子样, 子样方差 (式

(6.2.2)) 为

S2 =
1

n− 1

n∑

i=1

(Xi − X̄)2,

统计量

n− 1
σ2

S2 ≡
n∑

i=1

(
Xi − X̄

σ

)2

(6.3.7)

服从自由度 n− 1 的 χ2 分布, 即 χ2(n− 1).
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证明 对随机变量 X1, X2, · · · , Xn 作正交变换

Y1 =
1√
1 · 2(X1 −X2),

Y2 =
1√
2 · 3(X1 + X2 − 2X3),

...

Yn−1 =
1√

(n− 1)n
(X1 + X2 + · · ·+ Xn−1 − (n− 1)Xn),

Yn =
1√
n

(X1 + X2 + · · ·+ Xn) =
√

n X̄,

通过计算可知,满足
n∑

i=1

X2
i =

n∑

i=1

Y 2
i . 由于 X1, X2, · · · , Xn 为相互独立的同分布正

态变量, Y1, Y2, · · · , Yn 是 Xi 的线性函数, 可以证明[31], Yi, i = 1, 2, · · · , n 也是正态

变量, 且相互独立, 其数学期望为 0, 方差为 σ2, 即

Yi ∼ N(0, σ2), i = 1, 2, · · · , n.

又

(n− 1)S2 =
n∑

i=1

(Xi − X̄)2 =
n∑

i=1

X2
i − 2X̄

n∑

i=1

Xi + nX̄2

=
n∑

i=1

X2
i − nX̄2 =

n∑

i=1

Y 2
i − Y 2

n =
n−1∑

i=1

Y 2
i ,

故

n− 1
σ2

S2 =
1
σ2

n−1∑

i=1

Y 2
i ,

注意到 Yi ∼ N(0, σ), 由式 (6.3.6) 知,
n− 1
σ2

S2 服从自由度 (n− 1) 的 χ2 分布.

现在来解释 χ2 分布中自由度的含意.

自由度是与变量之间的约束相联系的概念. 对于一组变量 Y1, Y2, · · · , Yn, 存在

一组不全为 0 的常数 C1, C2, · · · , Cn, 使得约束方程
n∑

j=1

CjYj = 0

成立,则称变量 Y1, Y2, · · · , Yn 之间存在一个线性约束条件.如果存在 k个约束方程

n∑

j=1

CijYj = 0, i = 1, 2, · · · , k,
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其中对任何 i, Cij 不全为 0, 系数 Cij 组成的矩阵 (Cij)kn 的秩为 k, 则称变量 Y1,

Y2, · · · , Yn之间存在 k个独立的线性约束条件.这时,由线性代数可知, Y1, Y2, · · · , Yn

这 n 个变量中, 由于存在 k 个独立的约束, 只有 n− k 个独立变量. 这一结果十分

有用. 包含 n 个变量的函数 g(Y1, Y2, · · · , Yn), 其中只有 n− k 个独立变量, 则称自

由度为 n− k.

统计量
n− 1
σ2

S2 的表达式中,包含 X1, X2, · · · , Xn 共 n个变量,但存在一个线

性约束方程
n∑

i=1

(Xi − X̄) = 0,

所以自由度为 n− 1. 而在 χ2
n 的表达式 (6.3.5) 中, n 个变量 X2

i (i = 1, 2, · · · , n) 相

互独立, 不存在约束条件, 所以自由度为 n.

正态总体的子样平均值和子样方差 X̄ 和 S2 是相互独立的, 这是正态总体特

有的重要性质, 证明如下.

通过简单的代数运算, 下述等式独立：
n∑

i=1

(
Xi − µ

σ

)2

=
(n− 1)S2

σ2
+

(
X̄ − µ

σ/
√

n

)2

.

等式右边第一项服从自由度 n − 1 的 χ2 分布 (式 (6.3.7)), 其特征函数为 (1 −
2it)−

n−1
2 . 随机变量 X̄ 服从数学期望和方差 µ, σ2/n 的正态分布 (式 (6.3.2)), 故有

X̄ − µ

σ/
√

n
∼ N(0, 1),

由式 (4.14.14) 知,
(

X̄ − µ

σ/
√

n

)2

∼ χ2(1), 其特征函数为

(1− 2it)−1/2.

由于
Xi − µ

σ
∼ N(0, 1), 立即有

n∑

i=1

(
Xi − µ

σ

)2

∼ χ2(n),

其特征函数为 (1− 2it)−n/2.

由 2.5 节的讨论可知, 若随机变量 Z = X + Y , 且有 ϕZ(t) = ϕX(t) · ϕY (t), 则

X, Y 相互独立. 显然在这里有

(1− 2it)−n/2 = (1− 2it)−
n−1

2 · (1− 2it)−1/2.

故知

(
X̄ − µ

σ/
√

n

)2

与
(n− 1)S2

σ2
相互独立, 因此, S2 与 X̄ 也相互独立.
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6.3.3 服从 t 分布和 F 分布的统计量

(1) 设正态总体 X ∼ (Nµ、σ2) 的子样平均值和子样方差为 X̄ 和 S2, 子样容

量为 n, 则统计量
(X̄ − µ)

√
n

S
∼ t(n− 1). (6.3.8)

证明 由 6.3.3 节已知

X̄ − µ

σ/
√

n
∼ N(0, 1),

n− 1
σ2

S2 ∼ χ2(n− 1),

而且它们互相独立. 由式 (4.15.4) 立即有

X̄ − µ

σ/
√

n(
n− 1
σ2

S2
/

(n− 1)
)1/2

=
(X̄ − µ)

√
n

S
∼ t(n− 1).

(2) 设 X1, X2, · · · , Xn1 和 Y1, Y2, · · · , Yn2 分别是从方差相同的两个正态总体

N(µ1, σ
2), N(µ2σ

2) 独立地抽取的容量 n1 和 n2 的子样, 子样平均值和子样方差分

别用 X̄, Ȳ 和 S2
1 , S2

2 表示, 则统计量

(X̄ − Ȳ )− (µ1 − µ2)

Sw

√
1
n1

+
1
n2

∼ t(n1 + n2 − 2), (6.3.9)

其中,

S2
w =

(n1 − 1)S2
1 + (n2 − 1)S2

2

n1 + n2 − 2
.

证明 因为 X̄ ∼ N(µ1, σ
2/n1), Ȳ ∼ N(µ2, σ

2/n2),

X̄ − Ȳ ∼ N

(
µ1 − µ2,

σ2

n1
+

σ2

n2

)
,

故

U ≡ (X̄ − Ȳ )− (µ1 − µ2)

σ

√
1
n1

+
1
n2

∼ N(0, 1).

又
n1 − 1

σ2
S2

1 ∼ χ2(n1 − 1),
n2 − 1

σ2
S2

2 ∼ χ2(n2 − 1),

并且它们之间相互独立, 由 χ2 分布的可加性知

V ≡ n1 − 1
σ2

S2
1 +

n2 − 1
σ2

S2
2 ∼ χ2(n1 + n2 − 2).
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由式 (4.15.4) 立即有

U√
V/(n1 + n2 − 2)

=
(X̄ − Ȳ )− (µ1 − µ2)

Sw

√
1
n1

+
1
n2

∼ t(n1 + n2 − 2).

证毕.

对于两个子样容量相同的特殊情况, n1 = n2 = n, 上式可简化为

(X̄ − Ȳ )− (µ1 − µ2)√
S2

1 + S2
2/
√

n
∼ t(2n− 2). (6.3.10)

(3) 设从两个正态总体 N(µ1, σ
2
1) 和 N(µ2, σ

2
2) 分别独立地抽取容量 n1 和 n2

的子样, 子样方差用 S2
1 和 S2

2 表示, 则统计量

S2
1/σ2

1

S2
2/σ2

2

∼ F (n1 − 1, n2 − 1). (6.3.11)

证明 由 6.3.2 节知

n1 − 1
σ2

1

S2
1 ∼ χ2(n1 − 1),

n2 − 1
σ2

2

S2
2 ∼ χ2(n2 − 1),

而且两者相互独立, 由 4.16 节的讨论知

n1 − 1
σ2

1

S2
1/(n1 − 1)

n2 − 1
σ2

2

S2
2/(n2 − 1)

=
S2

1/σ2
1

S2
2/σ2

2

∼ F (n1 − 1, n2 − 1).

6.3.4 正态总体子样偏度、子样峰度、子样相关系数的分布

我们不加证明地给出正态总体的子样偏度、子样峰度、子样相关系数的分布.

设 g1 和 g2 (定义见式 (6.2.6) 和式 (6.2.7)) 分别是正态总体容量 n 的子样的

偏度系数和峰度系数, 则 g1, g2 近似地服从正态分布[62]

g1 ∼ N

(
0,

6(n− 2)
(n + 1)(n + 3)

)
, (6.3.12)

g2 ∼ N

( −6
n + 1

,
24n(n− 2)(n− 3)

(n + 1)2(n + 3)(n + 5)

)
. (6.3.13)

子样容量 n 越大, 近似程度越好.

若总体 (X, Y ) 为二维正态分布, r 为容量 n 的子样的相关系数 (定义见式

(6.2.12)). 定义统计量

Z ≡ 1
2

ln
1 + r

1− r
≡ arth r,
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当 n 充分大时, 近似地有

Z ∼ N

(
1
2

ln
1 + ρ

1− ρ
+

ρ

2(n− 1)
,

1
n− 3

)
, (6.3.14)

其中 ρ 是总体随机变量 X 和 Y 的相关系数. n 越大, 近似程度越好, 实际使用中,
当 n > 10, Z 的分布与正态分布已相当接近.

对 ρ = 0 的特殊情形, 统计量

r√
1− r2

√
n− 2 ∼ t(n− 2). (6.3.15)

6.4 抽样数据的图形表示, 频率分布

设我们对一个具有随机分布的物理量作 n 次测量, 得到 n 个测定数据. 从数

理统计的观点来看, 这就是对于描述该物理量的随机变量作 n 次随机抽样, n 个测

定数据是容量 n的随机子样的测定值.显然,直接从这 n个数值很难看出总体的性

质, 有必要对它们作适当的统计整理, 以使测量的结果能反映总体的特征. 一种重

要而方便的方法是将测定数据用图形来表示.

6.4.1 一维散点图和直方图, 频率分布

一维随机变量子样测定值最简单的图形表示方法是,子样每一测定值x1, x2, · · · ,
xn 用 x 轴的相应数值处的一根短竖线表示, 这样的图称为一维散点图. 核物理中

低能电子射入闪烁计数器, 通过电子学放大后得到一定幅度的输出脉冲. 由于电子

探测过程是随机过程,相同能量的电子射入探测器,输出脉冲幅度不可能严格相同,

而呈现一定的分布.图 6.4(a)是所测到的 100个脉冲幅度的一维散点图. 这种图形

表示虽然包含了子样的全部信息, 但很难反映总体分布的特征.

图 6.4 (a) 一维散点图; (b) 一维直方图; (c) 带误差杆的数据点图
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比较好地反映总体分布的图形表示是一维直方图. 其构成方法如下. 选择上限

和下限为

xmin . min(x1, x2, · · · , xn), xmax & max(x1, x2, · · · , xn). (6.4.1)

将 [xmin, xmax] 划分为若干个互不相交但首尾相接的子区间, 最通常的划分法是分

成 r 个等间隔子区间

xj = xj−1 + ∆x, j = 1, 2, · · · , r,

x0 = xmin, ∆x =
xmax − xmin

r
.

(6.4.2)

落在第 j 个子区间内的子样测定值 xi 满足

xj−1 6 xi 6 xj , j = 1, 2, · · · , r, i = 1, 2, · · · , n. (6.4.3)

落在第 j 个子区间内的子样测定值个数 nj(j = 1, 2, · · · , r) 称为频数, nj/n 称为相

对频数. 可以看到, 相对频数与第 1 章中讨论概率时引入的频率概念是相似的, 相

对频数是随机变量 X 的取值 Xi 取值满足式 (6.4.3) 这一事件的频率. 在直角坐标

系上横轴 x 表示子样测定值, 用纵坐标等于 nj , 横坐标从 xj−1 → xj(长度 ∆x) 的

平行于 x 轴的短横线代表第 j 个子区间内的子样测定值频数, 各短横线端点之间

用竖直线连接起来,就构成一维直方图. 脉冲幅度测定值的直方图如图 6.4(b)所示.

在一维直方图中, 每一子区间内短横线下的面积是 nj∆x, 所以折线下的总面

积为

S =
r∑

j=1

nj ·∆x = n ·∆x. (6.4.4)

将一维直方图的纵坐标值除以 S, 所得到的分布图称为子样频率分布. 它有如下性

质：

(1) 每个子区间内的面积大于等于 0.

(2) 子样测定值落在任一子区间内的频率等于该子区间的面积.

(3) 所有子区间的面积之和等于 1.

这些特性与第 2 章随机变量的概率密度 f(x) 的性质相类似, 可见子样频率分

布与随机变量概率密度是相似的. 可以想象, 若大大增加子样容量 n, 并将子区间

间隔 ∆x取得很小, 则子样频率分布依概率趋近于总体的概率密度曲线.由此可见,

子样测定值的一维直方图或频率分布较之一维散点图更能反映总体的性质.

当子样容量 n为一确定值,由 4.2节例 4.4的讨论可知,一维直方图中落入第 j

个子区间的子样测定值的频数 nj(j = 1, 2, · · · , r) 是一随机变量, 它服从多项分布.

如果子样容量 n 足够大, 则 nj 的标准差 (统计误差) 为 σ(nj) ≈ √
nj , 所以对子样
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测定值的另一种图形表示为带误差杆的数据点图,这是物理学家普遍采用的数据图

形表示方法. 对于前面脉冲幅度测定值的例子, 带误差杆的数据点图示于图 6.4(c).

它的构成方法是在横坐标为第 j 个子区间的中心值为 xj − ∆x

2
、纵坐标为 nj 的地

方画一圆点, 表示该区间频数 nj , 用通过该圆点的短竖线表示 nj 的统计误差, 圆

点上下的线段长度都等于
√

nj . 这种图的优点在于同时描述了子样的频数分布和

误差.

为了使一维直方图或带误差杆的数据点图能正确地反映总体的分布,选择适当

的子区间宽度 ∆x(等价于选择适当的子区间数目 r)是十分重要的. ∆x过大,无法

反映总体分布的细致结构; ∆x 过小, 落在每一子区间内的频数 nj 过小, 则相对统

计误差

σ(nj)/nj ≈ 1/
√

nj (6.4.5)

增大, 直方图的形状与总体分布的形状会产生较大的偏离. 一般要求所有子区间内

的频数 nj > 5(j = 1, 2, · · · , n). 这一要求的统计学上的含义见 9.5 节和 12.4.2 节的

讨论.

利用直方图数据, 可以求得子样平均值和子样方差的近似值, 定义直方图数据

平均值 x̂ 和方差 ŝ2 为

x̂ =
1
n

r∑

j=1

xj0 · nj , xj0 = xj − ∆x

2
, (6.4.6)

ŝ2 =
1

n− 1

r∑

j=1

nj(xj0 − x̂)2. (6.4.7)

与子样平均值 X̄ 和子样方差 S2 的式 (6.2.1), 式 (6.2.2) 对比, 差别在于用第 j 个

子区间内的中点值 xj0 代替了落在该区间内 nj 个实际上数值不等的子样测定值,

因此, x̂, ŝ2 只是 X̄, S2 的近似. ŝ2 可进一步化为更易于计算的形式

ŝ2 =
1

n− 1

r∑

j=1

nj(xj0 − x̂)2

=
1

n− 1





r∑

j=1

njx
2
j0 −

r∑

j=1

2njxj0x̂+
r∑

j=1

nj x̂
2





=
1

n− 1





r∑

j=1

njx
2
j0 − 2nx̂2 + nx̂2



 ,

所以

ŝ2 =
1

n− 1





r∑

j=1

njx
2
j0 − nx̂2



 . (6.4.8)
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对于直方图数据, 子样原点矩和子样中心矩 Λk,Mk(见式 (6.2.3) 和式 (6.2.4))

的近似计算式是

Λk ≈ 1
n

r∑

j=1

njx
k
j0, k = 1, 2, · · · , (6.4.9)

Mk ≈ 1
n

r∑

j=1

nj(xj0 − x̂)k, k = 1, 2, · · · . (6.4.10)

6.4.2 二维散点图和直方图

对于总体为二维随机变量 {X, Y } 的情形, 设测得容量 n 的子样测定值

(xi, yi), i = 1, 2, · · · , n.

最简单的图形表示方法是将直角坐标的 x 轴作为 X 测定值, y 轴作为 Y 测定值,

n 对测定值是该坐标系中的 n 个点, 这样的图称为二维散点图, 如图 6.5(a) 所示.

从二维散点图可以大致判断子样分布的某些性质,如子样平均值 X̄, Ȳ 的大致位置,

X 与 Y 的相关系数的符号等. 但从二维散点图很难得到总体分布的数字特征的具

体数值.

图 6.5 (a) 二维散点图; (b) 二维直方图

与一维直方图类似, 对于二维总体, 可以将 x, y 轴划分为等宽度 ∆x,∆y 的

nx, ny 个子间隔, 这样, x− y 平面被划分为 n = nx · ny 个矩形面积元, 落在每个面

积元内的频数 nij(i = 1, 2, · · · , nx; j = 1, 2, · · · , ny) 作为第三个坐标值, 这就构成了

二维直方图, 如图 6.5(b) 所示. 二维直方图也可以用平面图的方式表示, 即把频数

值 nij 标在对应的面积元内, 如图 6.6 所示. 图中还画出了二维直方图的一维投影,

这两个一维直方图表示子样的边沿频数分布, 反映变量 {X, Y } 关于 X 和 Y 的边
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沿概率密度 fX(x) 和 fY (y) 的分布特性. 显然, 二维直方图能比较完整地反映总体

{X, Y } 的分布特性.

图 6.6 二维直方图的平面表示及其一维投影

从二维直方图数据计算平均值 x̂, ŷ, 方差 ŝx, ŝy, 协方差 ŝxy, 相关系数 r̂, 其定

义如下：

x̂ =
1
n

nx∑

i=1


xi0




ny∑

j=1

nij





, (6.4.11)

ŷ =
1
n

ny∑

j=1

[
yj0

(
nx∑

i=1

nij

)]
, (6.4.12)

ŝ2
x =

1
n− 1





nx∑

i=1

ny∑

j=1

(xi0 − x̂)2 nij



 , (6.4.13)

ŝ2
y =

1
n− 1





nx∑

i=1

ny∑

j=1

(yj0 − ŷ)2 nij



 , (6.4.14)

ŝxy =
1

n− 1





nx∑

i=1

ny∑

j=1

(xi0 − x̂) (yj0 − ŷ) nij



 , (6.4.15)

r̂ =
ŝxy

ŝxŝy
, (6.4.16)

其中,

xi0 = xi − ∆x

2
, yj0 = yj − ∆y

2
.
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与二维随机变量 {X, Y } 的子样平均值 X̄, Ȳ , 子样方差 S2
X , S2

Y , 子样协方差 SXY

和子样相关系数 R 的表达式 (6.2.8)∼ 式 (6.2.12) 对比可知, 两者的差别在于将第

(i, j)面积元中 nij 对不同的 {xi, yj}值都用中心值 {xi0, yj0}代替.当 ∆x,∆y 足够

小, x̂, ŷ, ŝ2
x, ŝ2

y, ŝxy, r̂ 分别是子样的 X̄, Ȳ , S2
X , S2

Y , SXY , R 的近似值.

ŝ2
x, ŝ2

y, ŝxy 可写成较为易于计算的形式. 例如,

ŝ2
x =

1
n− 1





nx∑

i=1

ny∑

j=1

(xi0 − x̂)2 nij





=
1

n− 1

nx∑

i=1

ny∑

j=1

nij

(
x2

i0 + x̂2 − 2xi0x̂
)

=
1

n− 1





nx∑

i=1

x2
i0

ny∑

j=1

nij + nx̂2 − 2x̂

nx∑

i=1

xi0

ny∑

j=1

nij





=
1

n− 1





nx∑

i=1

x2
i0

ny∑

j=1

nij + nx̂2 − 2x̂ · nx̂



 ,

所以有

ŝ2
x =

1
n− 1





nx∑

i=1

x2
i0




ny∑

j=1

nij


− nx̂2



 ; (6.4.17)

类似地

ŝ2
y =

1
n− 1





ny∑

j=1

y2
j0

(
nx∑

i=1

nij

)
− nŷ2



 , (6.4.18)

而对 ŝxy 则有

ŝxy =
1

n− 1

nx∑

i=1

ny∑

j=1

(xi0 − x̂) (yj0 − ŷ) nij

=
1

n− 1

nx∑

i=1

ny∑

j=1

nij (xi0yj0 − x̂yj0 − ŷxi0 + x̂ŷ)

=
1

n− 1





nx∑

i=1

ny∑

j=1

nijxi0yj0 − x̂

nx∑

i=1

ny∑

j=1

nijyj0 − ŷ

nx∑

i=1

ny∑

j=1

nijxi0 + nx̂ŷ





=
1

n− 1





nx∑

i=1

ny∑

j=1

nijxi0yj0 − x̂nŷ − ŷnx̂ + nx̂ŷ



 ,
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所以

ŝxy =
1

n− 1





nx∑

i=1

ny∑

j=1

nijxi0yj0 − nx̂ŷ



 . (6.4.19)

将 ŝ2
x, ŝ2

y, ŝxy 的上述表达式代入式 (6.4.16), 得

r̂ =

nx∑

i=1

ny∑

j=1

nijxi0yj0 − nx̂ŷ





nx∑

i=1

x2
i0




ny∑

j=1

nij


− nx̂2





1/2 



ny∑

j=1

y2
j0




nx∑

j=1

nij


− nŷ2





1/2
. (6.4.20)

将二维直方图中每一面积元内的频数 nij 除以 s, 得

s = n ·∆x ·∆y,

所得到的分布称为二维总体的子样频率分布. 与 6.4.1 节对一维子样频率分布的讨

论相类似, 它近似地表征了二维总体的概率密度. 当子样容量 n 无限增大, ∆x,∆y

取得很小, 二维子样频率分布趋近于总体概率密度; 它的两个一维投影趋近于总体

两个分量 X, Y 的边沿概率密度 fX(x), fY (y); x̂, ŷ, ŝ2
x, ŝ2

y, r̂ 趋近于它们的对应量

X, Y , S2
X , S2

Y , R.

对于二维以上的总体, 虽然无法用这种图形来直观地表示测量数据, 但可以用

多维数组来表示测量数据. 总体各分量的平均值、方差, 各分量相互间的相关系数

的近似值的求法是类似的. 当子样容量 n 趋于无限大时, 它们趋近于总体的对应

量. 以后我们用直方图数据和直方图方法来称呼一维或多维随机变量子样测定值

的这种表达和处理方法.
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设总体分布的函数形式为已知, 但它与一个或几个未知参数有关, 比如总体服

从正态分布, 但其均值和方差是未知参数. 如果对总体进行有限次观测而得到子样

的一组观测值, 很自然会想到利用这组数据来确定这些未知参数的数值 (点估计),

或者确定包含参数真值的某个区间 (区间估计). 这样的问题称为参数估计, 它是统

计推断的基本问题之一.

本章讨论参数估计中的一般性问题, 如未知参数的最优点估计量应有的性质,

区间估计的一般概念和方法. 有关参数估计的不同方法 (极大似然法、最小二乘法、

矩法) 将在后面各章详加讨论.

7.1 估计量, 似然函数

设 ϑ 是某个随机变量总体 X 的未知参数 (对多个未知参数, 用参数向量 ϑ 表

示), 它的估计值用 ϑ̂ 表示, ϑ̂ 的所有可能值构成了参数空间. 实验测定的是子样

观测值, 因此, 要根据总体的子样来估计参数 ϑ 或 ϑ 的某个函数, 也就是要构造

子样的某个函数来估计 ϑ 或 ϑ 的函数. 显然用以估计 ϑ 的子样函数应只与子样

X1, X2, · · · , Xn 有关而不能直接包含参数 ϑ. 根据 6.2 节的讨论可知, 这样的函数

就是子样的统计量. 当用子样的某个统计量

T = T (X1, X2, · · · , Xn)

估计参数 ϑ(或 ϑ 的函数), 称 T 是 ϑ(或 ϑ 的函数) 的估计量, 对应于子样的一组

观测值, 估计量的值 T (x1, x2, . . . , xn) 称为 ϑ(或 ϑ 的函数) 的估计值. 有时, 估计

量和估计值这两个名词不强调它们的区别而通称估计. 因此, 点估计就是寻找未知

参数 ϑ的适当估计量 T (X1, X2, · · · , Xn)的问题.一组实际的观测值 x1, x2, · · · , xn

是相互独立的、与总体同分布的随机子样 X1, X2, · · · , Xn 的一个实现,或者说一组

现实值. 作多次重复观测, 得到子样 X1, X2, · · · , Xn 的不同观测值, 于是从未知参

数 ϑ 的同一个估计量 T (X1, X2, · · · , Xn) 产生不同的估计值 ϑ̂, 换言之, 将产生估

计值 ϑ̂ 的一个分布. 估计值 ϑ̂ 的分布反映了估计量的性质, 可以由 ϑ̂ 的分布来判

断估计量 T (X1, X2, · · · , Xn) 的优劣.

显然, 未知参数 ϑ 的一个好的估计量, 当进行多次重复的观测, 用不同的子样

观测值代入时所求得不同的估计值 ϑ̂, 应当与参数的真值没有系统的偏差, 并且估
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计值 ϑ̂ 与真值的差异应当随着观测次数的增多而改善. 通常对于同一个未知参数,

存在着满足上述要求的多个估计量. 在这种情形下, 哪一个估计量的估计值分布的

方差较小, 就认为它对参数的真值接近程度更好, 比其他估计量更为优良.

下面几节讨论一个最优估计量应有的性质：相合性、无偏性、最小方差、有效

性和充分性. 但同时具有这些性质的参数估计量往往很难求得,有时则根本不存在;

因此, 必须依照实际问题的需要来决定, 其中哪些要求可以放松以至舍弃, 以求得

问题的合理解.

在进一步讨论之前, 首先引入参数估计中的一个重要概念：似然函数.

设某个连续或离散总体 X 的概率密度用 f(x, ϑ) 表示 (对离散型总体, f(x, ϑ)

表示概率 P (X = x;ϑ)), 其中 ϑ 是待估计的未知参数 (或未知参数向量, 下同). 对

于一个特定的 ϑ 值, 容量 n 的子样 X1, X2, · · · , Xn 的联合概率密度为

L = L(X1, X2, · · · , Xn|ϑ) =
n∏

i=1

f(Xi|ϑ) ≡ L(X|ϑ). (7.1.1)

它是未知参数 ϑ 的函数, 称为似然函数. 考虑到观测值 x1, x2, · · · , xn 是随机子样

X1, X2, · · · , Xn 的一组现实值, 对于随机子样的不同实现, X1, X2, · · · , Xn 可取不

同的数值, 因此, 记

L = L(x1, x2, · · · , xn|ϑ) = L(x|ϑ), (7.1.2)

称为似然函数值. 似然函数值是似然函数的一个实现. 在以后的讨论中, 一般对这

两者不加区别.

式 (7.1.1) 所定义的似然函数, 一般适用于子样容量 n 为常数的情形. 在某些

情形下, n 为一泊松变量. 例如 4.3 节中提到, 实验测量一定时间间隔 ∆t 内核衰变

的计数, 设 n0 为 t = 0 时刻的不稳定核的个数, 当 ∆t ¿ τ(τ 是不稳定核的平均寿

命), n0 个核在 ∆t 内衰变次数为 n 的概率分布近似地服从泊松分布. 也就是说, n

为一泊松变量. 类似地, 在 e+e− 对撞实验中, 若质心能量 Ecm 处产生某种反应末

态 f 的截面为 σf (Ecm), 积分亮度为 Lint 情形下, 那么质心能量 Ecm 处产生反应

末态 f 的事例数 n 为一均值 ν = Lintσf (Ecm) 的泊松变量. 这种情形在粒子物理

和核物理实验中具有典型性. 当子样容量 n 为均值 ν 的泊松变量时, 观测到 n 个

事例且其值为 X1, · · · , Xn 的联合概率密度 (即似然函数) 为

L (X|ν, ϑ) =
νn

n!
e−ν

n∏

i=1

f (Xi|ϑ) =
e−ν

n!

n∏

i=1

νf (Xi|ϑ) (7.1.3)

称为广义似然函数(extended or generalized likelihood function). 一般情形下, 仅当

ν 已知或能够精确计算时使用广义似然函数才是有帮助的.
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7.2 估计量的相合性

未知参数估计量的一个应有性质是, 当观测次数增大时, 它的估计值收敛到参

数的真值. 用概率的语言来表达即是, 设 T (X1, X2, · · · , Xn) 是参数 ϑ 的估计量,

若 T 依概率收敛于 ϑ, 则称 T 是参数 ϑ 的相合估计量. 这表示, 对于一组观测值

x1, x2, · · · , xn, 由估计量 T 求得 ϑ 的估计值

ϑ̂n = T (x1, x2, · · · , xn),

对于任意给定正数ε, η, 总存在某个正整数 N , 当 n > N 时, 有

P
(∣∣∣ϑ̂n − ϑ

∣∣∣ > ε
)

< η. (7.2.1)

其含义是, 给定一个任意小量 ε, 总可以找到一个正整数 N , 当子样容量 n > N 时,

估计值 ϑ̂n 与参数真值的差别大于 ε 的概率可以任意小地接近于零.

作为例子, 我们来证明, 总体的子样平均值是总体数学期望的相合估计量. 在

6.2节中已经证明,子样平均值的数学期望与总体数学期望相同,方差为 σ2/n, σ2是

总体方差, n是子样容量,对子样平均值
1
n

n∑

i=1

Xi应用切比雪夫不等式 (式 (2.4.26)),

则有

P

{∣∣∣∣∣
1
n

n∑

i=1

Xi − µ

∣∣∣∣∣ > ε

}
6 σ2/nε2,

与式 (7.2.1) 对比, 取子样平均为 µ 的估计量, 并取

n > σ2/ηε2,

则定理得证.

相合性是当子样容量 n → ∞ 时逐渐逼近的性质, 即使估计量具有相合性, 当

n 增大时, 估计值 ϑ̂n 与参数真值的差别总的趋势是减小, 但并非单调减小, 大体如

图 7.1 所示.

图 7.1 估计量 ϑ̂n 的相合性
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7.3 估计量的无偏性

估计量的相合性是子样容量 n趋于无穷时的极限性质,但 n为有限值时,估计

量的特性没有给出任何信息.例如,我们已经见到子样平均值 X̄ =
1
n

n∑

i=1

Xi 是总体

数学期望 µ 的相合估计量. 但我们也可以构作估计量 X̄ ′,

X̄ ′ =
1

n− a

n∑

i=1

Xi, a =常数,

X̄ ′ 也是 µ 的相合估计量, 即有 lim
n→∞

X̄ ′ = µ. 但是我们宁愿选择 X̄ 作为 µ 的估计

量, 原因在于必须考虑估计量的无偏性.

无偏性是估计量在子样容量 n 为有限值时的性质. 由于估计量是随机变量,

对于子样的不同实现 (多次观测) 得到不同的估计值. 我们希望估计值在未知参

数的真值附近徘徊, 即希望估计量的数学期望等于未知参数真值, 这就是无偏性

的概念. 用概率的语言来讲, 对于有限的子样容量 n, 未知参数 ϑ 的估计量为

T (X1, X2, · · · , Xn), 若估计量 T 的数学期望等于参数 ϑ 的真值

E(T ) = ϑ, (7.3.1)

则称 T 为参数 ϑ 的无偏估计量. 如果

E(T ) = ϑ + b(ϑ), b 6= 0, (7.3.2)

则 T 为参数 ϑ 的有偏估计量, T 对于参数真值 ϑ 的偏差为 b(ϑ). 参数 ϑ 的任何合

理的估计量 T , 偏差 b(ϑ) 应当比 ϑ 小得多, 或者

b(ϑ) ∼ 1/nk, k > 1.

这样, 当子样容量很大时, 偏差趋近于 0.

如果下式成立：

lim
n→∞

E(T ) = ϑ, (7.3.3)

则称 T 为 ϑ 的渐近无偏估计量. 如果相合估计量的渐近分布具有有限的均值, 则

该估计量是渐近无偏的.

应当指出,如果统计量 T 是参数 ϑ的一个无偏估计,且 f(ϑ)是 ϑ的任一函数,

我们不能推得 f(T ) 是 f(ϑ) 的无偏估计的结论.
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容易看到, 子样平均 X̄ =
1
n

n∑

i=1

Xi 是总体数学期望 µ 的无偏估计量, 而 X̄ ′ =

1
n− a

n∑

i=1

Xi 则是 µ 的有偏估计量, 但它是渐近无偏的.

相合性和无偏性是估计量的两个相互独立的性质, 互相并不关联. 一般认为相

合性比无偏性更为重要,因为只要有偏估计量的偏差可以求得,则可对它进行修正.

例 7.1 总体均值已知时, 其方差的无偏估计量

设总体均值和方差记为 µ 和 σ2, µ 为已知而 σ2 为待估计参数. 试求 σ2 的无

偏估计量. 因为

E

{
1
n

n∑

i=1

(Xi − µ)2
}

= E

{
1
n

n∑

i=1

X2
i −

2µ

n

n∑

i=1

Xi +
1
n

n∑

i=1

µ2

}

= E

(
1
n

n∑

i=1

X2
i

)
− 2µ2 + µ2

=
1
n

E

(
n∑

i=1

X2
i

)
− µ2,

注意各 Xi 相互独立, 且与总体 X 有相同的分布, 故有

E

{
1
n

n∑

i=1

(Xi − µ)2
}

= E
(
X2

)− µ2 = σ2(X),

即总体方差 σ2 的无偏估计量是
1
n

n∑

i=1

(Xi − µ)2.

例 7.2 总体均值未知时, 其方差的无偏估计量

我们在 6.2 节中已经证明, 总体的子样方差 S2 的数学期望等于总体方差 (式

(6.2.16))

E(S2) = σ2(X).

因此, 子样方差是总体方差的无偏估计. 可见 S2 定义中的因子 1/(n−1) 保证了它

的无偏性. 直觉上可能会取因子 1/n, 即以子样的二阶中心矩作为 σ2 的估计量

S2′ =
1
n

n∑

i=1

(
Xi − X̄

)2
,

但

E(S2′) = E

(
n− 1

n
S2

)
=

(
1− 1

n

)
σ2 6= σ2,

可见, S2′ 是 σ2 的有偏估计量, 其偏差是

b(σ2) = − 1
n

σ2,
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但它是 σ2 的渐近无偏估计量.

例 7.3 三阶中心矩的无偏估计量

通过本例可以表明, 如何从直觉的猜测来构造无偏估计量的正确形式.

为了构造三阶中心矩的估计量, 按照例 7.1 的思路, 我们考虑 (Xi − X̄)3 的

求和

n∑

i=1

(
Xi − X̄

)3 =
n∑

i=1

[
(Xi − µ)− (

X̄ − µ
)]3

=
n∑

i=1

(Xi − µ)3 − 3
n∑

i=1

(Xi − µ)2
(
X̄ − µ

)

+ 3
n∑

i=1

(Xi − µ)
(
X̄ − µ

)2 −
n∑

i=1

(
X̄ − µ

)3
.

考虑到三阶中心矩的定义 µ3 = E[(X − µ)3], 并注意不同的 Xi 之间的相互独立性,

上式右边的四项的期望值可分别写成

E

[
n∑

i=1

(Xi − µ)3
]

=
n∑

i=1

E
[
(Xi − µ)3

]
= nµ3,

E

[
−3

n∑

i=1

(Xi − µ)2
(
X̄ − µ

)
]

=− 3E




(
n∑

i=1

(Xi − µ)2
)

 1
n

n∑

j=1

(Xj − µ)





 = −3µ3,

E

[
3

n∑

i=1

(Xi − µ)
(
X̄ − µ

)2

]

=3E




(
n∑

i=1

(Xi − µ)

)
 1

n

n∑

j=1

(Xj − µ)




(
1
n

n∑

k=1

(Xk − µ)

)


=
3
n

µ3,

E

[
−

n∑

i=1

(
X̄ − µ

)3

]

=− E





n∑

i=1


 1

n

n∑

j=1

(Xj − µ)




[
1
n

n∑

k=1

(Xk − µ)

]
·
[

1
n

n∑

l=1

(Xl − µ)

]}
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=− 1
n

µ3.

因此有

E

[
n∑

i=1

(
Xi − X̄

)3

]
= µ3

(
n− 3 +

3
n
− 1

n

)

=
(n− 1)(n− 2)

n
µ3.

故 µ3 的无偏估计量为

T =
n

(n− 1)(n− 2)

n∑

i=1

(
Xi − X̄

)3
.

7.4 估计量的有效性和最小方差

相合性和无偏性的要求并不能唯一地确定如何去选择一个好的估计量. 例

如, 对于正态总体而言, 子样平均和子样中位数都是数学期望 µ 的相合、无偏估

计量. 所谓子样中位数X̃, 定义为容量为 n 的子样 X1, X2, · · · , Xn 的函数, 如

X
(n)
1 , X

(n)
2 , · · · , X

(n)
n 为子样的顺序统计量 (6.2 节), 则有

X̃ = X
(n)
k+1, n = 2k + 1,

X̃ = X
(n)
k 和 X

(n)
k+1, n = 2k. (7.4.1)

但在这两个相合、无偏估计量中, 可以证明, 子样平均的方差比子样中位数的方差

要小, 即利用子样平均计算得到的 µ 的估计值比 µ 真值的离散程度小. 因此, 对于

不同的无偏估计量而言, 方差的大小可以作为它们的有效性的尺度.

一般地说, 设 T1, T2 是参数 ϑ 的两个无偏估计量, 若

V (T1) < V (T2), (7.4.2)

则称 T1 较 T2 为有效.

当总体满足正规条件, 参数的估计量的方差存在一个最小的下界, 称为方差下

界. 所谓正规条件是指：

(1)对于未知参数 ϑ的所有可能值,总体的概率密度函数对于 ϑ的一阶和二阶

导数存在, 也即总体子样 X1, X2, · · · , Xn 的联合概率密度 (似然函数)L (X|ϑ)对于

ϑ 的一阶、二阶导数存在.

(2)总体 X 的值域与参数无关,亦即子样 X1, X2, · · · , Xn 的取值域 (子样空间)

与参数 ϑ 无关. 这样, 似然函数对于 ϑ 的求导与对 X1, X2, · · · , Xn 的求积次序可
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以交换, 即有

∂

∂ϑ

∫ ∞

−∞
· · ·

∫ ∞

−∞

n∏

i=1

f(xi;ϑ)dx1 · · ·dxn

=
∫ ∞

−∞
· · ·

∫ ∞

−∞

∂

∂ϑ

[
n∏

i=1

f(xi;ϑ)

]
dx1 · · ·dxn. (7.4.3)

我们来证明方差下界的存在及其表示式. 令 T 是参数 ϑ 的某个函数 τ(ϑ) 的

有偏估计量, 其偏差为 b(ϑ)(式 (7.3.2)), 故有

E(T ) =
∫
· · ·

∫
T (X1, · · · , Xn)L(X1, · · · , Xn|ϑ)dX1 · · ·dXn

= τ(ϑ) + b(ϑ).

将上式两边对参数 ϑ 求导, 并注意X的取值区间与 ϑ 无关, 有
∫
· · ·

∫
T

∂L

∂ϑ
dX =

∫
· · ·

∫
T

∂ lnL

∂ϑ
· LdX

=
∂τ

∂ϑ
+

∂b

∂ϑ
, (7.4.4)

因为 L 是 n 次观测的联合概率密度, 由概率密度的归一性, 应有
∫
· · ·

∫
LdX = 1,

将上式两边对 ϑ 求导, 得
∫
· · ·

∫
∂L

∂ϑ
dX =

∫
· · ·

∫
∂ lnL

∂ϑ
LdX = 0. (7.4.5)

从式 (7.4.4) 减去式 (7.4.5) 与 τ(ϑ) 的乘积, 有
∫
· · ·

∫
[T − τ(ϑ)]

∂ lnL

∂ϑ
LdX =

∂τ

∂ϑ
+

∂b

∂ϑ
,

利用施瓦茨不等式 (式 (3.3.17))

V (X) · V (Y ) > [cov (X, Y )]2 .

将上式中的 T − τ(ϑ) 看作随机变量 X,
∂ lnL

∂ϑ
看作随机变量 Y , 可得

∫
· · ·

∫
[T − (τ(ϑ) + b(ϑ))]2 LdX ·

∫
· · ·

∫ (
∂ lnL

∂ϑ

)2

LdX >
(

∂τ

∂ϑ
+

∂b

∂ϑ

)2

.
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上式左边第一项乘子是估计量 T 的方差,第二项乘子是
(

∂ lnL

∂ϑ

)2

的期望值,于是

有

V (T ) >

(
∂τ

∂ϑ
+

∂b

∂ϑ

)2

E

[(
∂ lnL

∂ϑ

)2
] . (7.4.6)

这个关于估计量方差的不等式称为克拉美–罗 (Cramer-Rao) 不等式.

将式 (7.4.5) 对 ϑ 求导, 并注意正规条件, 有

0 =
∂

∂ϑ

∫
· · ·

∫
∂ lnL

∂ϑ
LdX =

∫
· · ·

∫
∂

∂ϑ

(
∂ lnL

∂ϑ
· L

)
dX

=
∫
· · ·

∫ [
∂2 lnL

∂ϑ2
· L +

∂L

∂ϑ

∂ lnL

∂ϑ

]
dX

=
∫
· · ·

∫ [
∂2 lnL

∂ϑ2
+

(
∂ lnL

∂ϑ

)2
]

LdX

= E

(
∂2 lnL

∂ϑ2

)
+ E

[(
∂ lnL

∂ϑ

)2
]

,

所以在满足正规条件时, 有等式

E

[
−∂2 lnL

∂ϑ2

]
= E

[(
∂ lnL

∂ϑ

)2
]

, (7.4.7)

于是克拉美–罗不等式可写成较易于计算的形式

V (T ) >

(
∂τ

∂ϑ
+

∂b

∂ϑ

)2

E

[
−∂2 lnL

∂ϑ2

] . (7.4.8)

显然, 当式 (7.4.6) 或式 (7.4.8) 取等号时, 估计量 T 的方差达到极小, 称为最小方

差界或方差下界,用符号 MVB表示. 达到方差下界的估计量称为最小方差估计量,

或有效估计量.

未知参数 ϑ 的函数 τ(ϑ) 的估计量 T 达到方差下界的充要条件是似然函数 L

满足以下条件：
∂ lnL

∂ϑ
= A(ϑ) [T − τ(ϑ)− b(ϑ)] , (7.4.9)

其中 A(ϑ) 是参数 ϑ 的任意函数. 这时, 有

∂2 lnL

∂ϑ2
=

∂A(ϑ)
∂ϑ

[T − τ(ϑ)− b(ϑ)]−A(ϑ)
[
∂τ(ϑ)
∂ϑ

+
∂b(ϑ)
∂ϑ

]
.
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对上式的两边求期望值, 考虑到

E(T ) = τ(ϑ) + b(ϑ)

(见式 (7.3.2)), 所以右边第一项的期望值为 0, 故

E

(
−∂2 lnL

∂ϑ2

)
= E

[
A(ϑ) ·

(
∂τ

∂ϑ
+

∂b

∂ϑ

)]

= A(ϑ)
(

∂τ

∂ϑ
+

∂b

∂ϑ

)
.

将该结果代入式 (7.4.8) 得到最小方差界的一个简单公式

MVB ≡ min[V (T )] =

∂τ

∂ϑ
+

∂b

∂ϑ
A(ϑ)

. (7.4.10)

仅当似然函数满足式 (7.4.9) 时才存在有效估计量, 否则估计量的方差将大于

最小方差界. 在这种情形下, 将估计量的 MVB 与实际方差之比定义为估计量的有

效率e(T ),

e(T ) =
MVB
V (T )

6 1. (7.4.11)

显然, 当 e(T )=1 时, V (T ) 达到方差下界. 如果当子样容量 n 趋于无穷时, 有

lim
n→∞

e(T ) = 1, (7.4.12)

则称 T 为渐近有效估计量.

应当强调指出, 仅当总体满足正规条件时才存在估计量的方差下界. 如果不满

足正规条件, 估计量的最小可达到的方差既可能大于, 也可能小于最小方差界.

当统计量 T 是参数 ϑ 本身的估计量时, 有
∂τ

∂ϑ
= 1, 于是一系列的公式得以简

化. 克拉美–罗不等式 (7.4.6), 式 (7.4.8) 变成

V (T ) >

(
1 +

∂b

∂ϑ

)2

E

[(
∂ lnL

∂ϑ

)2
] (7.4.13)

或

V (T ) >

(
1 +

∂b

∂ϑ

)2

E

[
−∂2 lnL

∂ϑ2

] . (7.4.14)
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存在有效估计量 (即存在方差下界) 的充要条件式 (7.4.9) 变成

∂ lnL

∂ϑ
= A(ϑ)[T − ϑ− b(ϑ)]. (7.4.15)

最小方差界式 (7.4.10) 简化为

MVB =
1 +

∂b

∂ϑ
A(ϑ)

. (7.4.16)

因此, 若总体满足正规条件, 并且能写出似然函数对未知参数 ϑ 导数 ∂ lnL/∂ϑ 的

显著表达式, 与式 (7.4.9) 或式 (7.4.15) 对比, 便可知道参数 ϑ 或它的函数 τ(ϑ) 是

否存在有效估计量, 如果存在的话, 可从式 (7.4.10) 或式 (7.4.16) 求出该估计量的

方差 (方差下界).

例 7.4 二项分布总体参数的有效无偏估计量

设总体服从参数 m, p 的二项分布, p 为未知, 现在要求从容量 n 的子样 X =

{X1, X2, · · ·Xn} 来估计未知参数 p.

二项分布的概率分布 (取值 x 的概率) 为

f(x, p) =

(
m

x

)
px(1− p)m−x, x = 0, 1, · · · ,m.

它满足正规条件, 即 f(x, p) 对 p 的一阶、二阶导数存在, 且 X 的值域与参数 p 无

关. 这时似然函数为

L (X1, X2, · · · , Xn|p) =
n∏

i=1

(
m

Xi

)
pXi(1− p)m−Xi .

对似然函数取对数并求导

∂ lnL

∂p
=

∂

∂p

n∑

i=1

ln

{(
m

Xi

)
pXi(1− p)m−Xi

}

=
n∑

i=1

{
pXi(1− p)m−Xi

}−1

× {
Xip

Xi−1(1− p)m−Xi − pXi(m−Xi)(1− p)m−Xi−1
}

=
n∑

i=1

(
Xi

p
− m−Xi

1− p

)
=

1
p(1− p)

(
n∑

i=1

Xi − nmp

)

=
nm

p(1− p)

(
X̄

m
− p

)
,
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其中 X̄ 是子样平均值. 与式 (7.4.15) 对比, 立即可知, T = X̄/m 是参数 p 的有效

无偏估计量, 而且 A(p) = mn/p(1 − p), 代入式 (7.4.16), 求出该估计量的方差 (方

差下界)

V (T ) =
1

A(p)
=

p(1− p)
nm

. (7.4.17)

例 7.5 泊松总体均值的有效无偏估计量

设总体服从泊松分布, 但它的均值为待估计的未知参数 ϑ. 总体的概率分布

(取值 x 的概率) 为

f(x;ϑ) =
1
x!

ϑxe−ϑ, x = 1, 2, · · · .

容易看出, 该概率分布 f(x;ϑ) 满足正规条件. 对于容量 n 的子样 X1, X2, · · · ,

Xn, 其似然函数是

L (X1, X2, · · · , Xn|ϑ) =
n∏

i=1

1
Xi!

ϑXie−ϑ.

对似然函数取对数并求导

∂ lnL

∂ϑ
=

∂

∂ϑ

n∑

i=1

ln
(

1
Xi!

ϑXie−ϑ

)
=

n∑

i=1

(
Xi

ϑ
− 1

)
,

由于子样平均 X̄ =
1
n

n∑

i=1

Xi, 上式可改写成

∂ lnL

∂ϑ
=

n

ϑ

(
X̄ − ϑ

)
.

与式 (7.4.15) 对比, 立即知道, X̄ 是参数 ϑ 的有效无偏估计量, 且 A(ϑ) = n/ϑ, 由

式 (7.4.16) 求得估计量 T = X̄ 的方差 (方差下界)

V (T ) = MVB = ϑ/n. (7.4.18)

例 7.6 正态总体均值的估计量

设正态总体 N(µ, σ2) 中均值 µ 为未知参数, σ2 为已知, 试求 µ 的估计量.

正态概率密度

f(x;µ) =
1√
2πσ

exp
−(x− µ)2

2σ2
, −∞ < x < ∞,

x 的值域与参数 µ 无关, 且 f(x;µ) 对未知参数 µ 的一阶、二阶导数存在, 故符合

正规条件, 存在方差下界.
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对于容量 n 的子样 X1, X2, · · · , Xn 似然函数为

L (X1, X2, · · · , Xn|µ) =
n∏

i=1

1√
2πσ

exp

[
− (Xi − µ)2

2σ2

]
,

与上面例子的步骤相似, 有

∂

∂µ
lnL =

∂

∂µ
ln

{
n∏

i=1

1√
2πσ

exp

[
− (Xi − µ)2

2σ2

]}

=
n

σ2

(
X̄ − µ

)
.

于是 X̄ 是总体均值 µ 的有效无偏估计量, 估计量的方差等于方差下界

V
(
X̄

)
= MVB =

σ2

n
=

V (X)
n

. (7.4.19)

这一结果与式 (6.3.2) 一致.

本节开头提到, 子样中位数是 µ 的相合无偏估计量. 可以证明[30], 当子样容量

很大时, 子样中位数 X̃ 近似地服从正态分布

X̃ ∼ N
(
µ,πσ2/2n

)
.

因此, 利用 X̃ 作为 µ 的估计量时, 其方差为

V
(
X̃

)
= πσ2/2n,

依估计量有效率的定义式 (7.4.11), X̃ 的有效率

e
(
X̃

)
=

σ2/n

πσ2/2n
=

2
π
≈ 0.64.

而且易见, X̃ 作为 µ 的估计量不是渐近有效的, 因此, X 不是 µ 的好估计量. 但子

样中位数的求得不需要进行什么计算, 所以使用比较方便.

例 7.7 正态总体方差和标准差的估计量

设总体服从均值为 0, 方差为 σ2 的正态分布, σ2 为未知待估计参数. 按照与

上述各例相同的步骤可得

∂

∂σ2
lnL =

∂

∂σ2
ln

[
n∏

i=1

1√
2πσ2

exp
(−X2

i

2σ2

)]

=
n

2σ4

(
1
n

n∑

i=1

X2
i − σ2

)
,
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与式 (7.4.15) 对比, 统计量

T =
1
n

n∑

i=1

X2
i

是 σ2 的有效无偏估计量, 方差达到方差下界

V (T ) = MVB = 2σ4/n.

若以 σ 作为待估计参数, 则有

∂

∂σ
lnL =

n

σ3

(
1
n

n∑

i=1

X2
i − σ2

)
.

该式与式 (7.4.15) 的形式不同, 因而正态总体 N(0, σ2) 不存在标准差 σ 的有效估

计量; 但上式可与式 (7.4.9) 对比, 其中 σ2 是未知参数 σ 的函数 τ(σ), 它的有效无

偏估计量是 T =
1
n

n∑

i=1

X2
i , 并可由式 (7.4.10) 求出 T 的方差 (方差下界)

V (T ) =
∂σ2

∂σ

/
n

σ3
=

2σ4

n
, (7.4.20)

与前面的结果完全相同.

上述讨论完全适用于总体为 N(µ, σ2)的情形,只要将上述结果中的 Xi 用 Xi−
µ(µ 已知) 代替即可

T =
1
n

n∑

i=1

(Xi − µ)2,

估计量 T 的方差仍为式 (7.4.20) 所表示.

在例 7.2 中已经证明, 子样方差 S2 是正态总体方差 σ2 的无偏估计, 我们来证

明它又是渐近有效估计. 因为在 6.3.2 节中已证明 Y ≡ n− 1
σ2

S2 服从自由度 n − 1

的 χ2 分布, 故随机变量 Y 的方差为 2(n−1), 于是

V (S2) =
(

σ2

n− 1

)2

V (Y ) =
σ4

(n− 1)2
· 2(n− 1) =

2σ4

n− 1
.

估计量 S2 的有效率据定义 (式 (7.4.11)), 有

e(S2) =
MVB
V (S2)

=
2σ4/n

2σ4/(n− 1)
=

n− 1
n

= 1− 1
n

,

lim
n→∞

e(S2) = 1− 1
n

= 1.

证毕.
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7.5 估计量的充分性, 信息

7.5.1 充分统计量

由前面各节的讨论可以看到, 为了估计总体的未知参数 ϑ, 总要利用容量 n 的

随机子样 X1, X2, · · · , Xn 来构造一个统计量 T 作为参数 ϑ 的估计量. 例如, 子样

平均 X̄ =
1
n

n∑

i=1

Xi 可作为总体数学期望 E(X) 的估计量, 这样做的后果是对子样

的 n 个值 X1, X2, · · · , Xn 进行了精简和压缩. 问题在于这种精简和压缩是否合理,

即估计量 X̄ 是否包含了子样 X1, X2, · · · , Xn 关于待估计参数 E(X) 的全部信息.

一般地说, 如果统计量 T (X1, X2, · · · , Xn) 利用了子样 X1, X2, · · · , Xn 关于参数 ϑ

的全部信息, 则称 T 是参数 ϑ 的充分统计量.

无疑, 这样的叙述不具有数学上的严格性, 而且实际上无法确定某个统计量是

不是参数的充分统计量. 为此, 我们引入下述定义.

设总体 X 的概率密度为 f(x;ϑ), ϑ 为未知参数, X1, X2, · · · , Xn 为总体容量 n

的子样, 给定统计量 T (X1, X2, · · · , Xn), 若子样 (X1, X2, · · · , Xn) 的条件概率密度

f(X1, X2, · · · , Xn|T )

与参数 ϑ无关,则称 T 为 ϑ的充分统计量. 当利用 ϑ的充分统计量 T (X1, X2, · · · ,

Xn) 对参数 ϑ 作估计, T 称为 ϑ 的充分估计量. 对于离散型总体, 只需用概率分布

和条件概率分布 P (x;ϑ), P (X1, X2, · · · , Xn|T ), 定义同样适用.

充分统计量的含义可以这样解释：子样中包含未知参数 ϑ的信息,是因为子样

的联合分布与 ϑ 有关. 如果在给定统计量 T 的条件下, 子样的条件分布与 ϑ 无关,

就意味着子样中除了 T 包含的信息之外的剩余信息不再含有参数 ϑ的信息,因此,

对于 ϑ 的统计推断只需要利用统计量 T 就可以了. 这就是 “充分统计量” 概念中

“充分” 这一词的含义.

如果 T 是参数 ϑ 的充分统计量, 则 T 的任意单值可逆函数也是 ϑ 的充分统

计量. 因此, 充分统计量不是唯一的. 为了在这些充分统计量之间决定哪一个比较

优良, 必须检验它们的相合性、无偏性和有效性.

在实际进行参数估计时, 需要解决的问题是, 怎样从似然函数或总体分布的形

式来判断是否存在充分统计量; 如果存在, 它的表达式如何求得.

费希尔–奈曼 (Fisher-Neyman) 准则告诉我们,记总体的未知参数为 ϑ,概率

密度 f(x;ϑ), X1, X2, · · · , Xn 为其容量 n的子样,则统计量 T (X1, X2, · · · , Xn)为参

数 ϑ 充分统计量的充要条件是, 子样的联合概率密度 (似然函数) 可表为下述因子
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化形式[35]:

L(X1, X2, · · · , Xn|ϑ) =
n∏

i=1

f(Xi;ϑ)

= G(T |ϑ)H(X1, X2, · · · , Xn), (7.5.1)

其中, H(X1, X2, · · · , Xn)是子样的非负函数且与参数 ϑ无关, G(T |ϑ)是非负函数,

与 ϑ 有关且仅通过统计量 T (X1, X2, · · · , Xn) 与子样发生联系, 特别是, G(T |ϑ) 是

给定 ϑ 时统计量 T 的条件概率密度函数.

如果从总体分布来考虑问题, 可以证明[35], 当总体概率密度 f(x;ϑ) 具有指数

族形式, 即

f(x;ϑ) = exp [α(x)a(ϑ) + β(x) + c(ϑ)] (7.5.2)

才存在充分统计量. 该准则称为达莫斯 (Darmois) 原理.

对于满足指数族形式的总体概率密度, 式 (7.5.1) 的因子化条件意味着参数的

一个充分统计量 T (X1, X2, · · · , Xn) 必定具有下述形式：

T (X1, X2, · · · , Xn) =
n∑

i=1

α(Xi). (7.5.3)

因为当 f(x;ϑ) 为指数族类型, 似然函数为

L(X1, X2, · · · , Xn|ϑ)

= exp

[
n∑

i=1

α(Xi)a(ϑ) +
n∑

i=1

β(Xi) + nc(ϑ)

]

=exp [nc(ϑ)] · exp

[
n∑

i=1

α(Xi)a(ϑ)

]
· exp

[
n∑

i=1

β(Xi)

]
, (7.5.4)

与式 (7.5.1) 对比, 知

G(T |ϑ) = exp [nc(ϑ)] · exp

[
n∑

i=1

α(Xi)a(ϑ)

]
.

因 G(T |ϑ) 仅通过统计量 T 与子样 X1, X2, · · · , Xn 发生联系, 所以必定有

T =
n∑

i=1

α(Xi).

证毕.
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下面我们来证明, 参数 ϑ 的有效估计量总是 ϑ 的充分估计量. 对式 (7.5.1) 两

边取对数, 并对 ϑ 求导, 得
∂ lnL

∂ϑ
=

∂ lnG

∂ϑ
.

可以看到, 有效性条件 (式 (7.4.9)) 相当于同时满足充分性条件 (式 (7.5.1)) 和条件

∂ lnG

∂ϑ
= A(ϑ) [T − τ(ϑ)− b(ϑ)] . (7.5.5)

所以有效估计量总是充分估计量.

当总体满足正规条件,必定存在有效估计量. 若总体概率密度具有式 (7.5.2)的

指数族形式, 则存在参数 ϑ 的充分统计量, 但这些充分统计量中只有一个满足式

(7.5.5), 即只存在参数 ϑ 的某个函数 τ(ϑ) 的一个有效估计量. 函数 τ(ϑ) 的形式为

τ(ϑ) = −

(
dc

dϑ

)

(
da

dϑ

) , (7.5.6)

它的充分、有效、无偏估计量是

T =
1
n

n∑

i=1

α(Xi), (7.5.7)

估计量的方差

V (T ) =

(
∂τ

∂ϑ

)

n

(
da

dϑ

) . (7.5.8)

这就提供了从总体概率密度构造未知参数 ϑ 的某个函数的最优估计量的途径. 下

面我们来证明这一点. 当总体概率密度具有指数族形式, 子样 X1, X2, · · · , Xn 的似

然函数如式 (7.5.4) 所表示. 等式两边取对数, 并对 ϑ 求导,

∂ lnL

∂ϑ
= n

dc

dϑ
+

n∑

i=1

α(Xi)
da

dϑ

= n
da

dϑ




1
n

n∑

i=1

α(Xi) +

(
dc

dϑ

)

(
da

dϑ

)




≡ n
da

dϑ

[
1
n

n∑

i=1

α(Xi)− τ(ϑ)

]
.
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与式 (7.4.9), 式 (7.4.10) 对照, 即得 τ(ϑ), T (τ) 和 V (T ) 的以上表达式. 证毕.

以上所讨论的仅适用于总体只含一个待估计参数的情形,但容易推广到更普遍

的场合：总体分布含有 k 个未知参数 ϑ1, ϑ2, · · · , ϑk. 如果似然函数可表为下述因

子化形式：

L (X|ϑ) = G (T |ϑ) H (X) , (7.5.9)

其中, X = {X1, X2, · · · , Xn} ,

T = T (X) = {T1 (X) , T2 (X) , · · · , Tr (X)} ,

r 小于、等于子样容量 n, 但可以大于、等于或小于 k, H (X) 是子样的非负函数且

与参数 ϑ 无关, G (T |ϑ) 是非负函数且仅通过统计量 T (X) 与子样发生联系. 这

种条件下存在一组 r 个联合充分统计量 T1, T2 · · · , Tr. 单个参数的因子化形式似然

函数式 (7.5.1) 可视为本式的特殊情形.

如果从总体概率密度来考虑, 则 k 个未知参数存在一组 k 个充分统计量的充

要条件是总体概率密度属指数族, 即有

f(x;ϑ) = exp





k∑

j=1

αj(x)aj (ϑ) + β(x) + c (ϑ)



 , (7.5.10)

其中, ϑ = {ϑ1, ϑ2, · · · , ϑk}. 本式是式 (7.5.2)的推广. 对于这样的总体,因子化条件

(式 (7.5.9)) 意味着, k 个参数的 k 个联合充分统计量必可表示为

Tj =
n∑

i=1

αj (Xi), j = 1, 2, · · · , k. (7.5.11)

将式 (7.5.10)代入似然函数,并与因子化条件 (式 (7.5.9))对照,立即得到上述结论.

例 7.8 柯西分布总体中参数不存在有效估计量和充分估计量

为了得到上述结论, 只需证明总体的概率密度和似然函数不具有式 (7.5.2) 和

式 (7.4.9) 的形式即可. 该分布的概率密度写成指数形式

f (x;ϑ) =
1
π
· 1
1 + (x− ϑ)2

= exp
{
− lnπ− ln

[
1 + (x− ϑ)2

]}
,

不满足存在充分统计量的式 (7.5.2). 对于容量 n 的子样 X1, X2, · · · , Xn, 似然函数
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为

L =
n∏

i=1

{
1
π

1
1 + (Xi − ϑ)2

}
=

1
πn

n∏

i=1

1
1 + (Xi − ϑ)2

,

lnL = −n lnπ−
n∑

i=1

ln
[
1 + (Xi − ϑ)2

]
,

∂ lnL

∂ϑ
=

n∑

i=1

2 (Xi − ϑ)
1 + (Xi − ϑ)2

,

它不符合有效性条件 (式 (7.4.9)). 因此, 参数 ϑ 不存在充分估计量和有效估计量.

例 7.9 泊松总体中参数的充分、有效估计量

将泊松总体的概率分布化成指数形式

P (x;ϑ) =
1
x!
· ϑxe−ϑ

= exp {− ln [x (x− 1) · · · 1]} exp (lnϑx) · e−ϑ

= exp

{
x lnϑ−

x∑

k=1

ln k − ϑ

}
,

与充分性条件 (式 (7.5.2)) 对照, 取

α(x) = x, β(x) = −
x∑

k=1

ln k,

a(ϑ) = lnϑ, c(ϑ) = −ϑ,

则两者相符, 故 ϑ 存在充分统计量.

将上述 a(ϑ), c(ϑ) 的表达式代入式 (7.5.6), 知

τ(ϑ) = −

(
dc

dϑ

)

(
da

dϑ

) = ϑ

的有效无偏估计量是

T =
1
n

n∑

i=1

α (Xi) =
1
n

n∑

i=1

Xi = X̄,

该估计量的方差由式 (7.5.8) 求得

V (T ) =

(
∂τ

∂ϑ

)

n

(
da

dϑ

) =
ϑ

n
.
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这些结果与例 7.4 通过似然函数得到的结论完全一致.

例 7.10 正态总体参数的充分统计量

在 7.4 节中已证明子样平均 X̄ 是正态总体均值 µ 的有效估计量. 按照本节的

讨论, 它也必定是 µ 的充分估计量, 我们来直接证明这一点. 因为
n∑

i=1

(Xi − µ)2 =
n∑

i=1

[(
X̄ − µ

)
+

(
Xi − X̄

)]2

=
n∑

i=1

(
X̄ − µ

)
+ 2

(
X̄ − µ

) n∑

i=1

(
Xi − X̄

)
+

n∑

i=1

(
Xi − X̄

)2

= n
(
X̄ − µ

)2 +
n∑

i=1

(
Xi − X̄

)2
,

所以当 σ2 已知时, 对未知参数 µ 的似然函数可写成

L
(
X;σ2|µ)

=
n∏

i=1

1√
2πσ

exp

[
− (Xi − µ)2

2σ2

]

=

{
1√

2πσ/
√

n
exp

[
−1

2

(
X̄ − µ

σ/
√

n

)2
]}

×
{

n−1/2

(√
2πσ

)n−1 exp

[
−1

2

n∑

i=1

(
Xi − X̄

σ

)2
]}

.

该式正是式 (7.5.1) 的因子化形式, 其中第一个大括号表示 G
(
X̄|µ)

, 它表明随机变

量 X̄ 的概率密度为 N(µσ2/n), 由于 G 仅通过统计量与子样发生联系, 所以 X̄ 是

充分统计量. 第二个大括号只与子样值有关, 对应于 H(X1, · · · , Xn). 所以从似然

函数的因子化形式证明了 X̄ 是参数 µ 的充分统计量.

还可以直接从总体概率密度来确证充分统计量的存在. 当 µ 作为未知参数时,

正态概率密度可写成

N(µ, σ2) = exp
[

µ

σ2
X − µ2

2σ2
− X2

2σ2
− 1

2
ln

(
2πσ2

)]
,

与充分性条件 (式 (7.5.2)) 对比, 取

α(X) = X, a(µ) =
µ

σ2
,

β(X) = −X2

2σ2
− 1

2
ln(2πσ2), c(µ) = − µ2

2σ2
,

则两者相符, 所以充分统计量存在; 并由式 (7.5.6), 式 (7.5.7) 可知

T ≡ 1
n

n∑

i=1

α (Xi) =
1
n

n∑

i=1

Xi = X̄
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是 τ(µ) = −

(
dc

dµ

)

(
da

dµ

) = µ

的有效无偏估计量, 方差由式 (7.5.8) 给定

V (T ) =

(
∂τ

∂µ

)

(
n

da

dµ

) =
σ2

n
.

这些结果与例 7.6 完全吻合.

现在再看正态总体方差 σ2 作为未知参数的情形. 似然函数可写成

L
(
X;µ|σ2

)
=

n∏

i=1

1√
2πσ

exp

[
−1

2

(
Xi − µ

σ

)2
]

=

{(
1
σ2

)n
2

exp

[
−1

2

n∑

i=1

(Xi − µ)2 · 1
σ2

]}{
(2π)−

1
2 n

}
.

这仍然是式 (7.5.1) 的因子化形式, 其中第一个大括号项与参数 σ2 有关, 并仅通过

量
n∑

i=1

(Xi − µ)2 与子样发生关系, 因而表明
n∑

i=1

(Xi − µ)2 是 σ2 的充分统计量. 第

一个大括号内的表达式乘上适当的因子,可看成是随机变量
n∑

i=1

(Xi − µ)2
/

σ2 的自

由度 n 的 χ2 概率密度函数.

也可以直接从总体概率密度来确证充分统计量的存在. 当 σ2 为未知参数时,

正态概率密度可写成

N(µ, σ2) = exp
[
(X − µ)2 · −1

2σ2
− 1

2
ln

(
2πσ2

)]
,

当取

α(X) = (X − µ)2 , a(σ2) =
−1
2σ2

,

β(X) = 0, c(σ2) = −1
2

ln(2πσ2)

时, 与充分性条件 (7.5.2) 一致, 所以充分统计量存在. 进一步利用式 (7.5.7), 式

(7.5.6) 可知

T ≡ 1
n

n∑

i=1

α (Xi) =
1
n

n∑

i=1

(Xi − µ)2



· 210 · 第 7 章 参 数 估 计

是 τ(σ2) = −

(
dc

dσ2

)

(
da

dσ2

) = σ2

的有效无偏估计量, 方差由式 (7.5.8) 确定

V (T ) =

(
∂τ

∂σ2

)

(
n

da

dσ2

) =
2σ4

n
.

这些结果与例 7.7 完全一致.

例 7.11 正态总体 N(µ, σ2) 的 µ, σ2 联合充分统计量

为了证明正态总体存在 µ和 σ2 的一对联合充分统计量,只要证明 N(µ, σ2)可

写成式 (7.5.10) 的指数族类型就可以了, 而

N(µ, σ2) = exp
{

µ

σ2
X − 1

2σ2
X2 − µ2

2σ2
− 1

2
ln(2πσ2)

}
,

取

a1(µ, σ2) =
µ

σ2
, α1(X) = X,

a2(µ, σ2) =
−1
2σ2

, α2(X) = X2,

β(X) = 0, c(µ, σ2) = − µ2

2σ2
− 1

2
ln(2πσ2),

则与充分性条件 (式 (7.5.10)) 相符, 由式 (7.5.11) 知道, µ 和 σ2 的一对联合充分统

计量是

t1 =
n∏

i=1

α1(Xi) =
n∑

i=1

Xi, t2 =
n∏

i=1

α2(Xi) =
n∑

i=1

X2
i .

这一对充分统计量既不是无偏的, 又不是相合的. 考虑 t1 和 t2 的变换 Z1 和 Z2,

其定义是

Z1 =
1
n

t1 =
1
n

n∑

i=1

Xi = X̄,

Z2 =
1

n− 1

(
t2 − 1

n
t21

)
=

1
n− 1

n∑

i=1

(
Xi − X̄

)2 = S2,

即 Z1, Z2 为子样平均值和子样方差. 可以看到, Z1, Z2 与 t1, t2 是一一对应的, 而

且 Z1(X̄)和 Z2(S2)除子样值外不包含任何未知参数,所以 Z1, Z2 也是 µ, σ2 的一

组联合充分估计量. 在 6.2 节中已经证明 (见式 (6.2.13) 和式 (6.2.16))

E
(
X̄

)
= E (X) = µ, E

(
S2

)
= V (X) = σ2,

所以它们是正态总体参数 µ, σ2 的无偏估计量.
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7.5.2 充分性与信息

我们已经指出,一个关于参数 ϑ的充分统计量 T 包含了观测值 X1, · · · , Xn 关

于 ϑ 的全部信息. 因此, 如果能够找到一个充分统计量, 就能够实现无信息损失的

数据约简. 如果概率密度函数不具有式 (7.5.2) 的指数族形式, 就不可能找到充分

统计量. 那么将数据约简为一组固定数量的、与观测值个数无关的统计量, 会不可

避免地导致某种程度的信息损失.

直到现在, 我们关于 “信息” 一词的使用停留在直观的意义上. 对于统计计算,

显然必须有信息的严格定义.

对于总体 X 的容量 n 的样本观测值 X1, · · · , Xn 关于参数 ϑ 的信息(量), 费

歇尔 (Fisher) 有如下定义：

I(ϑ) = E

{[
∂ lnL(X|ϑ)

∂ϑ

]2
}

=
∫ [

∂ lnL(X|ϑ)
∂ϑ

]2

L(X|ϑ)dX, (7.5.12)

式中 X = (X1, · · · , Xn)T 是总体 X 的容量 n 的样本观测值. 对于参数 ϑ 为 k 维

矢量的情形, I(ϑ) 是 k × k信息矩阵, 其矩阵元为

[I(ϑ)]ij = E

{
∂ lnL(X|ϑ)

∂ϑi
· ∂ lnL(X|ϑ)

∂ϑj

}

=
∫ [

∂ lnL(X|ϑ)
∂ϑi

· ∂ lnL(X|ϑ)
∂ϑj

]
L(X|ϑ)dX, (7.5.13)

|I(ϑ)|1/2 表示矩阵 I(ϑ) 行列式的平方根.

对于总体X 容量 n的样本X = (X1, · · · , Xn)T 的信息量,由于Xi, i = 1, · · · , n

是独立同分布的随机变量, 信息量有可加性[91], 即

I(ϑ) = nI1(ϑ), (7.5.14)

式中 I(ϑ) 是式 (7.5.12) 或式 (7.5.13) 定义的样本 X = (X1, · · · , Xn)T 的信息量,

I1(ϑ) 定义为总体 X 的一个样本值的信息量

I1(ϑ) = E

{[
∂ ln f(X|ϑ)

∂ϑ

]2
}

=
∫ [

∂ ln f(X|ϑ)
∂ϑ

]2

f(X|ϑ)dX, (7.5.15)

或

[I1(ϑ)]ij = E

{
∂ ln f(X|ϑ)

∂ϑi
· ∂ ln f(X|ϑ)

∂ϑj

}

=
∫ [

∂ ln f(X|ϑ)
∂ϑi

· ∂ ln f(X|ϑ)
∂ϑj

]
f(X|ϑ)dX, (7.5.16)
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在满足总体 X 的取值空间与参数 ϑ 无关, 且其样本的似然函数 L(X|ϑ) 的导

数运算 ∂2/∂ϑi∂ϑj 和在样本空间中的积分运算

∫
dX 可以互易的条件下, 容易证

明式 (7.5.12)、式 (7.5.13) 可以改写为

I(ϑ) = −E

{
∂2[lnL(X|ϑ)]

∂ϑ2

}
, (7.5.17)

[I(ϑ)]ij = −E

{
∂2[lnL(X|ϑ)]

∂ϑi∂ϑj

}
. (7.5.18)

相应地, 对于总体 X 的一个样本值的信息量, 我们有

I1(ϑ) = −E

{
∂2 ln f(X|ϑ)

∂ϑ2

}
= −

∫
∂2 ln f(X|ϑ)

∂ϑ2
·f(X|ϑ)dX, (7.5.19)

[I1(ϑ)]ij = −E

{
∂2 ln f(X|ϑ)

∂ϑi∂ϑj

}
= −

∫
∂2 ln f(X|ϑ)

∂ϑi∂ϑj
· f(X|ϑ)dX. (7.5.20)

值得指出, 关于估计量方差下界的克拉美–罗不等式可以用信息来表示. 若 T

是参数 ϑ 的某个函数 τ (ϑ) 的估计量, 则根据式 (7.4.6) 和信息的定义式 (7.5.12),

估计量 T 的方差的克拉美–罗不等式可表示为

V (T ) >

(
∂τ

∂ϑ
+

∂b

∂ϑ

)2

I (ϑ)
. (7.5.21)

当 T 是参数 ϑ 的估计量, 估计量 T 的方差的克拉美–罗不等式为

V (T ) >

(
1 +

∂b

∂ϑ

)2

I (ϑ)
. (7.5.22)

以上两式中的 b = b (ϑ) 为估计量 T 的偏差, 若 b = 0 或 b 与 ϑ 无关, 则 ∂b/∂ϑ 项

消失.

如果概率密度函数不具有式 (7.5.2) 的指数族形式, 就不可能找到充分统计量.

这时我们只能在若干个非充分统计量中进行选择, 那就倾向于选择信息 IT (ϑ) 最

大的那个统计量 T . 显然 IT (ϑ) 的上界为 I (ϑ), 后者是 X 的容量 n 的样本观测值

包含的关于 ϑ 的总信息：

IT (ϑ) 6 I (ϑ) . (7.5.23)

我们来证明这一关系. 将 L (X|ϑ) 因子化为

L (X|ϑ) = G (T |ϑ) h (X, ϑ) , (7.5.24)
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这种因子化总是可能的, 因为这里 h 也是 ϑ 的显式函数; 这里 G (T |θ) 是给定 ϑ

时 T 的条件分布. 将上式与统计量 T 为参数 ϑ 的充分统计量的因子化条件式

(7.5.1)L (X|ϑ) = G (T |ϑ) H (X) 对比, 两者的区别在于 H 与参数 ϑ 无关, 而 h

是 ϑ 的函数. 将式 (7.5.24) 代入式 (7.5.12) 得到

I (ϑ) = E

{[
∂

∂ϑ
lnG (T |ϑ)

]2
}

+ E

{[
∂

∂ϑ
lnh (X, ϑ)

]2
}

= IT (ϑ) + E

{[
∂

∂ϑ
lnh (X, ϑ)

]2
}

. (7.5.25)

上式右边第二项必定为正, 从而式 (7.5.23) 得到证明. 显然式 (7.5.23) 中的等号仅

当 h 不依赖于 ϑ 才成立, 于是根据式 (7.5.1) 的定义, 这时 T 为充分统计量.

式 (7.5.23) 可以推广到 ϑ 为 k 个参数的情形, 我们有

uT
I
∼T u 6 uT

I
∼

u, (7.5.26)

其中 I
∼T = I

∼T (ϑ) 和 I
∼

= I
∼
(ϑ) 为 k × k 矩阵, u 为任意 k 维向量.

该结果十分重要. 它表明, 如果通过么正变换将 I
∼T 对角化, 则 I

∼T 的每个对角

元素将小于 (非对角) 矩阵 I
∼
的相应对角元素. 一般而言, 如果找到一组统计量 T ,

它包含的关于 k 个参数 ϑ 的信息量为 I
∼T (ϑ), 则该组统计量所包含的关于参数 ϑ

的任意 k 个线性组合的信息量亦为 I
∼T (ϑ).

7.6 区 间 估 计

本章前面各节所讨论的是从子样值估计未知参数的数值, 属于点估计问题. 在

实际问题中, 对于未知参数常常不以得出参数估计值 ϑ̂ 为满足, 还希望找出可能包

含参数真值的一个区间, 以及该区间包含参数真值的可信程度. 这种估计问题称为

区间估计. 为了处理区间估计问题, 首先引入置信区间及有关的概念.

设某一总体分布含有未知参数 ϑ, X1, · · · , Xn 为容量 n 的一个子样, 希望从

子样对参数 ϑ 作区间估计. 对于给定值 γ(0 < γ < 1), 由子样确定的两个统计量

ϑa(X1, · · · , Xn) 和 ϑb(X1, · · · , Xn) 满足

γ = P (ϑa 6 ϑ 6 ϑb) , (7.6.1)

则称随机区间 [ϑa, ϑb] 为参数 ϑ 的概率量γ的置信区间. γ 也称为置信水平或置信

概率, 1−γ称为显著性 (水平), ϑb, ϑa 称为上, 下置信限. 对于总体包含多个未知参
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数 ϑ = {ϑ1, ϑ2, · · · , ϑk} 的情形, 只需将 ϑa, ϑb 改为随机向量 ϑa(X1, X2, · · · , Xn)

和 ϑb(X1, X2, · · · , Xn) 即可, [ϑa,ϑb] 为参数 ϑ 的置信水平 γ 的置信域.

应当强调指出,式 (7.6.1)中参数 ϑ(真值)是某个固定的常数,置信区间长度及

其上下限 ϑa, ϑb 才是随机变量. 因此, 必须严格区别置信区间及它的观测值. 前者

是一个随机区域; 而它的某一观测值则是一个确定的区间, 它包含参数 ϑ 真值的概

率只可能是 0 或 1.

参数 ϑ 的区间估计的意义可说明如下：若对总体作 N 次抽样, 每次抽样得到

一组 n 个观测值, 代入统计量 ϑa(X1, X2, · · · , Xn) 和 ϑb(X1, X2, · · · , Xn) 得到 N

个区间. 每个这样的区间有两种可能性, 或者包含参数 ϑ 的真值, 或者不包含 ϑ 的

真值. 按伯努利大数定律, 当抽样次数 N 很大时, 这 N 个区间中包含 ϑ 真值的区

间个数除以 N(频率) 约为 100γ%, 不包含 ϑ 真值的区间数频率约为 100(1 − γ)%.

也就是说, 随机区间

[ϑa(X1, X2, · · · , Xn), ϑb(X1, X2, · · · , Xn)] (7.6.2)

包含参数 ϑ 真值的概率为 γ. 在这种情形下, 如果我们认为 “区间 [ϑa, ϑb] 包含着

参数 ϑ 的真值”, 那么这种说法犯错误的概率是

α = 1− γ.

在对参数 ϑ 作区间估计时, 如果选择高的置信概率 γ, 即要求区间 [ϑa, ϑb] 包

含参数真值的概率值高, 那么区间 [ϑa, ϑb] 长度必然相应地大, 故我们对参数值本

身的了解比较粗糙; 相反, 给定一个小的置信区间 (置信水平较低) 意味着对参数

值本身有比较精确的表达, 但这种表述的置信概率较小, 即可靠性比较差. 所以

这是一个两难问题. 置信水平的确定取决于实际问题的特定要求, 但一般倾向于

选取较高的置信水平, 以使置信区间以较大的概率包含参数的真值, 常取的值如

γ = 0.90, 0.95, 0.99.

区间估计的一般问题可以归结为：给定置信水平 γ, 要求从总体的子样 {X1,

X2, · · · , Xn}给出未知参数 ϑ的置信区间 [ϑa(X1, X2, · · · , Xn), ϑb(X1, X2, · · · , Xn)];

或者反过来, 已知置信区间的上下限 ϑa(X1, X2, · · · , Xn), ϑb(X1, X2, · · · , Xn), 要求

区间 [ϑa, ϑb] 包含参数真值的概率 γ.

7.6.1 枢轴变量法

求解区间估计问题的一般方法称为枢轴变量法[35],其基本原理如下：设有一个

总体随机子样 X1, X2, · · · , Xn 和未知参数 ϑ 的函数 t

t = t(X1, X2, · · · , Xn;ϑ). (7.6.3)
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它是 ϑ 的单调 (增加或减少) 函数, 与 ϑ 一一对应. t 的概率密度 g(t) 为已知,

且与参数 ϑ 无关, 因此 t 是子样统计量. 当参数 ϑ 取值 ϑa(X1, X2, · · · , Xn) 和

ϑb(X1, X2, · · · , Xn) 时, 函数 t 有对应值

ta = t (ϑa) , tb = t (ϑb) ,

因此, 事件 {ϑa 6 ϑ 6 ϑb} 与事件 {ta 6 t(ϑ) 6 tb} 等价, 两者有相同的概率. 与参

数 ϑ 置信水平为 γ 的定义式 (7.6.1)

γ = P (ϑa 6 ϑ 6 ϑb)

相对应, 有

γ = P (ta 6 t(ϑ) 6 tb) . (7.6.4)

当 t 为 ϑ 的单调增加函数,

γ =
∫ tb

ta

g(t)dt, g(t)连续分布,

=
∑

ta6tk6tb

g(tk), g(tk)离散分布;
(7.6.5)

当 t 为 ϑ 的单调减少函数,

γ =
∫ ta

tb

g(t)dt, g(t)连续分布,

=
∑

tb6tk6ta

g(tk), g(tk)离散分布.
(7.6.6)

这样, 当给定置信水平 γ, 由式 (7.6.4) 可确定 ta, tb, 并通过 t− ϑ 之间的变换可求

得参数 ϑ 的置信区间 [ϑa, ϑb]; 或者反过来, 当给定置信区间 [ϑa, ϑb], 由式 (7.6.3)

和式 (7.6.4) 立即得到置信概率 γ.

由以上的讨论可见,区间估计上述方法的核心问题是要构造一个概率密度函数

g(t) 已知的、适当的函数 (子样统计量)t = t(X1, X2, · · · , Xn;ϑ), t 是 ϑ 的单调 (增

加或减少) 函数, 与 ϑ 一一对应, 其概率密度 g(t) 与参数 ϑ 无关. 这样的子样统计

量 t 称为关于参数 ϑ 的枢轴变量. 其余的步骤利用枢轴变量的概率密度 g(t) 十分

容易处理.

当区间估计问题是从已知置信区间 [ϑa, ϑb]计算置信概率 γ 时,由于 t与 ϑ一

一对应,故由式 (7.6.4)求得的解是唯一的. 对于给定置信水平 γ求置信区间 [ϑa, ϑb]

的问题, 则解有无穷多组. 通常采用如下几种置信区间的解：



· 216 · 第 7 章 参 数 估 计

(1) 最短置信区间

对于给定的置信概率 γ, 使置信区间长度最短的解 [ϑa, ϑb]. 在 7.7 节中我们将

说明, 如果总体符合正规条件, 待估计参数存在有效估计量, 则在所有可能的置信

区间中, 从有效估计量得到的置信区间最短.

(2) 中心置信区间

给定置信概率 γ, 使置信区间 [ϑa, ϑb] 对应的 [ta, tb] 满足 (假定 t 是 ϑ 的增加

函数)
α

2
≡ 1− γ

2
= P (−∞ < t 6 ta) = P (tb 6 t < ∞) , (7.6.7)

即
α

2
≡ 1− γ

2
=

∫ ta

−∞
g(t)dt =

∫ ∞

tb

g(t)dt, 连续分布,

或
α

2
≡ 1− γ

2
=

∑

−∞<tk6ta

g(tk) =
∑

tb6tk<∞
g(tk), 离散分布.

当 t 是 ϑ 的减少函数时, 有相应的公式 (图 7.2(a)).

中心置信区间是最常用的区间估计值.

图 7.2 置信区间的确定

(3) 单侧置信区间

对于给定的置信概率 γ, 选择置信区间为 [ϑa,∞), 使得满足

P (ϑ > ϑa) = γ, (7.6.8)
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相应地有

P (t > ta) = γ. (7.6.9)

这样确定的是置信水平 γ 的上侧置信区间, ϑa 是置信区间的下限.

或者选择下侧置信区间(−∞, ϑb], 满足

P (ϑ 6 ϑb) = γ, (7.6.10)

相应地有

P (t 6 tb) = γ. (7.6.11)

ϑb 是下侧置信区间的上限 (图 7.2(b), (c)).

最后一种方法确定的是单侧置信限, 其余两种方法一般确定的是双侧置信限.

利用哪一种方法取决于实际问题的要求.

例 7.12 指数分布参数的置信区间

设对指数分布总体

f(x;λ) = λe−λx

的参数 λ 求置信水平 γ 的置信区间.

假定 X1, X2, · · · , Xn 是总体的随机子样, 故它们相互独立且都服从指数分布.

令

Y =
n∑

j=1

Yj ≡
n∑

j=1

2λXj ,

由于指数分布的特征函数为

ϕX(t) =
(

1− it
λ

)−1

,

因此随机变量 Y 的特征函数为

ϕY (t) =
n∏

j=1

ϕYj (t) =
n∏

j=1

ϕXj (2λt) = (1− 2it)−n,

与 χ2 分布的特征函数式 (4.14.3) 对比可知, 随机变量 Y 服从自由度 2n 的 χ2

分布.

因此, 本例中的 Y =
n∑

j=1

2λXj 就是符合式 (7.6.3) 要求的函数 t, 它的概率密

度已知且与参数 λ 无关, Y 是参数 λ 的单调一一对应的函数. 从书末附表 7 可以

查到 χ2(2n) 的分位数 χ2
α/2 和 χ2

1−α/2, 使得下式满足：

P
{

χ2
α/2 > Y > χ2

1−α/2

}
= 1− α ≡ γ,



· 218 · 第 7 章 参 数 估 计

该概率表述等同于

P

{
χ2

α/2

2
n∑

j=1

Xj

> λ >
χ2

1−α/2

2
n∑

j=1

Xj

}
= 1− α ≡ γ.

因此, 对于给定的置信水平 γ ≡ 1− α, 参数 λ 的中心置信区间是

[
χ2

α/2

2nX̄
,
χ2

1−α/2

2nX̄

]
.

作为指数分布参数区间估计的具体例子,假定某种电子仪器的有效使用期服从

指数分布. 用 10 台仪器独立地进行测试, 观测到有效使用期分别为 607.5, 1947.0,

37.6, 129.9, 409.5, 529.5, 109.0, 582.4, 499.0, 188.1 小时. 试估计未知参数 λ 的置信

水平 γ = 1− α=0.90 的中心置信区间.

容易求出
10∑

i=1

xi = 5 039.5,

对于自由度 2n = 20 的 χ2 分布,

χ2
0.05 = 31.41, χ2

0.95 = 10.85,

故 λ 的置信水平 90%的中心置信区间是
[

10.85
2(503 9.5)

,
31.4

2(503 9.5)

]
= [0.001 076, 0.003 116];

而仪器平均有效使用期 1/λ 的相应中心置信区间等于

[
1

0.003 116
,

1
0.001 076

]
= [320.9, 929.4]小时.

7.6.2 大样本法

前面已经提到, 区间估计的核心问题是要构造一个概率密度函数 g(t) 已知的、

称为枢轴变量的子样统计量 t = t(X1, X2, · · · , Xn;ϑ), 但在许多实际问题中, 枢轴

变量的寻找是相当困难的. 区间估计的大样本法就是利用极限分布, 主要是中心极

限定理,以建立枢轴变量来进行参数的区间估计.其必要条件是子样容量 n充分大,

使得极限分布的近似性足够好.

一般地, 设 X1, · · · , Xn 是某总体容量 n 的随机子样, 总体均值和方差为 µ, σ2.

希望从子样 X1, · · · , Xn 对总体参数进行区间估计.
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当 n 充分大, 根据独立同分布中心极限定理知

X̄ ∼ N
(
µ, σ2

/
n
)

(7.6.12)

Y ≡ X̄ − µ

σ/
√

n
∼ N (0, 1) (7.6.13)

式中 X̄ 为子样均值.

对于只有一个参数的总体 (伯努利分布, 泊松分布, 指数分布, χ2 分布, t 分布

等), 总体均值和 (或) 方差等于其参数或者参数的简单函数, 因此区间估计归结为

总体单个参数的区间估计问题. 对于总体均值和方差相互独立的任意总体, 则由式

(7.6.12)知,其区间估计问题等同于正态总体参数的区间估计问题,这将在 7.7节～

7.9 节详加讨论.

下面我们来讨论几种特定总体的参数的区间估计问题.

(1) 伯努利总体参数 p 的区间估计.

设 X1, · · · , Xn 是服从伯努利分布的容量 n 的随机子样, 希望从子样 X1, · · · ,

Xn 对总体参数 p进行区间估计.当子样容量 n充分大,根据棣莫弗–拉普拉斯定理

知

Y ≡ Yn − np√
np (1− p)

∼ N (0, 1) ,

式中 Yn ≡ X1 + · · ·+ Xn = nX̄ 是事件成功的次数, 即参数 n, p 的二项分布随机变

量. 于是 Y 可作为枢轴变量进行区间估计. 由

P

{
−zα/2 6 Yn − np√

np (1− p)
6 zα/2

}
∼= 1− α,

可改写为

P {pL 6 p 6 pU} ∼= 1− α,

其中 pL, pU 是二次方程
(Yn − np)2

np (1− p)
= z2

α/2

的两个根, 即

pL, pU =
n

n + z2
α/2


p̂ +

z2
α/2

2n
± zα/2

√
p̂ (1− p̂)

n
+

z2
α/2

4n2


 ,

pL, pU 分别取负号和正号, p̂ = Yn/n = X̄. 因此伯努利总体参数 p 的显著性水平 α

的中心置信区间为 [pL, pU ]. 利用枢轴变量 Y 很容易对参数 p 进行单侧置信区间

的估计.



· 220 · 第 7 章 参 数 估 计

(2) 泊松总体参数 µ 的区间估计.

设 X1, · · · , Xn 是泊松总体容量 n的随机子样, 希望对总体均值 µ进行区间估

计.当子样容量 n充分大,记 Yn = X1 + · · ·+ Xn, 根据独立同分布中心极限定理知

Y ≡ X̄ − µ√
µ/n

∼ N (0, 1) ,

于是 Y 可作为枢轴变量进行区间估计. 按与前述类似的步骤, µ 的置信水平 α 的

置信区间为二次方程 (
X̄ − µ

)2 =
µ

n
z2
α/2

的两个根, 即

µL, µU = X̄ +
z2
α/2

2n
± zα/2

√
z2
α/2

4n2
+

X̄

n
,

µL, µU 分别取负号和正号. 因此泊松总体参数 µ 的显著性水平 α 的中心置信区间

为 [µL, µU ] .

表 7.1 列出了几种常用总体的大样本近似, 以及参数区间估计所用的枢轴量.

利用这些枢轴量, 很容易对这些总体的参数进行区间估计.

表 7.1 几种常用分布的参数的大样本近似, 以及区间估计所用的枢轴量

总体 期望值 方差 大样本近似 枢轴量及分布

伯努利分布 p p(1− p) −−−−−−→
n→∞

N(p, p(1− p)) Y ≡ X̄ − p√
p(1− p)/n

∼ N(0, 1)

泊松分布 µ µ −−−−−−→
n→∞

N(µ, µ) Y ≡ X̄ − µ√
µ/n

∼ N(0, 1)

指数分布 τ τ2 −−−−−−→
n→∞

N(τ, τ2) Y ≡ X̄ − τ√
τ2/n

∼ N(0, 1)

χ2(m) m 2m χ2(m)−−−−−−−−−−−−−−− −→
m or n→∞

N(m, 2m) Y ≡ X̄ −m√
2m/n

∼ N(0, 1)

t(m) 0
m

m− 2
t(m)−−−−−−−−−−−−−−− −→

m or n→∞
N(0, 1) Y ≡ X̄

√
n(m− 2)

m
∼ N(0, 1)

任意总体 µ σ2 −−−−−−→
n→∞

N(µ, σ2) Y ≡ X̄ − µ√
σ2/n

∼ N(0, 1)

其中 n 为子样容量, X̄ 为子样均值

大样本法的优点在于对总体的分布没有知识的情形下可进行参数的区间估计,

并且适用于任意分布的随机变量的区间估计; 同时, 由于利用极限分布, 枢轴变量

的建立十分简单. 缺点是这种估计仅当样本容量充分大时才能使用, 其结果近似性

的好坏取决于样本容量的大小. 与此相对应的是, 枢轴变量法是小样本方法, 对于

任意样本容量都适用, 但枢轴变量的寻找比较困难.
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7.7 正态总体均值的置信区间

从中心极限定理可知, 客观实际中许多测定量的分布为正态分布, 因此, 正态

总体特征参数, 尤其是均值和方差的区间估计具有重要的实际意义. 本节介绍均值

区间估计的方法, 方差的置信区间在下节叙述.

(1) σ2 已知, 求均值 µ 的置信区间.

设 X1, · · · , Xn 是正态总体 N(µ, σ2) 的容量 n 的随机子样, 给定置信水平 γ,

要求从子样对未知参数 µ 作统计推断求出置信区间.

我们知道, 子样平均 X̄ =
1
n

n∑

i=1

Xi 的分布是 N(µ, σ2/n)(见式 (6.3.2)). 定义随

机变量

Y =
X̄ − µ

σ/
√

n
, (7.7.1)

它的分布为标准正态函数 N(0, 1). Y 是子样 X1, · · · , Xn 和未知参数 µ的函数, 它

的概率分布 N(0, 1) 与参数 µ 无关而且已知, Y 与参数 µ 是一一对应的关系, 这正

符合式 (7.6.3) 统计量

t = t (X1, · · · , Xn;ϑ)

的条件.因此, 对于给定的置信概率 γ ≡ 1−α, 按照式 (7.6.4)可求出中心区间的上

下置信限

P
(−zα/2 6 Y 6 zα/2

)
=

∫ zα/2

−zα/2

g(y)dy = γ = 1− α, (7.7.2)

这里 g(y) 是 Y 的概率密度 (标准正态函数), zα/2 是标准正态分布的双侧 α 分位

数 (见 4.10 节). 为了求得参数 µ 的置信区间, 通过变量 Y 与 µ 之间的变换, 将式

(7.7.2) 改写为

P

(
X̄ − zα/2

σ√
n

6 µ 6 X̄ + zα/2
σ√
n

)
= γ = 1− α. (7.7.3)

这样, 随机区间 [
X̄ − zα/2

σ√
n

, X̄ + zα/2
σ√
n

]

构成了置信水平 γ 的置信区间, 该区间包含未知参数 µ 的真值的概率为 γ. 显然,

当 σ 已知并有一组容量 n的子样的情形下,置信限都是统计量,不包含任何未知参

数, 符合上节中对置信区间所下的定义.

在例 7.6 中已经提到, 子样中位数 X̃ 是正态总体均值 µ 的相合无偏估计量.

当子样容量 n 很大时, X̃ 近似地为正态分布

X̃ ∼ N

(
µ,
πσ2

2n

)
.
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略去该分布的渐近性质所引起的误差, 给定置信水平 γ, 正态总体均值 µ 的中心置

信区间可由下法求出. 令

Z =
X̃ − µ√
πσ2/2n

,

Z 服从正态分布 Z ∼ N(0, 1), 因此有

P (−zα/2 6 Z 6 zα/2) = γ ≡ 1− α,

zα/2 是标准正态分布的双侧 α 分位数. 该概率表达式可改写为
{

X̃ − zα/2

√
πσ2

2n
6 µ 6 X̃ + zα/2

√
πσ2

2n

}
= γ,

即置信区间是 [
X̃ − zα/2

√
πσ2

2n
, X̃ + zα/2

√
πσ2

2n

]
,

区间长度

lX̃ =

√
2πσ2

n
zα/2.

而由式 (7.7.3) 知, 当利用子样平均 X 对均值 µ 作区间估计时, 对于同样的置信水

平 γ, 其置信区间的长度为

lX =
2σ√

n
zα/2,

因此
lX̃
lX̄

=
√

2πσ/
√

n

2σ/
√

n
=

√
π

2
> 1,

即 lX̃ > lX̄ . 记得 X̃ 的有效率为 eX̃ = 2/π, 而 X̄ 的有效率等于 1, 故在本例中,

lX̃/lX̄ 正好等于 eX̃/eX̄ 的平方根的倒数.

一般地, 给定置信水平 γ, 置信区间的长度与所使用的估计量的有效率存在必

然的联系. 未知参数估计量的有效率愈高, 相应的置信区间就愈短. 对于符合正规

条件的总体,存在最小方差界, 有效估计量的有效率 1达到极大值,因此, 它所对应

的置信区间较之用其他估计量得到的置信区间而言必定为最短.

对于非中心区间的一般情形, 可以写

P (a 6 Y 6 b) =
∫ b

a

g(y)dy = γ,

通过 Y 与 X̄ 的变量代换, 有

P

(
X̄ − bσ√

n
6 µ 6 X̄ − aσ√

n

)
= γ. (7.7.4)
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对于给定的 γ, 积分限 a, b 的值可从附表 6 查出, 从而定出 µ 的信置区间
[
X̄ − bσ√

n
, X̄ − aσ√

n

]
.

从上面的推导可以清楚地看到, 正态总体方差 σ2 为已知是一个重要条件, 否

则置信限 X̄ − bσ√
n
和 X̄ − aσ√

n
就无法算出. 在实际问题中, 总体方差常常并不严

格地知道. 但若子样容量 n 充分大, 由于子样方差的数学期望等于总体方差 (式

(6.2.16)), 故 σ2 可用子样方差 S2 作为近似, 仍可用以上步骤求出 µ 的置信区间.

如果 σ2 未知而子样容量又较小 (如 n . 20), 则应采用下述方法.

(2) σ2 未知, 求均值 µ 的置信区间.

与问题 (1) 相同, X1, X2, · · · , Xn 为正态总体 N(µ, σ2) 的容量 n 的随机子样,

但现在 σ2 未知, 给定置信水平 γ 要从子样值估计未知参数 µ 的置信区间.

在 6.3.3 节中已经证明 (式 (6.3.8)), 统计量
(
X̄ − µ

)√
n

S
∼ t(n− 1),

其中 S2 是子样方差. 该统计量是子样 (通过 X̄ 和 S) 和未知参数 µ 的函数, 但它

的分布为已知且不依赖于参数 µ,作为 µ的函数,它与参数值 µ一一对应,因此,该

统计量符合式 (7.6.3) 中函数 t 的条件.

于是可写出以下概率表述 (见式 (7.6.4))：

P

(
a 6 X̄ − µ

S/
√

n
6 b

)
=

∫ b

a

f(t; n− 1)dt = γ,

其中 f(t;n− 1) 是自由度 n− 1 的 t 分布的概率密度函数, 于是对于未知参数 µ 的

概率表述为

P

(
X̄ − bS√

n
6 µ 6 X̄ − aS√

n

)
= γ. (7.7.5)

a, b 值可从附表 8 查出. µ 的置信区间则为
[
X̄ − bS√

n
, X̄ − aS√

n

]
.

由于 t 分布是关于 t=0 对称的, 因而容易求得中心区间

P

(
−b 6 X̄ − µ

S/
√

n
6 b

)
=

∫ b

−b

f(t; n− 1)dt = γ,

其中 b 等于 t(n−1) 的双侧 α 分位数 tα/2(n−1)(见 4.15 节), 对于一定的 n 值和

γ = 1− α 可从附表 8 查出. 于是参数 µ 的概率表述为

P

(
X̄ − bS√

n
6 µ 6 X̄ +

bS√
n

)
= γ, (7.7.6)
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相应的置信水平 γ 的随机区间为
[
X̄ − bS√

n
, X̄ +

bS√
n

]
.

例 7.13 束流动量的置信区间

单能带电粒子束流通过磁场, 利用磁场中粒子径迹的偏转程度可测定粒子动

量, 测得的十个数值 (单位 GeV/c)

18.87, 19.55, 19.32, 18.70, 19.41, 19.37, 18.84, 19.40, 18.78, 18.76.

假定它们产生于正态总体, 求以下两种情形下置信水平 95%的置信区间：(1) 测量

误差 (标准差)σ = 0.3GeV/c; (2) 测量误差未知.

解 (1) 总体方差已知 (即测量误差已知), 子样平均

X̄ =
1
10

10∑

i=1

Xi = 19.10,

α

2
=

(1− γ)
2

=
(1− 0.95)

2
= 0.025.

双侧 α 分位数 zα/2 由附表 6 查得为 1.96. 由式 (7.7.3) 求得置信区间
[
X̄ − zα/2

σ√
n

, X̄ + zα/2
σ√
n

]

=
[
19.10− 1.96 · 0.3√

10
, 19.10 +

1.96 · 0.3√
10

]

= [18.91, 19.29] .

(2) 总体方差未知,

S =

[
1

10− 1

10∑

i=1

(
xi − X̄

)2

]1/2

= 0.3347.

由附表 8 可查得自由度 n− 1 = 9 时的双侧 α 分位数

tα/2(9) = 2.262.

由式 (7.7.6) 求得置信区间
[
X̄ − tα/2S√

n
, X̄ +

tα/2S√
n

]

=
[
19.10− 2.262 · 0.3347√

10
, 19.10 +

2.262 · 0.3347√
10

]

=[18.86, 19.34].

这一区间比总体方差已知情况下确定的区间 [18.91, 19.29] 要大.
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7.8 正态总体方差的置信区间

设X1, X2, · · · , Xn是正态总体N(µ, σ2)的容量 n的随机子样,利用X1, X2, · · · ,

Xn 对方差 σ2 的置信区间进行统计推断. 以下分别就总体均值 µ 为已知和未知两

种情况进行讨论.

(1) 均值 µ 已知时正态总体方差的置信区间

从 6.3.2 节所述已经知道, 若总体 X ∼ N(µ, σ2), 则统计量

n∑

i=1

(Xi − µ)2

σ2
∼ χ2(n)

(见式 (6.3.6)). 该统计量是子样 X1, X2, · · · , Xn 和未知参数 σ2 的函数, 它的分布

为已知, 且与参数 σ2 无关, 因此可用来对参数 σ2 进行区间估计. 对于给定的置信

水平 γ, 0 6 γ 6 1, 可以找到上下限 b, a, 使得下式成立：

P

[
a 6

n∑

i=1

(
Xi − µ

σ

)2

6 b

]
=

∫ b

a

f(u;n)du = γ, (7.8.1)

其中 f(u;n) 是 χ2(n) 分布的概率密度函数. 因而总体方差的置信区间的概率表述

可写成

P

[
n∑

i=1

(Xi − µ)2

b
6 σ2 6

n∑

i=1

(Xi − µ)2

a

]
= γ. (7.8.2)

对于一个给定的 γ 值, 从式 (7.8.1) 可确定的积分限 a 和 b 存在无限多对. 如

果取中心区间, 则有
∫ a

−∞
f(u;n)du =

∫ ∞

b

f(u;n)du =
1
2
(1− γ) ≡ α

2
.

由 4.14 节知, 积分限可由 χ2(n) 的上侧分位数表示

a = χ2
1−α/2(n), b = χ2

α/2(n),

它们可从附表 7 查出, 从而确定置信水平为 γ 时 σ2 的置信区间

[
n∑

i=1

(Xi − µ)2

b
,

n∑

i=1

(Xi − µ)2

a

]
.
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均值 µ 已知时, 正态总体方差的区间估计问题相当于利用误差未知的测量装

置对一已知量做重复测量. 例如,为了对一台测量长度的仪器的测量误差作出鉴定,

可利用该仪器对一已知长度作重复测量, 假定测量值是正态总体的子样测定值, 可

利用上述方法对测量误差 (总体标准差) 作出推断.

(2) 均值 µ 未知时正态总体方差的置信区间

由于 µ 是未知量, 所以统计量
n∑

i=1

(Xi − µ)2

σ2
包含有未知参数, 不能再用作区

间估计的统计量. 由式 (6.3.7) 有

n− 1
σ2

S2 ≡
n∑

i=1

(
Xi − X̄

σ

)2

∼ χ2(n− 1).

该统计量仅是子样 X1, X2, · · · , Xn 和未知参数 σ2 的函数, 不含其他未知量, 它的

分布为已知又与参数 σ2 无关, 故可用来对 σ2 作区间估计. 利用与 (1) 完全相同的

步骤, 对于给定的置信水平 γ, 有

P

[
a 6

n∑

i=1

(
Xi − X̄

σ

)2

6 b

]
=

∫ b

a

f(u;n− 1)du = γ ≡ 1− α, (7.8.3)

P

[
n∑

i=1

(
Xi − X̄

)2

b
6 σ2 6

n∑

i=1

(
Xi − X̄

)2

a

]
= γ, (7.8.4)

其中, a = χ2
1−α/2(n − 1), b = χ2

α/2(n − 1). 利用附表 7 可查出 a, b 的值, 从而求出

置信水平 γ 时 σ2 的置信区间

[
1
b

n∑

i=1

(
Xi − X̄

)2
,
1
a

n∑

i=1

(
Xi − X̄

)2

]
.

下面用一具体例子来说明以上公式的应用. 为鉴定一台长度测定仪的测量精

度, 对一物体的长度做 10 次独立测量, 设测量服从正态分布, 测定值为

1002, 1000, 997, 1001, 1001, 999, 998, 999, 1000, 1003.

求下述两种情形下置信水平 95%的置信区间：(1) 物体长度已知为 1000; (2) 物体

长度未知.

解 (1) 已知物体长度 (正态总体均值 µ 已知)µ=1000, 子样容量 n = 10,

α = 1− γ = 0.05. 由附表 7 查出

a = χ2
1−α/2(n) = 3.247, b = χ2

α/2(n) = 20.483.
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表

7
.2

正
态
总
体
均
值
和
方
差
的
区
间
估
计

估
计
参
数

条
件

枢
轴
量
及
分
布

置
信
水
平

γ
=

1
−

α

中
心
置
信
区
间

编
号

µ

σ
2
已
知

X̄
−

µ

σ
/
√

n
∼

N
(0

,1
)

[ X̄
−

σ √
n

z
α 2

,X̄
+

σ √
n

z
α 2

]
1

σ
2
未
知

X̄
−

µ

S
/
√

n
∼

t
(n
−

1
)

[ X̄
−

S √
n

t
α 2

(n
−

1
)
,X̄

+
S √
n

t
α 2

(n
−

1
)]

2

δ
=

(µ
X
±

µ
Y

)

σ
2 X

=
σ

2 Y
=

σ
2

σ
2
已
知

( X̄
±

Ȳ
) −

δ

σ

√
1 n
X

+
1 n
Y

∼
N

(0
,1

)

[ ( X̄
±

Ȳ
) −

σ

√
1 n
X

+
1 n
Y

z
α 2

,( X̄
±

Ȳ
) +

σ

√
1 n
X

+
1 n
Y

z
α 2

]
3

σ
2 X
6=

σ
2 Y

σ
2 X

,σ
2 Y
已
知

( X̄
±

Ȳ
) −

δ
√

σ
2 X

n
X

+
σ

2 Y

n
Y

∼
N

(0
,1

)

 ( X̄
±

Ȳ
) −

√
σ

2 X

n
X

+
σ

2 Y

n
Y

z
α 2

,( X̄
±

Ȳ
) +

√
σ

2 X

n
X

+
σ

2 Y

n
Y

z
α 2

 
4

σ
2 X

=
σ

2 Y
=

σ
2

σ
2
未
知

( X̄
±

Ȳ
) −

δ

S
W

√
1 n
X

+
1 n
Y

∼
t
(n

X
+

n
Y
−

2
)

S
2 W
≡

[ (n
X
−

1
)S

2 X
+

(n
Y
−

1
)S

2 Y

]

n
X

+
n

Y
−

2

[ ( X̄
±

Ȳ
) −

S
W

√
1 n
X

+
1 n
Y

t
α 2

(n
X

+
n

Y
−

2
)
,

( X̄
±

Ȳ
) +

S
W

√
1 n
X

+
1 n
Y

t
α 2

(n
X

+
n

Y
−

2
)]

5

σ
2 X
6=

σ
2 Y

σ
2 X

,σ
2 Y
未
知

n
X

,n
Y
充
分
大

( X̄
±

Ȳ
) −

δ
√

S
2 X

n
X

+
S

2 Y

n
Y

∼
N

(0
,1

)

 ( X̄
±

Ȳ
) −

√
S

2 X

n
X

+
S

2 Y

n
Y

z
α 2

,( X̄
±

Ȳ
) +

√
S

2 X

n
X

+
S

2 Y

n
Y

z
α 2

 
6
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续
表

估
计
参
数

条
件

枢
轴
量
及
分
布

置
信
水
平

γ
=

1
−

α

中
心
置
信
区
间

编
号

σ
2

µ
已
知

n ∑ i=
1

(X
i
−

µ
)2

σ
2

∼
χ

2
(n

)

     

n ∑ i=
1

(X
i
−

µ
)2

χ
2 α 2

(n
)

,

n ∑ i=
1

(X
i
−

µ
)2

χ
2 1
−

α 2
(n

)

     
7

µ
未
知

(n
−

1
)S

2

σ
2

=

n ∑ i=
1

(
X

i
−

X̄

σ

) 2
∼

χ
2
(n
−

1
)

     

n ∑ i=
1

( X
i
−

X̄
) 2

χ
2 α 2

(n
−

1
)

,

n ∑ i=
1

( X
i
−

X̄
) 2

χ
2 1
−

α 2
(n
−

1
)

     
8

σ
2 X

σ
2 Y

µ
X

,µ
Y
已
知

n
Y ∑ i=
1

(Y
i
−

µ
Y

)2
/
n

Y

n
X ∑ i=
1

(X
i
−

µ
X

)2
/
n

X

·σ
2 X

σ
2 Y

∼
F

(n
Y

,n
X

)

  Q
F

1
−

α 2

(n
Y

,n
X

)
,Q

F
α 2

(n
Y

,n
X

) 
,

Q
=

n
Y ∑ i=
1

(Y
i
−

µ
Y

)2
/
n

Y

n
X ∑ i=
1

(X
i
−

µ
X

)2
/
n

X

9

µ
X

,µ
Y
未
知

S
2 Y

S
2 X

·σ
2 X

σ
2 Y

∼
F

(n
Y
−

1
,n

X
−

1
)

 
S

2 Y

S
2 X

F
1
−

α 2

(n
Y
−

1
,n

X
−

1
)
,
S

2 Y

S
2 X

F
α 2

(n
Y
−

1
,n

X
−

1
) 

1
0
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由式 (7.8.2) 可知, 置信水平 95%的置信区间为
[

1
20.483

10∑

i=1

(xi − µ)2,
1

3.247

10∑

i=1

(xi − µ)2
]

= [1.46, 9.23].

(2) 物体长度 µ 未知, 对于 α=0.05, n− 1 = 9 可查出

a = χ2
1−α/2(9) = 2.700, b = χ2

α/2(9) = 19.023.

根据式 (7.8.4), 置信水平 95%的置信区间为
[

1
19.023

10∑

i=1

(
Xi − X̄

)2
,

1
2.700

10∑

i=1

(
Xi − X̄

)2

]
= [1.58, 11.11].

这一区间比 µ 已知时的置信区间要宽, 说明 µ 未知时对于 σ2 的了解将比较不

精确.

总结 7.7 节 ∼7.8 节正态总体参数的区间估计问题, 并推广到两个相互独立的

正态总体均值之和（差）δ = (µX ± µY ) 的区间估计和方差比值的区间估计, 有关

结论汇总于表 7.2.

7.9 正态总体均值和方差的联合置信域

设 X1, X2, · · · , Xn 是正态总体 N(µ, σ2)的容量 n的随机子样, µ, σ2 均为未知

参数. 希望从子样 X1, X2, · · · , Xn 对总体均值和方差的联合置信域进行统计推断.

从例 7.11 的讨论中可知, 子样平均 X̄ 和子样方差 S2 是正态总体 N(µ, σ2) 的

一对联合无偏估计量, 并由 6.3.2 节知 X̄ 与 S2 相互独立, 也即

X̄ − µ

σ/
√

n
,

n− 1
σ2

S2 ≡
n∑

i=1

(
Xi − X̄

σ

)2

相互独立, 它们的联合概率密度等于各自概率密度的乘积. 已知 (见式 (6.3.2) 和式

(6.3.7))
X̄ − µ

σ/
√

n
∼ N(0, 1),

n∑

i=1

(
Xi − X̄

σ

)2

∼ χ2(n− 1).

这两个统计量的分布与未知参数 µ, σ2 无关, 而它们又是子样 X1, · · · , Xn 和未知

参数 µ, σ2 的函数, 因此可用来作区间估计.

对于给定的联合置信水平 γ, 可写出两个概率表达式

P

(
−a 6 X̄ − µ

σ/
√

n
6 a

)
=
√

γ,
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P

(
b 6

n∑

i=1

(
Xi − X̄

σ

)2

6 b′
)

=
√

γ, (7.9.1)

a 可从标准正态分布附表 6 确定, b 和 b′ 从 χ2(n− 1) 的累积分布附表 7 确定. 由

于这两个统计量的独立性, 立即有

P

(
−a 6 X̄ − µ

σ/
√

n
6 a, b 6

n∑

i=1

(
Xi − X̄

σ

)2

6 b′
)

= γ. (7.9.2)

该式左面括号中的两个不等式确定了参数 µ, σ2 空间中的一个域, 它由两条直线

σ2 =

n∑

i=1

(
Xi − X̄

)2

b′
, σ2 =

n∑

i=1

(
Xi − X̄

)2

b

和表示 σ2 与 µ 之间函数关系的抛物线

σ2 = n
(
µ− X̄

)2
/a2

所围成, 如图 7.3 中阴线的面积所示.

图 7.3 正态总体 N(µ, σ2) 的 µ, σ2 联合置信域



第8章 极大似然法

在参数估计方法中, 费歇尔引入的极大似然法占有重要地位. 第七章中已叙述

了未知参数的一个好的估计量应有相合性、无偏性、有效性和充分性. 极大似然估

计量往往具有大部分的这些性质; 同时在子样容量 n → ∞ 的极限下, 极大似然估

计量服从正态分布. 因此, 在子样容量 n 很大的所谓大样问题中, 可以利用正态近

似, 十分方便地确定极大似然估计量的方差.

8.1 极大似然原理

设连续总体 X 的概率密度或离散总体的概率分布 f(x|ϑ) 函数形式为已知, ϑ

是待估计的未知参数,待求解的问题是从容量 n的子样 X1, · · · , Xn 对参数作估计.

在以下的讨论中, Xi 可以是一组变量, 代表对事件 i(i = 1, 2, · · · , n) 的一组测量：

例如, Xi 可以是描述空间方向的两个变量：方位角 ϕi 和极角 ϑi.

如 7.1 节所述, 子样 X1, X2, · · · , Xn 的联合概率密度由似然函数给出

L(X|ϑ) = L(X1, · · · , Xn|ϑ) =
n∏

i=1

f(Xi|ϑ). (8.1.1)

因为 f(Xi|ϑ) 是归一化的概率密度函数, 将似然函数视为 Xi 的函数, 对于任何 ϑ

值在整个子样空间 ΩX 作积分, 应有
∫

ΩX

L(X|ϑ)dX = 1. (8.1.2)

设 (x1, x2, · · · , xn) 是子样 X1, X2, · · · , Xn 的一个观测值, 那么子样落在子样

空间中点 (x1, x2, · · · , xn) 的邻域里的概率为

L(x|ϑ)dx =
n∏

i=1

f(xi|ϑ)dxi.

参数 ϑ 的取值不同, 这个概率的值也不同, 因而似然函数是参数 ϑ 的函数. 按照极

大似然原理, 在参数 ϑ 的空间内, 应当选择使似然函数 L(x|ϑ) 达到极大的参数值

ϑ̂ 作为未知参数的估计值, 即

L(x|ϑ̂) > L(x|ϑ). (8.1.3)
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由于 ϑ̂ 是观测值 (x1, · · · , xn) 的函数, 对于子样 X1, X2, · · · , Xn 的不同实现, 得到

不同的估计值, 所以 ϑ̂ 可表示成子样 X1, X2, · · · , Xn 的函数

ϑ̂ = ϑ̂(x1, · · · , xn)

称为极大似然估计量.

如果似然函数 L 对 ϑ 的二阶导数存在, 极大似然估计量 ϑ̂ 可通过求解下列方

程组得到： 



∂L(X|ϑ)
∂ϑ

=
∂

∂ϑ

n∏

i=1

f(Xi|ϑ) = 0,

∂2L(X|ϑ)
∂ϑ2

∣∣∣
ϑ=ϑ̂

=
∂2

∂ϑ2

n∏

j=1

f(Xi|ϑ)ϑ=ϑ̂ < 0.

(8.1.4)

(8.1.5)

如果该方程组只有一个解,那么参数 ϑ的估计值 ϑ̂就唯一地确定了;如果存在

多个极大值, 则应根据问题的具体要求从中选出合理的解来.

由于 lny 是 y 的单调上升函数, 故 lnL 与 L 有相同的极大值点. 上述方程组

可改写成




∂

∂ϑ
lnL(X|ϑ) =

∂

∂ϑ

n∑

i=1

ln f(Xi|ϑ) = 0,

∂2

∂ϑ2
lnL(X|ϑ)

∣∣∣∣
ϑ=ϑ̂

=
∂2

∂ϑ2

n∑

i=1

ln f(Xi|ϑ)

∣∣∣∣∣
ϑ=ϑ̂

< 0.

(8.1.6)

(8.1.7)

其中式 (8.1.6)称为似然方程,利用似然方程求解极大似然估计量 ϑ̂比处理式 (8.1.4)

的乘积要容易得多.

以上论述可直接推广到总体 X 的概率密度函数包含多个未知参数的一般情

形. 记 k 个未知参数为 ϑ = {ϑ1, ϑ2, · · · , ϑk}, 子样 X = {X1, X2, · · · , Xn} 的似然
函数为

L(X|ϑ) =
n∏

i=1

f(Xi|ϑ).

这时, 必须解一组 k 个似然方程

∂

∂ϑj
lnL(X|ϑ) =

∂

∂ϑj

n∑

i=1

ln f(Xi|ϑ) = 0, j = 1, · · · , k (8.1.8)

来找到极大似然估计量 ϑ̂ = {ϑ̂1, ϑ̂2, · · · , ϑ̂k}. 由式 (8.1.8) 求得的解使似然函数为

极大值的充分条件是二次矩阵 U
∼

(ϑ̂) 必须是负定的.①U
∼

(ϑ̂) 的元素为

Uij(ϑ̂) =
∂2 lnL

∂ϑi∂ϑj

∣∣∣∣
ϑ=ϑ̂

. (8.1.9)

① 设矩阵 A∼
为 n× n 矩阵, 对于任何含 n 个元素的向量 x 总有 xT A∼

x < 0, 称矩阵 A∼
为负定的.
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在许多实际问题中, 方程式 (8.1.6) 和式 (8.1.8) 无法用解析方法求出, 只能求

助于数值方法.

对于子样容量 n 不是常数而是均值 ν 的泊松变量的情形, 需要用式 (7.1.3) 的

广义似然函数来构建似然方程：

L (X|ν, ϑ) =
νn

n!
e−ν

n∏

i=1

f (Xi|ϑ) =
e−ν

n!

n∏

i=1

νf (Xi|ϑ).

这时似然方程的形式取决于均值 ν 与参数 ϑ 的依赖关系.

(1) ν 不是 ϑ 的函数

广义似然函数中包含 ν 的因子对于参数 ϑ 的确定不起作用, 似然方程仍具有

式 (8.1.6) 的形式, 即利用广义似然函数求得的极大似然估计量 ϑ̂ 与一般的极大似

然估计相同.

(2) ν 是 ϑ 的函数

只考虑与待估计参数 ϑ 有关的项时, 有

lnL (X|ϑ) = n ln ν (ϑ)− ν (ϑ) +
n∑

i=1

ln f (Xi|ϑ)

= −ν (ϑ) +
n∑

i=1

ln [ν (ϑ) f (Xi|ϑ)]

似然方程为

∂ lnL (X|ϑ)
∂ϑ

=
∂

∂ϑ

n∑

i=1

ln [ν (ϑ) f (Xi|ϑ)]− ∂ν (ϑ)
∂ϑ

= 0. (8.1.10)

当 ν 已知或能够精确计算时, 由于利用了更多的信息, 式 (8.1.10) 的似然方程求得

的估计量 ϑ̂ 的方差一般比式 (8.1.6) 的似然方程的估计量的方差小 ( 参见 8.4 节关

于极大似然估计量方差的讨论) .

例 8.1 不稳定粒子平均寿命的估计值

设在一无限大的探测器中观测不稳定粒子的产生和衰变.令粒子的平均寿命为

τ 则粒子从产生点到衰变点之间的飞行时间 t 服从指数分布, 其概率密度为

f(t|τ) =
1
τ

e−t/τ , 0 6 t < ∞.

每个事例中粒子的飞行时间 ti 可由粒子产生点到衰变点之间的距离和粒子动量确

定. 设观测了 n 个事例, 得到 n 个飞行时间值 ti, i = 1, 2, · · · , n. 试求粒子平均寿

命的极大似然估计值.
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按似然函数的定义, 有

L(t|τ) =
n∏

i=1

1
τ

e−ti/τ ,

似然方程为

∂ lnL

∂τ
=

∂

∂τ

n∑

i=1

(
− ln τ − ti

τ

)
=

n∑

i=1

(
−1

τ
+

ti
τ2

)
= 0,

由该方程求得平均寿命的估计值

τ̂ =
1
n

n∑

i=1

ti = t̄.

因为
∂2 lnL

∂τ2

∣∣∣∣
τ=τ̂

=
−n

τ̂2
< 0,

故知 τ̂ = t̄ 对应于似然函数的极大值. 可见, 平均寿命的极大似然估计值 τ̂ 等于所

观测到的 n 个飞行时间值的算术平均.

由 4.8 节可知, τ 是指数 (总体) 分布的数学期望, 极大似然估计量 τ̂ = t̄ 为子

样平均, 与总体有相同的数学期望 (见式 (6.2.13)), 因而平均寿命 τ 的极大似然估

计量是无偏估计量.

平均寿命的倒数 λ = 1/τ 称为粒子的衰变常数, 也可将 λ 作为待估计的未知

参数. 这时概率密度为 f(t|λ) = λe−λt, 似然函数为

L(t|λ) =
n∏

i=1

λe−λti .

由似然方程得到

∂ lnL

∂λ
=

∂

∂λ

n∑

i=1

(lnλ− λti) =
n∑

i=1

(
1
λ
− ti

)
=

n

λ
−

n∑

i=1

ti = 0.

于是 λ 的极大似然估计为

λ̂ = (t̄ )−1 = 1/τ̂ .

在实际的实验中, 测量粒子寿命的探测器尺寸只能是有限的, 因此, 最大可测

量的粒子飞行时间 T 为一有限值. 这样, 飞行时间的概率密度应为 (见 4.17.2 节)

f(t;T |τ) =
1
τ

e−ti/τ/(1− e−T/τ ), 0 6 t 6 T.
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按照相似的步骤容易求得 τ 的极大似然估计为

τ̂ = t̄ +
1
n

n∑

i=1

Tie−Ti/τ/(1− e−Ti/τ ),

其中 Ti 是第 i 个事例中最大可测量的粒子飞行时间, 它取决于不稳定粒子在体积

有限的探测器中的产生位置和粒子飞行方向. 可以看到, 未知参数 τ 出现于等式的

两边, 在这种情形下 τ 可用迭代法求解, 而以 t̄ 作为初始迭代值.

例 8.2 柯西分布中参数的估计

设 X1, X2, · · · , Xn 为柯西分布

f(x|ϑ) =
1
π

1
1 + (x− ϑ)2

的容量 n 的子样, ϑ 为待估计参数.

显然, 似然函数为

L(X|ϑ) =
n∏

i=1

1
π

1
1 + (Xi − ϑ)2

,

根据似然方程, 得到
∂ lnL

∂ϑ
=

n∑

i=1

2(Xi − ϑ)
1 + (Xi − ϑ)2

= 0.

该方程有 (2n− 1) 个不同的解, 其中 n 个解对应于似然函数的局部极大值, 而对应

于似然函数的全域极大值的最佳参数值近似于子样中位数. 因而可以将子样中位

数作为迭代过程的初值, 利用最优化方法寻找似然函数的极大值, 从而稳定 ϑ 的极

大似然估计量. 最优化方法见第 12 章.

例 8.3 泊松分布中参数的估计

设 X1, X2, · · · , Xn 是服从泊松分布的容量 n 的子样, 总体概率分布为

p(x|λ) =
λx

x!
e−λ, λ > 0.

试求参数 λ 的极大似然估计量.

按似然函数的定义式 (8.1.1), 有

L(λ) =
n∏

i=1

[
λXi

Xi!
e−λ

]
= e−nλ (λ)

n∑
i=1

Xi

n∏

i=1

(Xi!)

.
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由似然方程得
∂ lnL(λ)

∂λ
= −n +

1
λ

n∑

i=1

Xi = 0,

λ̂ =
1
n

n∑

i=1

Xi = X̄,

即子样平均是参数 λ 的极大似然估计量. 由 7.1 节 ∼7.5 节的讨论得知, X̄ 是 λ 的

有效、充分、相合、无偏估计量, 其方差为 V (λ̂) = λ/n.

例 8.4 (0, 1) 分布中的参数估计

假定 X1, X2, · · · , Xn 是 (0, 1) 分布的容量 n 的子样, (0, 1) 分布的概率分布

P (x|p) = pxq1−x, x = 0, 1, 0 6 p 6 1, q = 1− p.

试求参数 p 的极大似然估计量.

似然函数为

L(p) =
n∏

i=1

pXiq1−Xi = pΣXiqn−ΣXi ,

令

Y =
n∑

i=1

Xi,

得
lnL(p) = Y ln p + (n− Y ) ln q,

∂ lnL(p)
∂p

=
Y

p
− n− Y

1− p
.

由似然方程解出

p̂ = Y/n =
1
n

n∑

i=1

Xi = X̄.

故参数 p 的极大似然估计量即为子样平均.

在 7.4 节的例子中已经证明, 参数 m, p 的二项分布中 p 的无偏、有效估计量

为 X̄/m. 因 (0, 1)分布即为 m=1的二项分布,因此, (0, 1)分布的极大似然估计量

即是无偏有效估计量.

例 8.5 均匀分布中的参数估计

设总体 X 为区间 [α, β]的均匀分布,抽取容量 n的子样 X1, X2, · · · , Xn. 试从

子样求参数 α, β 的极大似然估计量.

由于总体概率密度是

f(x|α, β) =





1
β − α

, α 6 x 6 β,

0, 其他,
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故似然函数为

L(α, β) =





1
(β − α)n

, α 6 Xi 6 β,

0, 其他,

似然方程
∂ lnL

∂α
=

−n

β − α
= 0,

∂ lnL

∂β
=

+n

β − α
= 0.

虽然,从该似然方程无法求出 α, β 的极大似然估计量,我们转而从似然函数的定义

来求解. 从似然函数 L(α, β) 的表式可以看到, 当 β − α 越小, 则似然函数值越大.

定义
X∗

1 = min(X1, X2, · · · , Xn),

X∗
n = max(X1, X2, · · · , Xn).

为使似然函数 L(α, β) 不等于零, 必须有

α 6 X∗
1 , β > X∗

n.

因此, β − α 的最小可能值是 X∗
n −X∗

1 , 即极大似然估计量为

α̂ = X∗
1 , β̂ = X∗

n.

8.2 正态总体参数的极大似然估计

(1) 均值 µ 的极大似然估计

设一个实验对同一个未知量 µ 作 n 次独立的观测得到观测值 x1, x2, · · · , xn,

各次测量的误差相同并且已知为 σ, 要求 µ 的估计值. 根据中心极限定理, 在相当

普遍的场合下, 可以认为测量服从正态分布, 故 x1, x2, · · · , xn 可以看成是正态分

布 N(µ, σ2) 容量 n 的子样观测值. 因此, 这类问题属于正态总体的均值估计.

利用极大似然法, 似然函数为

L (X;σ|µ) =
n∏

i=1

1√
2πσ

exp

[
−1

2

(
Xi − µ

σ

)2
]

,

据似然方程式 (8.1.6), 有

∂ lnL

∂µ
=

∂

∂µ

n∑

i=1

[
−1

2
ln(2πσ2)− 1

2

(
Xi − µ

σ

)2
]

= 0,

方程的解是

µ̂ =
1
n

n∑

i=1

Xi = X̄. (8.2.1)
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可见, 正态总体均值的极大似然估计量等于子样平均值, 由 7.1 节 ∼7.5 节知, µ̂ 是

参数 µ 的相合、无偏、有效、充分估计量, 其方差为 V (µ̂) =
σ2

n
.

如果对同一未知量 µ作 n次独立观测, 但每次观测具有不相等的已知误差 σi,

这时观测值 xi 可看作是服从正态总体 N(µ, σ2
i ) 的一个观测值. 这种情况相应于不

同的实验组用不同的仪器对同一物理量以不同的测量精度作测量,怎样根据各自的

测量结果来报导 “合并” 的测量结果. 现在, 似然函数为

L(X1, · · · , Xn;σ1, · · · , σn|µ) =
n∏

i=1

1√
2πσi

exp

[
−1

2

(
Xi − µ

σi

)2
]

,

由似然方程可求出 µ 的极大似然估计量为

µ̂ =

n∑

i=1

Xi

σ2
i

n∑

i=1

1
σ2

i

=

n∑

i=1

wiXi

n∑

i=1

wi

, (8.2.2)

称为观测的加权平均, 每个观测值的加权因子 wi 反比于观测误差的平方, 即

wi =
1
σ2

i

. (8.2.3)

显然, 当各次测量的误差相同, 式 (8.2.2) 简化为式 (8.2.1). 在 8.3.4 节中将推导式

(8.2.2) 对 µ 的估计量 µ̂ 的方差为

V (µ̂) =
1

n∑

i=1

1
σ2

i

=
1

n∑

i=1

wi

. (8.2.4)

(2) 方差 σ2 的极大似然估计

设 X1, X2, · · · , Xn 是正态总体容量 n 的子样, 总体均值 µ 为已知, 方差 σ2 为

未知的待估计参数. 则似然方程可表示为

∂ lnL

∂(σ2)
=

n∑

i=1

[
− 1

2σ2
+

1
2σ4

(Xi − µ)2
]

= 0.

解得

σ̂2 =
1
n

n∑

i=1

(Xi − µ)2, (8.2.5)

即 σ̂2 是参数 σ2 的极大似然估计量. 由 7.1 节 ∼7.5 节的讨论可知, σ̂2 是 σ2 的有

效、充分、无偏估计量, 方差为

V (σ̂2) =
2σ4

n
.
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(3) µ, σ2 的同时估计

若各次观测的误差虽然相同但都未知, 则需要根据一组 n 个观测对均值和方

差同时作极大似然估计. 这时似然函数为

L(X|µ, σ2) =
n∏

i=1

1√
2πσ2

exp

[
−1

2

(
Xi − µ

σ

)2
]

,

µ, σ2 均为待估计参数. 根据式 (8.1.8) 应当求两个方程的解

∂ lnL

∂µ
=

n∑

i=1

Xi − µ

σ2
= 0,

∂ lnL

∂(σ2)
=

n∑

i=1

[
− 1

2σ3
+

1
2σ4

(Xi − µ)2
]

= 0.

由第一个式子求出 µ 的极大似然估计量

µ̂ =
1
n

n∑

i=1

Xi = X̄.

将该结果代入后一式子, 求得 σ2 的估计量

σ̂2 =
1
n

n∑

i=1

(Xi − X̄)2.

可以看出, µ的估计量与式 (8.2.1)相同, µ̂是相合、无偏、有效、充分估计量; 但 σ2

的极大似然估计量是有偏的. 总体方差的无偏估计量应是

S2 =
1

n− 1

n∑

i=1

(Xi − X̄)2 =
n

n− 1
σ̂2.

(见 7.3 节) 当 n 很大时, σ̂2 ∼ S2, 但对子样容量不大的小样问题, 两者有明显的不

同.

µ, σ2 的联合极大似然估计量 µ̂, σ̂2 的方差将在 8.4.2 节中推导.

8.3 极大似然估计量的性质

在本章开头指出, 极大似然估计量具有一个好的估计量应有的大部分性质; 在

8.1节和 8.2节中,我们求解了一些特定总体的参数的极大似然估计量,并指明了这

些估计量的最优性质如无偏性、相合性、充分性、有效性等. 本节讨论任意总体参

数的极大似然估计量具有的一般性质.
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8.3.1 参数变换下的不变性

在实际问题中,往往存在一些等价的物理量,它们之间存在一一对应的关系,并

且仅仅通过一些常数或已知量联系起来. 例如, 粒子的平均寿命与衰变常数是等价

的, 它们互为倒数; 粒子的速度、动量和能量是等价的 (假定粒子质量已知), 它们

之间由常数联系起来. 在这些等价的物理量之中, 哪一个作为待估计参数具有任意

性, 如例 8.1, 粒子平均寿命的确定, 不论 τ 还是 λ = 1/τ 都可作为待估计参数, 该

例子表明这两者有相同的结果.

一般, 设待估计参数为 ϑ, 其极大似然估计量为 ϑ̂, 若选择 ϑ 的任意单值函数

g(ϑ) 作为待估计参数, 其极大似然估计量令为 ĝ(ϑ). 显然希望下式成立：

ĝ(ϑ) = g(ϑ̂), (8.3.1)

这样,选择 ϑ的任意单值函数 (包括 ϑ自身)作为待估计参数都能得到 ϑ的相同估

计值 ϑ̂. 这种性质称为参数变换下 (估计量) 的不变性.

极大似然估计量恰好具有这种不变性. 因为对于任意 ϑ, 有

∂L

∂ϑ
=

∂L

∂g

∂g

∂ϑ
,

由似然方程知
∂L

∂ϑ

∣∣∣∣
ϑ=ϑ̂

= 0,

故当
∂g

∂ϑ
6= 0 时,

∂L

∂ϑ

∣∣∣∣
ϑ=ϑ̂

= 0 成立, 从而必定有

ĝ(ϑ) = g(ϑ̂).

例 8.1 就是这种不变性的实例.

8.3.2 相合性和无偏性

可以证明, 当似然函数满足正规条件时 (参见 7.4 节), 极大似然估计量是相合

估计量[1],即子样容量 n趋于无穷时,极大似然估计量将收敛于待估计参数的真值.

这一结论对于一个或多个待估计未知参数的场合都正确. 当似然函数存在多个极

大值,其中必有一个极大值对应的解是相合估计量. 例如, 8.1节中柯西分布的例子.

有限次观测 (子样容量 n为有限值)求得的极大似然估计量一般不是无偏估计

量. 如 8.2 节中已述, 对于参数 µ, σ2 未知的正态总体, 方差 σ2 的极大似然估计量

σ̂2 不是无偏估计量, 但一般能够把它修正为无偏估计量. 例如,
nσ̂2

(n− 1)
是无偏的.

对于容量 n 趋于无穷的极限情形, 所有的极大似然估计量都是无偏的.
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由极大似然估计量参数变换下的不变性可知, 若 g(ϑ) 是参数 ϑ 的一一对应函

数, 有

ĝ(ϑ) = g(ϑ̂),

但对 g(ϑ) 的期望值, 一般地

E[g(ϑ)] 6= g[E(ϑ)]. (8.3.2)

因此, 即使 ϑ̂ 是参数 ϑ 的无偏估计, ĝ(ϑ) 却不一定是 g(ϑ) 的无偏估计.

8.3.3 充分性

在 7.6 节中已经介绍, 如果似然函数可以表示成因子化形式

L(X|ϑ) = G(T |ϑ)H(X), (8.3.3)

其中 T 是子样的统计量 T = T (X1, X2, · · · , Xn), 那么 T 就是参数 ϑ 的一个充分

统计量, 它包含了子样 X1, X2, · · · , Xn 关于参数 ϑ 的全部信息; 函数 G(T |ϑ) 仅通

过统计量 T 与子样发生联系. 充分统计量存在的条件是总体概率密度可表示成指

数族形式 (见式 (7.5.2)).

从式 (8.3.3) 可见, 由于 H(X) 与参数 ϑ 无关, 故由 L(X|ϑ) 来估计 ϑ 和由

G(T |ϑ) 来估计 ϑ 是等价的, 似然函数 L 关于 ϑ 的极大化等同于 G(T |ϑ) 关于 ϑ 的

极大化
∂L(X|ϑ)

∂ϑ
= 0 =

∂G(T |ϑ)
∂ϑ

.

因此,若 ϑ存在充分统计量 (即式 (8.3.3)成立),由上式可知,极大似然估计量 ϑ̂必

是充分统计量 T 的函数, 即 ϑ̂ 是一个充分估计量.

可以证明, 不论是否存在方差下界 (即不论是否存在参数 ϑ的有效估计量), 如

果存在参数 ϑ 的充分统计量, 则极大似然估计量 (充分估计量) 有最小的方差. 这

一性质使得极大似然法被广泛地利用. 这一结论也适用于总体包含多个未知参数

的情形. 当有 k 个未知参数, r(r 6 k) 个极大似然估计量 t1, t2, · · · , tr, 同时具有它

们各自的可能最小方差.

利用本节的方法来处理例 8.1 的问题, 似然函数可写成

L(t|τ) =
n∏

i=1

1
τ

e−ti/τ =
(

1
τ

)n

e
−

n∑
i=1

ti/τ
=

(
1
τ

)n

e−nt̄/τ ,

这恰好是式 (8.3.3) 的形式, 其中,

H(X) = 1, G(t̄|τ) =
(

1
τ

)n

e−nt̄/τ .

因此, 统计量 t̄ 或 t̄ 的函数是参数 τ 的充分统计量. 例 8.1 已经证明 τ 的极大似然

估计量正是 t̄, 即为充分估计量.
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8.3.4 有效性

7.4节的讨论告诉我们,参数 ϑ存在有效估计量 T 的充分必要条件是似然函数

满足
∂ lnL

∂ϑ
= A(ϑ)[T − ϑ− b(ϑ)],

其中 b(ϑ) 是估计量的偏差. 故当 ϑ 存在有效估计量时, 似然方程的形式为

∂ lnL

∂ϑ
= A(ϑ)[T − ϑ− b(ϑ)] = 0. (8.3.4)

上式中唯有 T = T (X1, X2, · · · , Xn) 是待估计参数的统计量, 由该方程求得的极大

似然估计量必为

ĝ(X1, X2, · · · , Xn) = T (X1, X2, · · · , Xn) = ϑ + b(ϑ).

由此得出结论, 若参数存在有效估计量, 则必定是极大似然估计量, 该估计量的方

差由式 (7.4.13)、式 (7.4.14) 和式 (7.4.16) 得出

V (ϑ̂) =

(
1 +

∂b

∂ϑ

)2

E

[(
∂ lnL

∂ϑ

)2
] =

(
1 +

∂b

∂ϑ

)2

E

(
−∂2 lnL

∂ϑ2

) =

(
1 +

∂b

∂ϑ

)

A(ϑ)
. (8.3.5)

例如, 设总体概率密度是指数分布

f(t|τ) =
1
τ

e−t/τ ,

τ 为未知参数. 若 τ 存在有效估计量 τ̂ , 则似然函数应能写成如下形式：

∂ lnL

∂τ
= A(τ)[τ̂(t1, t2, · · · , tn)− τ − b(τ)],

其中 t1, t2, · · · , tn 是子样. 事实上, 在例 8.1 中我们看到,

∂ lnL

∂τ
=

n∑

j=1

(
−1

τ
+

ti
τ2

)
=

n

τ2
(t̄− τ),

与上式比较, 有

A(τ) =
n

τ2
, τ̂ = t̄,

因此, 参数 τ 的极大似然估计量 t̄ 是无偏、有效估计量, 其方差由式 (8.3.5) 求出

V (t̄) = 1/A(τ) = τ2/n. (8.3.6)
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如果以 λ ≡ 1/τ 作为待估计的未知参数, 则概率密度函数的形式为 f(t|λ) =

λe−λt, 相应的似然函数是

L(t1, t2, · · · , tn|λ) =
n∏

i=1

λe−λti ,

从而有
∂ lnL

∂λ
=

n

λ
−

n∑

i=1

ti = −n

(
t̄− 1

λ

)
.

与式 (8.3.4) 对比得知, 只有 1/λ = τ 存在有效估计量, 而 λ 不存在有效估计量.

又如, 设 X1, X2, · · · , Xn 是正态总体 N(µ, σ2
i ), i = 1, 2, · · · , n 的子样, µ 为待

估计的未知参数. 似然函数为

L(X1, · · · , Xn;σ1, · · · , σn|µ) =
n∏

i=1

1√
2πσi

· exp

[
−1

2

(
Xi − µ

σi

)2
]
,

lnL =
n∑

i=1

[
−1

2
ln 2πσ2

i −
1
2

(
Xi − µ

σi

)2
]

.

似然方程

∂ lnL

∂µ
=

n∑

i=1

Xi − µ

σ2
i

=
n∑

i=1

1
σ2

i




n∑

i=1

Xi

σ2
i

n∑

i=1

1
σ2

i

− µ




≡
n∑

i=1

1
σ2

i

[µ̂− µ] = 0.

与式 (8.3.4) 对比知, 极大似然估计量

µ̂ =

n∑

i=1

Xi

σ2
i

n∑

i=1

1
σ2

i

是参数 µ 的有效无偏估计量, 由式 (8.3.5) 求出 µ̂ 的方差

V (µ̂) =
1

A(µ)
=

(
n∑

i=1

1
σ2

i

)−1

,

这些结果已在 8.2 节 (1) 中指出.
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有时, 参数 ϑ 本身不存在有效估计量, 但它的某个函数 τ(ϑ) 存在有效估计量.

根据式 (7.4.9), 这时似然方程必可写成

∂ lnL

∂ϑ
= A(ϑ)[T (X1, X2, · · · , Xn)− τ(ϑ)− b(ϑ)] = 0, (8.3.7)

极大似然估计量

τ(X1, X2, · · · , Xn) = T (X1, X2, · · · , Xn) = τ(ϑ) + b(ϑ)

是 τ(ϑ) 的有效估计量 (偏差 b(ϑ)), 其方差由式 (7.4.10) 给出

V (T ) =

(
∂τ

∂ϑ
+

∂b

∂ϑ

)2

E

[(
∂ lnL

∂ϑ

)2
] =

(
∂τ

∂ϑ
+

∂b

∂ϑ

)2

E

[
−∂2 lnL

∂ϑ2

] =

∂τ

∂ϑ
+

∂b

∂ϑ
A(ϑ)

. (8.3.8)

例如, 在 7.4 节中关于正态总体参数的估计量的例子中已经证明, 总体标准差 σ 不

存在有效估计量, 而总体方差 σ2 存在有效估计量, 可由似然方程解出.

总体 X 的概率密度若属于指数族

f(x|ϑ) = exp[α(x)a(ϑ) + β(x) + c(ϑ)],

则其参数 ϑ 存在充分统计量, 而且充分统计量
1
n

n∑

i=1

α(Xi) 是参数的函数

τ(ϑ) =
−(dc/dϑ)
(da/dϑ)

的有效无偏估计量 (见 7.5 节). 我们来证明, 若参数存在充分统计量, 则极大似然

法求得的解必是 τ(ϑ) 的有效估计量. 因为在这种情形下, 似然函数的对数为

lnL(X|ϑ) = ln
n∏

i=1

f(Xi|ϑ)

=
n∑

i=1

[α(Xi)a(ϑ) + β(Xi) + c(ϑ)],

似然方程为
∂ lnL(X|ϑ)

∂ϑ
=

n∑

i=1

α(Xi) · da(ϑ)
dϑ

+ n
dc(ϑ)
dϑ

= 0,

其解为

τ(ϑ̂) ≡
−

(
dc

dϑ

)

(
da

dϑ

)

∣∣∣∣∣∣∣∣
ϑ=ϑ̂

=
1
n

n∑

i=1

α(Xi). (8.3.9)
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由参数变换下的不变性 τ̂(ϑ) = τ(ϑ̂) 可知, 极大似然法求出的解正是 τ(ϑ) 的有效

估计量, 其方差 (见式 (7.5.8)) 为

V (τ̂) =
(

∂τ

∂ϑ

)/(
n

da

dϑ

)
. (8.3.10)

以指数分布总体为例, 概率密度可写成

f(t|λ) = λe−λt = exp[−λt + lnλ],

其中待估计参数是 λ. 由上述推导可知

τ(λ) =
−d lnλ

dλ
d(−λ)

dλ

=
1
λ

的有效估计量 (极大似然估计量) 为

1
n

n∑

i=1

α(ti) =
1
n

n∑

i=1

ti = t̄,

这一结果与例 8.1 完全一致; 其方差为

V

(
1
λ

)
=

∂λ−1

∂λ

n
d(−λ)

dλ

=
1

nλ2
.

8.3.5 唯一性

如果参数 ϑ的某个函数 τ(ϑ)存在有效估计量,那么极大似然估计 ϑ̂有唯一解.

我们来证明这一性质.

设 T 为 τ(ϑ) 的有效估计量, 则应有 (见式 (7.4.9))

∂ lnL

∂ϑ
= A(ϑ)[T − τ(ϑ)− b(ϑ)].

在 ϑ = ϑ̂ 处对等式两边求导

∂2 lnL

∂ϑ2

∣∣∣∣
ϑ=ϑ̂

=
[
∂A(ϑ)

∂ϑ
(T − τ(ϑ)− b(ϑ))

]

ϑ=ϑ̂

−A(ϑ̂)
[

∂τ

∂ϑ
+

∂b

∂ϑ

]

ϑ=ϑ̂

.

上式右边第一项为 0. 据式 (7.4.10), 有

∂τ

∂ϑ
+

∂b

∂ϑ
= A(ϑ)V (T ),
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因此
∂2 lnL

∂ϑ2

∣∣∣∣
ϑ=ϑ̂

= −V (T )[A(ϑ̂)]2 < 0.

可见, 似然方程
∂ lnL

∂ϑ
= 0的每一个解都对应于似然函数的极大值. 对于正规的函

数, 两个极大值之间必然存在一个极小值, 该极小值也应当是似然方程的解. 但现

在条件下不存在极小解, 因此不可能有一个以上的极大值. 可见极大似然解 ϑ̂ 是唯

一的.

事实上, 只要存在参数 ϑ 的充分统计量, 且似然函数满足正规条件, 极大似然

估计 ϑ̂ 就是唯一的; 如果充分统计量不存在, 则极大似然估计不一定有唯一解. 推

广到总体含有 k 个未知参数的一般情形,若存在一组 k 个联合充分统计量,且似然

函数满足正规条件, 则似然方程组有唯一的一组解.

8.3.6 渐近正态性

设总体的概率分布为 f(x|ϑ), ϑ 为未知参数, X1, X2, · · · , Xn 为容量 n 的子样,

似然函数用 L(X|ϑ) 表示. 若似然函数满足正规条件, 当子样容量 n 很大时, 则参

数 ϑ的极大似然估计 ϑ̂的分布渐近地服从正态分布,它的均值等于参数的真值 ϑ0,

方差为最小方差界.

我们来证明极大似然估计量的这一渐近正态性质. 将
∂ lnL

∂ϑ

∣∣∣∣
ϑ̂

(ϑ 等于极大似

然估计量 ϑ̂ 处的
∂ lnL

∂ϑ
值) 在参数真值 ϑ = ϑ0 的邻域作泰勒展开

∂ lnL

∂ϑ

∣∣∣∣
ϑ̂

=
∂ lnL

∂ϑ

∣∣∣∣
ϑ0

+ (ϑ̂− ϑ0)
∂2 lnL

∂ϑ2

∣∣∣∣
ϑ∗

= 0, (8.3.11)

其中 ϑ∗ 是 ϑ̂ 与 ϑ0 之间的某个值.

已经阐明, 似然函数满足
∫
· · ·

∫
∂ lnL

∂ϑ
LdX = E

(
∂ lnL

∂ϑ

)
= 0

(见式 (7.4.5)), 而 ∂ lnL/∂ϑ 的方差为

V

(
∂ lnL

∂ϑ

)

ϑ̂

= E

[(
∂ lnL

∂ϑ

)2
]
−

[
E

(
∂ lnL

∂ϑ

)]2

= E

[(
∂ lnL

∂ϑ

)2
]

,

当似然函数满足正规条件, 则有 (见式 (7.4.7))

V

(
∂ lnL

∂ϑ

)
= E

[(
∂ lnL

∂ϑ

)2
]

= E

(
−∂2 lnL

∂ϑ2

)
. (8.3.12)
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记
∂ lnL

∂ϑ

∣∣∣∣
ϑ0

=
n∑

i=1

∂ ln f(Xi|ϑ)
∂ϑ

∣∣∣∣
ϑ0

, (8.3.13)

式 (8.3.13) 右边是 n 个相互独立变量
∂ ln f(Xi|ϑ)

∂ϑ
求和, 该求和量均值为 0, 方差

由式 (8.3.12) 表示. 根据中心极限定理, 随机变量

u =
∂ lnL

∂ϑ

/[
E

(
−∂2 lnL

∂ϑ2

)] 1
2

(8.3.14)

在 ϑ = ϑ0 处渐近地服从标准正态分布 N(0, 1). 记

v = −∂2 lnL

∂ϑ2

∣∣∣∣
ϑ∗

= −
n∑

i=1

(
∂2 ln f

∂ϑ2

)

ϑ∗
. (8.3.15)

因为 ϑ∗ 位于 ϑ̂ 和 ϑ0 之间, 由于极大似然估计量 ϑ̂ 是相合估计量 (见 8.3.2 节), 故

当 n →∞ 时, ϑ̂ 收敛于 ϑ0. 因此有

v → E

(
−∂2 lnL

∂ϑ2

)
, 当n →∞. (8.3.16)

将 v 的渐近表式代入式 (8.3.11), 得

(ϑ̂− ϑ0)
[
E

(
−∂2 lnL

∂ϑ2

)] 1
2

=
∂ lnL

∂ϑ

/[
E

(
−∂2 lnL

∂ϑ2

)] 1
2

, (8.3.17)

其中各项都应在 ϑ = ϑ0 处计算. 该式右边正是 u 的表达式, 它渐近地服从 N(0, 1)

分布. 因此, 从式 (8.3.17) 可知, 极大似然估计 ϑ̂ 服从正态分布

ϑ̂ ∼ N(ϑ0, V (ϑ̂)),

V (ϑ̂) =
[
E

(
−∂2 lnL(X|ϑ)

∂ϑ2

)]−1

, (8.3.18)

即极大似然估计量 ϑ̂ 的数学期望为参数真值, 其方差如式 (8.3.18) 所表示, 该式在

ϑ = ϑ0 处计算, 由于参数真值 ϑ0 未知, 可用极大似然估计量 ϑ = ϑ̂ 处的值作为近

似. 与式 (7.4.8) 对比知道, V (ϑ̂) 等于
∂b

∂ϑ
= 0 条件下的最小方差界.

对于总体含有 k 个未知参数 ϑ1, · · · , ϑk 的一般情形, 可以证明, 极大似然估计

ϑ̂1, · · · , ϑ̂k 也是渐近地多维正态分布的, 数学期望是参数的真值 ϑ10, ϑ20, · · · , ϑk0,

协方差可表示为

V −1
ij (ϑ̂) = E

(
−∂2 lnL(X|ϑ)

∂ϑi∂ϑj

)
, i, j = 1, 2, · · · , k. (8.3.19)

该式在 ϑ 真值处计算, 或用估计量 ϑ̄ 处的值作为近似.
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例 8.6 粒子平均寿命的极大似然估计量的渐近正态性质

在本章前面各节中我们已经看到, 总体概率密度 f(t|τ) =
1
τ

e−t/τ 中的未知参

数 (粒子平均寿命)τ 的极大似然估计量 τ̂ = t̄有极其优良的性质,它是相合、无偏、

充分、有效和唯一的估计量, 并且在变换为衰变常数 λ = 1/τ 时具有不变性. τ 的

极大似然估计量比 λ 的极大似然估计量要优越, 因为后者不是有效估计量.

现在我们来直接证明, 对于大子样容量 (n 值很大), τ 的极大似然估计 τ̂ = t̄

渐近地服从正态分布, 其均值为 τ 的真值, 方差达到最小方差界.

显然, 总体概率密度 f(t|τ) =
1
τ

e−t/τ 对于参数 τ 的二阶导数存在, 而且变量 t

的取值域 (子样空间) 与参数 τ 无关, 所以满足渐近正态所要求的正规条件. 为陈

述方便起见, 暂时将变量 t 用 X 代替. 概率密度 f(X|τ) 的特征函数 ϕX(t) 为

ϕX(t) ≡ E(eitX) = (1− itτ)−1.

而随机变量 τ̂ = X̄ =
1
n

n∑

i=1

Xi 的特征函数为

ϕX̄(t) =
n∏

i=1

E

[
exp

(
i
t

n
Xi

)]
=

[
ϕX

(
t

n

)]n

=
(

1− itτ
n

)−n

.

显然, 当 n →∞ 时, ϕX̄(t) → exp(itτ), 这正是均值为 τ、方差为 0 的正态变量的特

征函数 (见 4.10 节). 因此, 极大似然估计 τ̂ = X̄ 当 n → ∞ 的渐近分布是参数 τ

的真值处无限尖锐的峰.

当子样容量 n 很大但为有限值的情形, 我们来考察 ϕX̄(t) 的展开式

ϕX̄(t) =
(

1− itτ
n

)−n

= 1 + itτ +
1
2
(it)2(τ2 + τ2/n) + · · · ,

与正态变量 N(µ, σ2) 的特征函数

exp
(

itµ +
1
2
(it)2σ2

)
= 1 + itµ +

1
2
(it)2(µ2 + σ2) + · · ·

对比可见, τ̂ = X̄ 服从 N(τ, τ2/n) 分布, 其方差为 V (τ̂) = τ2/n, 正是最小方差界

(见式 (8.3.6)). 因此, 当子样容量 n 很大时, 有

u ≡ τ̂ − τ

τ̄/
√

n
∼ N(0, 1).

8.4 极大似然估计量的方差

通过实验测量给出未知参数的数值只完成了事情的一半, 求出估计值的误差

(未知参数的方差) 往往具有同样的重要性. 如果未知参数估计值的方差很大, 即使
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参数估计值极其精确也没有任何实际意义.极大似然估计量方差的最佳确定方法取

决于总体概率密度的性质和实验子样容量 n 的大小. 本节将介绍在什么条件下使

用哪种方法来确定方差是最适当的.

确定方差的公式可以分为两类. 一类是大样公式, 它仅当 n → ∞ 时才是严格
正确的, 但当 n 为充分大的有限值时, 它们提供了方差的很好的近似表达式. 另一

类公式对于任意 n > 1 的子样容量皆为正确, 称为小样公式.

如果概率密度函数仅仅描写随机性物理量本身的分布,那么所估计的误差显然

只反映统计不确定性;如果构成似然函数的概率密度是物理量本身的概率分布与测

量仪器的实验分辨函数的适当叠加 (见 4.17 节的讨论), 则从似然函数计算得到的

误差将同时包含统计不确定性和实验测量的不确定性. 实验测量得到的数据一般

总是包含测量误差的. 由这些数据进行误差估计 (如 8.5 节中将介绍的图像法) 显

然同时包含了实验测量和统计的不确定性.

8.4.1 方差估计的一般方法

对于总体概率密度包含 k 个未知参数 ϑ = {ϑ1, ϑ2 · · · , ϑk} 的一般情形, 似然

函数

L(X|ϑ) =
n∏

i=1

f(Xi|ϑ)

可考虑为包含 k 个未知参数, n 个变量 X = X1, · · · , Xn 的联合概率密度. 如果参

数的极大似然估计可表示成子样 X1, X2, · · · , Xn 的显著函数

ϑ̂i = ϑ̂i(X1, · · · , Xn), i = 1, 2, · · · , k,

则参数 ϑ̂i 和 ϑ̂j 之间的协方差为

Vij(ϑ̂) =
∫

Ω(X)

(ϑ̂i − ϑi)(ϑ̂j − ϑj)L(X|ϑ)dX, i, j = 1, 2, · · · , k, (8.4.1)

其中 ϑ = {ϑ1, ϑ2, · · · , ϑk} 表示参数的真值, 积分对所有的变量 X1, X2, · · · , Xn 施

行. 每个参数估计值 ϑ̂i 的方差可由 Vii(ϑ̂) 得到.

通过对式 (8.4.1) 作变换, 还可导出对参数估计量 ϑ̂ 作积分来表示的协方差计

算公式. n个变量 {X1, · · · , Xn}的联合概率密度 L(X|ϑ)dX 利用雅可比行列式变

换为 k 个变量 {ϑ1, · · · , ϑk} 的联合概率 L′(ϑ̂|ϑ)dϑ̂, 其中 L′(ϑ̂|ϑ) 包含 ϑ̂ 与 X 的

变换行列式 (见 3.7 节). 于是式 (8.4.1) 变换为

Vij(ϑ̂) =
∫

Ω(ϑ̂)

(ϑ̂i − ϑi)(ϑ̂j − ϑj)L′(ϑ̂|ϑ)dϑ. (8.4.2)
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从变量X变换到 ϑ̂ 通常相当复杂, 因此, 由式 (8.4.1) 求协方差比较容易. 一般说

来, 式 (8.4.1) 和式 (8.4.2) 的积分只对比较简单的似然函数才可能积出, 求得的协

方差表达式是参数真值的函数.

现在将似然函数 L(X|ϑ)考虑为给定X下变量 ϑ = {ϑ1, · · · , ϑk}的函数. 似然

函数 L(X|ϑ)对于子样空间 Ω(X)是归一化的, 但对参数空间 Ω(ϑ)一般却不是归

一化的, 因此, 协方差的计算公式为

Vij(ϑ̂) =

∫

Ω(ϑ)

(ϑi − ϑ̂i)(ϑj − ϑ̂j)L(X|ϑ)dϑ

∫

Ω(ϑ)

L(X|ϑ)dϑ

, (8.4.3)

积分在 k 个参数 {ϑ1, · · · , ϑk} 的参数空间内施行, 分母是为了归一化. 在无法求出

该积分的解析表达式时, 可用数值方法求得协方差的近似值

Vij(ϑ) =
1
N

∑

∆ϑ1

· · ·
∑

∆ϑk

(ϑi − ϑ̂i)(ϑj − ϑ̂j)L(X|ϑ)∆ϑ1 · · ·∆ϑk,

i, j = 1, 2, · · · , k,

N =
∑

∆ϑ1

· · ·
∑

∆ϑk

L(X|ϑ)∆ϑ1 · · ·∆ϑk, (8.4.4)

其中 ∆ϑs(s = 1, · · · , k) 是参数 ϑs 的子区间宽度, N 是归一化因子.

在式 (8.4.3) 或式 (8.4.4) 中, 如果某几个参数固定于它的估计值而不作积分或

求和运算, 求出的协方差将是条件协方差, 显然, 后者比一般的协方差的值小.

例 8.7 粒子平均寿命极大似然估计量的方差

例 8.1 已求出粒子平均寿命 τ 的极大似然估计为

τ̂ =
1
n

n∑

i=1

ti.

根据式 (8.4.1), τ̂ 的方差为

V (τ̂) =
∫ ∞

0

· · ·
∫ ∞

0

(τ̂ − τ)2
n∏

i=1

1
τ

e−ti/τdti

=
∫ ∞

0

· · ·
∫ ∞

0

(
1
n

n∑

k=1

tk

)
 1

n

n∑

j=1

tj




n∏

i=1

1
τ

e−ti/τdti

− 2τ

∫ ∞

0

· · ·
∫ ∞

0

(
1
n

n∑

k=1

tk

)
n∏

i=1

1
τ

e−ti/τdti
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+ τ2

∫ ∞

0

· · ·
∫ ∞

0

n∏

i=1

1
τ

e−ti/τdti.

对 ti, i = 1, 2, · · · , n, 取值区间 0 →∞. 通过直接计算, 得到

V (τ̂) =
(

2
n

τ2 +
n− 1

n
τ2

)
− 2τ2 + τ2 =

τ2

n
.

这一公式给出的 τ̂ 的方差正是有效估计量的最小方差界 (见式 (8.3.6)).

也可以利用式 (8.4.3) 计算 τ̂ 的方差, 这时,

V (τ̂) =

∫ ∞

0

(τ̂ − τ)2
(

n∏

i=1

1
τ

e−ti/τ

)
dτ

∫ ∞

0

(
n∏

i=1

1
τ

e−ti/τ

)
dτ

,

直接计算的结果是

V (τ̂) =
τ̂2

n

1 +
6
n(

1− 2
n

)(
1− 3

n

) .

仅当 n →∞ 极限情形下, 式 (8.4.1) 与式 (8.4.3) 的结果才互相一致.

8.4.2 充分和有效估计量的方差公式

8.4.1 节给出的方差计算公式对于任何极大似然估计量都是正确的, 而且与子

样容量 n 无关. 在某些特定情形下, 可以推导出计算方差更为方便的公式.

我们考虑参数 ϑ 的极大似然估计量为有效估计量的特殊情形, 这时似然方程

必有式 (8.3.4) 的形式

∂ lnL

∂ϑ
= A(ϑ)[T − ϑ− b(ϑ)] = 0.

由式 (8.3.5) 已知, 极大似然估计量 ϑ̂ 的方差是

V (ϑ̂) =

(
1 +

∂b

∂ϑ

)2

E

(
−∂2 lnL

∂ϑ2

) =
1 +

∂b

∂ϑ
A(ϑ)

,

利用式 (8.3.4) 可以求得

E

(
−∂2 lnL

∂ϑ2

)
= A(ϑ)

(
1 +

∂b

∂ϑ

)
= − ∂2 lnL

∂ϑ2

∣∣∣∣
ϑ=ϑ̂

,
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于是方差公式简化为

V (ϑ̂) =

(
1 +

∂b

∂ϑ

)2

(
−∂2 lnL

∂ϑ2

)

ϑ=ϑ̂

. (8.4.5)

特别是, 当 ϑ̂ 为无偏有效估计量时,

V (ϑ̂) =
1(

−∂2 lnL

∂ϑ2

)

ϑ=ϑ̂

. (8.4.6)

这两个公式对于任意 n > 1 的子样容量都正确, 所以在实际问题中经常用到.

当总体概率密度函数包含多个未知参数时,情况比较复杂. 若对 k 个未知参数

{ϑ1, ϑ2, · · · , ϑk} 存在 k 个联合充分统计量 {T1, T2, · · · , Tk}, 可以证明, 在大子样容

量 n 的情形下, 极大似然估计的协方差矩阵之逆阵的元素 V −1
ij (ϑ̂) 可表示为

V −1
ij (ϑ̂) =

(
− ∂2 lnL

∂ϑi∂ϑj

)

ϑ=ϑ̂

. (8.4.7)

例 8.8 加权平均的方差

若 X1, X2, · · · , Xn 是正态总体 N(µ, σ2
i )(i = 1, 2, · · · , n)的子样, µ为待估计的

未知参数. 在 8.3.4 节中已经证明, µ 的极大似然估计

µ̂ =

n∑

i=1

Xi

σ2
i

n∑

i=1

1
σ2

i

是有效无偏估计量, µ̂ 称为加权平均, 它的方差可直接从式 (8.4.6) 导出. 由于似然

函数为

L(X1, · · · , Xn;σ1, · · · , σn|µ)

=
n∏

i=1

1√
2πσi

exp

[
−1

2

(
Xi − µ

σi

)2
]

,

故有

V (µ̂) =
1(

−∂2 lnL

∂µ2

)

µ=µ̂

=
1

n∑

i=1

1
σ2

i

.

该表达式与 8.3.4 节的结果完全一致.
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例 8.9 正态总体 N(µ, σ2) 中 µ 和 σ2 的极大似然估计量的方差

在 8.2 节中已经证明, 当正态总体中 µ, σ2 均为未知参数时, 其极大似然估计

量为

µ̂ = X̄, σ̂2 =
1
n

n∑

i=1

(Xi − X̄)2.

根据 7.5 节的讨论可知, t1 =
n∑

i=1

Xi, t2 =
n∑

i=1

X2
i 是 µ, σ2 的一对联合充分统计量.

由于 µ̂, σ̂2 是 t1, t2 的一一对应的变换, 故它们也是 µ, σ2 的联合充分统计量. 若子

样容量 n 很大, 可利用式 (8.4.7) 来估计协方差. 总体概率密度为

N(µ, σ2) =
1√
2πσ

exp
(
−1

2
(x− µ)2

σ2

)
,

似然函数的对数可写成

lnL =
n∑

i=1

[
−1

2
ln(2π)− 1

2
lnσ2 − 1

2

(
Xi − µ

σ

)2
]

,

由式 (8.4.7) 求出协方差矩阵 V (µ̂, σ̂2) 的逆矩阵元素

V −1
11 =

−∂2 lnL

∂µ2
=

n

σ2
,

V −1
22 = −∂2 lnL

∂(σ2)2
= − n

2σ4
+

1
σ6

n∑

i=1

(Xi − µ)2

= − n

2σ4
+

nσ2

σ6
=

n

2σ4
,

V −1
12 = V −1

21 = −∂2 lnL

∂µ∂σ2
=

1
σ4

n∑

i=1

(Xi − µ) =
n

σ4
(µ̂− µ).

上述式子中都应在 µ = µ̂ 和 σ2 = σ̂2 处求值, 故有 V −1
12 = V −1

21 = 0. 因此, 可写

V
∼
−1(µ̂, σ̂2) =




n

σ2
0

0
n

2σ4


 ,

从而求得协方差矩阵为

V
∼

(µ̂, σ̂2) =




σ2

n
0

0
2σ4

n


 . (8.4.8)

可见, µ̂ 和 σ̂2 的极大似然估计的渐近协方差矩阵是对角矩阵, 这是由于正态

总体的子样平均 X̄(= µ̂) 和子样方差 S2

(
=

n

n− 1
σ̂2

)
是两个独立变量的缘故 (见
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6.3.2 节). 事实上, 由 6.3 节知道, X̄(= µ̂) 是 N

(
µ,

σ2

n

)
的正态变量, 显然极大

似然估计 µ̂ 对于任意子样容量 n, 其方差都是
σ2

n
, 即最小方差界. 而随机变量

n− 1
σ2

S2 =
n

σ2
σ̂2 服从 χ2(n− 1) 分布 (见 6.3.2 节), 其方差为 2(n− 1), 因此, 对于

任意 n, 有

V (σ̂2) =
(

σ2

n

)2

V

(
nσ̂2

σ2

)
= 2σ4 n− 1

n2
.

当子样容量 n 很大时, 上式与式 (8.4.8) 中 σ̂2 的方差
2σ4

n
十分接近.

8.4.3 大子样情形下的方差公式

在 8.3.6 节中已经表明, 当似然函数满足正规条件, 即 lnL 对 ϑ 的二阶导数存

在,而且 X 的取值域与参数 ϑ无关,则 ϑ的极大似然估计 ϑ̂趋近于均值为参数真

值, 方差为最小方差界的正态分布, 对于总体包含一个和多个未知参数的情形, 方

差分别由式 (8.3.18) 和式 (8.3.19) 表示

V −1(ϑ̂) =
[
E

(
−∂2 lnL(X|ϑ)

∂ϑ2

)]
,

V −1
ij (ϑ̂) =

[
E

(
−∂2 lnL(X|ϑ)

∂ϑi∂ϑj

)]
, i, j = 1, 2, · · · , k.

这两个式子在 ϑ = ϑ̂ 处计算, 但有时极大似然估计量不能解析地求得. 当然, 在这

种情况下可用数值方法求解, 这时则需要子样测定值, 即只能在收集实验数据之后

进行.

如果希望在实验进行之前对方差作估计, 上述公式不适用. 为此, 我们将它改

写成更方便的形式, 用总体概率密度来估计参数极大似然估计量的方差.

首先讨论总体 X 包含一个未知参数 ϑ的情形,对于容量 n的子样 X1, X2, · · · ,

Xn, 似然函数为

L(X1, · · · , Xn|ϑ) =
n∏

i=1

f(Xi|ϑ),

lnL 对 ϑ 的二阶导数可表示为

−∂2 lnL

∂ϑ2
=

n∑

i=1

(
−∂2 ln f(Xi|ϑ)

∂ϑ2

)
≡

n∑

i=1

(
−∂2 ln fi

∂ϑ2

)
,

它的期望值

E

(
−∂2 lnL

∂ϑ2

)
=

∫
· · ·

∫ n∑

i=1

(
−∂2 ln fi

∂ϑ2

) n∏

i=1

fidXi,
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注意到 X1, X2, · · · , Xn 是与总体同分布的独立随机变量以及
∫

fidXi = 1,

上式可写为

E

(
−∂2 lnL

∂ϑ2

)
=

n∑

i=1

∫ (
−∂2 ln fi

∂ϑ2

)
fidXi

= n

∫ (
−∂2 ln f

∂ϑ2

)
fdX,

其中 f 为总体概率密度函数. 由于

−∂2 ln f

∂ϑ2
= − ∂

∂ϑ

(
1
f

∂f

∂ϑ

)
=

1
f2

(
∂f

∂ϑ

)2

− 1
f

∂2f

∂ϑ2
,

代入上述积分, 得

E

(
−∂2 lnL

∂ϑ2

)
= n

∫
1
f

(
∂f

∂ϑ

)2

dX − n

∫
∂2f

∂ϑ2
dX,

当似然函数满足正规条件, X 的取值域与参数 ϑ 无关, 对 ϑ 的求导与对 X 的求积

次序可以交换, 故有

E

(
−∂2 lnL

∂ϑ2

)
= n

∫
1
f

(
∂f

∂ϑ

)2

dX − n
∂2

∂ϑ2

∫
fdX

= n

∫
1
f

(
∂f

∂ϑ

)2

dX.

代入式 (8.3.18), 求得方差 V (ϑ̂) 的表达式为

V −1(ϑ̂) = n

∫
1
f

(
∂f

∂ϑ

)2

dX. (8.4.9)

在总体含 k 个未知参数的情况下, 最大似然估计量 ϑ̂ 的协方差公式为

V −1
ij

(
ϑ̂

)
= n

∫
1
f

(
∂f

∂ϑi

)(
∂f

∂ϑj

)
dX, i, j = 1, 2, · · · , k. (8.4.10)

由式 (8.4.9)和式 (8.4.10)可看到,参数 ϑ估计值的误差 (标准差),与测量次数 n(子

样容量) 的平方根成反比.

这两个方差公式利用总体概率密度来表示, 无须子样测量值, 而且一般比较容

易计算. 因此, 这种方法十分适合于在实验的规划阶段用作参数的误差估计, 或者
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确定为了达到一定的实验精度所必需的测量次数 (子样容量 n). 当然, 这时需要对

总体分布及其参数有所了解, 因为式 (8.4.9) 和式 (8.4.10) 的积分一定是总体分布

参数的函数.

作为一个例子, 我们利用概率密度函数对正态总体均值的方差 (在实验进行之

前) 作估计 (设子样容量为 n) .

现在概率密度函数为

f =
1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2

故有
∂f

∂µ
=

1√
2πσ3

e−
(x−µ)2

2σ2 (x− µ) ,

∫
1
f

(
∂f

∂ϑ

)2

dX =
∫

1√
2πσ5

e−
(x−µ)2

2σ2 (x− µ)2 dx,

令 z =
x− µ

σ
, 并注意

∫ ∞

−∞

1√
2π

e−
z2
2 · z2ndz = 1 · 3 · · · (2n− 1),

则有 ∫
1
f

(
∂f

∂ϑ

)2

dX =
∫

1√
2πσ2

e−
z2
2 z2dz = 1.

利用式 (8.4.9) 可得

V (µ̂) =

[
n

∫
1
f

(
∂f

∂ϑ

)2

dX

]−1

µ=µ̂

=
σ2

n
.

这正是 µ 的极大似然估计量 µ̂ = X̄( 子样平均) 的方差. 但这里不必通过求子样平

均即可求出.

从另一种途径还可以写出大子样容量的极限情形下,极大似然估计量方差的简

单表达式. 在正态概率密度表达式

1√
2πσ

exp

[
−1

2

(
x− µ

σ

)2
]

中, 变量 x和均值 µ具有形式上的对称性. 因此, 极大似然估计 ϑ̂ 趋近于均值为参

数真值 ϑ、方差为最小方差界 V (ϑ̂) 的正态分布这一事实, 可以形式上表达为参数

真值 ϑ 服从均值为极大似然估计 ϑ̂、方差为 V (ϑ̂) 的正态分布.

对于总体含单个未知参数的情形,似然函数 (子样 X1, X2, · · · , Xn 的联合概率

密度) 可写为

L ∝ exp

[
−1

2
(ϑ− ϑ̂)2

V (ϑ̂)

]
,
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于是立即得到方差的简单关系式

V (ϑ̂) =
1

−∂2 lnL/∂ϑ2
. (8.4.11)

显然,正态型的似然函数对应于 lnL−ϑ之间存在抛物线的函数关系,而且 lnL

对 ϑ 的二阶导数等于常数.

当总体含有多个未知参数时, 似然函数为渐近的多维正态分布, 极大似然估计

ϑ̂ 的协方差矩阵的元素 Vij(ϑ̂) 可由下式表示：

V −1
ij

(
ϑ̂

)
=
−∂2 lnL

∂ϑi∂ϑj
. (8.4.12)

式 (8.4.11) 和式 (8.4.12) 与极大似然估计量为充分和有效估计量时的方差公式

(8.4.6) 和式 (8.4.7) 有相似的形式.

例 8.10 反质子极化实验 (1)

粒子的自旋在空间取向具有一定的

方向性, 称为极化. 如果一束粒子团, 其

中粒子自旋的方向分布是各向同性的, 则

称为非极化的;若所有粒子自旋方向相同,

则称为完全极化的; 两者之间的情形属于

部分极化.

研究反质子极化通常利用入射反质

子束与靶物质中质子的两次接连的弹性

散射来进行, 称为双散射实验. 设反质子

束和靶物质的质子都是非极化的. 在反质

子束与靶质子第一次弹性碰撞后, 在与入

图 8.1 反质子双散射实验

射反质子方向成一定角度处射出的反质子将是部分极化的,而极化了的反质子与非

极化靶质子的弹性碰撞 (第二次碰撞) 其截面有空间分布上的不对称性. 图 8.1 中,

设在 B 点和 C 点发生接连两次 p̄p碰撞, p̄,p分别表示反质子和质子. 测量两次散

射平面 (ABC 平面和 BCD 平面)的法线 n1 和 n2 之间的夹角 φ可以求得反质子

的极化量 P . 已知 φ 的分布可用概率密度

f(x |α ) =
1
2
(1 + αx), −1 6 x 6 1 (8.4.13)

来描述, 其中, x = cos φ, α = P 2. 为了使 α 估计值的误差小于某一给定常数 ∆α,

问需要收集多少双散射事例?

本问题中事例数的估算要在实验之前进行, 为此, 需用通过概率密度计算方差
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的式 (8.4.9) 来估计参数 α 的极大似然估计 α̂ 的方差. 计算积分
∫ 1

−1

1
f

(
∂f

∂α

)2

dx =
∫ 1

−1

x2

2(1 + αx)
dx

=
1

2α3
{ln(1 + α)− ln(1− α)− 2α},

于是有

V (α̂) =
1
n

2α3

ln
(

1 + α

1− α

)
− 2α

. (8.4.14)

当 α ¿ 1, 式 (8.4.14) 可近似地写成

V (α̂) > 1
n

(
3− 9

5
α2 + · · ·

)
. (8.4.15)

如果在实验前对 α 值已有初步了解, 则容易由式 (8.4.15) 算得给定误差

∆α
(

=
√

V (α̂)
)
所必须收集的最少双散射事例数 n.

8.5 极大似然估计及其误差的图像确定

在许多实际问题中, 极大似然估计及其方差无法解析地求出. 当未知参数的个

数不多 (一个或两个) 时, 似然函数 L (X |ϑ ) 的数值作为参数 ϑ 的函数, 可通过图

像方法来确定极大似然估计 ϑ̂ 及其误差 ∆ϑ̂.

8.5.1 总体包含单个未知参数

当总体只含一个未知参数 ϑ 时, 对于一组特定的子样 X1, X2, · · · , Xn, 其似然

函数为 L (X |ϑ ). 将参数 ϑ 值作为横坐标, 似然函数 L (X |ϑ ) 值作为纵坐标, 对于

不同的参数值 ϑ,画出似然函数 L (X |ϑ )的曲线.于是图中曲线极大值对应的 ϑ可

作为参数的极大似然估计 ϑ̂. 一般情况下, 曲线只有一个极大, 这对应于极大似然

估计有唯一解. 若在物理上容许的 ϑ 取值域内似然函数曲线出现一个以上的极大,

一般取 L 值最高的极大对应的参数值作为极大似然估计 ϑ̂.

当似然函数曲线只有一个极大, 或者虽存在多个极大, 但其主极大与其他次极

大相当清晰地分开而又相距较远时, 可以通过

L = e−0.5Lmax

的直线与似然函数曲线的两个交点所对应的两个 ϑ 值来推断 ϑ̂ 的误差 (如图 8.2).

当似然函数为正态型曲线时, 如图 8.2(a) 所示, 这样确定的两个值 ϑ̂ ±∆ϑ̂ 相

当于正态变量 N(µ, σ2) 中的 µ ± σ, 于是参数真值落在 ϑ̂ −∆ϑ̂ 和 ϑ̂ + ∆ϑ̂ 之间的

概率为 0.683, 即 ∆ϑ̂ 为标准差.
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在实际测量中, 当观测次数 n 为有限值时, 似然函数 L(X1, · · · , Xn |ϑ ) 不大

可能为严格的正态曲线, 而且似然函数对不同的 ϑ 值往往呈现不对称性. 由 L =

Lmaxe−0.5 与似然函数曲线的两个交点求得的区间对于 ϑ̂是不对称的 (如图 8.2(b)).

但 ϑ的真值落在 ϑ̂−∆ϑ̂a 和 ϑ̂ + ∆ϑ̂b 之间的概率仍然 ∼0.68,这一点将在 8.6节中

讨论.

图 8.2 极大似然估计 ϑ̂ 及其误差 ∆ϑ̂ 的图像确定

(a) 对称的正态型似然函数; (b) 非对称似然函数

例 8.11 扫描效率 (3)

在第 1、第 4 章中, 我们已经两次讨论过怎样对一批泡室照片进行两次独立的

扫描, 寻找一定种类的事例, 确定扫描效率的问题. 在 1.4 节中讨论了怎样从两次

独立扫描查得的事例数确定各次扫描的效率、两次扫描的总效率和总的事例数. 在

4.1 节中, 我们推导了各次扫描效率和总扫描效率的误差公式. 应当指出的是：这

些公式仅适用于事例数很大, 扫描效率不太低的情形.

现在我们利用极大似然法从两次独立扫描的数据来估计扫描效率和事例总数.

这种方法也适用于低统计实验, 即事例数不多、扫描效率不高的场合; 而且从同样

的数据能获得比前面介绍的常规方法更多的信息.

同以前一样, 假定泡室照片经过两次相互独立的扫描, 每次扫描中所有有效事

例被查找到的概率是相同的. 两次扫描的结果如下：

N12—— 两次扫描都找到的事例;

N1—— 在扫描 1 中找到但在扫描 2 中未找到的事例;

N2—— 在扫描 2 中找到但在扫描 1 中未找到的事例.

因此,

n1 = N1 + N12 为扫描 1 中找到的事例数;

n2 = N2 + N12 是扫描 2 中找到的事例数;

n12 = N1 + N2 + N12 是两次扫描中找到的事例数.

设 N(未知) 为胶片中存在的事例总数, 则 N − n12 是两次扫描均未找到的事例数.
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在扫描中, 一个事例或者被扫描者发现, 或者没被发现, 没有别的可能, 所以扫

描过程服从二项分布. 设 ε1 是扫描 1 中观测到事例的概率, 则在全部 N 个事例中

观测到 n1 个事例的概率由二项分布求得

P1(n1 |N, ε1 ) =
N !

n1!(N − n1)!
εn1

1(1− ε1)N−n1 . (8.5.1)

对于第二次扫描, 观测到的 n2 个事例分可为两部分：(I) n2 中 N12 个事例已

在扫描 1 中观测到; (II) 其余的 N2 个事例在扫描 1 中没有发现. 对这两部分分别

应用二项概率分布公式. 于是第 I 部分, n1 个事例中观测到 N12 个事例的概率是

PI(N12 |n1, ε2 ) =
n1!

N12!(n1 −N12)!
εN12
2 (1− ε2)n1−N12 , (8.5.2)

对第 II部分, 从总共 N −n1 个事例中观测到 N2 个事例 (扫描 1中未找到的事例)

的概率为

PII(N2 |N − n1, ε2 ) =
(N − n1)!

N2!(N − n1 −N2)!
εn2
2 (1− ε2)N−n1−N2 . (8.5.3)

在以上 P1, PI, PII 的表式中, 量 N, ε1, ε2 都是未知的待估计参数. 扫描 1 中找

到 n1 个事例, 扫描 2 中找到 n2 个事例, 两次扫描找到 N12 个公共事例这样一个

“事件” 的联合概率是 P1, PI, PII 的乘积

P = P (n1, n2, N12 |N, ε1, ε2 ) = P1PIPII,

它可改写为

P =
N !

(N − n12)!
εn1
1 εn2

2 (1− ε1)N−n1(1− ε2)N−n2 · 1
N1!N2!N12!

. (8.5.4)

该式对于下标 1, 2 在形式上完全对称.

联合概率 P 可解释为未知参数为 N, ε1, ε2, 子样观测值为 n1, n2 和 n12 =

n1 + n2 − N12 的似然函数值 L(n1, n2, n12 |N, ε1 , ε2). 于是可以通过似然函数对三

个参数的似然方程来求解极大似然估计值 N̂ , ε̂1, ε̂2

∂ lnL

∂ε1
= 0,

∂ lnL

∂ε2
= 0,

∂ lnL

∂N
= 0.

前两个方程的解给出两次独立扫描各自的扫描效率

ε̂1 = n1/N, ε̂2 = n2/N.

第三个方程不能得出解析解.但我们可将式 (8.5.4)所示的联合概率对变量 ε1, ε2 求

积分, 以求得仅包含参数 N 的似然函数, 积分的结果为

L(N) =
N !(N − n1)!(N −N2)
(N − n12)![(N + 1)!]2

· n1!n2!
N1!N2!N12!

. (8.5.5)
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当观测到的事例数 n1, n2 很大时, 上式不易计算, 但它可改写为递推关系

L(N) =
N(N − n1)(N − n2)
(N − n12)(N + 1)2

L(N − 1), (8.5.6)

该公式对于数值计算是十分方便的. 因为照片中事例总数 N 至少大于或等于两次

扫描中找到的事例数 n12, 所以可取

L(N − 1) = L(n12)=1

作为初始值计算 L(N) 值, 然后用式 (8.5.6) 计算 N = n12 + 1, n12 + 2, · · · 对应的
L(N) 值. 在曲线 L(N)−N 上的极大值 Lmax 对应的 N 值即为问题的解.

作为一个数字实例,假定两次独立扫描得到 n1=43, n2=48, N12=25. 于是两次

扫描观测到的事例数为 n12 = n1 + n2 − N12=66. 取 L(N = 66) = 1, 按式 (8.5.6)

算得 N = 67, 68, · · · 对应的似然函数值 L(N), 结果如图 8.3 所示. 从 L(N)−N 曲

线可得照片中事例总数 N 的极大似然估计及其误差为

N̂ = 81+8
−6,

图 8.3

扫描效率的估计值为

ε̂1 =
43
81

= 0.53,

ε̂2 =
48
81

= 0.59.

8.5.2 总体包含两个未知参数

当总体概率密度包含两个未知参数 ϑ1, ϑ2 时, 以 ϑ1, ϑ2 作为两个自变量, 似然

函数 L(X |ϑ1, ϑ2) 作为应变量, 在 L,ϑ1, ϑ2 三根轴构成的空间中, 似然函数形成一

个空间表面,这用图形来表示比较困难.但似然函数的形状可用该表面与 L值等于

一系列常数的平面相截的截线 (似然函数等值线) 表示出来. 在似然函数极大值附
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近, 这些等值线是围绕似然函数极大值点 (ϑ̂1, ϑ̂2) 的一系列封闭曲线. 利用这些等

值线, 可以在所要求的精度内确定似然函数极大值对应的参数估计值 (ϑ̂1, ϑ̂2).

在包含两个未知参数的情形下, 似然函数往往存在一个以上的极大值. 但对许

多实际问题, 确定符合问题要求的那个极大值可能不很困难. 例如, 某些极大似然

值对应的参数值可能出现在不合乎问题要求的区域, 因而可以排除; 或者似然函数

的主极大比次极大的值要高得多, 则可取主极大对应的参数值作为估计值等. 对于

存在多个极大而似然函数各极大值又很接近的情况,则要依靠其他信息来判断哪个

极值点的参数值是问题所要求的参数估计值.

如果适合于问题解的参数取值域中只存在似然函数的一个极大值,似然函数又

足够正规, 则可用似然函数等于 Lmaxe−0.5 的等值线来求得参数 ϑ1, ϑ2 的极大似然

估计值的误差. 确定误差有两种方法. 第一种称为切线法, 如图 8.4(a) 所示. 图中

标出了似然函数 L = Lmaxe−0.5 的等值线, Lmax 是似然函数的极大值, 它所对应的

参数值 ϑ̂1, ϑ̂2 是极大似然估计. 与坐标轴 ϑ1, ϑ2 平行并与等值线相切的四条切线

给出了 ϑ1 和 ϑ2 估计值的上下限.如果似然函数是参数 ϑ1, ϑ2 的二维正态函数, 用

这种方法确定的参数的误差 (估计值上下限距离之半) 等于参数的标准差, 这一点

将在 8.6 节讨论. 确定参数估计值误差的第二种途径可称为交点法, 如图 8.4(b) 所

示. 它是由 ϑ1 = ϑ̂1 和 ϑ2 = ϑ̂2 两条直线与等值线 L = Lmaxe−0.5 的两对交点作为

估计值的上下限. 交点法确定的误差一般比切线法小. 等值线对于坐标轴 ϑ1, ϑ2 的

图 8.4 总体包含两个参数时, 参数极大似然估计及其误差的图像确定

(a) 切线法; (b) 交点法

不对称性反映了两个参数 ϑ1, ϑ2 之间的关联不等于 0; 如果 ϑ1, ϑ2 之间互不关联,

等值线对于坐标轴 (通过适当的平移) 将是对称的, 这时两种方法将得出相同的

结果.
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在无限大容量子样的极限情况下, 似然函数为二维正态函数

L(ϑ1, ϑ2) =Lmax exp





−1
2(1− ρ2)




(
ϑ1 − ϑ̂1

σ1

)2

+

(
ϑ2 − ϑ̂2

σ2

)2

−2ρ

(
ϑ1 − ϑ̂1

σ1

)(
ϑ2 − ϑ̂2

σ2

)]}
, (8.5.7)

其中 σ2
1 , σ2

2 是极大似然估计 ϑ̂1, ϑ̂2 的方差, ρ 是 ϑ̂1, ϑ̂2 之间的相关系数. (见 4.11

节的讨论). 这时 L = Lmaxe−0.5 的等值线方程为

1
1− ρ2




(
ϑ1 − ϑ̂1

σ1

)2

+

(
ϑ2 − ϑ̂2

σ2

)2

− 2ρ

(
ϑ1 − ϑ̂1

σ1

)(
ϑ2 − ϑ̂2

σ2

)
 = 1. (8.5.8)

与 4.11节中的讨论对比立即知道,该式表示了 ϑ1, ϑ2 平面上的协方差椭圆;在现在

的情形下称为二维正态似然函数的协方差椭圆. 椭圆中心为参数 ϑ1, ϑ2 的极大似

然估计 ϑ1, ϑ2, 它的主轴与坐标轴的夹角 α 为

tan2α =
2ρσ1σ2

σ2
1 − σ2

2

.

对应于不同 ρ 值的协方差椭圆都落在四条直线

ϑ1 = ϑ̂1 ± σ1, ϑ2 = ϑ̂2 ± σ2

构成的长方形中, 图 8.5 画出了几种不同 ρ 值的协方差椭圆. 换句话说, 不管相关

系数 ρ取什么值,与协方差椭圆相切且平行于坐标轴的直线到 (ϑ̂1, ϑ̂2)的距离总是

±σ1 或 ±σ2. 这说明, 当似然函数为二维正态函数时, 用切线法确定的误差恰好等

于参数的标准差. 如果使用交点法, ϑ1 = ϑ̂1 和 ϑ2 = ϑ̂2 两条直线与协方差椭圆的

交点到 (ϑ̂1, ϑ̂2) 的距离等于 ±σ1

√
1− ρ2 或 ±σ2

√
1− ρ2(参数估计值 ϑ̂1和ϑ̂2 的误

差). 这样的误差只是在某种确定的条件下才是正确的. 故通常用切线法确定的误

差比较可靠.

可以证明, 若利用切线法确定了参数估计值 ϑ̂i 的误差为 ∆ϑ̂i(i = 1, 2), 如果其

中一个参数 ϑi 可取任意值, 则另一个参数 ϑj 6=i 落在 [ϑ̂j −∆ϑ̂j , ϑ̂j + ∆ϑ̂j ] 区间内

的概率为 68.3%. 两个参数 ϑ1, ϑ2 落在相应的协方差椭圆等值线所包围的区域内的

概率并不等于 68.3%, 而是要低得多. 这一点将在 8.6.3 节中作进一步的讨论.
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图 8.5 二维正态似然函数的协方差椭圆, σ2
1 = 4, σ2

2 = 1

不同 ρ 值的协方差椭圆都与长方形 ϑ1 = ϑ̂1 ± σ1, ϑ2 = ϑ̂2 ± σ2 相切. 当 ρ = ±1, 椭圆退化为长方形的

两条对角线

8.6 利用似然函数作区间估计, 似然区间

本章的前面各节讨论了如何利用极大似然原理求得未知参数的点估计,以及计

算它的误差的各种方法. 我们看到, 确定方差的途径不是唯一的, 而且不同的方法

求出的结果略有不同.因此, 在引用参数的极大似然估计 ϑ̂±∆ϑ̂时, 应当说明误差

求得的方法.

对于同样一组物理测量值, 既可以用未知参数的点估计及其误差 ϑ̂±∆ϑ̂ 来表

示实验结果, 也可以对未知参数作区间估计, 给出参数的置信水平 γ 的随机置信区

间, 它的概率含义已在 7.6 节中阐明.

当子样容量 n →∞的极限情形下,从 8.3.6节知道,参数的极大似然估计 ϑ̂服

从均值等于参数真值 ϑ、方差为最小方差界 σ2 的正态分布, 于是有

P (ϑ−mσ 6 ϑ̂ 6 ϑ + mσ) = Φ(m)− Φ(−m) = 2Φ(m)− 1 ≡ γ. (8.6.1)

这表示随机变量 ϑ̂ 落在参数真值 ϑ 附近 ±mσ 区间中的概率为 γ. 将式 (8.6.1) 中

左边括号内的不等式加以改写, 得

P (ϑ̂−mσ 6 ϑ 6 ϑ̂ + mσ) = 2Φ(m)− 1 = γ. (8.6.2)

这表示区间 [ϑ̂−mσ, ϑ̂ + mσ] 包含参数真值 ϑ 的概率亦是 γ. 按照 7.6 节中对于参

数置信区间的定义, 区间 [ϑ̂ −mσ, ϑ̂ + mσ] 是参数 ϑ 置信水平 γ 的置信区间. 由

于正态概率密度 N(µ, σ2) =
1√
2πσ

exp

[
−1

2

(
X − µ

σ

)2
]
中, 变量 X 和数学期望 µ

之间形式上的对称性, 所以当参数的极大似然估计量 ϑ̂ 服从均值为参数真值 ϑ 正
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态分布时, 从式 (8.6.1)(变量 ϑ̂的概率表示)变换为式 (8.6.2)(数学期望 ϑ的概率表

示) 极其简单.

对于多个未知参数的情形, 在子样容量 n → ∞ 的极限情形下, 参数的极大似

然估计服从多维正态分布,因此可以按类似于一维的方法求得一定置信水平的多参

数置信域.

子样容量为有限值但充分大时, 从 n →∞ 情形导出的置信区间可以作为很好
的近似; 但当子样容量 n比较小时, ϑ的极大似然估计 ϑ̂不能用渐近正态分布来描

述, 而且我们一般不知道 ϑ̂ 的严格分布, 因而无法给出如式 (8.6.1) 那样 ϑ̂ 对于真

值 ϑ的概率表述,也就无法变换为式 (8.6.2)那样的真值 ϑ对于极大似然估计 ϑ̂的

概率表述以求得置信域.

下面我们将利用似然函数对未知参数 ϑ 作区间估计. 为此我们对似然函数的

含义作必要的引伸. 对于总体 f(x |ϑ ) 的一个子样 X1, X2, · · · , Xn, 参数 ϑ 的不同

数值所对应的似然函数值 L(X |ϑ ) =
n∏

i=1

f(Xi |ϑ )可视为 ϑ取该数值之可信度的度

量, 即未知参数 ϑ 取作一可能值 ϑ′ 的可信度正比于

L(X1, X2, · · · , Xn |ϑ′ ).

于是参数 ϑ 真值落在区间 [ϑa, ϑb] 内的可信度 γ 可定义为

γ =

∫ ϑb

ϑa

L(X |ϑ )dϑ

∫ ∞

−∞
L(X |ϑ )dϑ

. (8.6.3)

在该定义下, 参数 ϑ 真值落在 (−∞,∞) 的可信度等于 1. 式 (8.6.3) 的定义在形式

上可表示为

P (ϑa 6 ϑ 6 ϑb) = γ, (8.6.4)

即与置信水平 γ 的置信区间的概率表述式 (7.6.1) 有相同的形式. 用这种方法按照

似然函数定义的区间 [ϑa, ϑb] 称为似然区间, γ 表示参数 ϑ 落在 [ϑa, ϑb] 范围内的

可信度, 由式 (8.6.3) 求出. 应当强调指出, 似然区间与 7.6 节中阐述的置信区间在

实际含义上是不同的.

假定似然函数为正态函数, 均值 ϑ̂, 方差 σ2. 依据式 (8.6.3) 的定义, 参数 ϑ 真

值落在区间 [ϑ̂−mσ, ϑ̂ + mσ] 的可信度为

P
(
ϑ̂−mσ 6 ϑ 6 ϑ̂ + mσ

)
=

∫ ϑ̂+mσ

ϑ̂−mσ

N(ϑ̂, σ2)dϑ

∫ ∞

−∞
N(ϑ̂, σ2)dϑ

= 2Φ(m)− 1 ≡ γ. (8.6.5)
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8.6.1 单个参数的似然区间

似然函数满足正规条件且子样容量趋于无穷时, 似然函数 L(X|ϑ)=
n∏

i=1

f(Xi|ϑ)

与子样值 X1, X2, · · · , Xn 无关且具有 ϑ 的正态分布的形式, 分布的均值为极大似

然估计 ϑ̂, 方差 σ2 达到最小方差界 (见 8.3.6 节和 8.4.3 节), 即

L(X |ϑ ) → L(ϑ) = Lmaxe−
1
2 Q, (8.6.6)

Q =

(
ϑ− ϑ̂

σ

)2

. (8.6.7)

式 (8.6.7) 可等价地写成

lnL(ϑ) = lnLmax − 1
2
Q (8.6.8)

即 lnL(ϑ) 是 ϑ 的抛物线型函数.

对于这样的渐近正态似然函数, 或者说抛物线型 lnL 函数, 很容易求出一定可

信度的似然区间 [ϑa, ϑb]

P (ϑa 6 ϑ 6 ϑb) = Φ

(
ϑb − ϑ̂

σ

)
− Φ

(
ϑa − ϑ̂

σ

)
, (8.6.9)

其中 Φ 是累积标准正态函数. 通常选择对于极大似然估计 ϑ̂ 为对称的似然区间,

因为对于一定的可信度 γ, 这一对称似然区间的长度最短. 正态似然函数在该似然

区间的左部和右部的积分都等于
1
2
(1− γ), 于是表达式

P (ϑ̂−mσ 6 ϑ 6 ϑ̂ + mσ) = 2Φ(m)− 1 ≡ γ (8.6.10)

对应于可信度 γ, 中心 ϑ̂ 的 ±m 个标准差的对称似然区间 [ϑ̂−mσ, ϑ̂ + mσ]. 这一

似然区间可以在 L(ϑ)− ϑ 或 lnL(ϑ)− ϑ 的标绘上用图像法确定. 如图 8.6(a) 所示,

抛物线 lnL = lnLmax − Q

2
与直线 lnL = lnLmax − m2

2
的两个交点对应的 ϑ 值即

等于 ϑ̂−mσ 和 ϑ̂ + mσ, 给出参数 ϑ 的 mσ 似然区间. 特别对 m = 1, 2, 3, 似然区

间的可信度分别是 0.683, 0.954, 0.997.

当似然函数不是正态曲线时, 上述方法也可用来确定似然区间. 假定似然函数

Lϑ(X |ϑ ) 是参数 ϑ 的连续单峰函数, 而且存在某个与 ϑ 一一对应的变换

g = g(ϑ),

它可将似然函数 Lϑ 变换为均值为 ḡ、方差为 1 的正态分布, 即

Lg(X |g ) ∝ e−
1
2 (g−ḡ)2 .
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图 8.6 单个未知参数似然区间的确定

(a) 对称的抛物线型 ln L(ϑ) 函数; (b) 不对称的 ln L(ϑ) 函数

根据极大似然估计在参数变换下的不变性 (8.3.1 节), g(ϑ) 的极大似然解为

ḡ = g(ϑ̂).

这样就可按正态似然函数求似然区间的方法从 Lg(X |g ) 寻找出 ḡ 的可信度 γ 的

似然区间, 若后者记为 [ga, gb], 则从 g = g(ϑ) 的逆变换可求得参数 ϑ 的可信度 γ

的似然区间 [ϑa, ϑb].

由此可见, 当似然函数不是正态型时, 首先要通过一个变换将似然函数转化为

正态型函数, 求得该函数的似然区间后, 再通过逆变换求出参数 ϑ 的似然区间. 但

事实上这种变换 —— 逆变换的步骤是不必要的. 我们知道, 似然函数表示得到一

个特定子样 X1, X2, · · · , Xn 的联合概率, 这一概率对于参数 ϑ 直接用它自身来表

示, 还是通过它的一一对应的函数 g(ϑ)来表示是完全相同的. 换言之,对于任何 ϑ,

必定有

Lϑ(X |ϑ ) = Lg(X |g(ϑ) ). (8.6.11)

对于正态的似然函数 Lg(X |g ), 可以通过它与直线

Lg = Lg(max)e−m2/2

的两个交点来找到 ḡ 的 mσ 的似然区间, 然后通过 ϑ − g(ϑ) 的逆变换求得参数 ϑ

的相应似然区间. 而通过 Lϑ (X|ϑ) 与

Lϑ = Lϑ(max)e−m2/2

的交点则可直接找出参数 ϑ 的 mσ 似然区间.

严格地说, 上述说法只是近似地正确, 因为不能保证变换函数 g(ϑ) 一定存

在, 而是有赖于总体概率密度的函数形式和子样观测值. 不过在实际问题中, 只要
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lnL(X |ϑ ) 在所关心的参数取值域内是单峰函数, 而且与抛物线的差别不很大, 我

们就可以求得由式 (8.6.10) 表示的近似的 mσ 似然区间, 如图 8.6(b) 所示.

由似然函数 L(X |ϑ ) 与函数 Lmaxe−m2/2 的交点 (或 lnL(ϑ) 与直线 lnLmax −
1
2
m2 的交点) 求参数 ϑ 的 mσ 似然区间这一方法极为简单, 因此为许多物理学家

所采用.

另一种方法是直接由似然函数的显著积分来求似然区间. 选择参数 ϑ 的两个

值 ϑa < ϑb, 使得下式成立：

1
C

∫ ϑa

−∞
L(X|ϑ)dϑ=

1
C

∫ ∞

ϑb

L(X|ϑ)dϑ =
1
2
(1− γ),

C =
∫ ∞

−∞
L(X|ϑ)dϑ,





(8.6.12)

根据式 (8.6.3) 对似然区间的定义, [ϑa, ϑb] 是参数 ϑ 的可信度 γ 的中心似然区间.

在似然函数曲线高度不对称的情形下, 似然区间对于 ϑ 的点估计 ϑ̂ 也是高度

不对称的, 这种情形下同时给出点估计 ϑ̂ 和区间估计 [ϑa, ϑb] 能提供较为全面的信

息.

除了似然函数具有正态形式的理想情况之外,一般地从似然函数确定的可信度

γ 的似然区间不一定是长度最短的区间. 如果希望找到一定可信度的最短区间, 应

当找到某个变换函数, 将似然函数变换为接近于正态形式, 这样求得的区间经逆变

换后得到的参数 ϑ 似然区间接近于最短区间. 下一节中我们将讨论这种变换的一

个示例.

8.6.2 由巴特勒特函数求置信区间

在 8.3.6 节中已经阐明, 随机变量

S(ϑ) ≡ u =
∂ lnL

∂ϑ

/[
E

(
−∂2 lnL

∂ϑ2

)]1/2

(8.6.13)

当 n → ∞ 时服从 N(0, 1) 分布. S(ϑ) 称为巴特勒特 (Bartlett) 函数. 当 n 为充分

大的有限值时, 可利用 S(ϑ) 来确定极大似然估计 ϑ̂, 以及参数 ϑ 的给定置信水平

的置信区间.

对于小样问题, 更为适用的函数是

Sγ(ϑ) ≡ S(ϑ)− 1
6
γ1(S(ϑ)2 − 1), (8.6.14)

Sγ(ϑ) 当 n 为有限值时渐近地服从 N(0, 1) 分布. 其中不对称系数 γ1 利用
∂ lnL

∂ϑ
的二阶和三阶中心矩定义

γ1 ≡ µ3

(µ2)3/2
, (8.6.15)
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µ2 = V

(
∂ lnL

∂ϑ

)
= E

[(
∂ lnL

∂ϑ

)2
]

= E

(
−∂2 lnL

∂ϑ2

)
,

µ3 = E

[(
∂ lnL

∂ϑ

)3
]

= 2E

(
∂3 lnL

∂ϑ3

)
+ 3

∂

∂ϑ
E

(
−∂2 lnL

∂ϑ2

)
.

以上表达式中的期望值都是对联合概率密度 L(X |ϑ ) 进行的, 例如

µ2 = E

(
−∂2 lnL

∂ϑ2

)
= −

∫ (
∂2 lnL

∂ϑ2

)
· L(X |ϑ )dX.

例 8.12 不稳定粒子平均寿命的置信区间

为了考察巴特勒特函数的应用, 考察 8.1 节中不稳定粒子平均寿命的问题.

对于无限大的探测器, 粒子飞行时间的概率密度为

f(t |τ ) =
1
τ

e−t/τ .

对于飞行时间 t 的 n 个观测值 ti, i = 1, 2, · · · , n, 似然函数为

lnL = ln
n∏

i=1

1
τ

e−ti/τ = −n ln τ − nt̄

τ
,

极大似然估计是

τ̂ = t̄ =
1
n

n∑

i=1

ti.

还可求出不对称系数为 γ1 = 2/
√

n, 因此巴特勒特函数的形式为

S(τ) =
τ̂ − τ

τ/
√

n
, (8.6.16)

以及

Sγ(τ) =
τ̂ − τ

τ/
√

n
− 1

3
√

n

[(
τ̂ − τ

τ/
√

n

)2

− 1

]
. (8.6.17)

其中 S(τ) 当 n 很大时趋近于 N(0, 1) 分布, 因此有如下的概率表达式：

P

(
−m 6 τ̂ − τ

τ/
√

n
6 m

)
= 2Φ(m)− 1, (8.6.18)

式 (8.6.18) 可变换为参数 τ 的概率表述

P

(
τ̂

1 +
m√
n

6 τ 6 τ̂

1− m√
n

)
= 2Φ(m)− 1.
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因此, 参数 τ 的置信水平 2Φ(m)− 1 的 mσ 置信区间可表示为
[

τ̂

1 +
m√
n

,
τ̂

1− m√
n

]
. (8.6.19)

如果用 Sγ(τ) 写出类似于式 (8.6.18) 的概率表述, 则有

P

{
−m 6 τ̂ − τ

τ/
√

n
− 1

3
√

n

[(
τ̂ − τ

τ/
√

n

)2

− 1

]
6 m

}
= 2Φ(m)− 1. (8.6.20)

为了将上式变换为参数 τ 的概率表述, 求出 τ 的置信区间的上下限, 对上 (下) 限

值要解一个二次方程, 每个方程有两个解. 因为当 n → ∞ 时, Sγ(τ) → S(τ), 所以

只能取其中一个 n →∞ 时与式 (8.6.19) 的上下限相同的那个解. 所得的结果是

P

{
2τ̂

5−
√

9− 12m√
n

+
4
n

6 τ 6 2τ̂

5−
√

9 +
12m√

n
+

4
n

}
= 2Φ(m)− 1,

故参数 τ 的置信水平 2Φ(m)− 1 的 mσ 置信区间为
[

2τ̂

5−
√

9− 12m√
n

+
4
n

,
2τ̂

5−
√

9 +
12m√

n
+

4
n

]
. (8.6.21)

与式 (8.6.19) 的区间相比, 式 (8.6.21) 所确定的区间长度较短, 而且对于 τ = τ̂ 较

为对称.

式 (8.6.19)和式 (8.6.21)给定的区间是从参数 τ 的某个特定函数 (巴特勒特函

数)的概率表述作适当的逆变换求出的,它们表示了参数 τ 的真值包含在一定区间

内的概率,因而该区间是第 7章中所定义的严格的置信区间. 它们比从似然函数导

出的似然区间要精确.

当探测器的尺寸为有限值, 粒子飞行时间的概率密度为 (见例 8.1)

f(t;T |λ ) = λe−λt/(1− e−λT ), 0 6 t 6 T,

其中 λ = 1/τ. 此时巴特勒特函数为

S(λ) =
λ̂− λ

λ̂√
n

[
1− 1

n

n∑

i=1

(λTi)2e−λTi/(1− e−λTi)2
]1/2

,

当 Ti →∞, 即探测器无限大时,

S(λ) → λ̂− λ

λ̂/
√

n
.
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8.6.3 两个参数的似然域

现在讨论总体包含两个未知参数 ϑ1, ϑ2 的区间估计问题.设X = {X1, X2, · · · ,

Xn}是容量 n的子样, 其似然函数用 L(X |ϑ1, ϑ2 )表示, 利用似然函数根据如下的

概率表述进行参数 ϑ1, ϑ2 的区间估计：

P (ϑa
1 6 ϑ1 6 ϑb

1, ϑ
a
2 6 ϑ2 6 ϑb

2) = γ. (8.6.22)

首先讨论比较简单的无限大容量子样的情形, 这时似然函数为二维正态分布

(见 8.5.2 节)

L(ϑ1, ϑ2) =Lmax · exp

{
−1

2(1− ρ2)

[(
ϑ1 − ϑ̂1

σ1

)2

+

(
ϑ2 − ϑ̂2

σ2

)2

−2ρ

(
ϑ1 − ϑ̂1

σ1

)(
ϑ2 − ϑ̂2

σ2

)]}
,

写成对数形式, 有

lnL(ϑ1, ϑ2) = lnLmax − 1
2
Q, (8.6.23)

Q =
1

1− ρ2




(
ϑ1 − ϑ̂1

σ1

)2

+

(
ϑ2 − ϑ̂2

σ2

)2

− 2ρ

(
ϑ1 − ϑ̂1

σ1

)(
ϑ2 − ϑ̂2

σ2

)
 , (8.6.24)

ϑ̂1, ϑ̂2 是极大似然估计值, σ2
1 , σ2

2 , 是 ϑ̂1、ϑ̂2 的方差, ρ 是 ϑ1, ϑ2 之间的相关系数.

当 Q等于常数 (似然函数等于常数), 式 (8.6.24)表示了中心为 ϑ̂1, ϑ̂2 的椭圆, 如图

8.7 所示. 特别当 Q=1 时, 成为式 (8.5.8) 的协方差椭圆.

随机变量 Q 是二维正态变量 {ϑ1, ϑ2} 的二次函数. 利用变量变换, Q 可写成

较为简单的形式. 令

Z1 =
1√

2(1 + ρ)

(
ϑ1 − ϑ̂1

σ1
+

ϑ2 − ϑ̂2

σ2

)
,

Z2 =
1√

2(1− ρ)

(
ϑ1 − ϑ̂1

σ1
− ϑ2 − ϑ̂2

σ2

)
,

则有

Q = Z2
1 + Z2

2 ,

而且

L(Z1, Z2) =
[

1√
2π

exp
(
−Z2

1

2

)][
1√
2π

exp
(
−Z2

2

2

)]
.
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图 8.7 二维正态似然函数的似然域

图中椭圆是 ln L(ϑ1, ϑ2) 表面与平面 ln L = ln Lmax − Q

2
的截线, 椭圆中心 (ϑ̂1, ϑ̂2) 是参数 ϑ1, ϑ2 的极

大似然估计. 这些椭圆围成的区域是参数 ϑ1, ϑ2 的联合似然域, 可信度分别为 0.393, 0.865, 0.989(对应于

Q=1, 4, 9). ϑ1 = ϑ̂1 ± σ1 两条垂直线之间的区域是 ϑ1 的可信度 68.3%的似然域 (−∞ < ϑ2 < +∞);

类似地, ϑ2 = ϑ̂2 ± σ2 的两条水平线之间的区域是 ϑ2 的可信度 68.3%的似然域

这表示变量 Z1 和 Z2 是两个独立的标准正态变量, 因此, Q 服从自由度为 2 的 χ2

分布 (6.3.2 节). 所以随机变量 Q 可直接用 χ2 (2) 分布的累积积分来表示其概率

P (Q 6 Qγ) =
∫ Qγ

0

f(Q; v = 2)dQ ≡ γ, (8.6.25)

其中 f(Q; v = 2) 是 χ2(2) 分布的概率密度. 由式 (4.14.1) 可直接求出

f(Q; v = 2) =
1
2
e−Q/2,

代入上式, 得到

P (Q 6 Qγ) = 1− e−Qγ/2 ≡ γ. (8.6.26)

显然, 条件 Q 6 Qγ 相当于变量 ϑ1 和 ϑ2 同时落在椭圆 Q = Qγ 包围的区域之内,

于是

P (ϑ1、ϑ2 位于中心 ϑ̂1、ϑ̂2 的椭圆 Q = Qγ 内)=γ,

这就是具有式 (8.6.22) 形式的对于参数 ϑ1、ϑ2 的概率表述. 椭圆 Q = Qγ 同时覆

盖 ϑ1 和 ϑ2 真值的概率等于 γ, 所以该椭圆是参数 ϑ1 和 ϑ2 的可信度 γ 的联合似

然域.

可见,如果包含两个参数 ϑ1、ϑ2 的似然函数具有二维正态分布的形式,那么在

以 ϑ1、ϑ2, lnL 为坐标轴构成的空间中, lnL 曲面与平面

lnL = ln Lmax − Qγ

2
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相截形成的椭圆等值线是参数 ϑ1,ϑ2 的联合似然域的边界, 其对应的可信度 γ(概

率) 如式 (8.6.26) 所表示. 特别对于协方差椭圆, Qγ = 1, 其对应的可信度为 γ =

1− e−1/2 = 0.393, 即协方差椭圆是参数 ϑ1, ϑ2 的可信度 0.393联合似然域. 我们有

表 8.1.

表 8.1 Qγ 与 γ 的对应关系

a ≡ Qγ/2 Qγ 参数 ϑ1, ϑ2 联合似然域的可信度 γ

0.5 1 0.393

2.0 4 0.865

4.5 9 0.989

当似然函数为二维正态型,很容易由式 (8.6.26)求出给定可信度 γ 的 ϑ1,ϑ2 似

然域, 它即是式 (8.6.24) 所表示的椭圆, 其中,

Q = Qγ = −2 ln(1− γ). (8.6.27)

除了选择椭圆作为两个未知参数 ϑ1, ϑ2 的联合似然域, 有时还可选择与椭圆

相切的长方形作为似然域, 这种似然域比较方便. 显然该长方形内包含 ϑ1,ϑ2 的概

率值比与它相切的椭圆要大, 而且它与相关系数 ρ 有关. 它的概率表述可写成

P (ϑ̂1 −mσ1 6 ϑ1 6 ϑ̂1 + mσ1, ϑ̂2 −mσ2 6 ϑ2 6 ϑ̂2 + mσ2) = γ(ρ,m). (8.6.28)

当似然函数 L(ϑ1, ϑ2) 为式 (8.5.7) 所示的二维正态型, 可证明有以下公式：

γ(ρ,m) =
1√
2π

∫ m

−m

dy



e

−
1
2

y2

·
[
Φ

(
m− ρy√

1− ρ2

)
− Φ

(
−m− ρy√

1− ρ2

)]

 , (8.6.29)

Φ 是累积标准正态函数. 根据对称性可知

γ(−ρ,m) = γ(ρ,m).

特别是对于 ϑ1(ϑ2) 在 ϑ̂1 ± σ1(ϑ̂2 ± σ2) 内的概率, 有

γ(ρ, 1) =
[
2πσ1σ2

√
1− ρ2 · Lmax

]−1
∫ ϑ̂1+σ1

ϑ̂1−σ1

∫ ϑ̂2+σ2

ϑ̂2−σ2

L(ϑ1, ϑ2)dϑ1dϑ2.

表 8.2列出了相关系数 ρ取不同数值时,以一组椭圆以及与其相切的长方形作

为参数 ϑ1,ϑ2 的似然域的可信度 γ 的数值.



· 274 · 第 8 章 极大似然法

表 8.2 椭圆和长方形似然域的可信度 γ

似然域椭圆
长方形似然域的可信度 γ(ρ, m)Qγ = m2

m 的可信度 |ρ| 0.0 0.2 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 0.95 0.99 1.00

γ = 1− e−Qγ

0.5 .1175 .147 .149 .158 .165 .176 .191 .216 .258 .294 .343 .383

1.0 .3935 .466 .471 .486 .498 .514 .534 .561 .596 .622 .655 .683

1.5 .6753 .751 .754 .763 .770 .778 .789 .802 .821 .834 .852 .866

2.0 .8647 .911 .912 .915 .917 .920 .924 .929 .936 .941 .948 .954

2.5 .9561 .975 .975 .976 .977 .977 .978 .979 .982 .983 .986 .988

3.0 .9889 .995 .995 .995 .995 .995 .995 .995 .996 .996 .997 .997

注：表中小数点前均系 “0”, 因版面关系省略.

从该表可见, 对于小的 m(=
√

Qγ) 值, γ(ρ,m) 是 |ρ| 的相当灵敏的增加函数;

但当 m > 3 时，γ(ρ,m) 却几乎与 |ρ| 无关. 这表示, 长方形的 γ 值当 m 小时强烈

地依赖于参数 ϑ1, ϑ2 之间的相关系数, 而 m > 3时则与相关系数几乎无关.另一方

面, 与该长方形内接的椭圆似然域的可信度 γ 与相关系数 ρ(ρ 表示椭圆的面积大

小和椭圆主轴的倾角, 见图 8.5) 无关, 具有相同的数值.

有时在两个未知参数 ϑ1, ϑ2 中, 其中之一可取任何容许值, 而对另一个作区间

估计. 例如, 仅对参数 ϑ1 作区间估计, 则概率表述为

P (ϑ̂1 −mσ1 6 ϑ1 6 ϑ̂1 + mσ1,−∞ < ϑ2 < +∞) = γ. (8.6.30)

此时可将 L(ϑ1, ϑ2) 对 ϑ2 作积分, 产生 ϑ1 的边沿分布. 当似然函数 L(ϑ1, ϑ2) 是关

于均值 ϑ̂1, ϑ̂2 的二维正态分布时,该边沿分布为 N(ϑ̂1, σ
2
1)(见 4.11节的推导). 这样

可用通常的一维似然区间的计算方法求得关于参数 ϑ1 的给定可信度的似然区间.

特别是对 ϑ1 的一个标准差 (可信度 0.683) 的似然区间 [ϑ̂1 − σ1, ϑ̂2 + σ1] 是与协方

差椭圆相切的无限长垂直带 (见图 8.7); 同样, 对于 ϑ2 的一个标准差的似然区间是

图 8.7 上的无限长水平带.

如果 ϑ1, ϑ2 相互独立, ρ = 0, 则给定可信度对应的椭圆的长轴和短轴平行于

ϑ1, ϑ2 坐标轴, 在这种情形下, 关于两个参数 ϑ1, ϑ2 的联合概率可表示为它们各自

的边沿概率之乘积

P (ϑ̂1 −mσ1 6 ϑ1 6 ϑ̂1 + mσ1, ϑ̂2 −mσ2 6 ϑ2 6 ϑ̂2 + mσ2)

=P (ϑ̂1 −mσ1 6 ϑ1 6 ϑ̂1 + mσ1, −∞ < ϑ2 < ∞)

· P (−∞ < ϑ1 < ∞, ϑ̂2 −mσ2 6 ϑ2 6 ϑ̂2 + mσ2).

对于 m=1 的特殊情况, 边沿概率为 0.683, 联合概率为 0.6832 = 0.466.
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用类似的方法可以推导出一个参数为固定值的条件下另一个参数的条件似然

区间. 例如, 第一个参数固定于它的极大似然估计值 ϑ̂1, 则 ϑ2 具有条件分布

N(ϑ̂2, σ
2
2(1− ρ2))(见 4.11 节的推导), 于是根据式 (8.6.10), 概率表述为

P
{

ϑ̂2 −mσ2(1− ρ2)1/2 6 ϑ2 6 ϑ̂2 + mσ2(1− ρ2)1/2
}

=2Φ(m)− 1 ≡ γ; (8.6.31)

若参数 ϑ1 固定于任意的 ϑ∗1 处, 则条件分布 (见式 (4.11.8)) 为

N

(
ϑ̂2 +

σ2

σ1
ρ(ϑ∗1 − ϑ̂1), σ2

2(1− ρ2)
)

,

相应的概率表述是

P

{
ϑ̂2 +

σ2

σ1
ρ(ϑ∗1 − ϑ̂1)−mσ2(1− ρ2)1/2 6 ϑ2 6 ϑ̂2

+
σ2

σ1
ρ(ϑ∗1 − ϑ̂1) + mσ2(1− ρ2)1/2

}
= 2Φ(m)− 1 ≡ γ. (8.6.32)

由式 (8.6.31)和式 (8.6.32)立即求出 ϑ1 为固定值时,参数 ϑ2 的可信度 γ 的似然区

间.

迄今为止, 本节所有的结论都是建立在二维正态似然函数的假设上的. 在实际

问题中, 子样容量为有限值, 似然函数不可能是理想的二维正态函数. 但如同 8.6.1

节对于单个参数的似然区间中所述, 如果在感兴趣的 ϑ1, ϑ2 参数空间中, 似然函

数充分正规且是 ϑ1, ϑ2 的单峰函数, 可以通过某种变换使似然函数变换为二维正

态型, 从而可以使用同样的方法对参数 ϑ1, ϑ2 作区间估计, 即 lnL 表面与 lnL =

lnLmax − Qγ

2
的截线(等值线) 围成的区域作为参数 ϑ1, ϑ2 的可信度 γ 的近似联合

似然域. 不过这种情形下的联合似然域不一定是椭圆.

当似然函数不够正规, 不能用以上方法决定联合似然域. 特别当似然函数存在

多个极大时, lnL 表面与平面lnL = lnLmax − Qγ

2
的相交等值线可能是参数空间中

互不相连的多个孤立区域. 在这种情形下, 表示实验结果比较好的方法是给出一系

列似然函数的等值线图.

例 8.13 正态总体 N(µ, σ2) 中参数 µ, σ2 的联合似然域

8.2节中已经确定,正态总体 N(µ, σ2)的均值 µ,方差 σ2 的联合极大似然估计

为

µ̂ = X̄ =
1
n

n∑

i=1

Xi, σ̂2 =
n− 1

n
S2 =

1
n

n∑

i=1

(Xi−X̄).
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当子样容量 n 很大, 它们的协方差矩阵是对角阵, 矩阵元素是 V11 = σ2/n,V22 =

2σ4/n, ρ = 0(见式 (8.4.8)). 现在我们利用这些结果对参数 µ, σ2 作区间估计.

将以上数值代入式 (8.6.24), 并将 V11, V22 中 σ2 用极大似然估计 σ̂2 代替,

则得

Q = (µ− µ̂)2
n

σ̂2
+ (σ2 − σ̂2)2

n

2(σ̂2)2
,

这是 (µ, σ2)平面上中心为 (µ̂, σ̂2)、半轴长度正比于 σ̂/
√

n和 σ̂2
√

2/n的椭圆方程.

由式 (8.6.27) 知, 可信度为 γ 的 µ, σ2 联合似然域椭圆的半轴为

√
Qγ ·

√
σ̂2

n
,

√
2Qγ

σ̂2

√
n

,

其中, Qγ = −2 ln(1− γ).

在 7.9 节中, 我们利用统计量 X̄ 和 S2 的相互独立性, 求出了 µ, σ2 的置信水

平 γ 的联合置信域, 如图 7.3 中划阴线的面积所示. 这里将它与本节求得的联合似

然域作一比较.

设子样容量 n=100, 子样平均和子样方差的观测值为 X̄ = 1, S2=1. 对于这些

数据, 图 8.8 中的椭圆为可信度 95%的联合似然域, 而抛物线与两条直线围成的区

域则是置信水平 95%的联合置信域,抛物线方程和直线方程中的有关参数见 7.9节

的讨论.

图 8.8 正态总体 N(µ, σ2) 中参数 µ, σ2 的联合似然域 (椭圆) 和联合置信域

8.6.4 多个参数的似然域

设总体含有 k 个未知参数 ϑ = {ϑ1, ϑ2, · · · , ϑk}, 为了确定这 k 个参数的似然

域, 必须根据 k 维似然函数 L = L(X |ϑ1, · · · , ϑk ) 写出对于 ϑ 的如下概率表述：

P (ϑa
1 6 ϑ1 6 ϑb

1, · · · , ϑa
k 6 ϑk 6 ϑb

k) = γ. (8.6.33)
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于是 [ϑa
i , ϑb

i ](i = 1, 2, · · · , k) 构成了 ϑ 的可信度为 γ 的联合似然域.

假定 ϑ 的极大似然估计记为 ϑ̂, 可将 lnL 在 ϑ = ϑ̂ 的邻域作泰勒展开

lnL = lnL
∣∣
ϑ=ϑ̂

+
k∑

i=1

∂ lnL

∂ϑi

∣∣∣
ϑ=ϑ̂

(ϑi − ϑ̂i)

+
1
2

k∑

i=1

k∑

j=1

∂2 lnL

∂ϑi∂ϑj

∣∣∣
ϑ=ϑ̂

(ϑi − ϑ̂i)(ϑj − ϑ̂j) + · · · .

由于 ϑ̂i 是似然方程
∂ lnL

∂ϑi
= 0(i = 1, 2, · · · , k) 的解, 故上式右边第二项为 0. 如果

子样容量充分大, 由式 (8.4.7) 可知

V −1
ij (ϑ̂) =

(
− ∂2 lnL

∂ϑi∂ϑj

)

ϑ̂=ϑ̂

,

于是

lnL = ln Lmax − 1
2

k∑

i=1

k∑

j=1

(ϑi − ϑ̂i)V −1
ij (ϑ̂)(ϑj − ϑ̂j) + · · · . (8.6.34)

当略去高次项, 就得出似然函数具有渐近正态分布的形式

L(ϑ) = Lmax exp
[
−1

2
(ϑ− ϑ̂)T V

∼
−1(ϑ)(ϑ− ϑ̂)

]
, (8.6.35)

其中 V
∼

N (ϑ) 代替了 V
∼
−1(ϑ̂).

与二维正态似然函数的情况类似, 多维正态似然函数 L(ϑ) 的超表面与超平面

L = Lmaxe−Qγ/2 的截线是似然函数等于某一常数的等值线, 该等值线限定了 ϑ 参

数空间中的一个超椭圆区域. 式 (8.6.35) 中的量

Q = (ϑ− ϑ̂)T V
∼
−1(ϑ)(ϑ− ϑ̂) (8.6.36)

是服从 χ2(k) 的随机变量 (见 4.12 节和 4.14 节的讨论), 因此可以通过对 χ2(k) 的

概率密度求积分得到 Q 取 0∼ Qγ 数值的概率

P (Q 6 Qγ) =
∫ Qγ

0

f(Q; ν = k)dQ = F1−γ(Q = Qγ ; ν = k) = γ, (8.6.37)

其中 f 和 F 分别是 χ2(k) 的概率密度函数和累积分布函数. 显然, Q 6 Qγ 相当

于 k 个参数 {ϑ1, · · · , ϑk} 同时位于超椭圆 Q = Qγ 区域内. 这个超椭圆由超表面

lnL(ϑ) 与超平面 lnL = lnLmax − Qγ

2
的截线求得, 超椭圆中心位于 ϑ = ϑ̂. 这个
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超椭圆等值线是 k 个参数 ϑ1, ϑ2, · · · , ϑk 的可信度 γ 的联合似然域的边界, γ 值可

根据式 (8.6.37) 由图 4.17 或附表 7 确定. 对于一定的 Qγ 值, 随着待估计参数个数

k 的增多, 可信度 γ 的数值迅速下降, 例如, 当 Qγ = 1 时, 有以下对应关系：

k = 1 2 3 4 5

γ = 0.683 0.393 0.20 0.10 0.05

反过来, 随着参数的增多, 为了得到相同的可信度 γ, Qγ 值迅速增大. 例如, 对于

γ = 0.683 的似然区间或联合似然域, 有以下对应关系：

k = 1 2 3 4 5

Qγ = 1 2.3 3.54 4.76 6.60

如果 k 个未知参数中有 l 个参数可取容许的任意值, 只对其余 k − l 个参数作

区间估计, 那么就需对这 l 个参数作积分, 得到其余 k − l 个参数的边沿分布, 再用

类似的方法确定 k − l 个参数的似然区间. 另一种可能的情形是有 m 个参数固定

于它的极大似然估计值, 则其余 k −m 个参数的条件分布是渐近的 k −m 维正态

分布,其协方差矩阵 V
∼
∗(k−m阶)将与原协方差矩阵 V

∼
(k 阶)不同, V

∼
∗ 可由 V

∼
−1

中扣去对应的 m 行 m 列元素后求逆矩阵求出 (见 4.12 节). 这个 k −m 维正态似

然函数可提供 m 个参数等于其极大似然值为条件的、其余 k−m 个参数的联合似

然域.更复杂的情形是 k 个未知参数中有 m个参数为固定值、l 个参数可取容许的

任意值, 对其余 k −m − l 个参数作联合似然域的估计, 这种情形下的估计问题可

按照上述的原则推导出相应的公式.

8.7 极大似然法应用于直方图数据

当观测个数 (子样容量)很大时,似然函数值的计算将变得十分繁杂费力,总体

概率密度函数 f(x
∣∣ϑ) 的形式很复杂时尤其如此. 在这种情形下, 可以将随机变量

X 的取值域划分成为数不多的 N 个子区间, 只要在每个子区间中 f(x |ϑ ) 的变化

比较小, 落在每个子区间内的观测用 “平均” 的概率密度来表示, 这就大大简化了

似然函数的计算. 直方图型的数据就采用这种做法. 显然, 对数据的这种分组必定

使信息有某种损失, 但只要每个子区间内 f(x |ϑ ) 变化很小, 这种损失不大.

设事件的总数 n 为一常数, 第 i个子区间内的事件数为 ni(i = 1, 2, · · · , N) 个,

显然有
N∑

i=1

ni = n.
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根据 4.2节的讨论,第 i个子区间内事件数为 ni(i = 1, 2, · · · , N)的联合概率 (似然

函数) 由多项分布给出

L(n1, · · · , nN |ϑ ) = n!
N∏

i=1

1
ni!

pni
i , (8.7.1)

其中 pi 是第 i个子区间中出现一个事例的概率. pi 可由概率密度 f(x |ϑ )在第 i子

区间中的积分求出

pi = pi(ϑ) =
∫

∆xi

f(x |ϑ )dx. (8.7.2)

于是

lnL(n1, · · · , nN |ϑ ) =
N∑

i=1

ni ln pi(ϑ)−
N∑

i=1

lnni! + lnn!,

似然方程变成

∂ lnL

∂ϑ

∣∣∣∣
ϑ=ϑ̂

=
∂

∂ϑ

[
N∑

i=1

ni ln pi(ϑ)

]

ϑ=ϑ̂

= 0.

该方程的解即是参数 ϑ 的极大似然估计 ϑ̂.

如果事件总数 n 不是常数而是均值为 λ 的泊松变量 (见 4.4 节的叙述), 这时,

第 i 个子区间内的事件数 ni 是均值 λi 的泊松变量. 第 i 个子区间内观测到 ni 个

事件 (i = 1, 2, · · · , N) 的联合概率为

L(n1, · · · , nN |ϑ ) =
N∏

i=1

1
ni!

λni
i e−λi ,

其中 λi 由总体的概率密度在 i 子区间内的积分表示

λi = λ

∫

∆xi

f(x |ϑ )dx, (8.7.3)

而且有
N∑

i=1

λi = λ. 于是当只考虑与待估计参数 ϑ 有关的项时, 有

lnL =
N∑

i=1

[− ln(ni!) + ni lnλi − λi] =
N∑

i=1

[ni lnλi]− λ.

如果 λ 是 ϑ 的函数, 似然方程变成

∂ lnL

∂ϑ

∣∣∣∣
ϑ=ϑ̂

=
∂

∂ϑ

[
N∑

i=1

ni lnλi − λ

]

ϑ=ϑ̂

= 0.



· 280 · 第 8 章 极大似然法

如果 λ 不是 ϑ 的函数, 似然方程变成

∂ lnL

∂ϑ

∣∣∣∣
ϑ=ϑ̂

=
∂

∂ϑ

[
N∑

i=1

ni lnλi(ϑ)

]

ϑ=ϑ̂

= 0.

该似然方程的解即是参数 ϑ 的极大似然估计 ϑ̂.

8.8 极大似然法应用于多个实验结果的合并

同一个物理量,常常可以通过不同的方法加以测定. 例如,带电粒子的动量,既

可以通过粒子在气体中的电离损失来测定, 也可以通过粒子在磁场中的偏转来确

定. 为了充分利用不同的实验对同一物理量的测定结果, 通常的做法是将各个实验

对该物理量的极大似然估计值求加权平均 (见 8.2 节) 作为各实验结果的合并值.

但是对低统计的实验, 记录到的事例数很少, 似然函数与正态型相去甚远, 采用下

面叙述的方法要比加权平均值更为合理.

设两个相互独立的实验中各自的一组观测分别用 X = {X1, · · · , Xn} 和 Y =

{Y1, · · · , Ym} 表示, 它们的总体分布分别是 f1(X |ϑ ) 和 f2(Y |ϑ ), 依赖同一个未知

参数 ϑ(即实验所要确定的物理量),相应的似然函数分别是 L(X |ϑ )和 L(Y |ϑ ). 这

样, 对于这两个实验, 所有观测值 X 和 Y 的联合似然函数可表示为

L(X,Y |ϑ ) =
n∏

i=1

f1(Xi |ϑ )
m∏

j=1

f2(Yj |ϑ ) = L(X |ϑ ) · L(Y |ϑ ). (8.8.1)

利用该似然函数, 可通过下一似然方程求得 ϑ 的极大似然估计 ϑ̂ :

∂

∂ϑ
lnL(X,Y |ϑ) =

∂

∂ϑ




n∑

i=1

ln f1(Xi|ϑ) +
m∑

j=1

ln f2(Yj |ϑ)


 = 0.

于是 ϑ̂ 是两个实验对参数 ϑ 的合并估计.

8.8.1 正态型似然函数

当两个实验的总体分布都是 (或近似地) 正态分布, 联合似然函数为两个正态

函数的乘积. 这种情形下的两个相互独立的实验结果的合并特别简单.

两个独立的实验所测量的同一物理量 µ 可视为两个总体均值 (未知量) 相等,

两个实验有不同的误差 (即方差不同),且已知为 σx, σy(σ2
x, σ2

y 为两个实验中变量 X

和 Y 的总体方差, 即一次测量值的方差) , 令 Xi, i = 1, · · ·, n 和 Yj , j = 1, · · ·,m 是
两个实验的测量值, n,m 是两个实验中测量值个数 (子样容量), 故联合似然函数式
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(8.8.1) 可写成

L(X,Y |µ ) =
n∏

i=1

1√
2πσx

exp

[
−1

2

(
Xi − µ

σx

)2
]

·
m∏

j=1

1√
2πσy

exp

[
−1

2

(
Yj − µ

σy

)2
]

, (8.8.2)

似然方程为
∂ lnL

∂µ
=

n∑

i=1

(Xi − µ)
σ2

x

+
m∑

j=1

(Yj − µ)
σ2

y

,

由此求得两个实验对 µ 的合并极大似然估计

µ̂ =

n

σ2
x

X̄ +
m

σ2
y

Ȳ

n

σ2
x

+
m

σ2
y

, (8.8.3)

其中,

X̄ =
1
n

n∑

i=1

Xi, Ȳ =
1
m

m∑

j=1

Yj

是两个实验各自对均值 µ 的极大似然估计.

事实上, 上述结论可从式 (8.2.2) 直接导出. 当对未知参数 µ 作 l 次独立观测

时, 每次观测 Zi 具有不相等的误差 σi, 即 zi 是正态总体 N(µ, σ2
i ) 的一个观测值,

则 µ 的极大似然估计是

µ̂ =

l∑

i=1

Zi/σ2
i

l∑

i=1

1/σ2
i

.

对于现在讨论的两个独立实验测量同一个物理量 µ 的情形, 相当于

1 6 i 6 n, σi = σx, Zi = Xi, n + 1 6 i 6 n + m = l,

σi = σy, Zi = Yi,

于是立即有

µ̂ =

n∑

i=1

Xi

σ2
x

+
m∑

j=1

Yj

σ2
y

n∑

i=1

1
σ2

x

+
m∑

j=1

1
σ2

y

=

n

σ2
x

X̄ +
m

σ2
y

Ȳ

n

σ2
x

+
m

σ2
y

,
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即式 (8.8.3). 式 (8.8.3) 所示的 µ̂ 的方差由式 (8.2.4) 给出

V (µ̂) =
1

l∑

i=1

1
σ2

i

;

在两个独立实验测量的情形下, 则是

V (µ̂) =
1

n∑

i=1

1
σ2

x

+
m∑

j=1

1
σ2

y

=
1

n

σ2
x

+
m

σ2
y

. (8.8.4)

如果用 µ̂X̄ , σ̂X̄ 表示整个实验 X(n 次测量) 对于物理量 µ 的测量值及其误差,

则有

µ̂X̄ = X̄, σ̂X̄ =
σ̂x√
n

. (8.8.5)

类似地, 对于实验 Y , 有

µ̂Ȳ = Ȳ , σ̂Ȳ =
σ̂y√
m

. (8.8.6)

于是式 (8.8.3) 和式 (8.8.4) 可改写为

µ̂ =

1
σ̂2

X̄

µ̂X̄ +
1

σ̂2
Ȳ

µ̂Ȳ

1
σ̂2

X̄

+
1

σ̂2
Ȳ

, V (µ̂) =
1

1
σ̂2

X̄

+
1

σ̂2
Ȳ

. (8.8.7)

这与正态总体均值的极大似然估计 µ̂及其方差 V (µ̂)的公式 (8.2.2)和式 (8.2.4)有

相同的形式.

更为一般的情况是, 两个独立的实验测量同一个物理量 (总体均值), 但测量误

差不同而且未知. 虽然可根据式 (8.8.2) 的似然函数对 µ, σx, σy 求偏导数写出似然

方程, 但不能得到 µ, σx, σy 的解析解. 我们可采用如下方法求出合并的极大似然估

计 µ̂及其方差 V (µ̂). 首先利用 8.2节 (3)所描述的方法求出每个实验中总体 X 和

Y 的均值和方差的同时估计

µ̂x = X̄, σ̂2
x =

1
n

n∑

i=1

(Xi − X̄)2;

µ̂y = Ȳ , σ̂2
y =

1
m

m∑

j=1

(Yj − Ȳ )2.
(8.8.8)

这样, 合并的极大似然估计 µ̂ 及其方差 V (µ̂) 仍可由式 (8.8.3) 和式 (8.8.4) 给定：

µ̂ =

n

σ̂2
x

X̄ +
m

σ̂2
y

Ȳ

n

σ̂2
x

+
m

σ̂2
y

, V (µ̂) =
1

n

σ̂2
x

+
m

σ̂2
y

.
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同样可利用式 (8.8.5)和式 (8.8.6)定义两个实验对于 µ的测量值及其误差, 则两个

实验的合并估计亦可用式 (8.8.7) 表示.

对于多个实验测定同一个物理量, 可按上述原则作类似的推导, 得出合并估计

值及其方差：

µ̂ =

n∑

i=1

µi

σ2
i

n∑

i=1

1
σ2

i

, V (µ̂) =
1

n∑

i=1

1
σ2

i

, (8.8.9)

式中 µi, σi 是第 i 个实验对于物理量 µ 的测量值及其测量误差.

8.8.2 非正态型似然函数

在上面的讨论中, 我们假设了各个实验测量中总体概率密度为正态分布式

(8.8.2), 因而各次实验测量中似然函数为正态型, 它们的联合似然函数也是正态型.

事实上, 实验中似然函数不为正态型是常见的现象. 例如, 在子样容量不大的实验

中泊松分布往往是概率密度函数比较好的近似. 这种情况下, 在待估计参数 θ 和它

的似然函数曲线 L(θ) 标绘上, 似然函数往往是不对称的 (见 8.5∼8.6 节). θ 的极

大似然估计 θ̂ 由似然函数的极大值确定 Lmax = L(θ̂), 而其误差 θ+, θ− 则由直线

L = e−0.5Lmax 与似然函数曲线 L(θ) 两个交点对应的两个 θ 值 θ+, θ− 确定

∆ln L(θ̂) = lnL(θ+)− lnL(θ̂) = lnL(θ−)− lnL(θ̂) = −1
2
, (8.8.10)

σ+ = θ+ − θ̂, σ− = θ̂ − θ−. (8.8.11)

而且 σ+ 与 σ− 往往不相等.

假定对同一个物理量 θ的两组测量中各自的总体概率密度 f1 (X|θ)和 f2 (X|θ)
形式都为已知, 那么原则上我们仍可用式 (8.8.1) 所示的似然函数求得两个实验对

参数 θ 的合并估计, 但实际上对非正态的概率密度的情形, 解析求解极为困难, 甚

至不可能.

在许多情形下, 实验测量中的概率密度往往并不确切地知道. 对同一个待估计

参数 θ, 不同的实验只是报道其测量结果 µ+σ+

−σ− . 应当认为对该实验而言, µ 是 θ 的

最佳估计, 而 (µ− σ−, µ + σ+) 是可信度为 68.3%的似然区间. 因此, 怎样从几个实

验的测量值 µi, σ+
i , σ−i (i = 1, · · · , n) 求得参数 θ 的正确的合并估计 µ, σ+, σ− 是

一个需要解决的问题.

R. Barlow[63] 建议利用实验测量值 µi, σ
+
i , σ−i 来构造参数化的似然函数来逼近

实验中的实际似然函数. 尝试了多种形式的参数化似然函数之后, 发现宽度可变的

正态函数是比较好的选择, 即真值为 µ, 而测量值为 µi, σ
+
i , σ−i 的似然函数可以用
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下述形式的正态函数来逼近：

lnL(µi|µ) = − (µ− µi)2

2Vi(µ)
, (8.8.12)

对于线性离差的正态函数方案

Vi(µ) = [σi(µ)]2 , σi(µ) = σi + σ′i(µ− µi), (8.8.13)

σi =
2σ+

i σ−i
σ+

i + σ−i
, σ′i =

σ+
i − σ−i

σ+
i + σ−i

, (8.8.14)

即标准离差 σi(µ) 在真值 µ 附近是线性变化的. 当 σ+
i = σ−i 正、负误差对称,

σ′i = 0, σi(µ) = σ+
i = σ−i , 回复到通常的正态似然函数的情形.

对于线性方差正态函数方案

Vi(µ) = Vi + V ′
i (µ− µi), (8.8.15)

Vi = σ+
i σ−i , V ′

i = σ+ − σ−, (8.8.16)

即方差 Vi(µ) 在真值 µ 附近是线性变化的. 同样在正、负误差对称的情况下, σ+
i =

σ−i , 则 Vi = (σ+
i )2 = (σ−i )2, V ′

i = 0, 回复到正态似然函数的情形.

这样, 对同一物理量 µ 的 n 个不同测量值 µi, σ
+
i , σ−i (i = 1, · · · , n), 其联合似

然函数为

lnL(µ) = −1
2

∑

i

(µ− µi)2

Vi(µ)
, (8.8.17)

物理量 µ 的最佳估计 µ̂ 由该似然函数的极大值位置决定. 对于线性离差正态似然

函数方案, µ̂ 的解为

µ̂ =
∑

i

ωiµi

/∑

i

ωi (8.8.18)

ωi =
σi

[σi + σ′i(µ̂− µi)]
3 . (8.8.19)

我们注意到 µ̂的表达式与 n次独立测量时正态总体期望值 µ̂的极大似然估计形式

相同, 只不过权因子稍有不同而已 (见式 (8.2.4)、式 (8.2.2)). 对于线性方差正态似

然函数方案, µ̂ 的解为

µ̂ =
∑

i

ωi

[
µi − V ′

i

2Vi
(µ̂− µi)2

]/∑

i

ωi, (8.8.20)

ωi = Vi/[Vi + V ′
i (µ̂− µi)]

2
. (8.8.21)
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作为一个例子,图 8.9给出了我们构造的参数化似然函数与泊松分布似然函数

(期望值 µ = 5) 的对比, 图 8.10 给出了与对数正态分布似然函数 (x = ln y, y 是

µ = 8, σ = 3 的正态变量) 的对比. 由图可见离差可变或者方差可变的正态似然函

数所确定的可信度 68.3%的正、负误差, 与这两种原分布似然函数确定的正、负误

差, 数值是极为接近的. 由于对数正态分布, 特别是泊松分布对于描述子样容量较

小的实验的似然函数往往是相当好的近似, 这就说明了参数化似然函数确定的正、

负误差一般是相当精确的. 但是由图也可以看到, 对于高的可信度, 如 95.4%(相应

于 ∆lnL = −2), 参数化似然函数方案确定的正、负误差与实际值就有比较明显的

差别, 这也表明了这种方法适用范围的局限.

图 8.9 泊松分布似然函数 (期望值 µ=5, 用实线表示) 与参数化方法构造的似然函数 (虚线)

的对比

∆lnL=−1/2 的横线确定可信度 68.3%的似然区间. 左图是线性离差似然函数方案, 右图是线性方差似然

函数方案

图 8.10 对数正态分布似然函数 (x=lny, y 是 µ=8, σ=3 的正态变量, 用实线表示) 与参数

化方法构造的似然函数 (虚线) 的对比

左图是线性离差正态似然函数方案, 右图是线性方差似然函数方案

式 (8.8.18)、式 (8.8.19)和式 (8.8.20)、式 (8.8.21)各是一组非线性方程组, µ̂需

要用迭代法求得数值解. µ̂ 的初值 µ̂(0) 可取为
1
n

∑

i

µi, 代入 ωi 表达式右端中的

µ̂ 计算 ω
(0)
i , 再代入 µ̂ 的表达式的右边计算 µ̂(1). 较之 µ̂(0), µ̂(1) 应当是 µ̂ 的更好



· 286 · 第 8 章 极大似然法

的近似. 经过 k 次迭代后, 如满足

|µ̂(k + 1)− µ̂(k)| < 10−6L,

即可认为达到收敛, µ̂(k+1)可取为 µ̂的解. 这里 L定义为区间 (µl−3σ−l , µu+3σ+
u )

的长度, µl 是 n 个测量值 µi 中的最小值, 而 µu 是最大值.

求得了 µ 的估计值 µ̂ 后, 其正、负误差 σ+, σ− 仍需数值地求解. 受正态总体

期望值误差式 (8.2.4) 的启发, 正、负误差的初值可由下式决定：

σ+(0) =

[∑

i

1
(σ+

i )2

]− 1
2

, σ−(0) =

[∑

i

1
(σ−i )2

]− 1
2

. (8.8.22)

计算∆ln L(µ̂(0))+/− = ln L(µ̂(0))+/−−lnL(µ̂)(其中 µ̂(0)+ = µ̂+σ+(0), µ̂(0)− = µ̂−
σ−(0)),看它们与−1/2相差多大,再调节µ̂(1)+/−的值,如此迭代,使∆ln L(µ̂(k))+/−

与 −1/2的差别小于 0.5× 10−7, 即可认为结果收敛, µ̂(k)+/− 对应的 σ+/−(k)即是

σ+/− 的正确估计.

将 µ 的估计值 µ̂ 代入式 (8.8.17) 求得 lnL(µ̂), 它代表了不同测量结果用同一

个理论模型描述时的差异程度, 即等同于皮尔逊拟合优度检验中的 χ2 变量观测值

(见 12.4.2 节), 可以用自由度 n− 1 的 χ2 分布作拟合优度检验.

例 8.14 同一物理量多次测量的合并估计

设对同一物理量有 3 个测量结果：1.9+0.7
−0.5, 2.4+0.8

−0.6, 3.1+0.5
−0.4, 求该物理量均值和

不对称误差的合并估计.

利用可变宽度参数化正态函数逼近的似然函数 (线性离差方案), 3 个测量结

果可用图 8.11 中的 3 条实线来表示. 图中上下两条水平线的 lnL 值差别为 −0.5.

可以看到每条似然函数曲线与下直线的两个交点正确地反映了每个测量结果的正、

负误差.

图 8.11中虚线是 3条实线的合并结果,其极大值对应于合并期望值,与下水平

线的两个交点表示合并结果的正、负误差, 数字结果是 2.76+0.29
−0.27.

作为比较, 如果用正态近似多次测量的加权平均公式

µ̂ =

n∑

i=1

µi

σ2
i

n∑

i=1

1
σ2

i

=

n∑

i=1

wiµi

n∑

i=1

wi

, V (µ̂) =
1

n∑

i=1

1
σ2

i

=
1

n∑

i=1

wi

(计算 µ̂ 时, σi =
(
σ+

i + σ−i
)
/2; V +/− (µ̂) 则用 σ+

i 和 σ−i 分别计算) 计算, 所得结

果是 2.61+0.34
−0.28, 与正确结果 2.76+0.29

−0.27 差别较大.
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图 8.11 同一量的 3 个测量值 (具有不对称误差) 的合并估计

现在再来讨论另外一种经常遇到的问题 —— 两个 (或多个) 物理量不对称误

差的合并估计问题. 假设待测的物理量需要从实验测定的某种分布来确定, 该分布

中的事例 (子样) 除了待测物理量的信号之外, 还包含有其他过程的污染 (称之为

本底) 事例, 而且本底的来源不止一种. 我们只知道若干种本底各自的测量值及其

不对称误差, 怎样求得所有本底的总误差. 因为这一信息对于确定信号 (即待测物

理量) 的大小及误差是至关重要的. 例如每项本底事例数 Ni 的测量值及其不对称

误差为 µi, σ
+
i , σ−i (i = 1, · · · , n), 要求总的本底事例数 N =

n∑

i=1

Ni 的期望值 µ 及其

误差. 显然期望值用 µ =
n∑

i=1

µi 来估计, 误差则通过以下方法求得.

对于 n 项本底来源, 用 xi(i = 1, 2, · · · , n) 表示本底测量值与其期望值间的差

别, 即离差. 与式 (8.8.17) 类似, 我们可构造这 n 次测量的联合似然函数

lnL(x) = −1
2

n∑

i=1

(
xi

σi + σ′ixi

)2

, (8.8.23)

或

lnL(x) = −1
2

n∑

i=1

x2
i

Vi + V ′
i xi

, (8.8.24)

其中 σi, σ
′
i, Vi 和 V ′

i 由式 (8.8.14) 和式 (8.8.16) 确定, n 项测量离差 xi 之总和表示

为

u =
n∑

i=1

xi. (8.8.25)
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为了找到 u 的似然函数 L(u), 对似然函数 lnL(x) 在约束方程式 (8.8.25) 条件下求

极大值, 利用不定乘子法得到的解是

xi =
uωi
n∑

i=1

ωi

, (8.8.26)

ωi =
(σi + σ′ixi)3

2σi
或 ωi =

(Vi + V ′
i xi)2

2Vi + V ′
i xi

. (8.8.27)

这是一组非线性方程, L(u)可用以下方法逐点地计算出来. 以 u0 = 0作为起点,这

时 xi = 0, i = 1, 2, · · · , n. 由式 (8.8.23)、式 (8.8.24) 知 lnL(u0 = 0) = 0. 将 u 的

值增加一个小量变为 u1, 利用式 (8.8.26)、式 (8.8.27) 迭代逐次逼近, 直到计算出

u1 相应的 xi 值为止, 于是代入式 (8.8.23)、式 (8.8.24) 计算出 u1 处的 lnL(u1) 值.

如此重复便可计算出整条 L(u)–u 曲线, 再利用 ∆ln(u) = −1
2
的关系就可求得 n

项本底的正负总误差.

例 8.15 多个物理量不对称误差的合并估计

设对两个物理量的测量值为 4+2.346
−1.682, 5+2.581

−1.916, 求两者之和的合并估计.

显然两个物理量之和的中心值为 9,用上面的方法 (线性离差方案)求得正、负

误差, 最后结果是 9+3.333
−2.668.

事实上, 4+2.346
−1.682 和 5+2.581

−1.916 分别是对于均值为 4和 5的泊松变量利用参数化似

然函数方法确定的正负误差, 两者之和应服从均值为 9 的泊松分布, 其精确结果是

9+3.342
−2.676. 与上面的合并结果比较, 差别小于 0.3%.

表 8.3 给出不同的测量值之和用参数化似然函数方法确定的正、负误差, 表中

的输入值只列出了中心值,它们对应的正、负误差是利用参数化似然函数方法确定

的正负误差, 例如输入值 4+5 对应于 4+2.346
−1.682 ⊕ 5+2.581

−1.916. 用参数化似然函数方法确

定的正、负误差与精确值 σ− = 2.676, σ+ = 3.342 的差别都很小. 在两次测量结果

合并的情形下, 相对误差 < 1%.

表 8.3 线性离差和线性方差正态近似确定的正、负误差 σ+, σ−

输入值
线性离差方案 线性方差方案

σ− σ+ σ− σ+

4+5 2.653 3.310 2.668 3.333

3+6 2.653 3.310 2.668 3.333

2+7 2.653 3.310 2.668 3.333

1+8 2.654 3.313 2.668 3.333

3+3+3 2.630 3.278 2.659 3.323

1+1+1+1+1+1+1+1+1 2.500 3.098 2.610 3.270
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本节讨论的利用参数化似然函数方法进行多次测量的不对称误差合并计算已

编为程序包, 读者可从网页 http://www. slac. stanford. edu/∼barlow/statistics.

html 下载.

8.9 极大似然法应用于实验测量数据

本章前面各节对极大似然法的讨论中,事实上我们都假定了观测值所服从的总

体概率密度具有某种理想的数学函数形式, 如正态函数、指数函数等. 但如我们在

4.17 节中所阐明的那样, 实验测量得到的数据所反映的分布 —— 实验分布比较复

杂, 一般要考虑两种因素对理想的原分布的畸变：

(1) 由于测量的随机误差导致对于原分布的畸变, 这一般用实验分辨函数加以

描述;

(2) 由于测量仪器的不完善, 对实际发生的事例会发生漏记, 这用探测效率加

以描述.

如果分辨函数和探测效率的函数形式为已知, 并可求出描述实验观测值的 “实

验分布”之解析式,那么可利用 “实验分布”来构造似然函数,然后用前面各节叙述

的方法作极大似然估计.

例 8.16 实验分辨对极大似然估计的影响

设在某粒子反应中, 某种粒子出射的方位角 φ 有如下的原分布：

f(φ |α ) =
1
2π

(1 + α cos φ), 0 6 φ 6 2π,

其中 α是未知待估计参数. 实验中 φ角的测量值 (由于测量误差的存在)本身也是

一个随机变量, 它可由均值为真值 φ、标准差 (实验中称为分辨宽度) 为 R 的正态

变量描述, 即分辨函数的形式为

r(φ′, φ) =
1√
2πR

exp[−(φ′ − φ)2/2R2].

这样, 实验分布可写成 (见 4.17.1 节)

f ′(φ′ |α ) =
1

(2π)3/2
R

∫ 2π

0

(1 + αcosφ)e−
(φ′−φ)2

2R2 dφ.

当 R ¿ 2π, 近似地有

f ′(φ′ |α ) ≈ 1
2π

[
1 + α · exp

(
−R2

2

)
cos φ′

]
, 0 6 φ′ 6 2π.
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由实验分布 f ′(φ′ |α )与原分布 f(φ |α )比较可知,实验分布中的 α · exp
(
−R2

2

)
与

原分布中的 α 相当. 故若原分布对 α 的极大似然估计为 α̂, 则实验分布对 α 的极

大似然估计 α̂′ 可表示为

α̂′ = α̂ exp
(
−R2

2

)
.

可见, φ的实验测定误差将影响参数的极大似然估计值.但当测量误差 R比较小时,

估计值变化不大. 例如, 分辨宽度 R = 10◦, α̂′ 与 α̂ 的差别只有 1.5%.

对于无法写出 “实验分布” 函数的解析形式的情形, 可以将实验观测值乘上一

个权因子 (函数) 来适应原分布, 用原分布来构造似然函数, 进行极大似然估计. 我

们以探测效率对极大似然估计的影响具体加以说明.

设在随机变量 X 的取值域内, 探测仪器对事件的探测效率用 ε(x) 表示. 如果

在 x = xi 处观测到一个事件, 因为探测效率为 ε(xi), 故当探测效率为 1 时 (原分

布), 应近似地观测到 wi ≡ 1/ε(xi) 个事件, 因此, 近似于原分布的似然函数为

L′(X |ϑ ) =
n∏

i=1

[f(Xi |ϑ )]wi , (8.9.1)

其对数可写成

lnL′(X |ϑ ) =
n∑

i=1

Wi · ln f(Xi |ϑ ) =
n∑

i=1

Wi ln fi. (8.9.2)

然后用似然方程求得 ϑ 的极大似然估计.

可以证明, 这种近似方法求得的极大似然估计 ϑ̂ 是对参数真值渐近地正态分

布的. 但是式 (8.9.1) 中的 L′ 与真实的原分布似然函数不同, 而且不是简单地相差

一个常数乘因子, 因此, 前面介绍的确定 ϑ̂ 误差的方法不再适用.

当只有一个待估计参数时, 可按以下方法确定 ϑ̂ 的近似方差：先从似然函数

L′ 用前面介绍的任一种方法求出方差 V ′(ϑ̂), 这时估计量 ϑ̂ 的方差 V (ϑ̂) 可表示为

V (ϑ̂) =

(
1
n

n∑

i=1

Wi

)
· V ′(ϑ̂). (8.9.3)

例如, 在大子样的极限情形下, 根据方差公式 (8.4.11) 可得

V (ϑ̂) =

(
1
n

n∑

i=1

Wi

)/(
−∂2lnL′

∂ϑ2

)
. (8.9.4)

若所有的权因子都等于 1, 则有 V (ϑ̂) = V ′(ϑ̂), 即化简为通常的方差公式.
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当总体包含 k 个未知参数, 索尔米兹 (F. Solmitz)[43] 证明了 ϑ̂ 的方差矩阵有

渐近表达式

V (ϑ̂) = H
∼
−1 H ′

∼ H
∼
−1, (8.9.5)

其中 H
∼
−1 是从 L′ 导出的方差矩阵

Hlm = − ∂2 lnL′

∂ϑl∂ϑm
, l, m = 1, 2, · · · , k, (8.9.6)

矩阵 H ′ 定义为

H ′
lm =

n∑

i=1

W 2
i

(
∂ ln fi

∂ϑl

)(
∂ ln fi

∂ϑm

)
, l, m,= 1, 2, · · · , k. (8.9.7)

可以看到, 当 k=1, 式 (8.9.5)∼ 式 (8.9.7) 简化为式 (8.9.4); 对于所有 Wi=1 的特殊

情形, 则与通常的多个参数极大似然估计的方差公式 (8.4.12) 相同.

以上这些公式的使用有一个限制条件, 即各个权因子 Wi 的值应相差不很大,

尤其是不能出现数值特别大的权因子. 权因子 Wi 数值很大意味着探测效率 ε(xi)

很低, 用 f(xi)Wi 来表示实验分布会导致很大的误差, 相应地极大似然估计 ϑ̂ 的方

差 V (ϑ̂) 变得很大. 为了改善估计精度, 可将 Wi 很大 (探测效率 ε(xi) 很低) 的少

数事例从子样中舍弃, 再通过上述方法估计 ϑ̂ 和 V (ϑ̂).

8.10 有约束的极大似然估计

实际问题中经常遇见的情形是待估计的参数是受到某种约束的,例如待估计参

数为粒子反应初、末态各粒子的动量, 则它们必须满足动量守恒这一物理定律. 本

节我们来处理参数 ϑ 必须满足形式如

g
(
ϑ̂

)
= 0 (8.10.1)

的一组 k 个约束方程的极大似然估计问题. 假定参数 ϑ 的分量数为 r.

施加约束总是意味着附加了某种信息,因而对于相同的似然函数和相同的待估

计参数 ϑ, 约束极大似然估计比无约束极大似然估计的方差要小.

处理约束问题的方法之一是使用式 (8.10.1) 进行变量变换以消去若干待估计

的参数, 再对余下的参数用无约束的极大似然法进行估计. 例如如果约束方程是

g
(
ϑ̂

)
= ϑ1 + ϑ2 − 1 = 0,

则可以将似然函数中的 ϑ2 用 1− ϑ1 代替并对 ϑ1 求似然函数的极大. 这相当于应

用了极大似然估计在变量变换下的不变性. 当 ϑ 由简单的不等式

ϑ′ < ϑ < ϑ′′
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所界定, 这一方法亦可使用. 这时的变量变换是

ϑ = ϑ′ +
1
2

(sin ξ + 1) (ϑ′′ − ϑ′) , (8.10.2)

求似然函数对于 ξ 的极大, 再求得 ϑ 的极大似然估计.

当参数 ϑi 值域为 [0,1] 且满足如下约束：

0 6 ϑi 6 1, i = 1, · · · , r,
r∑

i=1

ϑi = 1, (8.10.3)

则存在一种众所周知的变量变换方式. 对于 r = 4, 其变换为

ϑ1 = ξ1

ϑ2 = (1− ξ1) ξ2

ϑ3 = (1− ξ1) (1− ξ2) ξ3

ϑ4 = (1− ξ1) (1− ξ2) (1− ξ3) , (8.10.4)

其中, ξi 值域为 [0,1].
r∑

i=1

ϑi = 1 的约束要求由直接计算知道能得到满足. 通过这

样的变换, 未知参数个数减小了一个. 在这种方法中, 失去了问题的对称性, 有时这

是一种缺点.

一般而言, 这类消去法在实际情形中往往难以应用; 此外, 这种方法的缺点是

消去的参数是可以任意选择的, 当约束方程为非线性时, 消去的变量的不同选择会

导致估计值有不同的结果.

因此, 人们通常采用拉格朗日乘子法. 拉格朗日乘子法是将每个约束方程乘上

一个拉格朗日乘子, 后者为一个附加的待估计参数, 与原有参数一起构成待求极值

的函数. 在拉格朗日乘子法中, 任何未知参数具有 “同等” 的地位. 尽管这种方法

引入了附加的未知参数 (即拉格朗日乘子向量), 但在实际中仍然广泛地使用.

具体方法是, 给定似然函数 L (X|ϑ), 求函数

F = lnL (X|ϑ) + λTg (ϑ) (8.10.5)

对于 ϑ 和 λ 的极值. 似然方程 (8.1.8) 代之以方程组

∂

∂ϑ
lnL

(
X|ϑ̂

)
+ λ̂

T ∂g
(
ϑ̂

)

∂ϑ
= 0

g
(
ϑ̂

)
= 0. (8.10.6)
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当似然函数满足正规条件、子样容量 n 很大时, 这样求得的估计量 ϑ̂ 渐近地服从

正态分布, 其均值等于参数真值 ϑ0. 应当特别指出, F 的极值是一鞍点. F 对于 ϑ̂

是求极大, 但对于 λ̂ 是求极小.

为了求得 ϑ̂和 λ̂的方差,我们通过如下关系式定义函数 F 的二阶导数矩阵的

负值 I
∼
, 及其子矩阵 A

∼
, B
∼

:

I
∼
≡


 A

∼
B
∼

B
∼

T 0


 ≡ −E




∂2F

∂ϑ∂ϑ′
∂2F

∂ϑ∂λ(
∂2F

∂ϑ∂λ

)T
∂2F

∂λ2


 = −E




∂2 lnL

∂ϑ∂ϑ′
∂g

∂ϑ(
∂g

∂ϑ

)T

0


 .

式中 ∂2F/∂ϑ∂ϑ′ 表示子矩阵 A
∼
的矩阵元为

Aij (ϑ) =
∂2F

∂ϑi∂ϑj
.

矩阵 I
∼
的逆为

I
∼
−1 =




A
∼
−1 −A

∼
−1 B

∼

(
B
∼

T A
∼
−1 B

∼

)−1

B
∼

T A
∼
−1 A

∼
−1 B

∼

(
B
∼

T A
∼
−1 B

∼

)−1

(
B
∼

T A
∼
−1 B

∼

)−1

B
∼

T A
∼
−1 −

(
B
∼

T A
∼
−1 B

∼

)−1


 .

利用矢量的泰勒展开

(
∂F/∂ϑ

∂F/∂λ

)

ϑ=ϑ̂
λ=λ̂

=

(
∂F/∂ϑ

∂F/∂λ

)

ϑ=ϑ0
λ=0

−

 A

∼
B
∼

T

B
∼

0




ϑ=ϑ0
λ=0

(
ϑ̂− ϑ0

λ̂

)
+ · · · ,

并由式 (8.10.6) 知该矢量等于 0, 可得协方差矩阵的表式为

E




(
ϑ̂− ϑ0

λ̂

)(
ϑ̂− ϑ0

λ̂

)T

 = I

∼
−1


 A

∼
0

0 0


 I
∼
−1.

经过矩阵代数运算可得

V
∼

(ϑ̂) = A
∼
−1 −A

∼
−1

B
∼

(
B
∼

T
A
∼
−1

B
∼

)−1

B
∼

T
A
∼
−1, (8.10.7)

以及

V
∼

(
λ̂

)
=

(
B
∼

T
A
∼
−1

B
∼

)−1

.
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上两个公式中的矩阵都应在 ϑ = ϑ̂, λ = λ̂ 处计算. 式 (8.10.7) 右边第一项 A
∼
−1

是通常的无约束情形下的方差矩阵 (见式 (8.3.19)) ,而第二项代表了约束方程的附

加信息导致的方差的减小. ϑ̂ 和 λ̂ 之间的协方差为 0, 即参数 ϑ 的估计值与 λ̂ 不

相关.

以上的所有陈述中 I
∼
为非奇异矩阵. 特别子矩阵 A

∼
对于 ϑ = ϑ0 应当是非奇

异的.



第9章 最小二乘法

长时间以来, 最小二乘法是最广泛使用的参数估计方法之一. 与极大似然估计

量不同,最小二乘法得到的估计量并没有一般意义上的最优性质或者是渐近的最优

性质. 但是对于线性模型, 即观测值所服从的分布与待估计参数具有线性关系这一

类经常遇到的重要问题, 最小二乘法具有突出的优点, 最小二乘估计量是达到最小

方差界的无偏估计量, 并且这一性质与子样容量无关. 同时, 最小二乘估计量又与

观测所服从的总体分布无关, 因而, 当总体分布的函数形式并不严格知道、无法进

行极大似然估计时, 运用最小二乘法是十分方便的.

下面我们首先考虑参数的线性模型这种最简单的情形,然后研究非线性模型的

最小二乘估计, 最后讨论包含约束条件 (线性约束和一般约束方程) 的最小二乘估

计问题.

9.1 最小二乘原理

最小二乘估计的基本思想可陈述如下.

在 N 个观测点 X1, X2, · · · , XN , 通过测量得到一组 N 个相互独立的观测值

Y1, Y2, · · · , YN , 相应的观测值真值η1, η2, · · · , ηN 为未知. 假定存在某个理论模型,

可预测与点 Xi 相对应的观测值真值ηi,

ηi = f(ϑ1, · · · , ϑL;Xi), L 6 N,

该函数与待估计的未知参数 ϑ = {ϑ1, · · · ,ϑL} 有关. 按照最小二乘原理, 未知参数

ϑ 的最优估计值是使量

Q2 =
N∑

i=1

(Yi − ηi)2wi (9.1.1)

达到极小 (Q2 = Q2
min) 的参数值 ϑ̂. 式 (9.1.1) 中的 wi 是第 i 个观测值的权因子,

或简称为权, 所求得的参数值 ϑ̂ 称为参数 ϑ 的(加权) 最小二乘估计.

可以看到, 若将 X1, X2, · · · , XN 和η1, η2, · · · , ηN 看成变量 X 和η(Y 的真值)

的个别值, 最小二乘估计实际上是确定描述变量 X 和η之间的函数 (理论模型)

η = f(ϑ1, · · · , ϑL;X) (9.1.2)
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中的参数 ϑ = {ϑ1, · · · , ϑL}. 一般地说, 任意两个变量之间的函数关系可以用某个

曲线来表示, 所以最小二乘估计有时也称为曲线拟合. 在许多实际问题中, 函数 f

的具体形式是未知的, 因而恰当地选择描写变量 X 和η之间的理论模型 (函数 f )

是曲线拟合中的一个重要问题, 而这往往取决于研究人员的经验.

式 (9.1.1) 中的权因子 wi 一般取为第 i 次观测的误差平方 (方差) 的倒数. 如

果已知各次观测中误差相等, 则式 (9.1.1) 中的 wi 可提到求和号之前, 在对 Q2 求

极小时 wi 不起作用. 故求极小的量可表示为

Q2 =
N∑

i=1

(Yi − ηi)2. (9.1.3)

Yi − ηi 表示测量值对于真值的偏离, 称为离差. 最小二乘估计量在这种情形下通过

求离差平方和的极小来求得. 式 (9.1.3) 称为等权最小二乘估计. 式 (9.1.1) 的一般

最小二乘估计则是通过加权离差平方和的极小求得.

若各次观测中误差虽然不相等但为已知, 则 Q2 的表达式是

Q2 =
N∑

i=1

(
Yi − ηi

σi

)2

. (9.1.4)

通常的情形是各次观测中误差未知且不一定相等. 如果可将观测值考虑为数

学期望等于真值的泊松变量, 由于其方差与数学期望相等 (见 4.3 节), 故 σ2
i ≈ ηi,

这时,

Q2 =
N∑

i=1

(Yi − ηi)2

ηi
. (9.1.5)

当 ηi 是一个复杂函数, 为了计算方便, 可利用近似关系 σ2
i ≈ Yi, 故

Q2 =
N∑

i=1

(Yi − ηi)
Yi

2

. (9.1.6)

这称为简化最小二乘估计.

如果 Yi的各次观测之间是相关联的,其方差和协方差由对称协方差矩阵 V
∼

(Y )

给出, 那么找到未知参数 ϑ 的最优估计值的最小二乘原理是使量

Q2 =
N∑

i=1

N∑

j=1

(Yi − ηi)(V∼
−1)ij(Yj − ηj) (9.1.7)

达到极小. 这是最小二乘法的最一般表达式.

在以上这些 Q2 的表达式中, 实际上假定了测量点 Xi 的值是精确值, 不存在

任何误差; 而与 Xi 对应的观测值 Yi 则存在测量误差. Xi 称为 “自变量”, 是确定
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量; Yi 称为 “应变量”,它是随机变量. 但对于 Xi, Yi 均是随机变量的情形,只要 Xi

的相对误差比 Yi 的相对误差小得多, 近似地可将 Xi 看成确定值,于是以上公式依

然近似地适用. 对于相反的情形 (Xi 的相对误差比 Yi 的相对误差大得多), 由于自

变量 X 和应变量 Y 是人为地任意确定的,只需要将相对误差小的变量作为自变量

就可以了. 观测 “点”Xi 还可以代表一个确定的小区间, 比如 Xi ∼ Xi + ∆Xi, 这时

以上公式中的 ηi 应用

∫ Xi+∆Xi

Xi

fdxi/∆Xi 代替,如果在此小区间内函数变化不大,

则可用近似值 fi 或平均值 f̄i 代替; 相应地观测值 Yi 可采用该区间内若干次观测

的平均值.

由以上所述可见,参数的最小二乘估计方法对于观测所服从的分布特性没有要

求,从这个意义上来说,最小二乘估计是分布无关或分布自由的. 另一方面,如果观

测值服从正态分布, Q2 的极小值 Q2
min 在一定条件下是一个 χ2 变量, 故可根据 χ2

分布的性质对观测值和理论模型进行统计推断. 有些书籍将 χ2 估计看成最小二乘

估计的同义语, 应当指出, 这种说法只有在一定条件下才正确.

可以证明, 在一定条件下, 最小二乘原理与极大似然原理是等价的. 假定各次

独立的观测值 Yi 是关于其未知真值 ηi 的正态分布, 即 Yi ∼ N(ηi, σ2
i ), 对于一组

N 个观测 Y = {Y1, · · · , YN}, 其似然函数

L =
N∏

i=1

1√
2πσi

exp

[
−1

2

(
Yi − ηi

σi

)2
]

∝ exp

[
−1

2

N∑

i=1

(
Yi − ηi

σi

)2
]

.

按照极大似然原理, 未知量 ηi 的极大似然估计值 η̂i 使得 L 成为极大, 故应有

N∑

i=1

(
Yi − ηi

σi

)2
∣∣∣∣∣
ηi=η̂i

= minimum.

上式相当于最小二乘估计式 (9.1.4), 对应的权因子为 wi = 1/σ2
i .

9.2 线性最小二乘估计

如果式 (9.1.2)中的理论模型 f 是参数 ϑ1, · · · , ϑL 的线性函数,而且权因子 wi

与参数无关,这样的估计问题称为线性模型的最小二乘估计. 线性最小二乘估计量

提供了参数的严格解, 而且具有理论上的最优性质：唯一性、无偏性和最小方差.

我们通过一个具体例子来说明线性等权最小二乘估计问题.

例 9.1 直线拟合 (1)
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给定一组 N 对实验观测值 (x1, y1), · · · , (xN , yN ), 假定测量误差可以忽略 (或

yi 的测量误差相等), 要求找出最佳的拟合直线.

直线方程可写成

η = ϑ1 + ϑ2x, (9.2.1)

它是参数 ϑ1, ϑ2 的线性函数. 利用等权最小二乘估计式 (9.1.3), 有

Q2 =
N∑

i=1

(yi − ηi)2 =
N∑

i=1

(yi − ϑ1 − ϑ2xi)2.

为了求 Q2 的极小, 需解线性方程组





∂Q2

∂ϑ1
=

N∑

i=1

(−2)(yi − ϑ1 − ϑ2xi) = 0,

∂Q2

∂ϑ2
=

N∑

i=1

(−2xi)(yi − ϑ1 − ϑ2xi) = 0.

(9.2.2)

式 (9.2.2) 可改写为

Nϑ1 +
N∑

i=1

xiϑ2 =
N∑

i=1

yi,
N∑

i=1

xiϑ1 +
N∑

i=1

x2
i ϑ2 =

N∑

i=1

xiyi. (9.2.3)

由此求得参数 ϑ1, ϑ2 的最小二乘估计





ϑ̂1 =

N∑

i=1

x2
i

N∑

i=1

yi −
N∑

i=1

xiyi

N∑

i=1

xi

N
N∑

i=1

x2
i=1 −

(
N∑

i=1

xi

) ,

ϑ̂2 =

N
N∑

i=1

xiyi −
N∑

i=1

xi

N∑

i=1

yi

N
N∑

i=1

x2
i −

(
N∑

i=1

xi

)2 .

(9.2.4)

9.2.1 正规方程

在大多数实际问题中, 观测点 Xi 处的观测值 Yi 具有测量误差 σi, 对于 i =

1, 2, · · · , N 误差不一定相等, 这时必须利用加权最小二乘法.
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在线性模型的情形下,理论模型的预测值 ηi可表示成 L个未知参数的 ϑ1, · · · ,

ϑL 的线性函数

ηi = f(ϑ1, · · · , ϑL;Xi) =
L∑

l=1

ailϑl, i = 1, 2, · · · , N, (9.2.5)

其中, ail 是 Xi 的函数. 由式 (9.1.4) 得出 Q2 的表达式为

Q2 =
N∑

i=1

(
Yi − ηi

σi

)2

=
N∑

i=1

1
σ2

i

[
Yi −

L∑

l=1

ailϑl

]2

. (9.2.6)

为求得 Q2 的极小值, 令 ∂Q2/∂ϑk = 0, k = 1, · · · , L, 得到 L 个方程

∂Q2

∂ϑk
=

N∑

i=1

(−2)aik
1
σ2

i

(
Yi −

L∑

l=1

ailϑl

)
= 0, k = 1, · · · , L, (9.2.7)

该式可改写成

L∑

l=1

(
N∑

i=1

aikail

σ2
i

)
ϑl =

N∑

i=1

aikYi

σ2
i

, k = 1, · · · , L. (9.2.8)

方程式 (9.2.7)、式 (9.2.8) 是简单的等权直线拟合公式 (9.2.8)、式 (9.2.3) 的一般化

形式.

式 (9.2.8)称为 L个参数的正规方程,它是关于 L个未知参数的 L个非齐次线

性方程, 因而给出了 L 个参数的严格、唯一解. 一般计算机配备的软件库都有现成

的求解线性方程组的子程序,由此容易得到参数的最小二乘估计 ϑ̂ = {ϑ̂1, · · · , ϑ̂L}.
式 (9.2.8) 写成明显的形式为





N∑

i=1

ai1ai1

σ2
i

ϑ1+
N∑

i=1

ai1ai2

σ2
i

ϑ2 + · · ·+
N∑

i=1

ai1aiL

σ2
i

ϑL =
N∑

i=1

ai1Yi

σ2
i

,

N∑

i=1

ai2ai1

σ2
i

ϑ1+
N∑

i=1

ai2ai2

σ2
i

ϑ2 + · · ·+
N∑

i=1

ai2aiL

σ2
i

ϑL =
N∑

i=1

ai2Yi

σ2
i

,

N∑

i=1

aiLai1

σ2
i

ϑ1+
N∑

i=1

aiLai2

σ2
i

ϑ2 + · · ·+
N∑

i=1

aiLaiL

σ2
i

ϑL =
N∑

i=1

aiLYi

σ2
i

.

(9.2.9)

利用矩阵记号使问题的表述更为明晰、简单, 故用矩阵记号重新描述线性最小

二乘估计问题. 测量值和理论估计值 Yi, ηi(i = 1, · · · , N) 表示为 N 个元素的列向
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量, 参数 ϑj(j = 1, · · · , L) 表示为含 L(6 N) 个元素的列向量

Y =




Y1

...

YN


 , η =




η1

...

ηN


 , ϑ =




ϑ1

...

ϑL


 . (9.2.10)

测量值 Y 的协方差矩阵是一 N ×N 阶矩阵. 当观测是相互独立进行时, 它是一个

对角矩阵 V
∼

.

V
∼

= V
∼

(Y ) =




σ2
1

σ2
2

. . .

σ2
N




. (9.2.11)

系数矩阵 A
∼
定义为 N 行 L 列矩阵

A
∼

=




a11 a12 · · · a1L

a21 a22 · · · a2L

...
...

...

aN1 aN2 · · · aNL




. (9.2.12)

于是理论模型预期值的线性函数式 (9.2.5) 可表示为

η = A
∼

ϑ. (9.2.13)

待求极小的量

Q2 = (Y −A
∼

ϑ)T V
∼
−1(Y −A

∼
ϑ). (9.2.14)

令 Q2 对于参数 ϑ 的导数为 0, 以求 Q2 的极小, 得到式 (9.2.7) 的矩阵表示

∇ϑQ2 = −2(A
∼

T
V
∼
−1Y −A

∼
T

V
∼
−1Aϑ) = 0, (9.2.15)

从而有正规方程的矩阵表述

(A
∼

T
V
∼
−1

A
∼

)ϑ = A
∼

T
V
∼
−1Y . (9.2.16)

如果矩阵 (A
∼

T V
∼
−1 A

∼
) 是非奇异的, 其行列式不等于 0, 则可以求出它的逆阵, 最后

得到参数向量 ϑ 的最小二乘估计 ϑ̂,

ϑ̂ = (A
∼

T
V
∼
−1

A
∼

)−1
A
∼

T
V
∼
−1Y . (9.2.17)
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该式虽然是从观测相互独立这一假设直接导出的, 实际上适用于 Y 的测量值不是

相互独立的一般情形. 此时, 协方差矩阵 V
∼

(Y ) 中包含不等于 0 的非对角元素项.

式 (9.2.16)和式 (9.2.17)对应于式 (9.2.17)表示的一般最小二乘原理的正规方程和

参数 ϑ 的估计量.

现在来推导式 (9.2.17) 给出的估计量 ϑ̂ 的不确定性. 由于 ϑ̂ 是观测量 Y 的

函数, ϑ̂ 的误差显然与 Y 的误差相关. 对式 (9.2.17) 所示的 ϑ̂ 应用误差传播的一

般公式 (3.9.15), 得出 ϑ̂ 的协方差矩阵

V
∼

(ϑ̂) = [(A
∼

T
V
∼
−1

A
∼

)−1
A
∼

T
V
∼
−1]V

∼
(Y )[(A

∼
T

V
∼
−1

A
∼

)−1
A
∼

T
V
∼
−1]T.

注意 V
∼

(Y ), V
∼
−1(Y ), (A

∼
T V
∼
−1 A

∼
) 都是对称矩阵, 即与其转置矩阵相同, 上式经化

简后, 得到

V
∼

(
ϑ̂

)
=

(
A
∼

T
V
∼
−1(Y ) A

∼

)−1

. (9.2.18)

在计算最小二乘估计 ϑ̂ 时, 必须算出矩阵
(

A
∼

T V
∼
−1 A

∼

)−1

(见式 (9.2.17)), 因

此, 由上式确定 ϑ̂ 的误差并不需要额外的计算.

如果测量值 Y 的协方差矩阵可表示成

V
∼

(Y ) = σ2
V
∼ σ(Y ), (9.2.19)

其中, V
∼ σ(Y ) 为已知, 常数乘子 σ2 未知. 由式 (9.2.17) 可见, 在 (A

∼
T V
∼
−1 A

∼
)−1 和

V
∼
−1 中的 σ2 项可以对消, 因此

ϑ̂ = (A
∼

T
V
∼ σ
−1

A
∼

)−1
A
∼

T
V
∼ σ
−1Y . (9.2.20)

对于等权最小二乘估计

V
∼ σ = V

∼ σ
−1 = I

∼N ,

I
∼N 为 N ×N 阶单位矩阵, 上式进一步简化为

ϑ̂ = (A
∼

T
A
∼

)−1
A
∼

TY . (9.2.21)

其方差为

V
∼

(ϑ̂) = σ2(A
∼

T
A
∼

)−1. (9.2.22)
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9.2.2 线性最小二乘估计量的性质

对于一般的线性问题, 方程式 (9.2.17) 给出了最小二乘估计的严格解, 只要矩

阵 A
∼

T V
∼
−1 A

∼
的逆矩阵存在,参数的最小二乘估计 ϑ̂就是唯一的,而且不存在任何

近似. 所得到的解 ϑ̂ 称为线性估计量, 因为 ϑ̂ 是测量值 Y 的线性函数.

ϑ̂ 是参数 ϑ 的无偏估计量. 对 ϑ̂ 求期望值

E(ϑ̂) = E[(A
∼

T
V
∼
−1

A
∼

)−1
A
∼

T
V
∼
−1Y ] = (A

∼
T

V
∼
−1

A
∼

)−1
A
∼

T
V
∼
−1E(Y )

= (A
∼

T
V
∼
−1

A
∼

)−1
A
∼

T
V
∼
−1

A
∼

ϑ = ϑ. (9.2.23)

其中利用了性质

E(Y ) = η = A
∼

ϑ. (9.2.24)

可见, ϑ̂ 的期望值正是参数的真值, 因而式 (9.2.17) 是参数 ϑ 的无偏估计.

线性最小二乘估计量的另一最优性质又称为高斯–马尔可夫 (Gauss-Markov)

原理：利用观测值的线性函数构成参数 ϑ̂的所有无偏估计量中,式 (9.2.17)所示的

最小二乘估计量的方差最小. 证明如下：

设矢量 t 是观测值 Y 的线性函数, 并且是参数 ϑ 的无偏估计量, 即有

t = S
∼

Y (9.2.25)

和

E(t) = S
∼

E(Y ) = S
∼

A
∼

ϑ = ϑ,

故必有 A
∼

= S
∼
−1. t 的协方差矩阵为

V
∼

(t)= E[(S
∼

Y − ϑ)(S
∼

Y − ϑ)T]

= E[(S Y − S
∼

A
∼

ϑ)(S
∼

Y − S
∼

A
∼

ϑ)T]

= E[S
∼

(Y −A
∼

ϑ)(Y −A
∼

ϑ)T S
∼

T]

= S
∼

E[(Y −A
∼

ϑ)(Y −A
∼

ϑ)T]S
∼

T.

注意到 A
∼

ϑ 是 Y 的期望值 (见式 (9.2.24)), 故有

V
∼

(t) = S
∼

V
∼

(Y ) S
T. (9.2.26)
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该等式可改写成

S
∼

V
∼

(Y )S
∼

T ≡[(A
∼

T
V
∼
−1

A
∼

)−1
A
∼

T
V
∼
−1]V

∼
[(A
∼

T
V
∼
−1

A
∼

)−1
A
∼

T
V
∼
−1]T

+ [S
∼
−(A

∼
T

V
∼
−1

A
∼

)−1
A
∼

T
V
∼
−1]

× V
∼

[S
∼
−(A

∼
T

V
∼
−1

A
∼

)−1
A
∼

T
V
∼
−1]T. (9.2.27)

式 (9.2.27)中右边的两项都是二次型 U
∼

V
∼

U
∼

T,根据矩阵代数,二次型矩阵的对角元

素都是非负值. 上式中只有第二项与 S
∼
有关. 当第二项的对角元素为 0 时, V

∼
(t) =

S
∼

V
∼

(Y ) S
∼

T 的各对角元素达到极小, 也即参数 ϑ 的方差最小, 这要求

S = (A
∼

T
V
−1

A
∼

)−1
A
∼

T
V
∼
−1.

代入式 (9.2.25) 得知, 这样的估计量 t 正是式 (9.2.17) 最小二乘估计量 ϑ̂ 的表达

式; 代入式 (9.2.26) 得知, 该估计量 t 的方差正是式 (9.2.18)V
∼

(ϑ̂) 的表达式. 证毕.

9.2.3 线性最小二乘估计举例

例 9.2 抛物线拟合

设我们有一组相互独立的观测值, 如表 9.1 所示.

表 9.1 相互独立的观测值数据

i 1 2 3 4

xi −0.6 −0.2 0.2 0.6

yi ± σi 5± 2 3± 1 5± 1 8± 2

根据对于观测量的了解, y 与 x 应当有抛物线函数关系. 因此, 问题化为对抛

物线方程

f(ϑ1, ϑ2, ϑ3;x) = ϑ1 + ϑ2x + ϑ3x
2 (9.2.28)

中参数 ϑ1, ϑ2, ϑ3 的估计问题. 理论模型 f 是参数 ϑ = {ϑ1, ϑ2, ϑ3} 的线性函数, 可

用线性最小二乘估计的公式. 由观测值可写出 4×3 系数矩阵 A
∼

(见式 (9.2.12) 和式

(9.2.13))

A
∼

=




1 x1 x2
1

1 x2 x2
2

1 x3 x2
3

1 x4 x2
4




=




1 −0.6 (−0.6)2

1 −0.2 (−0.2)2

1 0.2 0.22

1 0.6 0.62




.
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测量值矢量 Y 和对角协方差矩阵则为

Y =




5

3

5

8




, V
∼

=




σ2
1 0

σ2
2

σ2
3

0 σ2
4




=




22 0

12

12

0 22




,

对角阵 V
∼
的逆阵 V −1 容易由下式求得：

V −1
ii = (Vii)−1.

为了计算 ϑ 的最小二乘估计, 根据式 (9.2.17), 必须首先知道矩阵 A
∼

T V
∼
−1 A

∼
是否

为非奇异矩阵. 写出 A
∼

T V
∼
−1 A

∼
为

A
∼

T V
∼
−1 A

∼
=




1 1 1 1

−0.6 −0.2 0.2 0.6

(−0.6)2 (−0.2)2 (0.2)2 (0.6)2




×




0.25 0

1

1

0 0.25







1 −0.6 (−0.6)2

1 −0.2 (−0.2)2

1 0.2 0.22

1 0.6 0.62




=




2.5 0 0.26

0 0.26 0

0.26 0 0.068


 .

该矩阵是非奇异的, 行列式不为 0, 求得其逆阵为

(A
∼

T
V
∼
−1

A
∼

)−1 =




0.664 0 −2.54

0 3.85 0

−2.54 0 24.42


 .

由式 (9.2.17) 求得 ϑ 的最小二乘估计 ϑ̂,

ϑ̂= (A
∼

T V
∼
−1 A

∼
)−1 A

∼
T V
∼
−1Y
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=




0.664 0 −2.54

0 3.85 0

−2.54 0 24.42







1 1 1 1

−0.6 −0.2 0.2 0.6

0.36 0.04 0.04 0.36




×




0.25 0

1

1

0 0.25







5

3

5

8




=




3.68

3.27

7.81


 .

于是对于数据点的最小二乘拟合的抛物线方程为

η̂ = f(ϑ̂;x) = 3.68 + 3.27x + 7.81x2.

ϑ̂的误差由协方差矩阵 V
∼

(ϑ̂)表示, 它就是前面已求出的 (A
∼

T V
∼
−1 A

∼
)−1. ϑ̂的误差

估计由 V
∼

(ϑ̂) 的对角元素的平方根表示, 即

∆ϑ̂1 = 0.81, ∆ϑ̂2 = 1.96, ∆ϑ̂3 = 4.94.

由于协方差矩阵中存在不等于零的 V13(ϑ̂), 故知参数 ϑ1 与 ϑ3 是相关的. 依

照相关系数的定义, 有

ρ̂13 =
V13(ϑ̂)

∆ϑ1∆ϑ3
=

−2.54
0.81× 4.94

= −0.63.

例 9.3 两个独立的实验结果的合并

粒子物理实验表明, 奇异粒子的半轻子弱衰变一般地遵从 ∆S = ∆Q = ±1 选

择规则, ∆S、∆Q 分别表示衰变前后强子的奇异数变化量和电荷变化量. 该规则表

明, ∆S = ∆Q = ±1 的衰变发生的可能性比较大. 以 K0 介子的衰变为例, 令

x = (K0 → π+l−v̄),

x 值的大小反映了对于该规则 “破坏” 的程度, 其中 π, l, v 分别表示 π 介子, 轻子

和中微子. x 是一个复数量, 设其实部和虚部的真值用 η1, η2 表示. 实验 A 对 η1,

η2 的测量结果是

yA
1 = 0.12, yA

2 = −0.25,

误差 (协方差) 矩阵是

V
∼

(yA) =

(
0.01 −0.01

−0.01 0.04

)
;
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实验 B 只测量了 η1

yB
1 ± σB

1 = 0.01± 0.08.

求两个实验结果的最佳合并数据.

该问题中, 未知参数矢量 η、观测值矢量 y 及其真值 f 分别为

η =

(
η1

η2

)
, y =




yA
1

yA
2

...

yB
1




=




0.12

−0.25
...

0.01




, f =




η1

η2

...

η1




.

观测值矢量 y 的协方差矩阵扩展为

V
∼

(y) =




0.01 −0.01 0

−0.01 0.04 0

0 0 0.082


 .

由于系数矩阵由 f = A
∼

η 确定 (见式 (9.2.13)), 故有

A
∼

=




1 0

0 1

1 0


 .

于是可求得 η 的最小二乘估计 η̂ 及协方差矩阵 V
∼

(η̂),

V
∼

(η̂) = (A
∼

T
V
∼
−1

A
∼

)−1 =

[
0.0039 −0.0039

−0.0039 0.0346

]
,

η̂ =
(

A
∼

T
V
∼
−1

A
∼

)−1

A
∼

T
V
∼
−1y =

(
0.052

−0.183

)
.

由协方差矩阵存在不等于 0 的非对角项可知, η1 与 η2 相互关联. 因此, 尽管 η2 的

测量值只有一次 yA
2 , 但 η2 的估计值 η̂2 却与 yA

2 不同, 这是由于 η1 的测量值在两

个实验中 yA
1 与 yB

1 不相同, 而 η1 与 η2 存在相互关联造成的.

9.2.4 一般多项式和正交多项式拟合

在例 9.1和例 9.2中,讨论了变量 x的一次和二次多项式 (直线、抛物线)的最

小二乘拟合. 但常常会遇到 x 的高次多项式的拟合问题, 即理论模型可写成

ηi =
L∑

l=1

xl−1
i ϑl. (9.2.29)
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这里, ηi 仍然是参数 ϑ 的线性函数, 问题的求解仍可沿用 (9.2.2) 节叙述的方法和

公式. 但当多项式幂次增高, 矩阵求逆的问题越来越复杂, 而且运算中的舍入误差

导致的不精确性也越来越严重.

利用变量 x 的正交多项式, 可将形式如式 (9.2.29) 的线性模型重新改写. 引入

正交多项式的好处在于能产生容易求逆阵的对角矩阵,从而避免矩阵运算中的舍入

误差.

我们来考虑测量互相独立且测量误差 σ 相同的情形, 这时, 测量值的协方差矩

阵及其逆阵可写为

V
∼

(Y ) = σ2
I
∼N , V

∼
−1(Y ) =

1
σ2 I

∼N .

I
∼N 表示 N ×N 阶单位矩阵. 对式 (9.2.5) 表示的线性模型, 将上述 V

∼
−1(Y ) 表达

式代入式 (9.2.17), 求得等权最小二乘估计为

ϑ̂ = (A
∼

T
A
∼

)−1
A
∼

TY , (9.2.30)

设存在一组 L 个多项式 ξl(x), 它们是相互正交的, 即满足

N∑

i=1

ξk(xi)ξl(xi) = δkl, k, l = 1, 2, · · · , L. (9.2.31)

代入线性模型式 (9.2.29), 有

ηi =
L∑

l=1

ξl(xi)ωl, (9.2.32)

其中, ωl 是 L 个新参数; 利用这些新参数, 系数矩阵 A
∼
的元素为

Ail = (A
∼

T)lil = ai = ξl(xi).

矩阵 A
∼

T A
∼
的元素可写成

(
A
∼

T
A
∼

)

kl

=
N∑

i=1

(
A
∼

T

)

ki

(
A
∼

)

il

=
N∑

i=1

ξk(xi)ξl(xi) = δkl,

即

A
∼

T
A
∼

= I
∼L.

代入式 (9.2.30), 得到新参数矢量 ω 的最小二乘估计

ω̂ = A
∼

TY , (9.2.33)
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对于参数矢量的各分量, 写出显著表达式

ω̂l = (A
∼

TY )l =
N∑

i=1

ξl(xi)yi, l = 1, 2, · · · , L;

而 ω̂ 的协方差矩阵变成

V
∼

(ω̂) =
(

A
T

V
∼
−1(Y ) A

∼

)−1

= σ2
I
∼L, (9.2.34)

而 ω̂ 各分量之间不相关联, 是互相独立的.

可见, 在这种条件下, 参数的最小二乘估计非常容易求出, 关键在于能找到满

足正交条件 (式 (9.2.31)) 的正交多项式, 并将理论模型式 (9.2.29) 用正交多项式表

示为式 (9.2.32) 的形式

例 9.4 直线拟合 (2)

利用正交多项式方法求解直线拟合问题. 设有 N 对独立的实验观测值 (x1,

y1), · · · , (xN , yN ), 其中 yi(i = 1, · · · , N) 有相同的测量误差 σ. 求最佳的拟合直线.

直线的理论模型现在用两个参数 ω1, ω2 和两个正交多项式 ξ1(xi), ξ2(xi) 写

出. 取

ξ1(xi) = 1, ξ2(xi) = xi − x̄, i = 1, 2, · · · , N,

其中,

x̄ =
1
N

N∑

i=1

xi,

则 ξ1(xi) 和 ξ2(xi) 有正交性, 即

N∑

i=1

ξ1(xi)ξ2(xi) = 0.

但它们没有归一性, 因为

N∑

i=1

[ξ1(xi)]2 = N,
N∑

i=1

[ξ2(xi)]2 =
V∑

i=1

(xi − x̄)2.

由此带来的与本节导出的公式的不一致将在下面很容易地加以处理.

利用 ξ1(xi) 和 ξ2(xi) 直线的参数表示是

ηi =
2∑

l=1

ξl(xi)ωl =
2∑

l=1

ailωl = ω1 + (xi − x̄)ω2.



9.2 线性最小二乘估计 · 309 ·

系数矩阵 A
∼
是 N × 2 矩阵

A
∼

=




1 x− x̄

1 x2 − x̄
...

...

1 xN − x̄




.

由于归一条件不再成立, 维数 2× 2 的矩阵乘积 A
∼

T A
∼
不再是单位矩阵

A
∼

T A
∼

=

(
1 1 · · · 1

x1 − x̄ x2 − x̄ · · · xN − x̄

)



1 x1 − x̄

1 x2 − x̄
...

...

1 xN − x̄




=




N 0

0
N∑

i=1

(xi − x̄)2


 ,

容易求出它的逆阵

(A
∼

T
A
∼

)−1 =




N−1 0

0

[
N∑

i=1

(xi − x̄)2
]−1


 .

因此, 参数 ω 的最小二乘解为

ω̂ = (ATA)−1ATy =




N∑

i=1

yi/N

N∑

i=1

xiyi − x̄
N∑

i=1

yi

N∑

i=1

(xi − x̄)2




.

通过简单的代数运算可知, 上述结果与例 9.1 相一致.

由于 N 对实验观测值是独立地得到的, 观测值的协方差矩阵是对角矩阵

V
∼

(y) = σ2
I
∼N .
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因此, ω 的协方差矩阵为

V
∼

(ω̂)= (A
∼

T V
∼
−1(y) A

∼
)−1 = (σ−2ATA)−1

= σ2




N−1 0

0

[
N∑

i=1

(xi − x̄)2
]−1


 .

如果利用通常的方法 (式 (9.2.22)), 则 ϑ̂ 的协方差矩阵可表示为

V
∼

(ϑ̂) =
σ2

N
N∑

i=1

x2
i −

(
N∑

i=1

xi

)2




N∑

i=1

x2
i −

N∑

i=1

xi

−
N∑

i=1

xi N




.

可见, 利用正交多项式协方差矩阵是对角矩阵, 比通常的方法简单.

9.3 非线性最小二乘估计

现在我们来讨论更一般的最小二乘估计问题：理论模型 f 是待估计参数 ϑ 的

非线性函数. 在这种情形下, 不可能如线性模型那样写出参数 ϑ 的严格解, 通常利

用迭代法求出 Q2 的极小来寻找 ϑ̂ 的近似值.

在第 15 章中我们将介绍求函数极小值的一般方法; 这里将引用该章的结果来

讨论最小二乘估计中形式为

Q2 = (Y − η)T V
∼
−1(Y )(Y − η)

的极小化方法. 在上式中, Y 是观测值矢量, V
∼

(Y ) 是其协方差矩阵, η 是理论模型

的预测值, 它是待估计参数 ϑ = {ϑ1, ϑ2, · · · , ϑL} 的非线性函数

η = f(ϑ,X). (9.3.1)

我们用 13.3.2节将介绍的牛顿法求Q2 的极小. 假定在第 ν 次迭代后找到了参

数 ϑ 的一组比较好的近似值

ϑν = {ϑν
1 , ϑν

2 , · · · , ϑν
L}. (9.3.2)

对应于这组参数值的 Q2 值等于 Q2
ν . 我们希望在第 ν + 1 次迭代中找到更好的近

似值 ϑν+1, 使得

Q2
ν+1 < Q2

ν ,
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并且在多次迭代后趋近于 Q2
min. 如15.3.2节所述, 满足这一要求的迭代公式是

ϑν+1 = ϑν −G
∼
−1(ϑν) · g(ϑν), (9.3.3)

其中, g(ϑν) 和 G(ϑν) 分别是量 Q2 对于 ϑ 的梯度矢量和二阶导数矩阵在 ϑ = ϑν

处的值, 即

gi =
∂Q2(ϑ)

∂ϑi

∣∣∣∣
ϑ=ϑν

, (9.3.4)

Gij =
∂2Q2(ϑ)
∂ϑi∂ϑj

∣∣∣∣
ϑ=ϑν

. (9.3.5)

终止迭代的判据一般是使得下式成立：

∥∥ϑν+1 − ϑν
∥∥ ≡

[
L∑

i=1

(ϑν+1
i − ϑν

i )2
]1/2

< ε,

ε 是一个给定的小数, 或者是

∣∣Q2
ν+1 −Q2

ν

∣∣ < ε.

如果 Q2 是 ϑ 的二次函数 (即 η 是参数的线性函数), 那么二阶导数矩阵 G 的

矩阵元是常数, 与参数 ϑ 无关, 只需要一次迭代就能得到 Q2 的严格极小, 因而 ϑ

的解是严格的, 与 9.2 节中线性最小二乘估计的结果完全一致.

对于非线性模型, 即 f 是 ϑ 的非线性函数, 最小二乘估计量没有线性模型情

形下的最优性质, 一般地它是有偏估计量, 其方差不是最小方差.

例 9.5 带电粒子的螺旋线径迹参数

作为迭代法求未知参数的一个例子, 我们来讨论带电粒子在均匀、恒定的磁场

中运动轨迹参数的最小二乘估计. 为简单起见, 假定粒子动量为常数, 粒子的轨迹

是轴线平行于磁场方向的螺旋线.待解的问题是根据粒子径迹的一系列测定点坐标

来确定螺旋线参数的最优值.

设磁场沿着直角坐标的 z 方向. 假定粒子径迹的起始点坐标 (A, B, C) 为已

知, 粒子径迹上的 N 个测定点的坐标记为 (Xi, Yi, Zi), i = 1, 2, · · · , N . 将起始点

(A, B, C)作为第二个坐标系 (x′, y′, z′)的原点, z′ 轴平行于 z 轴, y′ 轴通过点 (A,

B, C) 且平行于径迹在 xy 平面内投影的切线方向 (图 9.1). 在 (x′, y′, z′) 坐标系

中, 螺旋线方程可表示为

x′ = ρ(cos φ− 1), y′ = ρ sinφ, z′ = ρφ tanλ;
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图 9.1 带电粒子在磁场中的螺旋线轨迹

其中, ρ是径迹在 x′y′ 平面中投影圆弧的曲率半径, λ是 x′y′ 平面与螺旋线切线之

间的夹角 (称为倾角), φ 是轨迹在 xy 平面上的投影从起始点到某一测量点之间的

圆弧对于 xyz 坐标系原点所张的角度. 而在 (x, y, z) 坐标系中, 螺旋线方程是

x = A + x′ cos β − y′ sinβ,

y = B + x′ sinβ + y′ cos β,

z = C + z′,

其中, β 是 x 与 x′ 轴之间的夹角.

对应于一组观测值 (Xi, Yi, Zi), i = 1, 2, · · · , N,相应的 φ角记为 φi, i = 1, 2, · · · ,

N . 可得到一组模型预测的坐标值 xi, yi, zi, 分别为

xi = A + ρ(cos φi − 1) cos β − ρ sinφi sinβ,

yi = B + ρ(cos φi − 1) sin β + ρ sinφi cos β,

zi = C + ρφi tanλ.





i = 1, 2, · · · , N. (9.3.6)

为简单起见, 首先我们考虑测量误差可以忽略的情形, 根据式 (9.1.3), 待求极

小的量为

Q2 =
N∑

i=1

[(Xi − xi)2 + (Yi − yi)2 + (Zi − zi)2]. (9.3.7)

用 ρ, β 和tanλ作为螺旋线的未知参数,对 Q2 的极小化最易于实现. 在这种情

形下, Q2 的梯度矢量 g 的分量 gρ, gβ , gλ 有如下表达式：

gρ =
∂Q2

∂ρ
=
−2
ρ

N∑

i=1

[(Xi − xi)(xi −A) + (Yi − yi)(yi −B) + (Zi − zi)(zi − C)],
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gβ =
∂Q2

∂β
= −2

N∑

i=1

[−(Xi − xi)(yi −B) + (Yi − yi)(xi −A)],

gλ =
∂Q2

∂ tanλ
= −2ρ

N∑

i=1

(Zi − zi)φi.

二阶导数矩阵 G
∼
的各个元素为

Gρρ =
∂2Q2

∂ρ2
=

2
ρ2

N∑

i=1

[(xi −A)2 + (yi −B)2 + (zi − C)2],

Gρβ = Gβρ =
2
ρ2

N∑

i=1

[(Xi − xi)(yi −B)− (Yi − yi)(xi −A)],

Gρλ = Gλρ = 2
N∑

i=1

[(zi − C)− (Zi − zi)]φi,

Gββ =
∂2Q2

∂β2
= 2

N∑

i=1

[(Xi −A)(xi −A) + (Yi −B)(yi −B)],

Gλλ =
∂2Q2

∂(tanλ)2
= 2ρ2

N∑

i=1

φ2
i ,

Gβλ = Gλβ = 0.

迭代的初始值 tanλ0, ρ0 和 β0 可按如下方法求得：在 (x′, y′, z′) 坐标系中, N

个测定点到原点的距离设为 S′i(i = 1, 2, · · · , N), 由 N 对 (S′i, Z
′
i) 作直线最小二乘

拟合所得的值可作为 tanλ0.

曲率半径ρ和角度β的初值 ρ0和 β0,可对通过测定点在 xy平面上投影值 (Xi, Yi)

的圆作线性最小二乘拟合求出. 圆的方程可表示为

(x−A)2 + (y −B)2 + 2a(x−A) + 2b(y −B) = 0,

参数 a, b 的估计值给出 ρ0 和 β0,

ρ0 = (â2 + b̂2)1/2, β0 = arctan(b̂/â).

测定点的方位角 φ0
i 可表示为

φi = arctan
Yi − (B − b)
Xi − (A− a)

− β, i = 1, 2, · · · , N.

根据初始值 ρ0, β0, tanλ0, 可按一阶导数矢量和二阶导数矩阵 g, G
∼
的表达式

求出 g0, G
∼

0, 然后按迭代公式 (9.3.3) 算得迭代后的值 ρ1, β1, tanλ1. 重复迭代下

去, 直到获得 Q2 的满意的极小值为止.
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在实际问题中, 径迹起始点 (A, B, C) 为已知这一假定并不一定能满足. 因此,

我们容许坐标 A, B, C 变化, 这样, 螺旋线的待估计参数可以取为 A, C, ρ, β, tan λ

或者 B, C, ρ, β, tan λ, A(或 B)和 C 的初始值可选为第一个测定点的坐标值, ρ和

β 的初始值的确定与前面描述的方法相同,但此时需对投影圆作待估计参数的非线

性最小二乘拟合.

更为一般的情况是,粒子径迹上各点位置的测定值存在一定的误差 ∆Xi, ∆Yi,

∆Zi, 而且它们之间存在相互关联, 这样, 要利用式 (9.1.7) 关于 Q2 的一般性公式

来求极小, 相应的公式也就更为复杂, 这里不再介绍. 求得螺旋线参数的最小二乘

估计值之后, 可以根据这些估计的参数值求得与原来 N 个测量点相对应的测量拟

合值.由于原测定值存在测定误差,而这些拟合值是通过 Q2 的极小化求得的,可以

认为拟合值较之原测量值更接近于真值, 因此, 也可称为优化测量值.

例 9.6 圆弧径迹的拟合

在粒子物理的正负电子对撞实验中, 往往利用螺旋管磁场, 带电粒子作螺旋线

运动.粒子轨迹通过粒子击中探测器 (漂移室、多丝正比室)的位置来确定. 这些探

测器的安排一般沿 z (磁场) 方向测量误差较大, 而击中点的 x, y 坐标测量误差很

小. 因此, 粒子寻迹主要依赖于从许多击中点的 x, y 坐标来拟合出螺旋线径迹在

x, y 平面上的投影圆弧.

设圆弧径迹的圆心坐标为 ϑ1, ϑ2, 半径为 ϑ3, 这是要求的三个未知参数. 利用

探测器测量到粒子径迹的 N 个击中点坐标为 (xi, yi), i = 1, 2, · · · , N . 半径的 “测

量值”ri 可表示为

ri = [(ϑ1 − xi)2 + (ϑ2 − yi)2]1/2, i = 1, 2, · · · , N.

各击中点坐标独立地测定, 故当 i 6= j 时, σ(ri) 与 σ(rj) 相互独立. 根据误差传播

法则, σ(ri) 可由 xi, yi 的测量误差 σ(xi), σ(yi) 表示

σ2(ri) =
(

∂ri

∂xi

)2

σ2(xi) +
(

∂ri

∂yi

)2

σ2(yi) + 2
(

∂ri

∂xi
· ∂ri

∂yi

)
cov(xi, yi)

=
1
r2
i

[
σ2(xi)(ϑ1 − xi)2 + σ2(yi)(ϑ2 − yi)2

+2(ϑ1 − xi)(ϑ2 − yi)cov(xi, yi)] , (9.3.8)

其中 cov(xi, yi) 是 xi, yi 之间的协方差.

按照最小二乘原理, 使

Q2(ϑ) =
N∑

i=1

[
ϑ3 − ri

σ(ri)

]2

, (9.3.9)
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达到极小的参数值 ϑ̂ = (ϑ̂1, ϑ̂2, ϑ̂3) 即是它的最优拟合值. 一般地, 该 Q2 函数的极

小化不能解析地求得, 而需求助于迭代方法 (第 13 章).

下面对击中点位置的两种测定方法分别进行讨论：

(1) 每个击中点的 x, y 坐标独立地测定.

每个击中点的两个坐标值 xi, yi 相互独立地测定, 并且测定误差相同, 即

σ(xi) = σ(yi) = σ, i = 1, 2, · · · , N.

此时, Q2(ϑ) 函数简化为

Q2(ϑ) =
1
σ2

N∑

i=1

(θ3 − ri)2,

由于常数 σ2 在求极小时不起作用, 故 Q2(ϑ) 可表示成

Q2(ϑ) =
N∑

i=1

(ϑ3 − ri)2 =
N∑

i=1

[
ϑ3 −

√
(xi − ϑ1)2 + (yi − ϑ2)2

]2

. (9.3.10)

该式比式 (9.3.9) 简单了许多, 但由于存在平方根项, 仍然需用迭代方法求解. 如果

考虑函数

Q2(ϑ) =
N∑

i=1

(ϑ2
3 − r2

i )2, (9.3.11)

使 Q2(ϑ) 对 ϑ1, ϑ2, ϑ3 的偏导数等于零, 以求它的极小

∂Q2
′

∂ϑ1
= 4

N∑

i=1

(xi − ϑ1){ϑ2
3 − (xi − ϑ1)2 − (yi − ϑ2)2} = 0, (9.3.12)

∂Q2
′

∂ϑ2
= 4

N∑

i=1

(yi − ϑ2){ϑ2
3 − (xi − ϑ1)2 − (yi − ϑ2)2} = 0, (9.3.13)

∂Q2
′

∂ϑ3
= 4ϑ3

N∑

i=1

{ϑ2
3 − (xi − ϑ1)2 − (yi − ϑ2)2} = 0. (9.3.14)

这三个联立的三次方程组初看起来难以求解. 但式 (9.3.14) 表明, 在 Q2(ϑ) 的极小

值处有
N∑

i=1

{
ϑ2

3 − (xi − ϑ1)2 − (yi − ϑ2)2
}

= 0,

这时式 (9.3.12)、式 (9.3.13) 可化简为 ϑ1, ϑ2, ϑ3 的二次方程

N∑

i=1

xi

{
ϑ2

3 − (xi − ϑ1)
2 − (yi − ϑ2)

2
}
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=
N∑

i=1

xi

{
ϑ2

3 − ϑ2
1 − ϑ2

2 − x2
i − y2

i + 2ϑ1xi + 2ϑ2yi

}
= 0,

N∑

i=1

yi

{
ϑ2

3 − (xi − ϑ1)
2 − (yi − ϑ2)2

}

=
N∑

i=1

yi

{
ϑ2

3 − ϑ2
1 − ϑ2

2 − x2
i − y2

i + 2ϑ1xi + 2ϑ2yi

}
= 0.

由式 (9.3.14) 还可求得

ϑ2
3 − ϑ2

1 − ϑ2
2 =

1
N

{
N∑

i=1

x2
i +

N∑

i=1

y2
i − 2ϑ1

N∑

i=1

xi − 2ϑ2

N∑

i=1

yi

}
, (9.3.15)

代入以上两式, 整理后得

aϑ1 + bϑ2 = c, a′ϑ1 + b′ϑ2 = c′,

其中,

a =
N∑

i=1

x2
i −

1
N

(
N∑

i=1

xi

)2

,

a′ = b =
N∑

i=1

xiyi − 1
N

(
N∑

i=1

xi

)(
N∑

i=1

yi

)
,

b′ =
N∑

i=1

y2
i −

1
N

(
N∑

i=1

yi

)2

,

c =
1
2

[
N∑

i=1

x3
i +

N∑

i=1

xiy
2
i −

1
N

N∑

i=1

xi

(
N∑

i=1

x2
i +

N∑

i=1

y2
i

)]
,

c′ =
1
2

[
N∑

i=1

x2
i yi +

N∑

i=1

y3
i −

1
N

N∑

i=1

yi

(
N∑

i=1

x2
i +

N∑

i=1

y2
i

)]
.

(9.3.16)

由此立即得到参数 ϑ1, ϑ2 的估计

ϑ̂1 =
bc′ − b′c
b2 − ab′

, ϑ̂2 =
bc− ac′

b2 − ab′
. (9.3.17)

代入式 (9.3.15), 即求出 ϑ̂3 的估计.

上述结果可进一步简化. 作坐标平移

xi = Xi + x̄, yi = Yi + ȳ,
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其中,

x̄ =
1
N

N∑

i=1

xi, ȳ =
1
N

N∑

i=1

yi,

则有
N∑

i=1

Xi = 0,
N∑

i=1

Yi = 0.

在 x–y 和 x–y 坐标系中, 圆弧径迹的圆心和半径分别是 ϑ1, ϑ2, ϑ3 和 ϑ′1, ϑ
′
2, ϑ3, 故

有

ϑ1 = ϑ′1 + x̄, ϑ2 = ϑ′2 + ȳ.

将这些表达式代入式 (9.3.16) 与式 (9.3.17), 即得

ϑ̂1 = x̄ +
BC ′ −B′C
B2 −AB′ ≡ x̄ + ϑ′1,

ϑ̂2 = ȳ +
BC −AC ′

B2 −AB′ ≡ ȳ + ϑ′2,

ϑ̂3 =
[
ϑ2

1 + ϑ2
2 +

A + B′

N

]1/2

.

其中,

A =
N∑

i=1

X2
i , B =

N∑

i=1

XiYi; B′ =
N∑

i=1

Y 2
i ,

C =
1
2

(
N∑

i=1

X3
i +

N∑

i=1

XiY
2
i

)
, C ′ =

1
2

(
N∑

i=1

X2
i Yi +

N∑

i=1

Y 3
i

)
.

这些式子的计算量比式 (9.3.10)∼ 式 (9.3.17) 要小得多.

由于求 Q2′(ϑ) 极小得到的参数估计完全是解析运算, 故比通常的 Q2(ϑ) 极

小化 (见式 (9.3.10)) 的迭代解法速度快得多. 另一方面, 这两者有如下联系. 令

δri = ri − ϑ3, 于是

Q2′(ϑ) =
N∑

i=1

(ϑ2
3 − r2

i )2 =
N∑

i=1

[ϑ2
3 − (ϑ3 + δri)2]2

=
N∑

i=1

[2ϑ3δri + (δri)2]2 ≈ 4ϑ2
3

N∑

i=1

(δri)2

= 4ϑ2
3

N∑

i=1

(ri − ϑ3)2,
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所以在 θ3 À δri 的近似下, 即圆弧半径比半径测量误差大得多的情形下, 有

Q2′(ϑ) ≈ 4ϑ2
3Q

2(ϑ).

这样, 求 Q2′(ϑ) 的极小是与求 Q2(ϑ) 的极小是相当的, 而且 Q2
min(ϑ) 可由下式求

得：

Q2
min(ϑ) ≈ Q2′

min(ϑ)
4ϑ2

3

.

(2) 每个击中点的 ρ, φ 坐标独立地测定.

正负电子对撞实验中普遍使用轴线相同、半径不同的多层圆柱面漂移室, 它所

测量的是粒子径迹在各层圆柱探测面上击中点的 ρ, φ坐标,而且两者相互独立 (如

图 9.2). 设测量标准误差为 σρ 和 σφ, 这相当于用 ρ, ϕ 两个相互独立的随机变量

来描述击中点的位置.

图 9.2 粒子螺旋线轨迹击中多层柱面漂移室, 击中点中 xy 平面上的投影

极坐标可方便地转换为直角坐标

x = ρ cos ϕ, y = ρ sinϕ.

由 (x, y) 构成的随机向量 Z 和 (ρ, ϕ) 构成的随机向量 U 的协方差矩阵间的关系,

由误差传播公式给出

V
∼

(Z) ≡
(

Vxx Vxy

Vyx Vyy

)
= S
∼

V
∼

(U) S
∼

T,

其中,
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V
∼

(U) =


 σ2

ρ 0

0 σ2
φ


 , S

∼
=




∂x

∂ρ

∂x

∂φ

∂y

∂ρ

∂y

∂φ


 =

(
cos φ −ρ sinφ

sinφ ρ cos φ

)
.

因此

σ2
x ≡ Vxx = σ2

ρ cos2 φ + σ2
φρ2 sin2 φ,

σ2
y ≡ Vyy = σ2

ρ sin2 φ + σ2
φρ2 cos2 φ,

cov(x, y) ≡ Vxy = Vyx = (σ2
ρ − σ2

φρ2) sin φ cos φ.

代入式 (9.3.8)、式 (9.3.9), 求得 Q2(ϑ), 用迭代法求 Q2(ϑ) 的极小, 即得出参数 ϑ

的最优拟合.

9.4 最小二乘拟合

9.4.1 测量拟合值和残差

本章前面各节阐明了如何应用最小二乘原理从N 个测量点X = {X1, · · · , XN}
的观测值 Y = {Y1, · · · , YN} 确定未知参数 ϑ = {θ1, · · · , θL}(L 6 N) 的估计值. 其

中参数 ϑ 不可直接测量, 而是通过某个确定的函数与观测量 Y 的真值 η 发生联

系 (见 9.1 节)

ηi = f(ϑ, Xi). (9.4.1)

特别对于线性模型, 有 (见式 (9.2.13))

η = A
∼

ϑ.

测量值 Y 与真值 η 之差定义为测量误差 ε,

ε = Y − η, (9.4.2)

表达式 (9.1.7) 可改写为

Q2 = (Y − η)T V
∼
−1(Y − η) = εT

V
∼
−1ε. (9.4.3)

最小二乘原理表示, 参数 ϑ 的估计值 ϑ̂ 可对 Q2 求极小求得, 因此 Q2 的极小值可

表示为

Q2
min = [Y − η(ϑ̂)]T V

∼
−1[Y − η(ϑ̂)].
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对 Q2 的极小化求得的 η 的估计值 η̂ ≡ η(ϑ̂). 称为测量拟合值, 可以认为, 它比存

在测量误差的原观测值 Y 更接近真值 η.

最小二乘估计的残差ε̂ 定义为原观测值 Y 与拟合值 η̂ 之差

ε̂ = Y − η̂, (9.4.4)

于是 Q2 的极小值 Q2
min 可表示为加权残差平方和

Q2
min = ε̂T

V
∼
−1ε̂ = (Y − η̂)T V

∼
−1(Y − η̂). (9.4.5)

如果协方差矩阵 V
∼

(Y ) 具有常数乘因子 σ2, 即

V
∼

(Y ) = σ2
V
∼ σ(Y ),

定义量 Q2′
min 为残差平方和

Q2′
min = ε̂T

V
∼ σ

−1ε̂, (9.4.6)

显然, Q2
min 与 Q2′

min 有简单的关系

Q2
min = σ−2Q2′

min. (9.4.7)

对于 9.2 节所叙述的线性最小二乘估计问题, 显然测量值 Y 的拟合量 η̂ 及其

协方差矩阵可表示为

η̂ = A
∼

ϑ̂ = A
∼

(A
∼

T V
∼
−1 A

∼
)−1 A

∼
T V
∼
−1Y ,

V
∼

(η̂) = A
∼

(A
∼

T V
∼
−1 A

∼
)−1 A

∼
T.

(9.4.8)

加权残差平方和 Q2
min 和 Q2 可表示为

Q2
min = (Y −A

∼
ϑ̂)T V

∼
−1(Y −A

∼
ϑ̂), (9.4.9)

Q2 = Q2
min + (ϑ− ϑ̂)TAT

A
∼
−1

A
∼

(ϑ− ϑ̂). (9.4.10)

残差 ε̂ 可表示为

ε̂ = D
∼

ε ≡ (I
∼N −A

∼
(A
∼

T
V
∼
−1

A
∼

)−1
A
∼

T
V
∼
−1)ε. (9.4.11)

我们来证明最后一个公式. 应用式 (9.4.4)、式 (9.2.13)、式 (9.4.2) 和式 (9.4.9), 得

ε̂= Y − η̂ = (A
∼

ϑ + ε)−A
∼

(A
∼

T V
∼
−1 A

∼
)−1 A

∼
T V
∼
−1(A

∼
ϑ + ε)

= Aϑ + ε−A
∼

(A
∼

T V
∼
−1 A

∼
)−1 A

∼
T V
∼
−1 A

∼
ϑ−A

∼
(A
∼

T V
∼
−1 A

∼
)−1 A

∼
T V
∼
−1ε

= A
∼

ϑ + ε−A
∼

ϑ−A
∼

(A
∼

T V
∼
−1 A

∼
)−1 A

∼
T V
∼
−1ε

= (I
∼N −A

∼
(A
∼

T V
∼
−1 A

∼
)−1 A

∼
T V
∼
−1)ε.
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证毕.

当各测量点的观测相互独立, 而且测量误差 σ 相同的情形, 测量的协方差矩阵

为 V (Y ) = σ2 I
∼N . 如线性模型利用正交多项式 ξl(x) 改写 (见 9.2.4 节), 待估计参

数令为 ω = {ω1, · · · , ωL}, 则容易证明, 残差平方和有简单的形式

Q2′
min =

N∑

i=1

Y 2
i −

L∑

l=1

ω2
l = Y TY − ω̂Tω̂. (9.4.12)

在许多问题中, 未知参数本身就是可测量的, 但测量具有一定的误差, 如例 9.3

的情况. 这时, 观测值 Y 及其协方差矩阵 V (Y ) 可以作为待估计参数 η 真值及其

协方差矩阵的初步估计. 把 η 作为未知参数, 式 (9.4.2)∼ 式 (9.4.8) 仍然适用.

例 9.7 直线拟合 (3)

给定一组 N 对相互独立的实验观测值 (x1, y1), · · · , (xN , yN ), yi 的测量误差

σi, i = 1, 2, · · · , N . 假定 xi 与 yi 的真值 ηi 服从直线关系

ηi = ϑ1 + ϑ2xi,

求最优拟合参数 ϑ̂1, ϑ̂2 及其误差, 以及测量值 yi 的拟合量 η̂i 的误差.

本问题中理论模型表示为

η = A
∼

ϑ,

故系数矩阵为

A
∼

=




1 x1

1 x2

...
...

1 xN




,

由 yi 测量独立性和测量误差知

V
∼

(Y ) =




σ2
1 0

σ2
2

. . .

0 σ2
N




.

由 9.2.1 节的加权最小二乘法, 本问题的解如式 (9.2.17) 和式 (9.2.18) 给出

V
∼

(ϑ̂) = (A
∼

T
V
∼
−1

A
∼

)−1 =
1
D




N∑

i=1

x2
i

σ2
i

−
N∑

i=1

xi

σ2
i

−
N∑

i=1

xi

σ2
i

N∑

i=1

1
σ2

i




,
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其中,

D =
N∑

i=1

1
σ2

i

N∑

i=1

x2
i

σ2
i

−
(

N∑

i=1

xi

σ2
i

)2

.

参数估计值 ϑ̂ 则是

ϑ̂ = (A
∼

T V
∼
−1 A

∼
)−1 A

∼
T V
∼
−1Y =

1
D




N∑

i=1

x2
i

σ2
i

−
N∑

i=1

xi

σ2
i

−
N∑

i=1

xi

σ2
i

N∑

i=1

1
σ2

i







N∑

i=1

yi

σ2
i

N∑

i=1

xiyi

σ2
i




=
1
D




N∑

i=1

x2
i

σ2
i

N∑

i=1

yi

σ2
i

−
N∑

i=1

xi

σ2
i

N∑

i=1

xiyi

σ2
i

−
N∑

i=1

xi

σ2
i

N∑

i=1

yi

σ2
i

+
N∑

i=1

1
σ2

i

N∑

i=1

xiyi

σ2
i




.

测量点 yi 的拟合值

η̂j = ϑ̂1 + ϑ̂2xj , j = 1, 2, · · · , N ;

该拟合量 η̂ 的协方差矩阵由式 (9.4.8) 知

V
∼

(η̂) = A
∼

(A
∼

T
V
∼
−1

A
∼

)−1
A
∼

T = A
∼

V
∼

(ϑ̂)A
∼

T

=
1
D




1 x1

1 x2

...
...

1 xN







N∑

i=1

x2
i

σ2
i

−
N∑

i=1

xi

σ2
i

−
N∑

i=1

xi

σ2
i

N∑

i=1

1
σ2

i



×




1 1 · · · 1

x1 x2 · · · xN


 .

计算结果表明, V
∼

(η̂) 的对角元素, 即 yj 的拟合值 η̂j 的方差为

Vjj(η̂) =
1
D

[
N∑

i=1

x2
i

σ2
i

− 2xj

N∑

i=1

xi

σ2
i

+ x2
j

N∑

i=1

1
σ2

i

]
.

当从点 xi 处的测量拟合值 η̂i(i = 1, 2, · · · , N) 外推到 xj = 0 处的测量拟合值 η̂j ,

其标准误差有简单的表达式

ση̂j =

√√√√ 1
D

N∑

i=1

x2
i

σ2
i

, xj = 0.
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9.4.2 线性模型中 σ2 的估计

在 9.2.1节里我们已经指出,为了求得线性最小二乘问题中未知参数的解 ϑ̂,如

果测量值 Y 的协方差矩阵可表示成

V
∼

(Y ) = σ2
V
∼ σ(Y ),

其中, σ2 是未知的常数乘因子, 那么只需要知道 V
∼ σ 就可以了 (见式 (9.2.20)). 但

是要找出估计值 ϑ̂ 的协方差 V
∼

(ϑ̂), 就必须知道 V
∼

(Y )(见式 (9.2.18)).

然而, 在只了解 V
∼ σ(Y )的情形下, 我们可以从残差平方和 Q2

min 来估计未知的

σ2 值, 从而求出 V
∼

(Y ) 的近似表达式, 以得到 ϑ̂ 的协方差矩阵.

我们来证明, 量

S2 = Q2′
min/(N − L) (9.4.13)

是 σ2 的无偏估计.这里 N 是观测数, L是待估计参数的个数,这样就可以将 S2 作

为 σ2 的估计值.

首先,就测量具有相同误差并且相互独立这种最简单的情况证明式 (9.4.13). 这

种情形下, 有

V
∼

(Y ) = σ2
I
∼N .

代入式 (9.4.11), 得

ε̂ = D
∼

ε,

其中 D
∼
定义为

D
∼
≡ I
∼N −A

∼
(A
∼

T
A
∼

)−1
A
∼

T.

矩阵 D
∼
是幂等矩阵, 满足

D
∼

T = D
∼

, D
∼

T
D
∼

= D
∼

.

于是残差平方和变成

Q2′
min = ε̂T

I
∼N ε̂ = (D

∼
ε)T(D

∼
ε) = εT

D
∼

ε =
N∑

i=1

Diiε
2
i +

∑

i 6=j

Dijεiεj .

已经假定测量是相互独立的, 所以

E(εiεj) = 0, i 6= j.
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因此, 对 Q2′
min 求期望值时,

∑

i 6=j

Dijεiεj 这一项的贡献等于 0,

E(Q2′
min) = E

(
N∑

i=1

Diiε
2
i

)
= σ2

N∑

i=1

Dii =σ2trD
∼

.

符号 trD
∼
表示矩阵 D

∼
的迹(对角元素之和). 由 D

∼
的定义得知

trD
∼

= tr
(

I
∼N

)
− tr

{
A
∼

(A
∼

T A
∼

)−1 A
∼

T

}

= tr
(

I
∼N

)
− tr

{
A
∼

T A
∼

(A
∼

T A
∼

)−1

}

= tr
(

I
∼N

)
− tr

(
I
∼L

)
= N − L.

故

E(Q2′
min) = σ2(N − L).

注意到无偏估计量的定义式 (7.3.1), Q2′
min/(N − L) 是 σ2 的无偏估计量.

现在再就测量误差互不相等、测量不相独立的一般情形证明式 (9.4.13). 这时,

残差平方和可写成

Q2′
min = ε̂T

V
∼ σ

−1ε̂ = (Dε)T V
∼ σ

−1(Dε) = εT(D
∼

T
V
∼ σ

−1
D
∼

)ε,

其中,

D
∼
≡ I
∼N −A

∼
(A
∼

T
V
σ

−1
A)−1

A
∼

T
V
∼ σ

−1.

该矩阵有如下性质：

D
∼

T
V
∼ σ

−1
D
∼

= V
∼ σ

−1
D
∼

= D
∼

T
V
∼ σ

−1.

由协方差的定义 E(εiεj) = Vij , 若 G
∼
为与 V

∼
(Y ) 维数相同的 N ×N 矩阵, 那么有

E(εT
G
∼

ε) = E





N∑

i=1

N∑

j=1

εiGijεj



 =

N∑

i=1

N∑

j=1

GijTij = tr(V
∼

G
∼

).

利用上面这两个公式, 残差平方和的期望值为

E(Q2′
min)= E

(
ε̂T

V
∼σ

−1ε̂

)
= E

{
εT

(
D
∼

T V
∼ σ

−1 D
∼

)
ε

}
= E

{
εT V

∼ σ
−1 D

∼
ε

}

= tr
(

V
∼

V
∼ σ

−1 D
∼

)
= σ2tr

(
V
∼ σ V

∼ σ
−1 D

∼

)
= σ2trD

∼
;
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而

trD
∼

= tr
{

I
∼N

}
− tr

{
A
∼

(
A
∼

T V
∼ σ

−1 A
∼

)−1

A
∼

T V
∼ σ

−1

}

= N − tr
{

A
∼

T V
∼ σ

−1 A
∼

(A
∼

T V
∼ σ

−1 A
∼

)−1

}

= N − tr {IL} = N − L.

因此, 有

E(Q2′
min) = N − L.

证毕.

9.4.3 正态性假设, 自由度

在 9.2.2 节已经证明, 对于线性模型, 最小二乘估计给出了参数 ϑ 的无偏、最

小方差估计量, 在 9.4.2 节又给出了 σ2 的无偏估计量 S2(见式 (9.4.13)). 推导这些

性质时引入的唯一假定是测量误差 ε 的期望值 E(ε) = 0, 而与测量值的具体分布

无关. 因此, 线性模型的最小二乘估计量的这些性质是分布自由的.

现在我们假定, 测量误差的各分量 εi, i = 1, 2, · · · , N 是相互独立的, 并服从均

值为 0、方差 σ2
i 的正态分布. 这等价于 N 个测量值 Yi 相互独立, 并且是均值 ηi,

方差 σ2
i 的正态分布. 这时, Q2 的表达式可写成 (见式 (9.1.4))

Q2 =
N∑

i=1

(Yi − ηi)2

σ2
i

=
N∑

i=1

(
εi

σi

)2

. (9.4.14)

Q2 是 N 个独立的标准正态变量的平方和, 因而是自由度 N 的 χ2 变量 (见式

(4.14.14)).

但是参数的真值 ηi 是未知的. 我们可以通过求 Q2 的极小值 Q2
min 得到 ηi 的

估计值 η̂i, 代入 Q2 的表达式得到加权残差平方和

Q2
min =

N∑

i=1

(
Yi − η̂i

σi

)2

=
N∑

i=1

(
ε̂i

σi

)2

. (9.4.15)

可以证明, 在包含 L 个独立参数的线性模型中, 利用 N 个独立测量 Yi 的正态假

设, Q2
min 可表示为 (N − L) 个相互独立的标准正态变量的平方和, 于是 Q2

min 是自

由度 N − L 的 χ2 变量 χ2(N − L).

如果 L 个未知参数不独立, 而由 K 个线性方程相互关联, 则独立参数只有

L−K 个,上式中的 Q2
min只含 N−(L−K)个独立项,此时 Q2

min服从 χ2(N−L+K)
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分布.因此,不论是否存在参数的约束方程,线性模型中 Q2
min 的自由度数总是等于

独立测量个数与独立参数个数之差.

对于 N 次测量不独立的一般情形, 只要测量值是多维正态变量, 即测量误差

ε = Y − η 是均值为 0 的多维正态变量, 并且存在非奇异 (行列式不为 0) 的协方

差矩阵 V (Y ), 则可以证明, 加权平方和

Q2
min = ε̂T −1

V
∼

ε̂ =
N∑

i=1

N∑

j=1

(Yi − η̂i)(V∼
−1)ij(Yj − η̂j) (9.4.16)

对于 L 个参数、存在 K 个约束的线性模型将是自由度 N − L + K 的 χ2 变量.

需要强调指出, 以上这些结论仅适用于参数的线性模型. 对于非线性模型, 如

9.3 节所述, 最小二乘估计是有偏估计量, 方差也不是最小可能的方差, 它的 Q2
min

的严格分布是未知的. 但是可以证明, 当 N 值很大时, 它的 Q2
min 渐近于 χ2 分

布. 也就是说, 当 N 很大时在非线性情形下也可以用上述公式来表示 Q2
min 的渐近

χ2 (ν) 分布性质, 并估计其自由度 ν, 只不过理论模型可以是待估计参数 ϑ 的非线

性函数, 约束方程也可以是非线性的.

9.4.4 拟合优度

9.4.3节已经阐明,当测量值向量 Y 服从正态分布时,加权残差平方和 Q2
min 是

χ2 变量, 这一事实具有重要的实际意义. 这意味着, 利用最小二乘法进行参数估计

得出的 Q2
min 值定量地表征了拟合量 η̂ 和测量值 Y 之间的整体一致性, 换句话说,

Q2
min 表征了拟合的优度.

由式 (9.4.16) 可见, 如果测量值与拟合值完全相同, 则 Q2
min 等于 0. 由于存在

测量误差 ε, 实际上 Q2
min 不可能等于 0. 但若理论模型正确地描述了测量值 Y 的

真值与参数 ϑ、自变量 X 之间的函数关系, 那么 Q2
min 应当合理地小, 这表示拟合

优度较好; 反之, 过高的 Q2
min 值显然反映了理论模型与测量值之间存在明显的差

别, 两者的一致性很差, 即拟合优度差.

假定我们处理的是包含 ν 个自由度的问题, Q2
min 服从 χ2(ν) 分布, 定义其对

应的 χ2 概率 Pχ2 为

Pχ2 =
∫ ∞

Q2
min

f(u; ν)du = 1− F (Q2
min; ν), (9.4.17)

其中 F (Q2
min; ν) 是自由度 ν 的累积 χ2 分布函数. 对于一组特定的观测值 Y , 利

用最小二乘法求得其 Q2
min 为 Q2∗

min, 由上式求出其对应的 Pχ2 . 显然较小的 Pχ2 值

(大的 Q2∗
min) 对应于较差的拟合, 而较大的 Pχ2(小的 Q2∗

min) 对应于较好的拟合. 因

此,最小二乘法中的理论模型和对观测值的正态假设是否正确地反映 Y 的分布,取
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决于 Pχ2 值 (相应地 Q2
min 值) 的大小, 大致地说, 当 Q2

min 与自由度数 ν 接近, 或

比 ν 大出不多, 拟合是比较好的. 从观测值求得的 Q2
min 提供了关于未知参数估计

值的拟合优度, 这是最小二乘法的特点, 其他的参数估计方法则不能提供这种可能

性.

由于任意连续随机变量的累积分布函数服从 [0, 1]区间的均匀分布 (见 4.7节),

因而由式 (9.4.17) 知, Pχ2 也应当服从相同的分布. 利用这一性质可以对测量的正

态性假设或最小二乘估计中的理论模型的合理性作出推断. 对于多组 Y 测量值,

求出其对应的 Pχ2 . 如果 Pχ2 不服从 [0, 1] 区间的近似均匀分布, 那么有理由怀疑

测量值不服从正态分布, 或者理论模型不恰当, 或者两者兼而有之. 这时需作适当

的修正, 例如, Pχ2 在 [0, 1] 区间 0.5∼1 内出现较高的密度, 可能反映了测量值 Y

的误差 σ 取得过大, 而 Pχ2 集中于 0∼0.5 区域, 则可能是 σ 取得过小的表现.

当利用 Q2
min 作为拟合优度时,应当注意到一种在实际测量中不太少见的情况.

有时 Q2
min 非预想地大,但如检查一下全部 N 个测量点的残差 ε̂会发现,大部分点

的残差 ε̂i 数值比较小而且接近, 只有个别点的残差 ε̂i 例外地大, 因而对 Q2
min 的

贡献很大,使得 Q2
min 的值超过了容许的水平. 在这种情况,首先应当考虑检查这些

个别实验点数据的可靠性,而不是简单地否定最小二乘估计中采用的假设和理论模

型. 有时对数据的检查会立即发现这些个别点的数据由于某种原因是错误的, 改正

这一错误或舍弃这一错误数据即得到满意的拟合.

各测量点数据 Yi 及其误差 σ(Yi) 的合理性可用如下方法来检查. 设观测值

Yi, i = 1, 2, · · · , N 相互独立, 那么对于每个观测点

Zi ≡ ε̂i

σ(ε̂i)
≡ Yi − η̂i

σ(ε̂i)
, i = 1, 2, · · · , N, (9.4.18)

反映了测量值 Yi 对于拟合值 η̂i 的相对偏差的大小,其中 ε̂i 和 σ(ε̂i)是测量点 i处

的残差及其分布的标准差, Zi 称为延伸函数 (stretch function or pull). 对于 N 次

独立的测量值 Y1, Y2, · · · , YN 和线性估计问题, 我们有

σ2(ε̂i) = Vii(Y − η̂)

= Vii(Y )− 2cov(Y , η̂)ii + Vii(η̂)

= Vii(Y )− Vii(η̂). (9.4.19)

于是 Zi 可表示成

Zi =
Yi − η̂i√

σ2(Yi)− σ2(η̂i)
(9.4.20)

式 (9.4.20) 的分母中的减号是由于 Yi 和 η̂i 之间正相关所决定的, 相关系数 ρii =

σ(η̂i)/σ(Yi). 预期 Zi 的分布非常接近于标准正态函数 N(0, 1). 对于一组特定的



· 328 · 第 9 章 最小二乘法

测量作最小二乘估计, 如果大多数测量点的 Zi 相互接近, 而个别测量点 Zi 相差甚

远, 则可以合理地认为, 最小二乘估计的理论模型是对测量值的正确描述, 而个别

Zi 值例外的点远离了模型的预测, 很可能该测量值是不正确的.

如果对一个特定的测量点作多次观测, 求得的 Zi 的分布比 N(0, 1) 宽 (或窄)

得多, 则该测量点的误差 ε̂i 可能选得过小 (或过大); 如果 Zi 的平均值不等于零,

则反映了该点的观测值 Yi 可能有系统的偏差.

9.5 最小二乘法应用于直方图数据

在许多实际问题中, 在对参数进行估计之前, 测量数据往往已按照某种分类方

式作了归并和分组, 例如, 测量数据以直方图的形式表示.

设随机变量 X (表示一维或多维变量) 的取值域按某种方式划分为 N 个互不

相容的子区域,并将 n个观测值 X1, X2, · · · , Xn 中落入第 i个子区域内的个数记

为 ni. 对于 X 是一维变量的情形, 这就构成了一维直方图形的数据, 当 X 是 S 维

变量, ni 相当于 N 个 S 维子体积 (不一定是 S 维超立方体)内的计数值.在 6.4节

中已经说明, 我们用直方图数据这一名称来表示这类广泛意义上的数据表示方法.

第八章极大似然法中 8.7 节所指的直方图数据亦应作如此理解.

假定我们知道一个观测落在第 i 子区间的概率是未知参数 ϑ = {ϑ1, · · · , ϑL}
的函数：pi = pi(ϑ). 若 X 是连续变量, pi 可由 X 的概率密度在 i 子区间 ∆xi 上

的积分求得. 当共有 n 次观测, i 子区间内的观测数的理论频数为

fi(ϑ) = npi(ϑ), (9.5.1)

归一化条件
N∑

i=1

pi = 1 要求

N∑

i=1

ni =
N∑

i=1

fi(ϑ) = n. (9.5.2)

对于一个给定的 n 值, N 个子区间内出现 ni 个 (i = 1, 2, · · · , N) 观测值的概率

服从多项分布 (见 4.2 节), 其协方差矩阵可表示为

V
∼
∗(Y ) =




np1(1− p1) −np1p2 · · · −np1pN

−np1p2 np2(1− p2) · · · −np2pN

...
...

...

−np1pN −np2pN · · · npN (1− pN )




. (9.5.3)

由于归一化条件的存在, 矩阵 V
∼

(Y ) 是奇异的, 即 |V
∼
| = 0. 归一化条件相当于一

个线性约束, 任意略去一个 ni(如 nN ), 余下的 (N − 1) 个 ni 将是独立的, 相应的
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协方差矩阵为 (N − 1) × (N − 1) 阶, 记为 V
∼
∗(Y ), 可由 V

∼
(Y ) 删去第 N 行 N 列

得到. V
∼
∗(Y ) 一般是非奇异的. 于是对量

Q2 = (Y − np)T(V
∼
∗)−1(Y − np)

=
N−1∑

i=1

N−1∑

j=1

(ni − npi)(V∼
∗−1)ij(nj − npj) (9.5.4)

求极小, 可得到参数 ϑ 的最小二乘估计, 注意该式中向量 Y 和 p 只含 N − 1 个分

量. 容易证明, V
∼
∗ 的逆矩阵是

(V
∼
∗)−1 =

1
n




p−1
1 + p−1

N p−1
N · · · p−1

N

p−1
N p−1

2 + p−1
N · · · p−1

N

...
...

...

p−1
N p−1

N · · · p−1
N−1 + p−1

N




(9.5.5)

于是式 (9.5.4) 可改写为

Q2 =
1
n





N−1∑

i=1

(ni − npi)2

pi
+

1
pN

N−1∑

i=1

N−1∑

j=1

(ni − npi)(nj − npj)





=
1
n





N−1∑

i=1

(ni − npi)2

pi
+

1
pN

[
N−1∑

i=1

(ni − npi)

]2




=
1
n

{
N−1∑

i=1

(ni − npi)2

pi
+

1
pN

(nN − npN )2
}

=
N∑

i=1

(ni − npi)2

npi
=

N∑

i=1

(
ni − npi√

npi

)2

. (9.5.6)

注意上式的求和从 i = 1 直到 N . 该式与式 (9.1.4) 形式相同, 其中 ηi = npi,
√

npi

对应于观测误差 σi,这相当于将 ni 看作真值为 npi 的泊松变量. 由式 (9.5.1),立即

有

Q2 =
N∑

i=1

(ni − fi)2

fi
. (9.5.7)

令 Q2 对参数 {ϑ1, · · · , ϑL} 的导数等于零, 可求出 ϑ 的最小二乘估计

∂Q2

∂ϑl
= −2

N∑

i=1

[
ni − fi

fi
+

1
2

(ni − fi)2

f2
i

]
∂fi

∂ϑl
= 0, l = 1, 2, · · · , L. (9.5.8)
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该方程组解析求解通常相当困难, 因此需利用第 15 章介绍的数值极小化方法求得

参数的最小二乘估计值.

当观测总事例数 n 充分大, 每个子区间内的理论频数 fi 不太小时, 应有

|ni − fi| /fi < 1, 因此, 式 (9.5.8) 方括号内第二项比第一项的贡献要小. 如果作

为近似忽略第二项的贡献, 则得到较为简单的表达式

∂Q2

∂θl
= −2

N∑

i=1

ni − fi

fi
· ∂fi

∂θl
= 0, l = 1, 2, · · · , L. (9.5.9)

式 (9.5.9) 的求解显然比式 (9.5.8) 容易得多.

可以将式 (9.5.7) 中分母 fi 用观测值 ni 作为近似, 于是有

Q2 ≈
n∑

i=1

(ni − fi)2

ni
. (9.5.10)

用它来估计参数 ϑ̂ 时, 观测数据 ni 的统计涨落的影响更为灵敏. 但当 n 很大, 每

个子区间内观测到的事例数 ni 不太小的情形下, 式 (9.5.7) 和式 (9.5.10) 求得的参

数估计值是十分接近的. 还可以证明,由这两个公式求得的解具有渐近的最优性质,

它们是相合估计量, 具有最小方差, 而且渐近地服从正态分布[1].

由于 ni 可看作真值 npi 的泊松变量, 在 n 很大的极限情形下, ni 近似地服

从正态分布, 于是 (ni − fi)
/√

fi 或 (ni − fi)
/√

ni 为近似的标准正态变量. 从而式

(9.5.7) 所示的 Q2 将是 χ2(N − 1) 变量. 自由度等于 N − 1 是因为在 N 个观测值

中, 归一化条件
N∑

i=1

ni = n 的存在相当于一个线性约束条件, 故只有 N − 1 个观测

是独立的.

按照 9.4.3 节的讨论, 对式 (9.5.7) 所示的 Q2 函数求极小得到的 Q2
min 近似地

服从 χ2(N − 1−L) 分布, L 是待估计的独立参数的个数. Q2
min 以及相应的 Pχ2 值

可作为拟合优度的标志.

对于随机变量值域划分为互不相容的 N 个子区间, 子区间数目、边界和大小

如何确定没有严格的方法. 在许多实验中, 测量仪器本身已对数据作了分组处理,

例如, 为了测量从某一中心点飞出的各个方向的粒子, 可以围绕该中心点在 4π 立

体角内布置多个粒子探测器. 每个粒子探测器所占的空间立体角就是对粒子飞出

方向的自然划分. 如果这种划分没有事先给定, 一般可以通过两种方式来进行：

①等宽度 (对多维随机变量是等体积)方式 ——变量取值域剖分为等宽度的 N 个

子区间. 如果取值域为无穷, 可对观测到的数据所对应的变量值域作等宽度划分.

②等概率方式 —— 变量取值域划分为理论概率值相等 (1/N) 的 N 个子区间.

为了能够利用 Q2
min 来估计拟合优度, 如前面所述, (ni − fi)

/√
fi 或 (ni − fi)/√

ni 应近似于标准正态变量, 这样, 每个子区间内的观测数 ni 必须足够大, 通常应



9.5 最小二乘法应用于直方图数据 · 331 ·

该有 ni > 5. 如果自由度 ν 比较大, 如 ν > 6, 利用等宽度划分, 一个或两个子区间

内的观测频数 ni 可容许小于 5 而不至于严重影响正态性假设. 变量 X 取值域的

上下两端尾部的概率一般比较小, 在这些区域常常将子区间取得比较宽, 以获得足

够大的观测频数 ni. 此外, 在确定子区间的划分时, 还应考虑到计算的方便.

例 9.8 反质子极化实验 (2)

我们用 8.4.3节中利用极大似然法讨论过的反质子极化的例子来说明直方图数

据的最小二乘法处理.

假定观测到 n个双散射事例,两次散射平面的法线间夹角为 φ,令 x = cos φ, x

的取值域为 [−1, 1],将 x取值域剖分为 N 个子区间,第 i区间 (x值为 xi−xi+∆xi)

内包含 ni 个双散射事例. 已知 x 的概率密度为

f(x) =
1
2
(1 + αx),

α 为待估计参数. 第 i 区间中的理论频数由 f(x) 在 xi − xi + ∆xi 中的积分求得

fi = n

∫ xi+∆xi

xi

1
2
(1 + αx)dx = n(ai + biα),

其中, ai ≡ 1
2
∆xi, bi ≡ 1

2
∆xi

(
xi +

1
2
∆xi

)
.

利用式 (9.5.7) 表示的 Q2 求 α 的最小二乘估计, 必须解方程组 (9.5.8) 或式

(9.5.9). 将上述 fi 的表达式代入,得到的是参数 α的 2N 次和 N 次方程,难以用解

析方法求解. 因此, 参数估计值 α̂ 及其误差必须用第 12 章的数值极小化方法求出.

但若利用式 (9.5.10) 的 Q2 表示作最小二乘估计, 则有

Q2 =
N∑

i=1

[ni − n(ai + biα)]2

ni
, (9.5.11)

由方程 dQ2/dα = 0 求得参数 α 的估计值

α̂ =
1
n

N∑

i=1

(
bi − naibi

ni

)

N∑

i=1

b2
i

ni

. (9.5.12)

利用估计值 α̂, Q2 可表示为

Q2 = Q2
min +

(
N∑

i=1

n2b2
i

ni

)
(α− α̂)2, (9.5.13)
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这是一个关于参数 α 的二次 (抛物线) 函数, 由 9.9.1 节的讨论将知道, 式 (9.5.13)

右边第二项中 (α− α̂)2 项的系数正是参数估计值 α̂方差的倒数, 因此, α̂的误差的

公式为

∆α̂ =
1
n

(
N∑

i=1

b2
i

ni

)−1/2

. (9.5.14)

例 9.9 粒子角动量分析 (1)

设有如下粒子反应：

π+ N → N + B

πa + πb, (9.5.15)

其中 π, N 分别表示 π 介子和核子, B 表示自旋整数的玻色子. B 只是一个中间态,

很快衰变为两个 π 介子. 该反应可观测到的产物是 N, πa 和 πb, 但我们可通过对

粒子末态的研究来推定 B 的存在及它的某些性质. 方法之一是测量粒子 B 的静止

系统 (即 πa 和 πb 总动量等于 0 的系统) 中 πa 或 πb 的角分布.

设 J 为粒子 B 的自旋角动量, 衰变角 Ω = (ϑ, φ) 定义为 B 粒子静止系统中

πa 粒子飞行方向与 B 的自旋量子轴的夹角. 按照量子力学的一般原理, 衰变角分

布 W (Ω) 可写成球谐函数 Y m
j (cos ϑ, ϕ) 的线性和

W (Ω) ≡ f(cos ϑ, ϕ) =
j=2J∑

j=0,2,4,···

m=+j∑

m=−j

cjmY m
j (cos ϑ, ϕ). (9.5.16)

该式只包含 j 为偶数的球谐函数,这表示自旋为 J 的玻色子 B 衰变为两个 π介子

时,角分布是 cos ϑ的偶次幂多项式,最高次数是 2J . 式 (9.5.16)中的系数 cjm 构成

了待估计的一组未知参数. 对于一定的 J 值,式中的双求和号共包含 (2J +1)(J +1)

项, 因此, 参数向量 c 的元素个数也是 (2J + 1)(J + 1). 它们并不都是独立参数, 因

为尚需满足归一化条件 ∫

4π

W (Ω)dΩ = 1 . (9.5.17)

在式 (9.5.15) 所示的反应中, πa 和 πb 是由 B 粒子衰变而来, 因此, (πa + πb)

系统的不变质量与粒子 B 的质量一致. 在实际测量中, 由于存在着测量误差, 只

要 (πa + πb) 系统的不变质量落在 B 粒子质量附近的一个区域内, 就可能是一个式

(9.5.15) 所示的事例. 现假定共测到 n 个这样的事例. 将 4π 立体角空间划分为 N

个互不相容的立体角元 ∆Ωi, 一个事例落入 ∆Ωi 中的概率是

pi(C) =
∫

∆Ωi

W (Ω)dΩ =
∑

j,m

Cjm

∫

∆Ωi

Y m
j (Ω)dΩ , i = 1, 2, · · · , N, (9.5.18)
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对下标 j, m 的求和遍及 (2J + 1)(J + 1) 种组合. 于是 n 个事例中落入立体角元

∆Ωi 的理论预测事例数 fi(C) 为

fi(C) = npi(c), i = 1, 2, · · · , N, (9.5.19)

而观测到的事例数是
Y = {n1, n2, · · · , nN},

而且必然有
N∑

i=1

ni =
N∑

i=1

fi(c) = n. (9.5.20)

将 ni, fi 的这些值代入式 (9.5.7) 或式 (9.5.10) 的 Q2 表达式, 并解方程组

∂Q2

∂cj,m
= 0, j = 0, 2, · · · , 2J, m = −j,−(j − 1), · · · , j − 1, j,

就得到 c 的估计值. 求解方程组都需要利用第 12 章的数值极小化方法.

在实际实验测量中, 确定系数 cjm 值可用于不同的目的. 首先, 如果粒子 B

的自旋 J 为未知, 可通过系数 cjm 的研究来确定. 从最低可能的自旋值开始逐渐

增大, 如 J = 1, 2, 3, · · · , 计算出相应的参数值 ĉ
(1)
jm, ĉ

(2)
jm, ĉ

(3)
jm, · · · , j = 0, 2, · · · , 2J ,

m = −j, · · · , j; 以及对应的拟合优度 Q2
min(1), Q2

min(2), Q2
min(3), · · · . 当 J 到达某个

值如 J = Jmax 以后, J 再继续增大其拟合优度 Q2
min(J > Jmax)将不比 Q2

min(Jmax)

有明显的改善, 所有的 j > 2Jmax 的系数 cjm 接近于零. 这样, Jmax 就确定了玻色

子 B 的自旋值的下限, 换句话说, 反应 (式 (9.5.15)) 中的 B 如果存在, 它的自旋

角动量 J > Jmax. 反之, 如果反应中 B 的自旋 J 已经知道, 那么系数 ĉjm 的数值

可以给出 B 粒子产生过程的信息, 从而检验这一产生过程的物理模型. 此外, 不同

j, m 的系数 Cjm 的行为有时提供了在系统的某个质量区内存在一个以上的共振的

证据.

9.6 最小二乘法应用于实验测量数据

迄今为止,本章各节的讨论是基于如下的假设：最小二乘法中采用的理论模型

直接描述了实验观测的真值.事实上, 实验观测得到的分布 —— 实验分布 (见 4.17

节的讨论) 与理论模型往往有所不同, 一般要考虑两种修正. 一种是测量的随机误

差导致的畸变; 另一种是探测仪器的探测效率的修正. 前者可由测量的实验分辨函

数对理论模型进行修正得到“修正”理论模型, 然后与观测值进行直接比较. 后者

可通过两种途径加以处理：

(1) 严格方法. 如果对于被观测量的整个可能取值区间探测效率的函数形式都

为已知, 并且可对理论模型作修正写出“修正”理论模型, 则可直接与观测值比较.
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(2) 近似方法. 如果 (1) 的条件不满足, 则只能采用近似方法, 即对每个观测到

的事例, 指定不同的权因子, 修改原始观测值后再与理论模型比较. 对第 i 个观测

事例, 其权因子 Wi 等于探测到该事例的探测效率的倒数. 换句话说, 如果在探测

效率 εi 时, 观测到一个事例, 则当探测效率是 100%时, 实际应存在 Wi 个事例, 后

者才可与理论模型作比较.

显然, 只要理论模型可以正确地修正, 得到的“修正”理论模型可与实际测量

的数据一起, 直接用前面各章描述的方法作最小二乘估计. 事实上, 最小二乘法对

理论模型的唯一重要限制是：理论模型的预期值与观测值的期望值应当一致.如果

原理论模型满足这一要求, 那么 “修正” 理论模型同样满足这一要求. 但若利用近

似方法, 参数的最小二乘估计就出现一些问题, 特别是求得参数估计值的误差比较

困难.

我们来讨论直方图实验数据. 设变量 X 的取值域被划分为 N 个互不相容的

子区间, i 子区间内观测到的事例数为 ni, 理论模型预期该子区间内的事例数是 fi.

由于探测仪器的探测效率不是处处为 100%, ni 与 fi 不能直接比较. 按照近似方

法, 如果探测效率为 100%, 那么 i 子区间内观测到的事例数不是 ni, 而应当是

n′i =
ni∑

j=1

Wij , (9.6.1)

Wij 是 i 子区间中事例 j 的探测效率的倒数. 对照式 (9.5.7) 和式 (9.5.10), 可以通

过对量

Q2 =
N∑

i=1

(n′i − fi)2

fi
(9.6.2)

或

Q2 =
N∑

i=1

(n′i − fi)2

n′i
(9.6.3)

求极小,得到未知参数的最小二乘估计.如果有 E(n′i) = fi,并且正态假定近似地得

到满足, 那么 Q2
min 可以表征拟合优度.

如果所有的权因子Wij 数值不大,而且相互差别不大,那么式 (9.6.2)、式 (9.6.3)

求得的估计值比较可靠. 经验表明, 如果某些事例有很大的权因子值, 则参数估计

值及其误差不太可靠. 在这种情形下, 舍弃个别权因子值很大的事例再作最小二乘

估计可改善估计值的可靠性. 一般地说, 将权因子大的事例包含在内会增大估计值

的误差 (见 9.4.4 节的讨论).

最后, 我们提一下处理探测效率的介于严格方法和近似方法之间的途径. 它的

基本思想是：观测值保持不变, 而“修正”理论模型对 i 子区间内的事例数 f ′i 用原
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理论模型预期值 fi 乘上 i 子区间内的平均探测效率 Di 来表示

f ′i = fi ·Di, Di =
1
ni

ni∑

j=1

1
Wij

. (9.6.4)

这样, Q2 的表达式成为

Q2 =
N∑

i=1

(ni − f ′i)
2

f ′i
. (9.6.5)

显然, 引入平均探测效率本身就包含着误差, 因此, 用式 (9.6.5) 的 Q2 作最小二乘

估计得到的参数估计可靠性不够好. 相对地说, 如果权重 Wij 值都很小而且接近,

估计结果比较可信. 如果所有 Wij 都相等, 式 (9.6.5)和式 (9.6.2)得到相同的结果.

9.7 线性约束的线性最小二乘估计

在许多参数估计问题中, 观测量的真值 η = {η1, η2, · · · , ηN} 的各分量之间存
在必须满足的某种约束方程, 而待估计的参数与这些真值之间存在着函数关系. 实

际的观测值由于存在测量误差,因而只是近似地满足约束方程. 在进行参数估计时,

使测量拟合值 η̂ 严格地满足约束方程是比较合理的. 因此,这种情形下需要处理的

是满足约束方程的 Q2 极小化问题.

约束极小化问题的解法有许多种, 在 13.7 节中将介绍变量代换法和罚函数法,

这里对消去法和拉格朗日乘子法作一简短的讨论.

所谓消去法, 是利用约束方程消去几个未知参数 (即用其余未知参数来表示),

然后由余下的参数构成 Q2 函数, 实行极小化后求得参数的估计值. 而拉格朗日乘

子法则是将每个约束方程乘上一个拉格朗日乘子, 后者为一个附加的待估计参数,

与原有参数一起构成 Q2 实行极小化. 通过未知参数的 “消去” 或 “增加”, 这两种

方法都将约束极小化问题化为无约束极小化问题,然后用本章前面各种描述的方法

作参数估计.

我们先从两个简单的例子着手, 对有约束的这两种最小二乘估计方法加以说

明, 然后对拉格朗日乘子法作一般性的讨论.

例 9.10 通过固定点的直线拟合

设有 N 对测量数据 (xi, yi), i = 1, 2, · · · , N, yi 的测量误差为 σi, yi 与 xi 符合

直线关系, 并必须通过某固定点 (x0, y0), 求最佳的拟合直线.

直线通过固定点 (x0, y0) 相当于一个约束条件, 满足该约束的最小二乘估计是

Q2(ϑ1, ϑ2) =
N∑

i=1

(
yi − ϑ1 − ϑ2xi

σi

)2

= min,

y0 = ϑ1 + ϑ2x0.
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用消去法求解, 根据约束方程, 参数 ϑ1 可用 ϑ2 表示

ϑ1 = y0 − ϑ2x0,

代入 Q2(ϑ1, ϑ2), 即有

Q2(ϑ2) =
N∑

i=1

[yi − y0 + ϑ2(x0 − xi)]2

σ2
i

.

使 Q2(ϑ2) 对 ϑ2 的导数等于零, 得到 ϑ2 的估计

∂Q2(ϑ2)
∂ϑ2

= 0 =
N∑

i=1

2
σ2

i

[yi − y0 + ϑ2(x0 − xi)](x0 − xi),

即得

ϑ̂2 =

N∑

i=1

(xi − x0)(yi − y0)/σ2
i

N∑

i=1

(xi − x0)2/σ2
i

.

代入约束方程, 求出

ϑ̂1 = y0 − ϑ̂2x0.

根据误差传播公式, 求出 ϑ̂1, ϑ̂2 的误差

V (ϑ̂2) =
1

N∑

i=1

(xi − x0)2

σ2
i

, V (ϑ̂1) = x2
0V (ϑ̂2).

例 9.11 三角形的角

对一个三角形的三个角作独立测量, 得到的测量值为 y1 = 63◦, y2 = 34◦, y3 =

85◦. 测量误差相等, σ = 1◦. 求三个角真值 η1, η2, η3 的最小二乘估计.

因为三角形三个角之和必须为 180◦(约束条件),故满足约束的最小二乘估计是

Q2(η1, η2, η3) =
3∑

i=1

(
yi − ηi

σi

)2

= min imum,

3∑

i=1

ηi − 180◦ = 0.

(9.7.1)

首先用消去法求解. 待估计参数 η3 可用另两个参数 η1 和 η2 表示

η3 = 180◦ − η1 − η2,
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代入式 (9.7.1), 即有

Q2(η1, η2) =
(

y1 − η1

σ

)2

+
(

y2 − η2

σ

)2

+
[y3 − (180◦ − η1 − η2)]2

σ2

= min imum (9.7.2)

这就成为无约束的 Q2(η1, η2) 极小化问题. 由

∂Q2

∂η1
= 0,

∂Q2

∂η2
= 0

容易解出

η̂1 =
1
3
(180◦ + 2y1 − y2 − y3) = 62

1
3

◦
,

η̂2 =
1
3
(180◦ − y1 + 2y2 − y3) = 33

1
3

◦
.

然后根据约束方程求得 η̂3 的估计值

η̂3 = 180◦ − η̂1 − η̂2 = 84
1
3

◦
.

如果采用拉格朗日乘子法, 待求极小的量 Q2 需写成

Q2(η1, η2, η3, λ) =
3∑

i=1

(
yi − ηi

σi

)2

+ 2λ

(
3∑

i=1

ηi − 180◦
)

, (9.7.3)

即等于无约束条件下的 Q2 加上拉格朗日乘子 λ与约束方程函数的乘积.因为对于

待估计参数的估计值 η, 式 (9.7.3) 右边第二项等于 0, 所以无约束的 Q2(η1, η2,

η3, λ) 的极小化与有约束的 Q2(η1, η2, η3) 的极小化是等同的. 利用 Q2(η1, η2, η3, λ)

对四个参数 η1, η2, η3, λ 作最小二乘估计, 正规方程变成

0 =
∂Q2

∂η1
= − 2

σ2
(y1 − η1) + 2λ, 0 =

∂Q2

∂η2
= − 2

σ2
(y2 − η2) + 2λ,

0 =
∂Q2

∂η3
= − 2

σ2
(y3 − η3) + 2λ, 0 =

∂Q2

∂λ
= 2

(
3∑

i=1

ηi − 180◦
)

,





(9.7.4)

消去三个参数 η1, η2, η3 得到关于 λ 的方程

2
σ2

(
3∑

i=1

yi − 180◦
)

= 6λ.

由此得到 λ 的估计

λ̂ =
1

3σ2

(
3∑

i=1

yi − 180◦
)

.
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代入式 (9.7.4) 求出角度 ηj 的估计值 η̂j

η̂j = yj − σ2λ̂ = yj − 1
3

(
3∑

i=1

yi − 180◦
)

.

如果用测量值 yi 代入上式, 即得到与消去法相同的结果.

由 η̂i 与 y1, y2, y3 的上述函数关系, 应用误差传播公式容易写出估计值 η̂ 的协

方差矩阵

V
∼

(η̂) = V
∼

(y)− 1
3
σ2




1

1

1


 (1 1 1) = σ2




2/3 −1/3 −1/3

−1/3 2/3 −1/3

−1/3 −1/3 2/3


 .

与测量值的协方差矩阵 V (η̂) 相比,

V
∼

(y) = σ2




1 0 0

0 1 0

0 0 1


 ,

可以看到, 估计值 η̂i 的方差 (V
∼

(η̂) 的对角项) 比原测量误差小, 但增加了非零的关

联项 (非对角项).

现在我们来讨论线性约束条件下,线性最小二乘估计的拉格朗日乘子法的一般

公式. 估计问题可表示为

Q2(ϑ) = (Y −A
∼

ϑ)T V
∼
−1(Y −A

∼
ϑ) = min imum,

B
∼

ϑ− b = 0.
(9.7.5)

其中第二个式子表示 L 个参数 ϑ = {ϑ1, ϑ2, · · · , ϑL} 的 K 个线性约束方程, 矢量

b 有 K 个分量, B
∼
是 K × L 阶矩阵, 其他符号与无约束线性最小二乘估计问题中

有相同的含义 (见 9.2 节).

引入有 K 个分量的拉格朗日乘子矢量 λ = {λ1, λ2, · · · , λk}, 式 (9.7.5) 代表的

约束极小化问题可改写为 L + K 个未知参数 ϑ = {ϑ1, · · · , ϑL},λ = {λ1, · · · , λk}
的无约束线性极小化问题

Q2(ϑ, λ) = (Y −A
∼

ϑ)T V
∼
−1(Y −A

∼
ϑ) + 2λT(B

∼
ϑ− b)

= min imum. (9.7.6)

令 Q2 对 ϑl(l = 1, · · · , L) 和 λk(k = 1, · · · , K) 的偏导数等于 0, 得到正规方程,

用矢量记号可写为

∇θQ
2 = −2(A

∼
T

V
∼
−1Y −A

∼
T

V
∼
−1Aϑ) + 2 B

∼
Tλ = 0, (9.7.7)
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∇λQ2 = 2(B
∼

ϑ− b) = 0. (9.7.8)

这是 L+K 个未知参数的 L+K 个线性方程. 式 (9.7.8)正是约束方程,而式 (9.7.7)

相当于无约束情形中的式 (9.2.15), 由于存在着约束, 增加了含拉格朗日乘子 λ 的

修正项. 式 (9.7.4) 是这两个公式的特殊情形.

引入记号

C
∼
≡ A
∼

T
V
∼
−1

A
∼

, c ≡ A
∼

T
V
∼
−1Y (9.7.9)

上面两个式子可写成

C
∼

ϑ + B
∼

Tλ = c, B
∼

ϑ = b. (9.7.10)

如果 C
∼
的逆矩阵存在, 将式 (9.7.10) 中的第一个式子左乘 B

∼
C
∼
−1, 求得 B

∼
ϑ 的表

达式再代入第二个公式, 则得到乘子 λ 的方程

b + B
∼

C
∼
−1

B
∼

Tλ = B
∼

C
∼
−1c.

记

V
∼ B ≡ B

∼
C
∼
−1

B
∼

T, (9.7.11)

V
∼ B 是个对称矩阵, 假定 V

∼
−1
B 存在, 则拉格朗日乘子的解为

λ̂ = V
∼
−1
B (B

∼
C
∼
−1c− b). (9.7.12)

将 λ̂ 代入式 (9.7.10) 导出参数 ϑ 的估计

ϑ̂ = C
∼
−1c− C

∼
−1

B
∼

T
V
∼
−1
B (B

∼
C
∼
−1c− b). (9.7.13)

式 (9.7.12)、式 (9.7.13) 右边的所有矩阵和矢量都是已知量, 因而给出了线性约束

的线性最小二乘估计问题的严格解. 将式 (9.7.9) 与无约束问题中的式 (9.2.17)、式

(9.2.18) 对照可以知道, C
∼
−1c 和 C

∼
−1 是无约束条件下线性估计问题中的参数估计

值 ϑ̂ 及其方差 V
∼

(ϑ̂). 式 (9.7.12)、式 (9.7.13) 中的因子 (B
∼

C
∼
−1c − b) 事实上代表

了约束问题中观测值 Y 对于约束方程的偏离程度. 约束条件下的参数估计值 ϑ̂ 的

表达式 (9.7.13)表明,它可以看成无约束条件下的解 C
∼
−1c和正比于对约束方程的

偏离的修正项所组成.

从 λ̂和 ϑ̂的表达式可知, 它们是观测值矢量 Y 的线性函数 (注意 c的表达式

(9.7.9)). 作期望值运算, 有

E(C
∼
−1c) = C

∼
−1E(c) = C

∼
−1

A
∼

T
V
∼
−1E(Y ) = C

∼
−1

A
∼

T
V
∼
−1

A
∼

ϑ = ϑ.
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对 λ̂ 求期望值

E
(
λ̂

)
= E

{
V
∼
−1
B

(
B
∼

C
∼
−1c− b

)}
V
∼

= V
∼
−1
B E

(
B
∼

C
∼
−1c− b

)

= V
∼
−1
B

(
B
∼

ϑ− b

)
= 0.

将这些期望值代入式 (9.7.13), 显然有

E
(
λ̂

)
= 0, E

(
ϑ̂

)
= ϑ. (9.7.14)

这表明线性约束条件下的线性最小二乘估计是无偏估计, 与无约束时的情形一样.

由于 ϑ̂是测量值矢量 Y 的线性函数,可以运用通常的误差传播法则来求 ϑ̂的

协方差矩阵. 注意到 c 的表达式 (9.7.9), 我们有

V
∼

(ϑ̂) =
[

C
∼
−1 A

∼
T V
∼
−1 − C

∼
−1 B

∼
T V
∼ B

−1 B
∼

C
∼
−1 A

∼
T V
∼
−1

]
V

×
[

C
∼
−1 A

∼
T V
∼
−1 − C

∼
−1 B

∼
T V
∼ B

−1 B
∼

C
∼
−1 A

∼
T V
∼
−1

]T

.

注意 V
∼ B 的定义以及 C

∼
, C
∼
−1, V

∼ B , V
∼ B

−1 都是对称矩阵, 上述表达式可简化为

V
(
ϑ̂

)
= C
∼
−1

(
I
∼N −B

∼
T

V
∼
−1
B B

∼
C
∼
−1

)

或

V
(
ϑ̂

)
= C
∼
−1 −

(
B
∼

C
∼
−1

)T

V
∼
−1
B

(
B
∼

C
∼
−1

)
. (9.7.15)

前面已述, C
∼
−1 是无约束情形下参数 θ̂ 的协方差矩阵, 上式中第二项

(
B
∼

C
∼
−1

)T

V
∼ B

−1

(
B
∼

C
∼
−1

)
的对角元素总是非负的. 因此, 由式 (9.7.15) 可知, 约束条件下

参数 ϑ̂ 的误差 (即协方差矩阵的对角元素) 比无约束条件下 ϑ̂ 的误差为小. 但对

于非对角元素一般不能作出同样的结论.

类似地可以证明, 拉格朗日乘子 λ 的估计值 λ̂ 的协方差矩阵可表示成

V
∼

(λ̂) = V
∼
−1
B , (9.7.16)

而且参数 ϑ̂ 和拉格朗日乘子 λ 的估计值是互不相关的, 即

cov(ϑ̂, λ̂) = 0. (9.7.17)



9.7 线性约束的线性最小二乘估计 · 341 ·

测量的拟合值 η̂ = A
∼

ϑ̂ 及其误差由下式给定：

η̂ = A
∼

[C
∼
−1c− C

∼
−1

B
∼

T
V
∼
−1
B (B

∼
C
∼
−1c− b)],

V (η̂) = A
∼

C
∼
−1

A
∼

T −A
∼

(B
∼

C
∼
−1)T V

∼
−1
B (B

∼
C
∼
−1) A

∼
T. (9.7.18)

其残差可表示为

ε̂ ≡ Y − η = D
∼

ε

D
∼
≡ I
∼N −A

∼
C
∼
−1

A
∼

T
V
∼
−1 + A

∼
C
∼
−1

B
∼

T
V
∼
−1
B B

∼
C
∼
−1

A
∼

T
V
∼
−1. (9.7.19)

其中 ε 是 Y 的测量误差. 与无约束条件下对应的表达式 (9.4.11) 相比较, 只增加

了最末一项.

当各个测量 Y1, Y2, · · · , YN 互不相关, 而且测量误差相等, 则有

V
∼

(Y ) = σ2
I
∼N ,

D
∼
的表达式可简化为

D
∼
≡ I
∼N −A

∼
(A
∼

T A
∼

)−1 A
∼

T

+A
∼

(A
∼

T A
∼

)−1 B
∼

T[B
∼

(A
∼

T A
∼

)−1 B
∼

T]−1 B
∼

(A
∼

T A
∼

)−1 A
∼

T.

与无约束条件下的情形相比, D
∼
的表达式增加了最末一项 (见 9.4.2 节的讨论), 而

且这里 D
∼
也是一个幂等矩阵, 即满足

D
∼

T = D
∼

, D
∼

T
D
∼

= D
∼

.

参照 9.4.2 节的讨论, 可以证明, 不论测量是否相互独立, 量

Q′2min

N − L + K
(Q′2min = ε̂T

V
∼
−1
σ ε̂残差平方和)

是 σ2 的无偏估计量, 其中测量的协方差矩阵 V
∼

(Y ) 与 σ2 和 V
∼ σ 有如下关系：

V
∼

(Y ) = σ2
V
∼ σ.

L 和 K 分别是独立参数和独立约束方程的个数. 因此, 如果 V
∼ σ(Y ) 已知而 σ2 未

知, 则后者可从残差平方和 Q′2min 估计.
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9.8 非线性约束的最小二乘估计

本节讨论最一般的最小二乘估计问题.

设观测值向量为 Y = {Y1, · · · , YN}, 测量误差由其协方差矩阵 V
∼

(Y ) 表示, 它

的真值 η = {η1, · · · , ηN} 是未知的待估计参数. 此外, 还存在一组 J 个不可直接测

量的变量 ξ = {ξ1, · · · , ξJ}, N 个可测定参数 η 和 J 个不可测定参数 ξ 是相关的,

满足一组 K 个约束方程

fk(η, ξ) = 0, k = 1, 2, · · · ,K.

要求参数 η 和 ξ 的估计值.

按照最小二乘原理, 未知量 η 和 ξ 的最好估计应使下式得以满足：

Q2(η) = (Y − η) V
∼
−1(Y )(Y − η) = min imum,

f(η, ξ) = 0
(9.8.1)

式 (9.8.1) 可用消去法求解, 即利用 K 个约束方程消去 K 个未知参数, 代入 Q2 并

对其余的 N + J −K 个参数求极小值. 这种方法的缺点是消去的 K 个参数是可以

任意选择的, 而当约束方程为非线性时, 消去的 K 个变量的不同选择会导致估计

值有不同的结果. 但在拉格朗日乘子法中, 任何未知参数具有 “同等” 的地位, 即正

规方程对于未知参数有形式上的对称性. 因此, 尽管这种方法在对 Q2 极小化的过

程中引入了附加的未知参数 (即拉格朗日乘子向量), 但在实际中仍然广泛地使用.

9.8.1 拉格朗日乘子法

利用拉格朗日乘子法求解式 (9.8.1)的估计问题,需要引入 K 个拉格朗日乘子

λ = {λ1, · · · , λk}, 约束极小化问题于是可以重新表述为无约束极小化问题

Q2(η, ξ,λ) = (Y − η) V
∼
−1(Y − η) + 2λTf(η, ξ)

= min imum. (9.8.2)

现在共有 N + J + K 个未知参数, 令 Q2 对所有这些未知参数的偏导数等于 0, 得

到如下的一组方程：

∇ηQ2 = −2 V
∼
−1(Y − η) + 2 F

∼ η
Tλ = 0(N个方程),

∇ξQ
2 = 2 F

∼ ξ
Tλ = 0(J个方程),

∇λQ2 = 2f(η, ξ) = 0(K个方程). (9.8.3)
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其中, 矩阵 F
∼ η(K ×N 维) 和 F

∼ ξ(K × J 维) 定义为

(F
∼ η)ki =

∂fk

∂ηi
, (F

∼ ξ)kj =
∂fk

∂ξj
. (9.8.4)

去掉不必要的常数 2, 式 (9.8.3) 可重写为

V
−1(η − Y ) + F

∼ η
Tλ = 0, (9.8.5)

F
∼ ξ

Tλ = 0, (9.8.6)

f(η, ξ) = 0. (9.8.7)

对于不存在不可测量的未知参数 ξ以及线性约束的估计问题,式 (9.8.5)∼式 (9.8.7)

立即简化为式 (9.7.10).

一般情形下, N + J + K 个未知参数的方程组 (9.8.5)∼(9.8.7) 必须用迭代法求

解. 假定已进行了 ν 次迭代, N + J + K 个未知参数的近似解表为 ην , ξν ,λν , 相应

的 Q2 值用 Q2(ν) 表示. 现在的问题是怎样进行下一次迭代, 使得迭代后的近似解

ην+1, ξν+1,λν+1 是比 ην , ξν ,λν 更好的近似, 也即 Q2(ν + 1) < Q2(ν), 并当迭代不

断进行下去时收敛向 Q2
min, 从而得到 η, ξ,λ 的最小二乘估计. 具体方法如下：

在点 (ην , ξν) 对约束方程 (9.8.7) 作泰勒展开

fν
k +

N∑

i=1

(
∂fk

∂ηi

)ν

(ην+1
i − ην

i ) +
J∑

j=1

(
∂fk

∂ξj

)ν

(ξν+1
j − ξν

j ) + · · · = 0,

k = 1, 2, · · · ,K.

作为近似只取一次项, 上式变成

fν + F
∼ η

ν(ην+1 − ην) + F
∼ ξ

ν(ξν+1 − ξν) = 0. (9.8.8)

式 (9.8.5)、式 (9.8.6) 现在可写为

V
∼
−1(ην+1 − Y ) + F

∼
T
η )νλν+1 = 0, (9.8.9)

(F
∼ ξ

T)νλν+1 = 0. (9.8.10)

利用这三个公式可从 ν 次迭代参数值 ην , ξν ,λν 导出 ν + 1 次迭代的相应值 ην+1,

ξν+1,λν+1.

从式 (9.8.9) 中消去 ην+1, 并代入式 (9.8.8), 得到只含 λν+1 和 ξν+1 的关系式

fν + F
∼ η

ν [(Y − V
∼

(F
∼ η

T)νλν+1)− ην ] + F
∼ ξ

ν(ξν+1 − ξν) = 0.
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记

r ≡ fν + F
∼

ν
η(Y − ην), (9.8.11)

S
∼
≡ F
∼

ν
η V
∼

(F
∼

T
η )ν , (9.8.12)

式 (9.8.12) 可写为

r + F ν
ξ (ξν+1 − ξν) = S

∼
λν+1. (9.8.13)

显然 S
∼
是 K ×K 阶对称矩阵. 用 S

∼
−1 左乘式 (9.8.13), 得 λν+1 的表达式并代入

式 (9.8.10), 导出只含未知参数 ξν+1 的方程

(
F
∼ ξ

T

)ν

S
∼
−1[r + F

∼ ξ
ν(ξν+1 − ξν)] = 0.

由该式求得 ξν+1 的解, 代回式 (9.8.13), 求出 λν+1; 再将 ξν+1, λν+1 的解代入式

(9.8.9) 得 ην+1. 它们依次可表示为

ξν+1 = ξν − (F
∼

T
ξ S
∼
−1

F
∼ ξ)−1

F
∼

T
ξ S
∼
−1r, (9.8.14)

λν+1 = S
∼
−1[r + F

∼ ξ(ξν+1 − ξν)], (9.8.15)

ην+1 = Y − V
∼

F
∼

T
η λν+1. (9.8.16)

由此可见, 方程 (9.8.8)∼(9.8.10) 的求解过程是：首先解出不可测的未知参数 ξν+1,

然后是拉格朗日乘子 λν+1, 最后才是测量的拟合值 ην+1.

在式 (9.8.14)∼式 (9.8.16)的表达式中,矩阵 F
∼ η, F

∼ ξ, S∼
和矢量 r是在点 (ην , ξν)

计算的, 而且 S
∼
和 F

∼
T
ξ S
∼
−1 F

∼ ξ 的逆矩阵必须存在.

利用 ν + 1 次迭代的参数估计值 ξν+1,λν+1 和 ην+1 可计算出 Q2(ν + 1), 并

与 Q2(ν) 进行比较. 一般地有 Q2(ν + 1) < Q2(ν). 迭代可按照上述步骤重复进行,

直到找出 Q2
min 为止. 很难给出已经达到 Q2

min 的一般性收敛判据, 是否已经接近

Q2
min 要视具体问题具体地确定. 通常使用的判据是在接连两次迭代中, 求极小的

目标函数值 (Q2)之差足够小 (见第 13章的讨论),在我们的情形下,检查 η, ξ 估计

值之差是否充分小也是必要的.

为了使得达到Q2
min所需的迭代次数尽可能少,选择一组好的迭代初始值 η0, ξ0

十分重要. 对于可测量的参数 η, 初值可选为测量值 η0 = Y ; 对不可测量的未知参

数 ξ, 初始值 ξ0 可由 η0(代替 η) 代入最容易计算的约束方程得到.

概括起来, 迭代步骤可陈述如下：

(1) 确定初值 ξ0 和 η0, 0 → ν;

(2) 由式 (9.8.11)、式 (9.8.12) 计算矢量 r 和矩阵 S
∼

;
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(3) 根据式 (9.8.14)∼ 式 (9.8.16) 计算 ξν+1,λν+1 和 ην+1;

(4) 按式 (9.8.2) 计算 Q2(ν + 1) = Q2(ξν+1,λν+1,ην+1);

(5) 比较 Q2(ν + 1) 和 Q2(ν), 根据某种判据, 确定 Q2(ν + 1) 是否为 Q2
min 的

满意近似. 若近似不满意, 则令 ν + 1 → ν, 转向 (2) 进行新的迭代; 否则迭代终止,

ην+1 和 ξν+1 即为未知参数估计值 η̂, ξ̂, 并按 9.8.2 节的方法计算 η̂, ξ̂ 的协方差.

Q2
min 的收敛判据可以是满足下列三个不等式：

∣∣Q2(ν + 1)−Q2(ν)
∣∣ < εQ,

N∑

i=1

(ην+1
i − ην

i )2 <εη,

J∑

j=1

(ξν+1
j − ξν

j )2 < εξ.

其中 εQ, εη, εξ 为指定的小正数.

可以证明, ν + 1 次迭代的 Q2 值可表示为

Q2(ν + 1) = (λν+1)T S
∼

λν+1 + 2(λν+1)Tfν+1, (9.8.17)

其中矩阵 S
∼
是 ν 次迭代中的计算值.这样,上述步骤 (4)也可按该式计算 Q2(ν +1).

例 9.12 V 0 事例的运动学分析 (1)

设在泡室中观测中性粒子 Λ0 的衰变

Λ0 → p+ + π−,

泡室中看不到中性粒子 Λ0 的径迹,只能看到它的衰变粒子 (带电粒子)p+ 和 π− 形

成的径迹, 这两条径迹形成英文字母 V 形, 称为 V 0 事例, 如图 9.3 所示.

图 9.3 Λ0 粒子衰变在泡室中形成的径迹
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通过径迹的曲率半径 (假定泡室处于磁场中) 求出了 p+ 和 π− 的动量 pp, pπ,

极角 θp, θπ 和方位角 φp, φπ 的近似值,以及这几个变量的协方差矩阵. 现在要求 Λ0

粒子的三个未知参数 (不可测量的参数)

ξ = {pΛ, θΛ, φΛ}

和六个可测量的参数

η = {pp, ϑp, φp, pπ, ϑπ, φπ}

的最小二乘估计.

按照物理规律, 衰变过程必须满足动量守恒和能量守恒定律, 于是有

f1 = −pΛ sinϑΛ cos φΛ + pp sinϑp cos φp + pπ sinϑπ cos φπ = 0,

f2 = −pΛ sin θΛ sinφΛ + pp sin θp sinφp + pπ sinϑπ sinφπ = 0,

f3 = −pΛ cos ϑΛ + pp cos ϑp + pπ cos ϑπ = 0,

f4 = −
√

p2
Λ + m2

Λ +
√

p2
p + m2

p +
√

p2
π + m2

π = 0;

其中, mΛ,mp,mπ 表示 Λ0,p+,π− 的静止质量, 是已知常数. 因为问题含有三个不

可测量的未知参数的四个约束条件,实际上独立的约束条件只有一个.可以看到,这

些约束对于待估计的参数 ξ,η 是非线性的.

根据式 (9.8.4) 的定义, 矩阵 F
∼ η(4 × 6 阶) 和 F

∼ ξ(4 × 3 阶) 是四个约束函数

fk(k = 1, 2, 3, 4) 对可测量的六个未知参数 η 和不可测量的三个参数 ξ 求偏导数求

得, 具体形式为

F
∼ η =




sinϑp cos φp −pp cos ϑp cos φp −pp sinϑp sinφp sinϑπ cos φπ

sinϑp sinφp −pp cos ϑp sinφp pp sinϑp cos φp sinϑπ sinφπ

cos ϑp pp sinϑp 0 cos ϑπ
pp√

p2
p + m2

p

0 0
pπ√

p2
π + mπ

−pπ cos ϑπ cos φπ −pπ sinϑπ sinφπ

−pπ cos ϑπ sinφπ pπ sinϑπ cos φπ

pπ sinϑπ 0

0 0



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F
∼ ξ =




− sinϑΛ cos φΛ pΛcosϑΛ cos φΛ pΛsinϑΛ sinφΛ

− sinϑΛ sinφΛ pΛcosϑΛ sinφΛ −pΛsinϑΛ cos φΛ

− cos ϑΛ −pΛsinϑΛ 0
−pΛ√

pΛ + mΛ
0 0




为了进行迭代, 参数 η 的初始值 η0 取为等于测量值 Y , 即

η0 = Y =
{
p0
p, ϑ0

p, φ0
p, p0

π, ϑ
0
π, φ

0
π

}
,

代入约束方程 f1 = 0, f2 = 0, f3 = 0, 可求得 ξ 的初值 ξ0 = {p0
Λ, ϑ0

Λ, φ0
Λ}. 从

f1, f2, f3 来确定 ξ0 是因为它们的表达式比较简单, ξ0 容易求出; f4 的表达式含参

数的根号项,处理起来要麻烦得多. 这样选定的 η0 和 ξ0 显然使动量守恒定律得到

满足 (f0
1 = f0

2 = f0
3 = 0), 但约束函数 f0

4 则不一定等于 0. 于是根据式 (9.8.11) 将

有矢量 r 的初值

r0 = f0 = (0, 0, 0, f0
4 ).

利用式 (9.8.12), 将近似值 (η0, ξ0) 代入 F
∼ η, F

∼ ξ, 可求出矩阵 F
∼

0
η, F
∼

0
ξ 以及 4 × 4 阶

矩阵

S
∼

= F
∼

0
η V
∼

(F
∼

0
η)T.

求出 S
∼
的逆阵 S

∼
−1 之后, 由式 (9.8.14)∼ 式 (9.8.16) 可求得 ξ1,λ1,η1 的值, 这就

容易求出 Q2(1). 重复以上迭代过程, 直到找出满意的 Q2
min 为止, 其对应的 ξ̂, λ̂, η̂

即为问题的解.

9.8.2 误差估计

假定根据上节描述的迭代步骤在第 ν +1次迭代后的未知参数值 ην+1, ξν+1 是

满意的估计值, 即

η̂ = ην+1, ξ̂ = ξν+1.

它们的误差可利用误差传播法则导出, 将 η, ξ 考虑为测量值 Y 的函数

η̂ = g(Y ), ξ̂ = h(Y ), (9.8.18)

函数 g和 h的具体形式由式 (9.8.14)和式 (9.8.16)表示,如将其中的 r用式 (9.8.11)

代入, 则有

g = Y − V
∼

F
∼ η

T S
∼
−1[I

∼k − F
∼ ξ(F∼ ξ

T S
∼
−1 F

∼ ξ)−1 F
∼ ξ

T S
∼
−1][f + F

∼ η(Y − η)],

h = ξ − (F
∼ ξ

T S
∼
−1 F

∼ ξ)−1 F
∼ ξ

T S
∼
−1[f + F

∼ η(Y − η)],





(9.8.19)
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其中矢量 η, ξ,函数 f 和矩阵 F
∼

, S
∼
都是 ν 次迭代中的值.在 η̂, ξ̂ 考虑为 Y 的线性

函数的近似下, 由误差传播法则式 (3.9.15) 可导出 η̂ 和 ξ̂ 的协方差矩阵

V
∼

(η̂) =
(

dg

dY

)
V
∼

(Y )
(

dg

dY

)T

,

V
∼

(ξ̂) =
(

dh

dY

)
V
∼

(Y )
(

dh

dY

)T

,

cov(η̂, ξ̂) =
(

dg

dY

)
V
∼

(Y )
(

dη̂

dY

)T

,





(9.8.20)

其中 g 和 h 对 Y 的导数分别是 N ×N 阶矩阵和 J ×N 阶矩阵. 由式 (9.8.19) 可

直接求出

dh

dY
= I
∼N − V

∼
(Y )

[
F
∼

T
η S−1 F

∼ η − FT
η S
∼
−1 F

∼ ξ(F∼
T
ξ S
∼
−1 F

∼ ξ)−1 F
∼

T
ξ S
∼
−1 F

∼ η

]
,

dh

dY
= −(F

∼
T
ξ S
∼
−1 F

∼ ξ)−1 F
∼

T
ξ S
∼
−1 F

∼ η.





(9.8.21)

引入下列记号：

G
∼
≡ F
∼

T
η S
∼
−1

F
∼ η, H

∼
≡ F
∼ η

T
S
∼
−1

F
∼ ξ, U−1 ≡ F

∼
T
ξ S
∼
−1

F
∼ ξ, (9.8.22)

经过简单的运算, 式 (9.8.20) 可写为

V
∼

(η̂) = V
∼

(Y )[I
∼N − (G

∼
−H
∼

U
∼

H
∼

T) V
∼

(Y )],

V
∼

(ξ̂) = U
∼

,

cov(η̂, ξ̂) = −V
∼

(Y ) H
∼

U
∼

.

(9.8.23)

从这些误差公式可以知道, 一般地拟合值 η̂ 的误差 (V
∼

(η̂) 的对角元素) 小于观测

值 Y 的误差; 同时, 即使测量是相互独立的, 但拟合值之间也将是相关的, 因为协

方差矩阵一般有不等于 0 的非对角项.

利用误差传播公式还可证明,当 η̂和 Y 之间考虑为线性近似时,残差 ε = Y −η

的协方差矩阵可表示为

V
∼

(ε̂) ≡ V
∼

(Y ) + V (η̂)− 2cov(Y , η̂) ≈ V
∼

(Y )− V (η̂)

= V
∼

(Y )(G
∼
−H
∼

U
∼

H
∼

T) V
∼

(Y ). (9.8.24)
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9.8.3 一般最小二乘拟合的自由度

在 9.4.3 节中已经阐明, 对于线性或非线性最小二乘估计问题, 如果 N 值很大

且 N 个测量值是多维正态变量, 即测量误差 ε = Y − η 是均值为 0 的多维正态变

量, 并且存在非奇异 (行列式不为 0) 的协方差矩阵 V
∼

(Y ), 则对于 L 个待定未知参

数、存在 K 个线性或非线性约束的情形, 加权平方和

Q2
min = ε̂T

V
∼
−1ε̂ =

N∑

i=1

N∑

j=1

(Yi − η̂i)(V∼
−1)ij(Yj − η̂j)

是 (近似的) 自由度 N − L + K 的 χ2 变量.

对于 9.8节所述的一般的最小二乘估计问题,即设观测值向量为 Y = {Y1, · · · ,

YN}, 测量误差由其协方差矩阵 V
∼

(Y ) 表示, 它的真值 η = {η1, · · · , ηN} 是未知的
待估计参数. 此外, 还存在一组 J 个不可直接测量的变量 ξ = {ξ1, · · · , ξJ}, N 个可

测定参数 η 和 J 个不可测定参数 ξ 是相关的, 满足一组 K 个约束方程, 要求参数

η 和 ξ 的估计值. 这时总的待估计参数个数为 L = N + J 个, 所以有近似关系

Q2
min ∼ χ2 (N − L + K) = χ2 (K − J) , (9.8.25)

即 Q2
min 近似地为自由度 (K − J)的 χ2 变量. 如果不存在不可直接测量的变量,即

J = 0, 则有

Q2
min ∼ χ2 (K) , (9.8.26)

Q2
min 近似地为自由度 K 的 χ2 变量. 不论是否存在约束, Q2

min 的自由度总是等于

独立的约束方程数 (K − J 或 K).

在粒子物理学中,粒子反应或衰变须服从能量和动量守恒,这相当于 K = 4个

非线性约束方程. J = 0 情形下, 利用能量和动量守恒约束方程求得观测值向量 Y

的真值 η 称为 4C 运动学拟合, 这里 C 是 Constraint(约束) 的简写. 在 J 6= 0 的情

形下, 因为含有 J 个不可测量的未知参数, 独立的约束条件只有 4 − J(J 6 4) 个,

称为 (4 − J)C 运动学拟合. 例如例 9.12 V 0 事例的运动学分析 (1) 中有 J = 3 个

不可测量的未知参数 ξ = {pΛ, θΛ, φΛ}, 故问题为 1C 运动学拟合.

如果考虑粒子反应或衰变末态中存在 r 个共振态, 这相当于附加了 r 个独立

约束, 加上能量和动量守恒共有 K = 4 + r 个约束方程, 问题变为 (4 + r − J)C 拟

合. 例如研究反应

Ψ′ → γrη
′
c → γrK+K−π0 → γrK+K−γγ,

其中 γr 表示初级辐射光子. 如果要求末态粒子 γrK+K−γγ中的两个光子必须形成

一个 π0, K+K−π0 必须形成一个 η′c 粒子, 则 r = 2. 附加的两个约束方程是

M2
γγ = M2

π0 , M2
K+K−π0 =M2

η′c
,
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其中 M2
γγ, M2

K+K−π0 是不变质量 (不变质量的定义见式 (3.7.7)), 可由末态粒子

K+K−γγ的能量、动量的测量值计算得到, Mπ0 ∼= 135MeV和 Mη′c
∼=3637MeV是已

知量.

末态的三个光子中, 两个 γ 的能量比较高, 可以测量得比较准确; 而 γr 能量仅

为 50MeV 左右, 限于测量仪器 (量能器) 的精度其能量测量值不够精确, 即其相对

误差明显大于其他粒子和光子测量值的相对误差. 利用约束方程进行最小二乘估

计的目的是为了使拟合值更接近于真值,但如果使用测量误差过大的测量值将使这

种功能大大降低. 因此这种情形下可以不采用 γr 的能量测量值 (但仍采用 γr 的方

向测量值), 这时 J = 1, 即 5C 拟合.

9.9 最小二乘法求置信区间

在讨论最小二乘法对未知参数作区间估计之前,首先回顾一下前面已经导出而

下面还将用到的一些结果.

对于参数 ϑ 的线性模型, Q2 函数的一般表达式为

Q2(ϑ) = (Y −A
∼

ϑ)T V
∼
−1(Y )(Y −A

∼
ϑ).

如果测量值向量 Y 的协方差矩阵 V
∼

(Y ) 与待估计参数 ϑ 无关, 则 ϑ 的最小二乘

估计及其误差可表示为

ϑ̂ = (A
∼

T
V
∼
−1

A
∼

)−1
A
∼

T
V
∼
−1Y , V

∼
(ϑ̂) = (A

∼
T

V
∼
−1

A
∼

)−1

(参见 9.1、9.2 节). 而按式 (9.4.10), Q2 与加权残差平方和 Q2
min 有如下关系：

Q2(ϑ) = Q2
min + (ϑ− ϑ̂)T V

∼
−1(ϑ̂)(ϑ− ϑ̂). (9.9.1)

该式是利用最小二乘法确定未知参数 ϑ 置信区间的一个基本关系式.

当观测值矢量 Y 是期望值为真值 η = A
∼

ϑ的多维正态分布时, 估计值 ϑ̂(它是

Y 的线性函数) 也将服从正态分布 (见 4.12 节), 这时式 (9.9.1) 中的三个项 Q2(ϑ),

Q2
min 和 (ϑ− ϑ̂)T V

∼
−1(ϑ̂)(ϑ− ϑ̂)都是 χ2 变量. 例如,在 9.4.3节中已经阐明,当观

测值 Y = {Y1, · · · , YN} 之间相互独立, Q2(ϑ) 服从 χ2(N) 分布. 若存在 L 个独立

的待估计参数 (参数之间不存在约束方程),则 Q2
min ∼ χ2(N −L); 若参数间存在 K

个独立的线性约束,则 Q2
min ∼ χ2(N −L + K). 由 χ2 分布的可加性立即知道,在存

在约束和不存在约束这两种情形下,式 (9.9.1)的第三项分别为 χ2(L)和 χ2(L−K)

变量. 一般我们所要寻找的置信区间是由 Q2(ϑ) 表面与

Q2(ϑ) = Q2
min + a (9.9.2)
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平面的截线求得, 该置信区间包含参数 ϑ 真值的概率量由自由度等于独立的待估

计参数个数 (L 或 L−K) 的 χ2 分布和 a 值决定 (见 7.6 节的讨论).

如果 Q2(ϑ) 不是参数 ϑ 的二次函数, 例如, 描述测量值真值 η 的理论模型不

是参数 ϑ 的线性函数, 或者测量值向量 Y 的协方差矩阵 V
∼

(Y ) 不独立于参数 ϑ,

或者约束不是线性的, 这时, Q2(ϑ) 的严格分布是未知的, 故利用式 (9.9.2) 来确定

置信区间不是严格正确的. 但习惯上仍使用这种方法来建立参数的近似置信区间.

9.9.1 单个参数的误差和置信区间

当参数估计问题只含一个未知参数时, 将 Q2(ϑ) 函数在极小点 ϑ = ϑ̂ 作泰勒

展开, 由于在该点一阶导数等于 0. 所以有

Q 2(ϑ) = Q2
min +

1
2

d2Q2

dϑ2

∣∣∣∣
θ=ϑ

(ϑ− ϑ̂)2 + · · · . (9.9.3)

为了保证所求得的 Q2
min 是 Q2(ϑ) 的极小值, Q2 对 ϑ 的二阶导数在 ϑ = ϑ̂ 点的值

应大于 0.

对于线性最小二乘估计问题, 并且观测值的协方差矩阵等于常数 (与参数 θ 无

关), 则函数 Q2(ϑ) 是参数 ϑ 的二次函数 (见关于 Q2 的一般表示式 (9.1.7)), 这时,

Q2 对 ϑ 的二阶导数等于常数, 泰勒级数式 (9.9.3) 中只包含两项

Q2(ϑ) = Q2
min +

1
2

d2Q2

dθ2

∣∣∣∣
ϑ=ϑ̂

(ϑ− ϑ̂)2. (9.9.4)

这是关于 ϑ 的一个抛物线方程. 从式 (9.9.1) 知, 这时应有

Q2(ϑ) = Q2
min +

1

V (ϑ̂)
(ϑ− ϑ̂)2. (9.9.5)

比较式 (9.9.4) 和式 (9.9.5) 立即得到

V (ϑ̂) = 2
(

d2Q2

dθ2

)−1

ϑ=ϑ̂

= 2
(

d2Q2

dθ2

)−1

. (9.9.6)

对于非线性最小二乘估计问题, 或者 Q2(ϑ) 函数不是严格的抛物线方程的一

般情况, 仍可从公式

V (ϑ̂) ≈ 2
(

d2Q2

dθ2

)−1

ϑ=ϑ̂

(9.9.7)

找到估计值 ϑ̂ 的近似方差, 只要式 (9.9.3) 中的高次项很小, 上述结果是相当好的

近似.

如果观测值是期望值为真值 η 的正态分布, 可以通过 (严格的或近似的) 抛物

型函数 Q2(ϑ) 与直线

Q2(ϑ) = Q2
min + a (9.9.8)
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的两个相交点来求出 (严格的或近似的)θ 的置信区间. a的值等于 12, 22, 32 对应于

置信概率 68.3%, 95.4%, 99.7%. 当 Q2(ϑ) 是 ϑ 的严格二次 (抛物型) 函数时, 这对

应于一个、二个和三个标准差 (1σ, 2σ, 3σ) 的置信区间. 可以看到, 从 Q2 函数作区

间估计与 8.6.1 节中讨论的单个未知参数的似然区间的确定方法十分相像.

9.9.2 多个参数的误差和置信域

9.9.1 节的讨论可以直接推广到多个参数的估计问题. 将 Q2(ϑ) 函数在极小点

ϑ = ϑ̂ 的邻域作泰勒展开

Q2(ϑ) = Q2
min +

1
2

∑

i,j

(
∂2Q2

∂ϑi∂ϑj

)

ϑ=ϑ̂

(ϑi − ϑ̂i)(ϑj − ϑ̂j) + · · · . (9.9.9)

对于线性模型, 在协方差矩阵 V
∼

(Y ) 与参数 ϑ 无关的条件下, Q2(ϑ) 是 ϑ 的二次

函数, Q2(ϑ) 只含两项

Q2(ϑ) = Q2
min +

1
2

∑

i,j

(
∂2Q2

∂ϑi∂ϑj

)

ϑ=ϑ̂

(ϑi − ϑ̂i)(ϑj − ϑ̂j). (9.9.10)

从而估计值的协方差矩阵可表示为

V −1
ij (ϑ̂) =

1
2

(
∂2Q2

∂θi∂θj

)

ϑ=ϑ̂

. (9.9.11)

在不满足上述两项条件时, 式 (9.9.11) 只是近似地正确.

在观测值服从期望值为真值的正态分布、并满足上述两项条件这种最简单情

形下, 式 (9.9.10) 右边的第二项是 χ2(L −K) 变量, L 是待估计参数的个数, K 是

独立的线性约束方程个数. 特别当只有两个独立参数 (L−K = 2) 时, Q2(ϑ) 表面

和一组平面

Q2(ϑ) = Q2
min + a

(a取不同数值)的截线构成一组同心椭圆,这组同心椭圆确定了两个参数的联合置

信域,该置信域包含参数 ϑ真值的概率量由 χ2(2)和 a的数值决定. 当 a = 12, 22, 32

时,求得的椭圆置信域的联合置信概率量为 39.3%, 86.5%和 98.9%. 这与 8.6.3节中

讨论的两个参数的联合似然域的确定方法相似. 在一般的多个未知参数的估计问

题中, Q2(ϑ) 超表面与

Q2(ϑ) = Q2
min + a (9.9.12)

超平面的截线构成了参数 ϑ = {ϑ1, · · · , ϑL} 的超椭圆联合置信域, 置信概率由

χ2(L − K) 的概率密度的积分 (下限为 −∞, 上限为 a) 给定. 对于同样的 a 值,

独立参数越多,对应的置信概率越小;反之,要保持相同的置信概率,独立参数越多,

a 值就越大.
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对于非线性模型的估计问题, 置信区间仍由式 (9.9.12) 确定, 不论 Q2(ϑ) 是不

是参数的二次函数, 也不论观测值是否服从正态分布, 置信概率都可由相应自由度

的 χ2 分布概率密度积分来估计 (下限为 −∞, 上限为给定值 a, 其中 a = 1 对应的

置信域相当于参数的标准误差). 显然, 这些都只是近似的结果, 近似程度的好坏取

决于 Q2(ϑ) 表达式中 ϑ 高次项的大小, 以及观测的分布对于正态的偏离程度.

9.10 协方差矩阵未知的多个实验结果的合并

如 9.1 节所述, 若在 N 个观测点 X1, · · · , XN 得到测量值 Y1, · · · , YN , 相应的

测量值真值 η1, · · · , ηN 为未知. 假定理论模型

ηi = f(ϑ1, · · · , ϑL;Xi), L 6 N

描述了真值 ηi 与 Xi 的函数关系,该函数与待估计的未知参数 ϑ = {ϑ1, · · · , ϑL}相
关, 则最小二乘原理告诉我们, ϑ 的最优估计值是使量

Q2 =
N∑

i=1

N∑

j=1

(Yi − ηi)(V∼
−1(Y ))ij(Yj − ηj)

达到极小的参数值 ϑ̂. 其中 V
∼

(Y ) 是 N 个观测值 Y1, · · · , YN 的协方差矩阵.

本章此前的全部讨论都建立在协方差矩阵 V
∼

(Y ) 已知的基础之上. 然而实际

情况中不乏只知道 Y 的数值、并知道不同的测量值 Yi 之间存在相互关联, 但其协

方差矩阵 V
∼

(Y ) 不确切知道或无法定量确定的情况. 这样, 此前叙述的方法不能用

来求得未知参数 ϑ 的估计及其误差.

本节将讨论测量值协方差矩阵 V
∼

(Y ) 未知情形下估计未知参数及其误差的方

法. 我们来讨论一种比较简单的情形. 假定 N 个实验对同一个物理量进行测量得

到了 N 个测量值 Yi ± σi(i = 1, · · · , N). 按照惯常的理解, Yi 是第 i 个实验对物理

量 η 的最优估计, Yi± σi 确定了 η 的 68.3%置信度的区间. 我们的问题是怎样从这

N 个测量结果求得物理量及其误差的合并估计.

在这一问题中, 观测值真值 η 是一个数值而不是矢量, 而且它本身就是待估计

的未知参数. 由上述的一般最小二乘原理可知, 这种情形下 η 的最优估计是使量

Q2 =
N∑

i=1

N∑

j=1

(Yi − η)(V
∼
−1)ij(Yj − η) (9.10.1)

达到极小来求得, 其解为

η̂ =




N∑

i,j=1

(V
∼
−1)ij



−1 


N∑

i,j=1

(V
∼
−1)ijYj


 , (9.10.2)
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而 η̂ 的方差则为

σ2
η̂ =




N∑

i,j=1

(V
∼
−1)ij



−1

. (9.10.3)

(见式 (9.1.7), 注意此时仅有一个未知参量 η, 即式中的 ηi 需用 η 代替). 若协方差

矩阵 V
∼

(Y ) 已知, 据此即可求得物理量及其方差的最优估计 η̂, σ2
η̂.

当这 N 次实验测量结果是相互独立、不相关联的, 协方差矩阵仅对角元不为

0, 式 (9.10.1) 简化为

Q2(η) =
N∑

i=1

(
Yi − η

σi

)2

, (9.10.4)

η 的最优估计及其方差则为

η̂ =

N∑

i=1

ωiYi

N∑

i=1

ωi

, (9.10.5)

σ2
η̂ =

1
N∑

i=1

ωi

, (9.10.6)

ωi =
1
σ2

i

. (9.10.7)

可以看到, 这与利用极大似然法对同一物理量作 N 次独立观测求期望值及其方差

的式 (8.2.2)∼(8.2.4) 完全相同.

假定测量值 Yi是期望值 η,方差 σ2
η 的正态变量,式 (9.10.4)表示的 Q2是 N−1

个独立的标准正态变量的平方和 (有一个待定参数 η), 因而是自由度 N−1 的 χ2

变量, Q2(η̂) 的期望值为 N−1(见 4.14 节). 可见, 在测量值服从正态分布的假设下,

量 Q2(η̂) 的值与自由度 N−1 的差异可以反映不同测量值 Yi 之间的关联程度. 当

Q2(η̂) 接近 N−1, 各测量值之间是相互近似独立的. 反之, 若 Q2(η̂) 与 N−1 差别

明显, 则可能是各次测量报导的误差 σi 不精确, 或者各次测量之间存在不可忽略

的相互关联. 下面我们来讨论后一种情况.

即使在多次测量存在关联的情形下,式 (9.10.5)求得的参数估计值 η̂ 虽然不一

定是最优估计, 但只要每个测量值 Yi 是 η 的无偏估计, 则 η̂ 也是 η 的无偏估计.

由于我们现在处理的是协方差矩阵未知的情形,无法用式 (9.10.2)求得 η 的精确估

计, 所以我们仍用式 (9.10.5) 计算 η 的估计值 η̂. 以下的讨论集中在如何处理多次

测量存在关联, 但协方差矩阵求知条件下方差 σ2
η̂ 的估计问题.
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(1) Q2(η̂) > N−1 的情形.

这种情形对应于多次测量值之间存在负关联,即协方差矩阵的非对角矩阵元为

负值. 当多次测量相互独立, 这种情形对应于各次测量的误差 σi 可能过低估计了,

于是利用名义 σi 值和式 (9.10.6) 求得的 σ2
η̂ 值将小于真实方差. 文献 [64] 建议的

处理方法是定义标度因子 f

f = Q2(η̂)/(N − 1), (9.10.8)

将式 (9.10.7) 中的 σ2
i 用 fσ2

i 代替来求得 σ2
η̂, 这相当于将原来的方差增大了 f 倍.

这样得到的方差可能是偏大的, 因而是保守的, 因为在负关联的情形下, 式 (9.10.6)

求得的方差值已经大于真实的方差了. 这种保守的处理是为了保证实验结果的稳

健性 (robustness).

(2) Q2(η̂) < N−1 的情形.

这种情形对应于多次测量值之间存在正关联,即协方差矩阵的非对角矩阵元为

正值. 这时用式 (9.10.6) 求得的方差 σ2
η̂ 可能比真实的方差小. 文献 [65] 对这种情

况建议的处理方法是建立一个等效的协方差矩阵 C
∼

, 其矩阵元为

Cii = σ2
i , Cij = fσiσj , i 6= j, i, j = 1, · · · , N, (9.10.9)

即认为不同测量之间的关联系数同为正常数 f , f 由下式求得：

χ2(f) =
N∑

i,j=1

(Yi − η̂)(Yj − η̂)(C
∼
−1)ij = N − 1. (9.10.10)

由此可求得估计量 η̂ 的方差

σ2
η̂ =

N∑

i,j=1

ωiωjCij

(
N∑

i=1

ωi

)2 . (9.10.11)

当 f = 0, Cij = 0(i 6= j),
N∑

i,j=1

ωiωjCij =
N∑

i=1

ω2
i Cii =

N∑

i=1

ωi, 式 (9.10.11) 回到 N 次

独立测量情况下 σ2
η̂ 的表达式 (9.10.6).

式 (9.10.11) 可表示为：

σ2
η̂ =

N∑

i,j=1

ωiωjCij

(
N∑

i=1

ωi

)2 =

N∑

i=1

ωi + 2
N∑

j>i

ωiωjCij

(
N∑

i=1

ωi

)2 =
1

N∑

i=1

ωi

+

2
N∑

j>i

ωiωjCij

(
N∑

i=1

ωi

)2 .
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其中右边第一项正是式 (9.10.6), 即不考虑关联情形下的方差估计, 而第二项当 f

大于 0时恒为正. 故可知, 考虑各测量值之间存在正关联情形下求得的误差恒大于

各测量值独立情形下的误差.

例 9.13 强作用常数 αS 的合并估计[75]

设在不同的质心系能量下测定的强作用常数在 Z0 粒子质量处的值 αS (MZ)

的数据如表 9.2所示,其中的误差都包含了理论误差,即测量误差是相关的,试确定

它们的合并估计.

表 9.2 强作用常数 αS(MZ) 的测量数据

Ecm(GeV) αS(MZ) σ

183 0.121 0.006

189 0.121 0.005

195 0.122 0.006

201 0.124 0.006

206 0.124 0.006

解 利用协方差未知情形下的解法求解. 先根据多次独立测量的式 (9.10.5),

求得合并估计

α̂S (MZ) ≡ η̂ =

N∑

i=1

ωiYi

N∑

i=1

ωi

= 122.3× 10−3.

(
注：ωi =

1
σ2

i

)

若用独立测量的式 (9.10.4) 计算 Q2(η̂), 则有

Q2(η̂) = 0.28 < N − 1 = 4.

这种情形对应于多次测量之间存在正关联, 用独立测量的式 (9.10.6) 计算求得的

αS (MZ) 的合并估计误差

ση̂ =
1√√√√
N∑

i=1

ωi

= 2.6× 10−3

可能比真实的方差小.

现在按式 (9.10.9) 建立等效协方差矩阵 C
∼

(为计算方便起见, 下面的计算中暂
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时忽略数据中的因子 10−3, 到最后再加上)：

C
∼

=




36 30f 36f 36f 36f

30f 25 30f 30f 30f

36f 30f 36 36f 36f

36f 30f 36f 36 36f

36f 30f 36f 36f 36




用软件包 mathematica 求逆矩阵得

C
∼
−1 =




a b d d d

b e b b b

d b a d d

d b d a d

d b d d a




其中,

a =
1 + 3f

36 (1 + 3f − 4f2)
, b =

−f

30 (1 + 3f − 4f2)
,

d =
−f

36 (1 + 3f − 4f2)
, e =

1 + 3f

25 (1 + 3f − 4f2)
.

根据式 (9.10.10) 有

χ2(f)=
N∑

i,j=1

(Yi − η̂)(Yj − η̂)(C
∼
−1)ij = N − 1 = 4

= (−1.3 − 1.3 − 0.3 1.7 1.7) C
∼
−1




−1.3

−1.3

−0.3

1.7

1.7




.

由此可求得 (f − 0.930 679) (f + 0.249 979) = 0, 即 f 有两个解, f = −0.250 0 和

f = 0.930 7. 前面已述, Q2(η̂) = 0.28 < N − 1 = 4 这种情形对应于多次测量之间存

在正关联, 所以应取 f = 0.930 7.

根据式 (9.10.11) 求得估计量 η̂ 的方差

σ2
η̂ =

N∑

i,j=1

ωiωjCij

(
N∑

i=1

ωi

)2 =
1

N∑

i=1

ωi

+

2
N∑

j>i

ωiωjCij

(
N∑

i=1

ωi

)2 = 2.62 + 24.45 = 31.21.
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于是有 (现在加上因子 10−3)

ση̂ = 5.59× 10−3.

它比用独立测量的式 (9.10.6) 计算求 αS (MZ) 的合并估计误差 ση̂ = 2.6× 10−3 明

显要大. 最终得到 αS (MZ) 的合并估计及误差为

α̂S (MZ) = 0.122 3± 0.005 6.

我们注意到, 5 次测量值的合并估计量 η̂ 的误差 ση̂ = 0.005 6 与单次测量值

的误差 0.006 几乎没有什么差别, 这一事实可以这样理解：因为每一单次测量中

包含公共的误差, 这一公共误差占了误差的绝大部分 (这由各测量值之间存在着

f = 0.930 7 的正关联可以断定), 而测量次数的增加不可能减小这种公共误差.
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皮尔逊引入的矩法是最古老的估计方法. 应用矩法求未知参数的估计量直观

而又简便, 它不需要知道总体的分布函数, 而是只包含子样测定值的特定函数的计

算. 矩法估计量是相合估计量, 但由于没有利用总体的分布函数, 矩法估计量一般

不是有效或充分估计量. 虽然它缺乏理论上的最优性质, 由于其易行性, 在某些问

题中仍然被广泛地使用.

10.1 简单的矩法

从辛钦大数定理知道 (5.1 节), 若总体 X 有有限的数学期望 E(X) = µ, 则子

样平均
1
n

n∑

i=1

Xi 依概率收敛于 µ. 这使我们可以设想, 在利用子样 (测定值) 对总

体中包含的未知参数 ϑ作估计时,可以用各阶子样矩作为总体 X 的各阶矩的估计.

设 X1, X2, · · · , Xn 是总体 X 的一组观测 (子样), 总体 X 的概率密度函数

f(x|ϑ) 中包含待估计的未知参数 ϑ = {ϑ1, · · · , ϑk}. 总体的 r 阶原点矩按定义为

(2.4 节)

λr(ϑ) =
∫

Ωx

xrf(x|ϑ)dx, r = 1, 2, · · · , (10.1.1)

其中 Ωx 为变量 X 的取值域. 而子样 {X1, X2, · · · , Xn} 的各阶原点矩定义为 (6.2

节)

Λr =
1
n

n∑

i=1

Xr
i , r = 1, 2, · · · . (10.1.2)

将子样的各阶矩作为总体各阶矩 (它们是参数 ϑ 的函数) 的估计量, 即令它们的数

值相等, 得到一组方程

λ1(ϑ) = Λ1(X1, X2, · · · , Xn),

λ2(ϑ) = Λ2(X1, X2, · · · , Xn),
...

λk(ϑ)= Λk(X1, X2, · · · , Xn).

(10.1.3)

该方程组的解 ϑ̂j = ϑ̂j(X1, X2, · · · , Xn), j = 1, · · · , k 称为参数 ϑ的矩法估计量ϑ̂ =

{ϑ1, · · · , ϑk}. 因为有限阶的子样矩不能包含总体的全部信息, 一般说来, 矩法估

计量不是总体的充分估计量, 其有效性也较极大似然估计量为差.
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式 (10.1.2) 中 Λr 是 λr 的无偏估计量, 因为

E(Λr) = E

(
1
n

n∑

i=1

Xr
i

)
= λr (10.1.4)

与无偏性的要求一致.

现在推导 Λr 的方差

V (Λr)= E
[
(Λr − λr)2

]
= E

(
Λ2

r

)− λ2
r

= E




(
1
n

n∑

i=1

Xr
i

)
 1

n

n∑

j=1

Xr
j





− λ2

r

=
1
n2

E




n∑

i=1

X2r
i +

n∑

i=1

∑

j 6=i

Xr
i Xr

j


− λ2

r

=
1
n2

[
nλ2r + n(n− 1)λ2

r

]− λ2
r,

其中已用到了各 Xi 之间的相互独立性, 于是最后有

V (Λr) =
1
n

(
λ2r − λ2

r

)
. (10.1.5)

由相似的推导可得协方差的表达式

cov(Λr,Λs) =
1
n

(λr+s − λrλs). (10.1.6)

显然, 当 r = 1 时, 得到总体一阶原点矩 (即总体期望值) 的矩法估计量

µ̂ = Λ1 =
1
n

n∑

i=1

Xi = X̄.

而总体方差可表示为 (见 2.4 节)

σ2(X) = µ2 = λ2 − λ2
1.

所以它的矩法估计量为

σ̂2 = Λ2 − Λ2
1 =

1
n

n∑

i=1

X2
i − X̄2,

而 µ̂ 的方差根据式 (10.1.5) 有

V (µ̂) =
1
n

(λ2 − λ2
1) =

σ2

n
≈ σ̂2

n
.
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式 (10.1.5) 表明, r 阶子样矩的方差与总体更高的 2r 阶原点矩有关. 因此, 即

使子样容量 n 很大, 如果总体概率密度有比较长的尾巴, V (Λr) 的值与 Λr 的值相

比仍然不很小, 即估计量的误差不很小. 因此, 式 (10.1.3) 的简单矩法估计在实际

中使用不多.

10.2 一般的矩法

对于总体 X, 简单的矩法是利用 X 的各阶子样矩作为 X 的各阶矩的估计量,

由于后者是总体包含的未知参数 ϑ 的函数, 故通过各阶矩与参数 ϑ 的适当变换即

得到 ϑ的矩法估计量. 而在一般的矩法中,首先要选择总体 X 的一组适当函数,然

后用子样测定值构造这些函数的估计量,通过函数与待估计参数 ϑ之间的变换,即

得到 ϑ 的估计量. 由此可见, 简单矩法是一般矩法的特例.

在下面的讨论中, 变量 x 可以包含一个以上的分量 (即 x 可以是矢量), Xi 表

示第 i 个事件中所有分量的测量值.

首先讨论总体只含一个待估计参数的情形. 这时只需考虑选择一个函数 g(x).

令总体概率密度为 f(x|ϑ), 则 g(x) 的期望值是

E[g(x)] ≡ γ(ϑ) =
∫

Ω

g(x)f(x|ϑ)dx. (10.2.1)

取 g(x) 的子样平均作为 γ(ϑ) 的估计量

γ̂(ϑ) = g(x) ≡ 1
n

n∑

i=1

g(Xi), (10.2.2)

其方差为

V (γ̂) =
(

1
n

)2

V

[
n∑

i=1

g(Xi)

]
=

1
n

V [g(x)], (10.2.3)

其中 V [g(x)] 可代之以从子样得到的估计值

V [g(x)] ≈ S2
g =

1
n− 1

n∑

i=1

[g(Xi)− g(x)]2. (10.2.4)

于是有

V (γ̂) ≈ 1
n(n− 1)

n∑

i=1

[g(Xi)− g(x)]2, (10.2.5)

或

V (γ̂) ≈ 1
n(n− 1)





n∑

i=1

g2(Xi)− 1
n

[
n∑

i=1

g(Xi)

]2


 . (10.2.6)
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这样, 式 (10.2.2) 和式 (10.2.6) 给出了函数 γ(ϑ) 及其方差的矩法估计量, 通过参数

ϑ 与 γ(ϑ) 之间的变换, 便可求得 ϑ 及其方差的矩法估计量.

现在假定总体概率密度 f(x|ϑ) 中含 k 个未知参数 ϑ = {ϑ1, · · · , ϑk}, 选择一
组 k 个线性独立的函数 g1(x), g2(x), · · · , gk(x), 它们的期望值是

E[gr(x)] ≡ γr(ϑ) ≡
∫

Ω

gr(x)f(x|ϑ)dx, r = 1, · · · , k. (10.2.7)

这些期望值是参数 ϑ 的函数, 它们的估计值可取为

γ̂r(ϑ) = gr(x) ≡ 1
n

n∑

i=1

gr(Xi), r = 1, · · · , k. (10.2.8)

对于 γ̂ = {γ̂1, · · · , γ̂k} 中各分量之间的协方差矩阵元素, 我们有

Vrs(γ̂)≈ 1
n(n− 1)

n∑

i=1

[gr(Xi)− gr(x)] [gs(Xi)− gs(x)]

=
1

n(n− 1)

{
n∑

i=1

gr(Xi)gs(Xi)− 1
n

[
n∑

i=1

gr(Xi)

][
n∑

i=1

gs(Xi)

]}
.(10.2.9)

如果总体概率密度可用一组 k 个正交函数 ξr(x) 来表示,

f(x|ϑ) = β +
k∑

r=1

ϑrξr(x), (10.2.10)

其中 β 是归一化常数, 则矩法估计变得十分简单. 正交函数 ξr(x) 满足
∫

Ω

ξr(x)ξs(x)dx = δrs, s = 1, 2, · · · , k, (10.2.11)

∫

Ω

ξr(x)dx = 0, r = 1, 2, · · · , k. (10.2.12)

ξr(x) 的期望值为

E[ξr(x)] =
∫

Ω

ξr(x)f(x|ϑ)dx

= β

∫

Ω

ξr(x)dx +
k∑

s=1

ϑs

∫

Ω

ξr(x)ξs(x)dx = ϑr. (10.2.13)

因此, 参数 ϑr 的无偏估计量可用函数 ξr(x) 的子样平均表示

ϑ̂r = ξr(x) ≡ 1
n

n∑

i=1

ξr(Xi), r = 1, · · · , k. (10.2.14)
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由函数 ξr(x) 的正交性可知, 当 r 6= s 时, 有 cov(ϑ̂r, ϑ̂s) = 0. 故 ϑ̂r 的误差由方差

的近似式 (10.2.9) 求得

Vrr(ϑ̂) ≡ S2
r =

1
n− 1

[
1
n

n∑

i=1

ξ2
r (Xi)− ϑ̂2

r

]
, r = 1, 2, · · · , k. (10.2.15)

如果 n 充分大, 方括号中第一项近似地等于 1, 于是有

Vrr(ϑ̂) ≡ S2
r ≈

1
n− 1

(1− ϑ̂2
r), r = 1, 2, · · · , k, (10.2.16)

其中 S2
r 是 ξr(x) 的子样方差.

利用正交函数的另一个突出优点表现在对参数作区间估计十分方便.从中心极

限定理可知, 当 n 很大时, 有
n∑

i=1

ξr(Xi)− nϑr

√
nσr

=
ϑ− ϑr

σr/
√

n
∼ N(0, 1), r = 1, 2, · · · , k, (10.2.17)

其中 σ2
r 是 ξr(x) 关于 ϑr 的方差. 当 n 很大时, 未知量 σ2

r 可用子样方差 S2
r 作为

近似, 后者如式 (10.2.16) 所示, 代入上式, 即得

ϑ̂r − θr

Sr/
√

n
∼ N(0, 1), r = 1, 2, · · · , k. (10.2.18)

因此, 从观测值算得 ϑ̂r 和 Sr 后, 即可由标准正态分布来求出 θr 的近似置信区间.

当 r 6= s, ϑr 与 ϑs 之间是相互独立的, 故这样求得的参数 ϑ = {ϑ1, · · · , ϑk} 的各
个分量的置信区间也是相互独立的.

10.3 举 例

例 10.1 反质子极化实验 (3)

在 8.4.3节和 9.5节中已经分别用极大似然法和最小二乘法讨论了反质子极化

中极化量的估计问题, 这里用正交函数的矩法来进行估计. 两次散射平面的法线之

间的夹角 φ 的分布已知为式 (8.4.13) 所示

f(cos φ|α) =
1
2
(1 + α cos φ), −1 6 cos φ 6 1,

其中待估计的未知参数是 α, 它等于极化量 P 的平方, 即 α = P 2.

f(cos φ|α) 的形式与用正交函数表示的概率密度式 (10.2.10) 不同. 为此, 我们

引入新的变量

x = cos ϕ, ξ(x) =

√
3
2
x, α′ =

α√
6
. (10.3.1)
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于是 f(cos ϕ|α) 可写成

f(x|α′) =
1
2

+ α′ξ(x).

函数 ξ(x) 满足式 (10.2.11)、式 (10.2.12) 的要求, 因此, 可直接引用式 (10.2.14)、式

(10.2.16) 的结果, 得到 α′ 的无偏估计

α̂′ = ξ(x) =
1
n

n∑

i=1

√
3
2

cos ϕi,

其方差近似地等于

V
(
α̂′

)
≈ 1

n− 1

(
1− α̂′

2
)

.

根据 α 与 α′ 的关系, 立即有

α̂ =
3
n

n∑

i=1

cos ϕi, (10.3.2)

V (α̂) ≈ 1
n− 1

(3− α̂2). (10.3.3)

如果利用较为精确的式 (10.2.15) 来估计方差, 则有

V (α̂) =
1

n− 1

(
9
n

n∑

i=1

cos2 ϕi − α̂2

)
. (10.3.4)

将这些结果与极大似然估计值作一比较. 由 8.4.3 节的讨论可知, 当 n 充分大

时, α 的极大似然估计值的方差达到最小方差界, 其表达式由 (8.4.14) 给出

VML(α̂) =
1
n

2α3

ln(1 + α)− ln(1− α)− 2α
.

下标 ML 是极大似然法的缩写. 用 MM 表示矩法的缩写, α 的矩法估计量的有效

率 e(α̂MM) 可表示为

e(α̂MM) =
VML(α̂)
VMM(α̂)

=

1
n

2α̂3

ln(1 + α̂)− ln(1− α̂)− 2α̂
1

n− 1
(3− α̂2)

. (10.3.5)

当 n 充分大并且 α̂ ¿ 1, 有近似式

e(α̂MM) ≈ 1− 4
15

α̂2. (10.3.6)

因此, 当极化量 P (=
√

α) 很小时, 矩法估计量的有效率接近于 1. 如 P = 0.1 和

0.3, 矩法估计量的有效率分别是 0.99997 和 0.998.
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例 10.2 粒子角动量分析 (2)

在 9.5 节中利用最小二乘法对粒子反应

π+ N → N + B

πa + πb

中粒子 B 的自旋角动量 J 进行了分析, 现在我们用正交函数的矩法来进行讨论.

自旋为 J 的 B 粒子衰变为两个 π 介子的角分布如式 (9.5.16) 所示,

W (Ω) = f(cos ϑ, ϕ) =
j=2J∑

j=0,2,4,···

m=j∑

m=−j

CjmY m
j (cos ϑ, ϕ),

其中 Y m
j 是球谐函数, 它有如下性质：

∫

4π

Y m
j (Ω)Y ′m′

j (Ω)∗dΩ = δjj′δmm′ ,

∫

4π

Y m
j (Ω)dΩ = 0,

其中 * 表示复数共轭. 特别是 Y 0
0 (cos ϑ, ϕ) 为一常数 Y 0

0 =
1√
4π

. 故当 J = 0 时

W (Ω) = C00Y
0
0 =

1√
4π

C00.

为了满足归一化条件

∫

4π

W (Ω)dΩ = 1, 必有 C00 =
1√
4π

, 所以上面 W (Ω) 的公式

可改写为

W (Ω) =
1
4π

+
j=2J∑

j=2,4,···

m=j∑

m=−j

CjmY m
j (Ω). (10.3.7)

上述概率密度 W (Ω) 具有式 (10.2.10) 的形式, 因为 Y m
j (Ω) 具有正交性, 故可用式

(10.2.14) 和式 (10.2.16) 来估计参数 Cjm 及其方差

Cjm = Y m
j (Ω) =

1
n

n∑

i=1

Y m
j (cos θi, ϕi),

V (ĉjm) ≈ 1
n− 1

(1− C2
jm), j = 2, 4, · · · , 2J, m = −j, · · · , j.





(10.3.8)

可见, 对系数 Cjm 的正交函数矩法估计比 9.5 节叙述的最小二乘估计的计算要容

易得多.

例 10.3 矩法应用于多个实验结果的合并
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假定利用同一组正交函数在两个实验中求得同样参数 ϑ 的矩法估计 ϑ(1) 和

ϑ(2), 两个实验的事例数分别是 n1 和 n2, 那么 ϑ 的第 r 个分量的实验合并结果可

表示为

ϑ̂r =
1

n1 + n2

n1+n2∑

i=1

ξr(Xi) =
n1

n1 + n2
ϑ̂(1)

r +
n2

n1 + n2
ϑ̂(2)

r

r = 1, 2, · · · , k.

, (10.3.9)

这正是两个实验各自的矩法估计量的加权求和. 其方差是

V (ϑ̂r) ≈ 1
n1 + n2 − 1

(1− ϑ̂2
r), r = 1, 2, · · · , k. (10.3.10)

如果利用非正交函数的矩法对参数 ϑ 作估计, 则每个实验的估计量将与非对

角的协方差矩阵元素有关, 就不存在式 (10.3.9)、式 (10.3.10) 的简单关系. 合并估

计值及其误差必须用更精细的计算方法, 例如, 用 9.2.3 节描述的最小二乘途径.

10.4 矩法、极大似然法和最小二乘法的比较

当根据一组实验数据来确定一组未知参数的估计值及其误差时,可以选择不同

的参数估计方法,如第 8章、第 9章和本章讨论的极大似然法、最小二乘法和矩法.

选择哪一种方法首先取决于该方法所得估计量的统计性质. 第 7章里已经阐明, 一

个好的估计量应有如下的一般统计性质：

(1)相合性——当观测数目 n(子样容量)增大时,由估计量算得的估计值收敛

于参数真值;

(2) 无偏性 —— 不论子样容量 n 的大小, 估计量算得的估计值与参数真值不

存在系统的偏离;

(3) 有效性 —— 估计量服从的分布对于它的期望值 (对于无偏估计即为参数

真值) 具有最小方差;

(4) 充分性 —— 估计量包含了观测值对于未知参数的全部信息.

其次, 估计方法的选择还应考虑到一些实际的因素, 例如, ① 估计量的公式应

当尽可能简单、易行; ② 所需的计算机程序应当不太复杂, 尽可能利用计算机程序

库的现有程序, 例如矩阵求逆, 函数极小化程序大多现成可得; ③ 计算估计值所需

的计算机内存和机时应当尽可能节省等.

估计量的统计最优性质与实际因素的考虑在实际问题中有时会互相抵触. 必

须根据问题的要求来决定哪些因素放在优先的地位, 从而选择适当的参数估计方

法.
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本节通过一个简单的例子, 即 8.4.3 节、9.5 节和 10.3 节中讨论过的反质子极

化实验的模拟数据, 利用三种不同参数估计方法估计同一个待定参数及其误差, 以

对这三种方法进行比较.

10.4.1 反质子极化实验的模拟

在质子、反质子双散射中,两次散射的散射平面法线之间的夹角 α的理论分布

是 (见式 (8.4.13))

f(x|α) =
1
2
(1 + αx), −1 6 x 6 1, (10.4.1)

其中 x = cos φ. 符合这种理论分布的双散射事例可以用蒙特卡罗方法 (见第 14章)

用计算机进行模拟. 设 r 为 [0, 1] 区间内均匀分布的随机数, 令

cos φi = 2r1 − 1. (10.4.2)

对于给定的 α 值, 如果满足

f(cos φi|α) =
1
2
(1 + α cos φi) > r2, (10.4.3)

那么就构成一个模拟“事例”, 该“事例”的 cos φ 测量值如式 (10.4.2) 所示.

对于两个 α 值：α = 0.09(极化量 P =
√

α = 0.3) 和 α = 0.25(P = 0.5) 各产生

了容量 n = 10, 100, 1000, 10000 四组模拟子样值, 这也就是八个模拟的反质子极化

实验的“事例数据”. 图 10.1 是这八个模拟实验中“测量”到的事例 cos φ 值的直

方图, 图中虚线是“理论”分布 f(x|α), 以“实验事例”总数 n 作为归一化因子. 由

图可直观地看到,“实验测量”与“理论分布”合理地一致. 下面利用这些子样观测

值通过三种不同的参数估计方法来估计“未知”参数 α 及其误差, 并考察所得结果

与 α 的实际值 (α = 0.09 和 0.25) 的符合程度.

10.4.2 不同估计方法的应用

通过不同的估计方法, 利用图 10.1 所示的模拟数据对参数 α 及其误差进行估

计, 其结果列于表 10.1 中. 下面我们逐一地说明这些结果是如何求得的.

(1) 矩法.

由 10.2 节讨论的正交函数矩法可知, α 的估计是

α̂ =
3
n

n∑

i=1

Xi. (10.4.4)

当子样容量 n 很大时, α̂ 的方差

V (α̂) =
1

n− 1
(
3− α̂2

)
. (10.4.5)
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对于 n 6 100, 采用小样公式

V (α̂) =
1

n− 1

(
9
n

n∑

i=1

X2
i − α̂2

)
. (10.4.6)

图 10.1 反质子极化实验的蒙特卡罗模拟数据的直方图

图中 x = cos φ, α 是与极化量 P 有关的参数, n 表示事例数, 虚线表示理论分布 f(x|α)

(2) 极大似然法.

本问题中似然函数为

L(X1, X2, · · · , Xn|α) =
n∏

i=1

1
2
(1 + αXi),

似然函数的对数为

lnL = −n ln 2 +
n∑

i=1

ln(1 + αxi). (10.4.7)
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α 的估计值及其误差可由图像法确定. 图 10.2 是八个实验的 lnL-α 标绘. lnL 的

峰值对应的 α 值即为其极大似然估计值 α̂, α̂ 的误差由 lnL 曲线与直线 lnL =

lnLmax − 0.5 的两个交点确定, 两个交点对应的 α 值与 α̂ 之差构成了“上差”∆α̂U

和“下差”∆α̂L. 由图可见, 即使子样容量小到 n = 10, lnL 也几乎是对称的抛物

线, 因此, 误差 ∆α̂ 可近似地取为 ∆α̂U 和 ∆α̂L 的平均值.

图 10.2 反质子极化实验模拟数据的似然函数图

InL 由文中式 (10.4.7) 表示, α 为待估计参数. 图中 α̂ 为极大似数估计值,

∆α̂U , ∆α̂L 分别是“上差”和“下差”

除了用图像法确定 α̂的误差外,表 10.1还列出了根据解析的大样公式 (8.4.14)

求得的 ∆α̂ 数值

V (α̂) =
1
n

2α3

ln(1 + α)− ln(1− α)− 2α
. (10.4.8)
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表 10.1 反质子极化实验模拟数据用不同的估计方法得到的参数 α 估计值及其误差

模拟实验 子区间数 参数估计值 参数估计值的误差 ∆α̂

的参数
估计方法

N α̂ 解析公式 图像法 方差下界

MM — 0.42 0.62 —

(a) ML — 0.38 0.52 0.47

α = 0.09 ML(直方图) — — — — 0.54

n = 10 LS (4) (0.15) — (0.53)

LS(简化) (4) (0.16) (0.55) —

MM — 0.172 0.175 —

(b) ML — 0.170 0.171 0.173

α = 0.09 ML(直方图) — 0.177 — 0.174 0.173

n = 100 LS 10 0.175 — 0.172

LS(简化) 10 0.183 0.165 —

MM — 0.078 0.055 —

(c) ML — 0.080 0.054 0.056

α = 0.09 ML(直方图) 50 0.080 — 0.056 0.054

n = 1000 LS 50 0.075 — 0.054

LS(简化) 50 0.109 0.052 —

MM — 0.093 0.0173 —

(d) ML — 0.093 0.0173 0.0173

α = 0.09 ML(直方图) 100 0.093 — 0.0172 0.0173

n = 1000 LS 100 0.092 — 0.0175

LS(简化) 100 0.095 0.0172 —

MM — 0.21 0.44 —

(e) ML — 0.40 0.52 0.71

α = 0.25 ML(直方图) — — — — 0.54

n = 10 LS (4) (0.05) — (0.69)

LS(简化) (4) (0.40) (0.43) —

MM — 0.215 0.164 —

(f) ML — 0.240 0.170 0.178

α = 0.25 ML(直方图) 10 0.251 — 0.180 0.170

n = 100 LS 10 0.250 — 0.180

LS(简化) 10 0.224 0.154 —

MM — 0.211 0.055 —

(g) ML — 0.210 0.054 0.054

α = 0.25 ML(直方图) 50 0.207 — 0.054 0.054

n = 1000 LS 50 0.200 — 0.057

LS(简化) 50 0.215 0.054 —

MM — 0.262 0.0171 —

(h) ML — 0.258 0.0170 0.0172

α = 0.25 ML(直方图) 100 0.259 — 0.0168 0.0170

n = 10000 LS 100 0.258 — 0.0170

LS(简化) 100 0.260 0.0169 —

注：表中 MM 为矩法, ML 为极大似然法, LS 为最小二乘法.
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(3) 直方图数据的极大似然估计.

将 x = cos φ 的取值域 [−1, 1] 划分为 N 个子区间, 第 i 个子区间中包含 ni

个事例, 于是未知参数 α 的极大似然估计可对函数求极大值得出 (见 8.7 节), 式中

pi(α) 是对于给定的参数 α 值, 事例落在 i 子区间的概率. 第 i 子区间中变量 x 的

取值为 xi ∼ xi + ∆xi, 故概率 pi(α) 可由概率密度在该子区间的积分值表示

pi(α) =
∫ xi+∆xi

xi

1
2
(1 + αx)dx = ai + abi, (10.4.9)

其中, ai ≡ 1
2
∆xi, bi ≡ 1

2
∆xi

(
xi +

1
2
∆xi

)
. 代入 lnL 的表达式, 有

lnL(n1, · · · , nN |α) =
N∑

i=1

ni ln
{

1 + α

(
xi +

1
2
∆xi

)}
+常数. (10.4.10)

直方图数据的极大似然法只对大子样容量才有实际意义,可节省计算时间而估计量

的误差与实际误差很接近. 这里我们对 n 6 100 的小子样事例也作这样的处理, 目

的只是为了进行比较. 所得结果列于表 10.1, 其中估计值的误差是由图像法 (曲线

lnL 与直线 lnL = ln Lmax − 0.5 的交点) 求出的.

(4) 最小二乘法.

与 (3) 相同, 第 i 子区间中的事例数用 ni 表示, 全部 N 个子区间中共有 n 个

事例, 用最小二乘作法作参数估计时, Q2 函数的形式为

Q2 =
N∑

i=1

[ni − npi(α)]2

npi(α)
, (10.4.11)

其中 pi(α) 已由式 (10.4.9) 给定.

对于八个实验, 函数 Q2 作为 α 的函数的标绘见图 10.3, 极小值 Q2
min 对应的

α 值即最小二乘估计 α̂. 函数 Q2 的曲线与直线 Q2 = Q2
min + 1 的两个交点确定了

估计值 α̂ 的误差. n = 10 的两个实验中的某些观测频数过小, 不满足应用最小二

乘法的必要条件 (见 9.5 节的讨论), 故其数值在表 10.1 中用括号括起来以示区别.

(5) 简化最小二乘法.

如 9.1 节所述, 对于简化最小二乘法, Q2 函数的形式为

Q2 =
N∑

i=1

[ni − npi(α)]2

ni
. (10.4.12)

本问题中, npi(α) 对参数 α 有线性关系, 故 Q2 是 α 的二次函数, 最小二乘估计 α̂

及其误差由解析表达式 (9.5.12) 和式 (9.5.14) 表示

α̂ =
1
n

N∑

i=1

(
bi − naibi

ni

) /
N∑

i=1

b2
i

ni
, (10.4.13)
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∆α̂ =
1
n

(
N∑

i=1

b2
i

ni

)−1/2

, (10.4.14)

其中 ai, bi 的意义与式 (10.4.9) 中相同. 简化最小二乘法求出的 α̂ 及其误差列于表

10.1 中, 其中 n = 10 的两个实验观测频数过小, 不满足应用最小二乘法的条件 (见

9.5 节的讨论), 故其结果用括号括起来以示区别.

图 10.3 反质子极化实验模拟数据的最小二乘估计

Q2 函数由式 (10.4.11) 表示, α 为待估计乘数, α̂ 为最小二乘估计值,∆α̂U , ∆α̂L 分别是“上差”和“下差”

10.4.3 讨论

(1) 参数估计值及其误差.
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根据表 10.1 的数值结果, 可以得出以下结论：

(a) 除子样容量过小 (n = 10) 的情形外, 对每个模拟实验, 不同估计方法求得

的参数估计值 α̂ 一般符合得较好.

(b) 对同样的子样容量 n, 不同估计方法求出的参数误差 ∆α̂ 大致相同.

(c) 估计误差 ∆α̂ 大体上反比于
√

n.

结论 (a) 是很自然的, 因为当子样容量充分大时, 这五种估计量都是相合的和

渐近无偏的. 当 n 很小 (n = 10), 即使利用了数据全部信息的极大似然法, 其估计

值 α̂ 与真值 (α = 0.09, 0.25) 仍有很大差别. 考虑到估计误差 ∆α̂ 相当大, 所以估

计值在误差范围内与真值并非不一致.

估计误差 ∆α̂的方差下界可从克拉美–罗不等式 (式 (7.4.6))计算,对于本问题

的总体分布, 方差下界就是极大似然估计的大子样方差公式 (10.4.8), 方差下界也

已列在表 10.1 中. 可以看到, 对于四种 n 值, 不同估计方法求得的 ∆α̂ 与方差下界

很接近, 这表示这五种估计方法对于小样问题也有很高的有效性. 但是式 (10.4.1)

的概率密度不属于指数族, 因而参数 α的充分估计量不存在, 这五种方法没有一种

是完全有效的 (见 7.5 节的讨论).

由于各种估计方法求出的 ∆α̂ 值与式 (10.4.8) 代表的方差下界相近, 而由式

(10.4.8) 知

V (α̂) ∝ 1
n

,

所以结论 (c) 是完全合理的.

表 10.1 中某些误差 ∆α̂ 值小于方差下界并不是不合理的, 因估计方差是一个

随机变量,而方差下界是估计方差的期望值的下界. 因而,若有 K 组容量 n的子样

(测量值), 对每组测量值求得误差估计值, 这 K 个误差值的平均(当 K 充分大) 总

是高于方差下界对应的误差值, 但其中个别误差值却可以比方差下界小.

(2) 拟合优度.

第 9 章中我们已经指出, 最小二乘法比其他参数估计方法的优越之处在于, 最

小二乘函数 Q2
min 的值是实验数据与理论模型之间拟合优度的定量表述, 因为在一

定条件下, Q2
min 具有确定的分布性质. 如果事例数 n 不很小, Q2

min ∼ χ2(N − L),

N 表示独立的测量个数, L 为待估计的独立参数 (见 9.4.3 节的讨论). 对于一定的

Q2
min 值, 有与之一一对应的 χ2 概率 Pχ2 , Q2

min 比较小 (Pχ2 比较大), 相应于比较

好的拟合优度 (见 9.4.4 节).

表 10.2列出了 n = 100, 1000, 10000的六个实验用一般的和简化的最小二乘法

求出的 Q2
min 值及对应概率 Pχ2 . 本问题中自由度是 (N −1)−1 = N −2, N 表示子

区间数, 因为存在一个约束条件
N∑

i=1

ni = n, 所以独立测量数只有 N − 1个.表 10.2
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的数据表明,这两种最小二乘法在本问题中求出的 Pχ2 概率是相近的. 随着子样容

量 n 的增大, Pχ2 值也增大, 即拟合优度改善; 特别对 n = 10000 的大样情形, Pχ2

接近于可能的最大值 1, 这表明, 蒙特卡罗模拟产生的模拟事例的分布非常接近于

式 (10.4.1) 的理想分布.

表 10.2 反质子极化实验模拟数据的最小二乘估计拟合优度

最小二乘法 简化最小二乘法
模拟实验的参数 子区间数 N

Q2
min Pχ2 Q2

min Pχ2

(b)α = 0.09 n = 100 10 4.6 0.80 4.5 0.82

(c)α = 0.09 n = 1000 50 38.5 0.82 47.3 0.56

(d)α = 0.09 n = 10000 100 49.0 > 0.99 47.9 > 0.99

(f)α = 0.25 n = 100 10 11.7 0.18 11.8 0.17

(g)α = 0.25 n = 1000 50 39.5 0.80 41.7 0.72

(h)α = 0.25 n = 10000 100 39.0 > 0.99 39.5 > 0.99

对于小样问题, Q2
min 的分布性质未知,因而它不能表征最小二乘估计量的拟合

优度. 此外, 矩法和极大似然法不能给出拟合优度.

在实际问题中, 如果统计量 lnLmax 的分布性质为已知, 从 lnLmax 的数值也

可得到拟合优度的信息. 一般地说, lnLmax 的分布是未知的, 但对于一定的 α̂ 和 n

值, 可以构造 lnLmax 的近似概率分布. 方法如下：利用蒙特卡罗技巧产生若干组

容量 n 的子样, 并确定其 α 的估计值, 选出估计值与给定的 α̂ 值相近的 K 组事例

(子样), 如 K 充分大, 这 K 组事例的 lnLmax 值就可构成 lnLmax 的频率分布. 如

果某一组实测数据对应的 lnLmax 值为 lnL′max, 那么该组实测数据的拟合优度近

似地可用 lnLmax 的频率分布从 −∞→ lnL′max 的积分值 (累积分布)来表示,称为

“极大似然概率”.

图 10.4是根据 100组子样容量 n = 10,参数估计值 α̂ 在区间 [0.37, 0.41]内的

独立模拟试验得出的 lnLmax 频率分布及其累积分布. 表 10.1 中的实验 (a) 和 (e)

的参数估计值 α̂ 分别是 0.39 和 0.40, 所以这一频率分布及其累积分布可以作为这

两个实验中 lnLmax 的近似分布. 实验 (a) 和 (e) 的 lnLmax 的实际值分别是 −6.68

和 −6.79,从图 10.4(b)可以看到,表征这两个实验的 α̂值拟合优度的“极大似然概
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图 10.4 n = 10, α ∈ [0.37, 0.41] 的 100 个反质子极化模拟实验得出的 InLmax 分布

(a) 频率分布; (b) 累积频率分布

率”分别是 0.46 和 0.04. 如果用同样的方法对 n = 100 的两个实验 (b) 和 (f) 产生

近似的 lnLmax 的分布, 相应的“极大似然概率”分别是 0.55 和 0.12. 这两个数值

与表 10.2 中给出的最小二乘 χ2 概率 Pχ2 ≈ 0.80 和 0.18 相对应.
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科学实验中经常遇到小信号测量的统计推断问题. 所谓小信号测量, 可以是待

测物理量本身数值很小 (接近于零),或者待测量的现象 (信号)出现的概率很小. 同

时, 实验测量值往往不但包含信号的贡献, 还有来自非信号过程 (本底) 的贡献, 有

时, 后者的贡献甚至要大于前者, 或者两者具有相同的量级. 问题的复杂性还在于

信号和本底往往是随机变量, 都存在统计涨落导致的统计误差; 同时, 由于测量仪

器、测量方法的有限精度导致测量值存在系统误差.

此外,小信号测量的统计推断常常需要考虑测量值真值的物理边界约束. 例如,

根据粒子物理当前的理论预期和实验测量,中微子质量 mν 可能等于零或不为零的

小量. 实验测量中中微子的能量、动量 (从而它的质量) 只能由包含中微子的粒子

反应中其他粒子的能量、动量推算出来. 由于粒子能量、动量测量中存在误差, mν

的值甚至有出现负值的可能性. 然而粒子的质量只可能大于或等于零, 因此在利用

测量值对 mν 真值作点估计和区间估计时, 必须考虑到这一物理约束.

北京谱仪国际合作组利用 e+e− 对撞机测量质心能量 Ecm = 3650, 3686,

3773MeV 处 e+e− → ρη′ 的反应截面 [66], 后者可由下式计算：σ = nsig/Lε, 式

中 nsig 是 e+e− → ρη′ 反应信号事例数, L 是对撞机的积分亮度, ε 是探测器对该

反应末态 ρη′ 的探测效率. L,ε 都是可测量的已知量, 则待测量 σ 完全由 nsig 所

决定. 实验分析中, 先从反应末态中选出一个 ρ 粒子, 研究 ρ 反冲的 ηπ+π− 不

变质量谱 Mηπ+π− (η′ 粒子可衰变为 ηπ+π− 末态) 可以知道是否存在 η′ 粒子. 图

11.1(a)、(b)、(c) 分别是 Ecm = 3650, 3686, 3773MeV 的 Mηπ+π− 分布. 图 (b) 中存

在 Mηπ+π− ∼958MeV(η′ 粒子的质量) 的一个小峰, 表明存在 η′ 粒子, 而图 (a)、(c)

中看不到 η′ 质量峰. 此外从图 (b)、(c) 可见在 η′ 信号区间里 (取为 η′ 粒子质

量 958MeV 左右各 50MeV 的区间, 相应于 Mηπ+π− 不变质量正态分布标准偏差的

±2.5 倍) 显然存在本底的贡献. 根据以上实验观测可知, 在 Ecm = 3686MeV 处, 在

η′ 信号区间内 e+e− → ρη′ 信号事例数 nsig 是一个有限的正数, 实验可给出反应截

面 σ 的测量值及误差, 而在 Ecm = 3650, 3773MeV 处, nsig 可能是一个非常接近零

的小数,实验只能给出一定置信水平下反应截面的上限.这里 nsig 最小只可能是零,

在对 nsig 的真值进行参数估计时, 必须考虑这一物理约束. 对于 e+e− → ρη′ 反应

截面测量而言, 每一个 e+e− → ρη′ 反应事例是其总体的一个子样, 所以信号区间

内子样容量即为 nsig. 在这三个质心能量处, 子样容量 nsig 都很小, 实验对于这三
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个质心能量处的反应截面都只给出一次测量值.

图 11.1 Ecm = 3650(a), 3686(b), 3773(c)MeV 处 e+e− → ρη′ 候选事例的

Mηπ+π− 不变质量谱

图中虚线所示的峰指示如果 η′ 存在其相应的位置和形状

综上所述, 我们可以归纳出小信号测量的参数估计的以下特点：

(1)信号的实验测量值 (如信号事例数)通常是小量,因此对待测信号的实验报

道, 有时只能给出一定置信水平下的上限.

(2) 实验测量值通常同时包含信号和本底的贡献, 而且信号和本底的测量都存

在统计涨落和系统误差.

(3) 信号的测量值存在物理边界值 (不失一般性, 后面的讨论中假定它是信号

下界, 且数值为 0).

(4) 子样容量小, 实验对待测量物理量只能给出少数, 甚至只有一个测量值.

本章针对小信号测量问题的这些特点, 对其参数估计问题进行讨论. 由于信号

真值的点估计总是利用第 8、第 9、第 10 章中介绍的极大似然法, 最小二乘法和矩
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法之一来进行的, 所以本章着重讨论区间估计问题, 而且主要讨论一维区间估计问

题, 即实验只对一个未知参数进行测量的情形.

11.1 经 典 方 法

经典方法的基本思想是奈曼 (J. Neyman)提出的, 所以也称为奈曼方法[67]. 区

间估计经典方法的一般原则在 7.6节中已经叙述. 对于实验只对一个未知参数进行

测量的简单情形, 设待估计参数为 µ, 实验观测值为 x, 所谓区间估计问题, 是要从

实验观测值 x 来确定 µ 的一个区间 µ ∈ [µ1, µ2], 满足

P (µ ∈ [µ1, µ2]) = γ, (11.1.1)

γ 称为置信水平, 也称为涵盖 (coverage) 概率. 显然 µ1, µ2 是观测值 x 的函数. 在

µ–x 的标绘上, 对于一个确定的置信水平 γ, 满足式 (11.1.1) 的置信区间形成一个

置信带 (confidence belt), 如图 11.2 所示.

图 11.2 未知数 µ 和观测值 x 的置信水平 γ 的置信带

置信带是这样构造的, 对任一特定的 µ 值, 找到相应的 x 接受区间 [x1, x2] 满

足关系式

P (x ∈ [x1, x2] |µ ) = γ, (11.1.2)

所有可能的 µ值相应的 x接受区间 [x1, x2]的集合即构成置信水平 γ 的置信带.显

然满足式 (11.1.2)的接受区间有无穷多个.通常使用的中心置信区间和上限置信区

间则是唯一确定的. 所谓中心置信区间, 是指 [x1, x2] 满足

P (x < x1 |µ ) = P (x > x2 |µ ) =
1− γ

2
; (11.1.3)
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而上限置信区间 [xup,∞) 定义为 (图 11.3)

P (x > xup |µ ) = γ. (11.1.4)

对于任一观测值 x, 这样确定的中心置信区间满足

P (µ < µ1|x) = P (µ > µ2|x) =
1− γ

2
, (11.1.5)

而上限置信区间满足

P (µ < µup|x) = γ. (11.1.6)

图 11.3 置信水平 γ 的上限置信带

当我们完成了置信水平 γ 的置信带的构造之后, 对任一特定的实验观测值 x0,

画一条平行于 µ 轴的直线 x = x0, 立即由它与置信带的交点求得未知参量 µ 的中

心置信区间 [µ1, µ2] 或上限值 µup. 于是未知参数 µ 的区间估计问题实际上是置信

带的构造问题, 为此必须了解观测值 x 和待估计参数 µ 之间的概率密度函数.

11.1.1 正态总体

首先讨论一种常见的物理测量问题, 即实验中的观测值 x 服从正态分布, 其期

望值是待估计的未知参数 µ,而且它的方差 σ2 已知 (不失一般性,这里假定 σ = 1).

故观测值与未知参数之间的概率密度函数为

P (x |µ ) =
1√
2π

exp

[
− (x− µ)2

2

]
, (11.1.7)

而且 µ 的物理下界为 0(µ 为 >0 的正数). 知道了概率密度函数式 (11.1.7), 根

据式 (11.1.3)、式 (11.1.4) 立即可画出 γ = 90% 的中心置信带和上限置信带如图

11.4(a)、(b) 所示.
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图 11.4 (a)γ = 90% 中心置信带; (b)γ = 90% 上限置信带

但是对于一个特定的实验测量值 x, 究竟是报道 µ 的中心区间 [µ1, µ2] 还是

上限区间 [0, µup], 到目前为止没有答案,而需要由实验者根据某种附加的要求来确

定. 实验者或许可以采取如下的方式来决定：若测量值 x < 3σ,报道 90%上限区间;

x > 3σ 报道中心区间. 这种方式我们称为基于观测值的突变方式(flip flopping). 同

时由于 µ 的物理下界限定, 当测定值 x 为负值时, 为了保险起见, 把 x 视为 0 并据

此来确定其置信区间. 根据这种策略确定的置信带如图 11.5 所示.

图 11.5 正态假设下突变方式策略相应的 γ = 90% 置信带

根据这种突变方式策略构造的置信带存在两个缺陷.第一个缺陷称为涵盖概率

不足,即对于待估计参量的某些值,其涵盖概率小于所规定的 γ值.例如,当 µ = 2.0,
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由图 11.5 确定的接收区间为 x1 = 2− 1.28 和 x2 = 2 + 1.64, 这一区间内的概率含

量

∫ x2

x1

P (x|µ = 2.0)dx = 0.85, 没有达到规定的 γ = 90% 置信水平的要求. 经典方

法确定的置信带的另一个缺陷是所谓的空集问题. 例如, 当观测值 x = −1.8(这在

实验中是可能出现的), 从图 11.4中找不到相应的 [µ1, µ2]或 µup, 即 µ的置信水平

90%的置信区域是空集, 或者说对于观测值 x = −1.8, 用经典方法推断得到的期望

值落在了物理上不容许的区域.

11.1.2 泊松总体

假定观测值 x(现改写为观测总事例数 n), 服从期望值 µ + b 的泊松分布

P (n |µ ) =
(µ + b)ne−(µ+b)

n!
, (11.1.8)

其中待估计的信号事例数服从泊松分布, 期望值为 µ; 本底事例数则服从期望值

b(已知值)的泊松分布.利用泊松分布的性质可计算出一定置信水平 γ,一定 b值的

置信带, 例如, 图 11.6 给出了 γ > 0.9, b = 3.0 的中心置信带和上限置信带.

因为泊松分布是离散分布, 现在中心置信带和上限置信带的构成要求是

P (µ ∈ [µ1, µ2]) > γ, P (µ 6 µup) > γ, (11.1.9)

这是比较保守的做法, 即要求实际涵盖概率略大于名义的涵盖概率量.

但利用图 11.6 的置信带来确定一定 n 值对应的待估计参数 µ 的置信区间时,

会出现正态分布观测量中类似的问题. 例如, 这里采用 n < 3b 时报道 γ = 90% 上



· 382 · 第 11 章 小信号测量的区间估计

图 11.6 泊松变量的 γ > 90% 的中心置信带 (a) 和上限置信带 (b)

(本底期望值 b = 3.0)

限置信区间, n > 3b 时报道中心置信区间的突变方式策略, 同样会导致实际涵盖概

率低于名义涵盖概率量的问题. 其次, 当 b = 3, 观测值 n = 0 时, µ 的 γ = 90% 置

信区间为空集.

由此可以得出结论,对于实验观测量服从正态分布和泊松分布这种大量遇到的

实验测量而言, 对于我们所讨论的小信号的区间估计问题, 经典方法既不能在报道

待估计参数的中心置信区间或是上限置信区间之间作出合理的选择,又存在涵盖概

率不足和存在空集的缺陷, 因此不是一种适宜的区间估计方法, 有必要发展新的方

法来解决小信号的区间估计问题.

11.2 似然比顺序求和方法

G. Feldman 和 R. Cousins[68] 发展了一种区间估计方法可以克服经典方法的

以上困难和缺陷. 其基本思想是按照似然比大小的顺序对概率密度求和, 以满足式

(11.1.1)、式 (11.1.2) 的要求构造置信带. 对于规定的置信水平 γ, 这一方法根据实

验测量值 x的大小可自动确定对于待估计参量 µ应该报道中心置信区间还是应报

道上限, 因此这一方法被称为似然比顺序 (likelihood ratio ordering) 求和方法或统

一方法 (unified approach).

我们首先从观测值为泊松变量的情况出发来讨论该方法的基本思想,然后推广

到正态分布观测值的情况.
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11.2.1 泊松总体

按照式 (11.1.8)定义的泊松概率分布,对任一给定的观测总事例数 n和已知的

平均本底 b, 使概率 P (n|µ) 达到极大的那个 µ 值定义为 µbest, 即

P (n|µbest) > P (n|µ), µ 6= µbest. (11.2.1)

又根据物理边界要求 µbest > 0(即待估计参数值必须 > 0), 可得到 µbest 的表达式

为

µbest(n, b) = max(0, n− b). (11.2.2)

定义似然比

R(µ, n) ≡ P (n|µ)
P (n|µbest)

=
(

µ + b

µbest + b

)n

eµbest−µ, (11.2.3)

于是对任一特定的 µ 值, 其置信区间 [n1, n2] 可以这样求得：首先用式 (11.2.3) 算

出所有可能的观测值 n = 0, 1, 2, · · · 对应的似然比 R(µ, n) 值, 按 R 值从大到小的

顺序决定每个观测值的秩 r,即 R值最大的 n值其秩 r 定义为 1, R值次大的 n值

其 r = 2, 如此等等. 然后按 r 从小到大的顺序对观测值 n 的概率 P (n|µ) 求和, 直

到满足
∑

r

P (n(r)|µ) > γ, (11.2.4)

n(r) 中的最小值 n1 和最大值 n2 即构成该 µ 值对应的置信水平 γ 的置信区间. 对

所有 µ 值算出相应的 n1 和 n2, 即构成了置信水平 γ 的置信带.

利用似然比顺序求和方法,编制了计算机程序计算了 γ=0.6827, 0.90, 0.95, 0.99,

本底事例数期望值 b = 0 ∼ 15, 观测总事例数 n = 0 ∼20 情况下的信号事例期望值

µ 的置信区间, 列于书末附录表 10.1 到表 10.4. 其中置信区间上、下限的精度好于

0.01. 图 11.7 则给出平均本底 b = 3.0 时置信水平 γ = 90% 的置信带.

与经典方法的相应置信带图 11.6 相比较, 对于大的观测值 n, 两者的结果是相

近的, 似然比方法给出的区间近似于经典方法的中心置信区间. 当观测值 n 比较

小,与本底期望值 b接近时,似然比方法自动给出 µ的上限,即 µ的下限为 0. 例如,

在图 11.7 中, 当 n 6 5 时, µ 的下限均为零. 对于任何观测值 n, 似然比方法确定

的置信水平 γ 的置信区间的上、下限是唯一的, 它的涵盖概率量要求由式 (11.2.4)

得到了保证, 而且不会出现空集的困难. 因此, 似然比方法克服了经典方法的所有

困难.
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图 11.7 平均本底 b = 3.0, 置信水平 γ = 90% 泊松变量的置信带

11.2.2 正态总体

泊松变量的似然比顺序求和方法能以十分相似的方法应用于正态变量. 按照

式 (11.1.7) 定义的正态分布, 对任一给定的观测值 x, 使 P (x|µ) 达到极大的那个 µ

值定义为 µbest, 即

P (x |µbest ) = max P (x |µ ) ; (11.2.5)

并根据物理边界要求 µbest > 0, 可得到 µbest 的表达式

µbest = max(0, x). (11.2.6)

于是有

P (x|µbest) =





1√
2π

, 当x > 0,

exp
(
−x2

2

) /√
2π, 当x < 0.

(11.2.7)

似然比 R(x) 定义为

R(x) =





P (x|µ)
P (x|µbest)

= exp
[
− (x− µ)2

2

]
, 当x > 0,

exp
[
xµ− µ2

2

]
, 当x < 0.

(11.2.8)

对于任一给定的 µ 值, 置信水平 γ 的置信区间 [x1, x2] 由
∫ x2

x1

1√
2π

exp
[
− (x− µ)2

2

]
dx = γ, R(x1) = R(x2) (11.2.9)
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决定. 对所有可能的 µ 值求出相应的置信区间 [x1, x2], 就构成置信水平 γ 的置

信带.

Feldman 和 Cousins 利用数值方法求解式 (11.2.9), 对于观测值 x ∈ (−3, 3) 的

情形, γ = 68.27%, 90%, 95%, 99% 的置信区间 [µ1, µ2] 的数值列于书末附录表 11.

其中 µ1 = g 相当于上限置信区间.

图 11.8给出了正态变量期望值 µ的置信水平 γ = 0.90的置信带.由图 11.8可

见, 当测量值 x 6 1.28 时, µ 的置信区间下界为 0, 则应报道 90%置信水平的上限

值; 反之, 当 x > 1.28 时, 则应报道 µ+σu−σe
的实验结果, σu, σe 是相应的正、负误差.

似然比方法构造的 γ = 0.90 的置信带 (如图 11.8 ) 与经典方法构造的对应置

信带 (图 11.4)相比较,对于观测值 x大的区域,两者的置信区间 [µ1, µ2]是相近的;

而在 x 6 0 和 x ≈ 0 的区域两者有明显的差别. 在似然比顺序求和方法中, 上限和

中心置信区是自然地形成的, 式 (11.2.9) 保证了置信带有正确的涵盖概率量, 不存

在空集的困难, 因而克服了经典方法中的缺陷.

图 11.8 正态变量期望值置信水平 γ = 0.90% 的置信带

11.3 改进的似然比顺序求和方法

似然比顺序求和方法虽然解决了经典方法中的困难,但在实际应用中发现它仍

有缺陷.例如对于观测值服从泊松分布的情形,当观测事例数 n小于平均本底 b时,

对应于一定置信水平 γ 的信号事例的置信区间上限依赖于平均本底 b 的大小. 举

一个具体例子, 例如, 观测总事例数 n = 0, 当 b = 0, 1, 2, 3, 4 时, 信号事例的 γ=

0.90 的置信区间分别为 (0∼2.44), (0∼1.61), (0∼1.26), (0∼1.08), (0∼1.01). 但从实



· 386 · 第 11 章 小信号测量的区间估计

际出发来考虑问题, 既然总的观测事例数 n = 0, 实际的信号事例数和本底事例数

的期望值都应当是零, 这时的置信区间基本上不应随预期的平均本底 b 而变化.

为了克服似然比顺序求和方法的这一缺陷, B. P. Roe 和 M. B. Woodroofe[69]

提出了一个改进方案, 其基本思想是对于任一特定观测总事例数 n, 本底事例数不

可能大于 n. 将这一要求考虑到置信区间的构造上, 原来的概率密度函数

p(n)µ+b =
(µ + b)ne−(µ+b)

n!
(11.3.1)

要用条件概率密度 qn
µ+b(k) 代替

qn
µ+b(k) =





p(k)µ+b
n∑

j=0

p(j)b

, 当k 6 n;

n∑

j=0

p(j)bp(k − j)µ

n∑

j=0

p(j)b

, 当k > n.

(11.3.2)

这里, qn
µ+b(k) 表示本底事例数 b 6 n 条件下, 观测到总事例数为 k 的概率. 类似

于似然比顺序求和方法, 对给定观测值 n, 使 qn
µ+b(k) 达到极大的那个 µ 值定义为

µbest, 即满足

qn
µbest+b(k) > qn

µ+b(k), (11.3.3)

则似然比定义为

R̃n(µ, k) =
qn
µ+b(k)

qn
µbest+b(k)

. (11.3.4)

然后按照似然比顺序求和方法中的步骤可构造特定置信水平 γ 相应的置信带.

对于 b = 3, γ = 0.90 的特定情况, 似然比顺序求和方法和改进方案求出的置

信带如图 11.9. 相应的数值见表 11.1. 两者的差别主要出现在总观测事例数 n 比

较小的区域, 改进方案构造的置信区间比较宽. 特别对于 n= 0 的情况, 改进方案

给出的 b=3 对应的 γ=0.90 的 µ 的上限为 µup = 2.42, 与似然比顺序求和方法中

n = 0, b = 0 的 γ=0.90µ 的上限 µup = 2.44 相近, 而比 n = 0, b = 3 的 γ=0.90 上限

µup = 1.08 要大出很多.
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图 11.9 似然比顺序和方法 (虚线) 和改进方案 (实线) 构造的置信带的比较

观测值服从泊松分布, γ = 0.90, b = 3

表 11.1 似然比顺序求和方法和改进方案构造的置信区间的比较 (γ = 0.90, b = 3)

似然比顺序求和方法 改进方案
n

µ1 µ2 µ1 µ2

0 0.0 1.08 0.0 2.42

1 0.0 1.88 0.0 2.94

2 0.0 3.04 0.0 3.74

3 0.0 4.42 0.0 4.78

4 0.0 5.60 0.0 6.00

5 0.0 6.99 0.0 7.26

6 0.15 8.47 0.42 8.40

7 0.89 9.53 0.96 9.56

8 1.51 11.0 1.52 11.0

9 1.88 12.3 1.88 12.22

10 2.63 13.5 2.64 13.46

11.4 考虑系统误差时泊松总体的区间估计

在本章前两节的讨论中, 对于泊松总体, 我们都假定信号区内本底事例数服从

期望值 b 的泊松分布, 且 b 为已知; 信号事例数服从期望值 µ 的泊松分布.

在许多实际问题中, 本底事例数期望值 b 具有不确定性. 例如, 本章开头所举

的例子中,图 11.1信号区内的本底事例数期望值 b可以由信号区外的本底事例数分

布确定. 由于信号区外的本底事例数很少, 或者其分布有相当明显的涨落, 因此本
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底函数的行为有明显的不确定性,相应地信号区内的本底事例数期望值 b有不确定

性,或者说,期望值 b存在系统误差. 当考虑 b存在系统误差的情况下, J.Conrad[70]

提出, 在对信号事例数期望值 µ 作区间估计时, 其概率密度函数的形式应为

q(n)µ+b =
1√

2πσb

∫ ∞

0

p(n)µ+b′e−(b−b′)2/ 2σ2
bdb′, (11.4.1)

其中 p(n)µ+b 的定义见式 (11.3.1), σb 是 b 的标准离差.

本章开头所举的例子中, 反应截面由式 σ = nsig/Lε 确定, 其中 ε 是探测装置

对所研究的反应 (这里是 e+e− → ρη′) 信号事例的探测效率. 类似地, 探测效率 ε

的确定也会有系统误差, 这就会导致反应截面的不确定性. 当考虑探测效率 ε 的系

统误差时, 概率密度函数的形式应进一步修改为

q(n)µ+b =
1√

2πσbσε

∫ ∞

0

∫ ∞

0

p(n)µε′+b′e−(b−b′)2/2σ2
b e−(1−ε′)2/2σε2db′dε′, (11.4.2)

其中 σε 是信号事例探测效率 ε 的 (相对) 系统误差. 利用式 (11.4.1)、式 (11.4.2)

的概率密度函数, 再按照 11.2 节和 11.3 节叙述的 (改进的) 似然比顺序求和方法,

即可求得信号事例数期望值的置信区间.

在式 (11.4.1)、式 (11.4.2) 的概率密度函数表达式中, 系统误差的分布被假定

为正态分布. 原则上, 其他分布的系统误差相应的概率密度函数也可以按类似于式

(11.4.1)、式 (11.4.2) 的方式得到.

按照以上原则, J.Conrad 等编制了计算机程序包 POLE(Poissonian Limit Esti-

mator, 参见 http://www3.tsl.uu.se/∼conrad/pole.html), 可计算 n 6 100, µ 6 50 情

形下, 用经典方法、似然比求和方法或改进的似然比求和方法构造的置信带, 系统

误差的分布可以是正态分布、对数–正态分布或均匀分布.
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