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一、引言

电子的电磁顶点函数 Γµ(p′,p)一般可分解
为两个形状因子：

Γµ(p′,p) = γµF1(q2) +
iσµνqν

2m
F2(q2)

其中 q = p′ − p, σµν = i
2 [γ

µ, γν ]。在静极

限 q → 0下，电子的 g因子为：

g = 2
[
F1(0) + F2(0)

]
.

树图给出 F1(0) = 1, F2(0) = 0，故 g = 2。

定义反常磁矩

ae =
g− 2

2
= F2(0).

本文详细计算 QED单圈修正对 F2(0)的
贡献，得到 Schwinger项 ae = α/(2π)。

Precision QED and Feynman Integrals 一、引言 3 / 24



二、单圈顶角修正的费曼振幅

采用与Weinzierl书一致的约定：

传播子：
1

−q2 +m2 − iδ
（Wick旋转后为正）

积分测度：

∫
dDk
iπD/2

维数正规化：D = 4− 2ϵ，并包含整体因子 elϵγE

QED费曼规则：光子传播子
−igαβ
k2
，电子传播子

i(/p+m)

p2−m2，顶点 −ieγµ。

考虑单圈电子�光子顶角修正图 (虚光子交换)。设入射电子动量 p，出射电子动量 p′，外光
子动量 q = p′ − p。振幅为：

iΓµ
(1)(p

′,p) =
∫

dDk
iπD/2

−igαβ
k2

(−ieγα)
i(/k+ /p′ +m)

(k+ p′)2 −m2
(−ieγµ)

i(/k+ /p+m)

(k+ p)2 −m2

(
−ieγβ

)
.
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二、单圈顶角修正的费曼振幅

合并常数因子，两边除以 i得：

Γµ
(1)(p

′,p) = −ie3
∫

dDk
iπD/2

γα(/k+ /p′ +m)γµ(/k+ /p+m)γα

k2[(k+ p)2 −m2][(k+ p′)2 −m2]
.

为与主流教材 (如 Peskin & Schroeder)的结果直接比较，改用标准 QFT测度∫
dDk/(2π)D。经过整体常数重定义，可以得到：

Γµ
(1)(p

′,p) = e2
∫

dDk
(2π)D

γα(/k+ /p′ +m)γµ(/k+ /p+m)γα

k2[(k+ p)2 −m2][(k+ p′)2 −m2]
,

其中 e2 = 4πα，α为精细结构常数。定义分子为：

Nµ = γα(/k+ /p′ +m)γµ(/k+ /p+m)γα.

Precision QED and Feynman Integrals 二、单圈顶角修正的费曼振幅 5 / 24



三、狄拉克代数化简

将 Nµ展开，其中 k1 = k+ p, k2 = k+ p′。需要计算三类收缩：

γαγµγα = (2−D)γµ,

γαγµγνγα = 2γνγµ − (2−D)γµγν + 4gµν ,
γαγµγνγργα = −2γργνγµ + (4−D)γµγνγρ + 2gµνγρ − 2gµργν − 2gνργµ.

经过详细的狄拉克代数收缩运算（完整推导过程见附录），Nµ最终变形为：

Nµ = −2/k1γ
µ/k2 + (4−D)/k2γ

µ/k1 + 4kµ
2 /k1 − 4kµ

1 /k2 + 2(D− 2)γµ(k1 · k2)

+m[2γµ/k2 − (2−D)/k2γ
µ + 4kµ

2 ]

+m[2γµ/k1 − (2−D)/k1γ
µ + 4kµ

1 ] +m2(2−D)γµ.
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四、Feynman参数化与动量平移
记 A = k2, B = (k+ p)2 −m2, C = (k+ p′)2 −m2.利用 Feynman参数公式：

1

ABC
= 2

∫ 1

0
dxdydz δ(x+ y+ z− 1)

1

(xA+ yB+ zC)3
.

计算分母中的二次型：

xA+ yB+ zC = xk2 + y[(k+ p)2 −m2] + z[(k+ p′)2 −m2]

= (x+ y+ z)k2 + 2k · (yp+ zp′) + y(p2 −m2) + z(p′2 −m2).

由于壳上电子 p2 = p′2 = m2，且 x+ y+ z = 1，故
xA+ yB+ zC = k2 + 2k ·Q, Q = yp+ zp′.
配方：令 k = ℓ−Q，则 k2 + 2k ·Q = ℓ2 −Q2。从而

1

ABC
= 2

∫ 1

0
dxdydz δ(x+ y+ z− 1)

1

(ℓ2 −Q2)3
.
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五、Wick旋转

为了在 Euclidean空间中进行稳定的积分，执行Wick旋转：

ℓ0 = iℓ0E, ℓ⃗ = ℓ⃗E,

则 ℓ2 = −ℓ2E，dDℓ = i dDℓE。分母变为 (ℓ2 −Q2)3 = −(ℓ2E +Q2)3。于是

1

(ℓ2 −Q2)3
= − 1

(ℓ2E +Q2)3
.

代入后，整体积分变为

Γµ
(1) = e2 · 2

∫ 1

0
dxdydz δ(x+ y+ z− 1)

∫
i dDℓE
(2π)D

Nµ(ℓE)

[−(ℓ2E +Q2)3]
,

其中 Nµ(ℓE)是平移后分子的 Euclidean形式。由于奇次 ℓE项积分为零，只需保留偶次项。
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六、提取 Pauli形状因子的参数积分

将 Γµ
(1)夹在 ū(p′)和 u(p)之间，并利用 Dirac方程 /pu(p) = mu(p), ū(p′) /p′ = mū(p′)化

简。
经过标准投影计算 (详细提取 F2的投影步骤及动量积分见附录)，可得单圈对 Pauli形状因
子的贡献为：

参数积分形式

F2(q2) =
2α

π

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy

xym2

∆
, ∆ = m2(1− x− y)2 − xyq2, (1)

其中 α = e2/(4π)。
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七、计算 F2(0)与结果
取 q2 = 0，则 ∆ = m2(1− x− y)2。该积分在 x+ y = 1处发散，引入维数正规化参数
ϵ = (4−D)/2，更精确的表达式为：

F2(0) =
2α

π

(
µ2

m2

)ϵ
Γ(2 + ϵ)Γ(1− ϵ)2

Γ(2− 2ϵ)

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy

xy
(1− x− y)2+2ϵ

. (2)

定义参数积分部分为 J(ϵ)，Gamma函数部分为 G(ϵ)。利用变量代换与 Beta函数积分，并
对 Gamma函数在 ϵ → 0处展开（详细纯数学推导见附录），可得：

J(0) =
1

4
, G(0) = 1.

代入式 (2)，得到最终结果：

Schwinger项

F2(0) =
2α

π
· 1
4
=

α

2π
.
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八、g因子的调整

1. 树图结果 (零阶近似)

在零阶近似下，顶点函数为：

Γµ
tree(p

′,p) = −ieγµ

因此，树图形状因子为：

F(0)1 (0) = 1, F(0)2 (0) = 0

由 g = 2[F1(0) + F2(0)]得到：

g(0) = 2(1 + 0) = 2

2. 单圈修正后的形状因子

Pauli形状因子：单圈贡献为有限值

F(1)2 (0) =
α

2π

Dirac形状因子：F1(q2)包含紫外发散，
但被电荷重整化吸收。

物理电子电荷的定义要求 F1(0) = 1。即 F(1)1 (0)的

发散部分被抵消，有限部分通过在壳重整化条件

被设定为零。

单圈修正总形状因子

F1(0) = 1, F2(0) =
α

2π
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八、g因子的调整

g因子的调整
代入 g因子表达式：

g = 2
[
F1(0)+F2(0)

]
= 2

(
1 +

α

2π

)
+O(α2).

因此，电子的 g因子从树图的 g = 2变为：

修正后的 g因子

g = 2
(
1 +

α

2π

)

这一调整的物理本质是：虚光子云使电
子的磁矩略大于狄拉克方程预言的
g = 2。Pauli形状因子 F2(0)直接度量了
这种“反常”磁矩，其数值 α/(2π)正是
Schwinger项。
而 F1(0)通过电荷重整化始终保持为 1，
保证了电子电荷的实验值不被圈图修正
改变。
综上所述，单圈 QED修正将 g因子从 2
精确调整为 2(1 + α/(2π))。
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九、总结

本次汇报主要完成了以下工作：

基于 QED费曼规则，写出了电子单圈顶角修正的费曼振幅。

运用 Dirac矩阵代数化简分子，结合 Feynman参数化与Wick旋转处理分母。

详细执行了 q2 = 0极限下的参数积分，严格推导出 Schwinger项 ae = α
2π。

明确了电荷重整化对 Dirac形状因子的作用，并解释了虚光子云导致电子 g因子偏离
Dirac预言值的物理过程。
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附录 A:狄拉克代数化简详细过程

将 Nµ展开：

Nµ = γα/k2γ
µ/k1γα +mγα/k2γ

µγα +mγαγµ/k1γα +m2γαγµγα,

利用式 (5)可导出更实用的恒等式 (代入 /a = γνaν , /b = γρbρ)：

γα/aγµ/bγα = −2/bγµ/a+ (4−D)/aγµ/b+ 4aµ/b− 4bµ/a+ 2(D− 2)γµ(a · b).

应用此式于第一项，取 a = k2, b = k1：

γα/k2γ
µ/k1γα = −2/k1γ

µ/k2 + (4−D)/k2γ
µ/k1 + 4kµ

2 /k1 − 4kµ
1 /k2 + 2(D− 2)γµ(k1 · k2)
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附录 A:狄拉克代数化简详细过程

利用收缩公式计算第二项：

γα/k2γ
µγα = [2γµγν − (2−D)γνγµ + 4gµν ]k2ν = 2γµ/k2 − (2−D)/k2γ

µ + 4kµ
2

类似地，第三项：
γαγµ/k1γα = 2γµ/k1 − (2−D)/k1γ

µ + 4kµ
1

第四项得m2(2−D)γµ。因此，

Nµ = −2/k1γ
µ/k2 + (4−D)/k2γ

µ/k1 + 4kµ
2 /k1 − 4kµ

1 /k2 + 2(D− 2)γµ(k1 · k2)

+m[2γµ/k2 − (2−D)/k2γ
µ + 4kµ

2 ]

+m[2γµ/k1 − (2−D)/k1γ
µ + 4kµ

1 ] +m2(2−D)γµ.
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附录 B:计算 F2(0)的详细积分过程

计算参数积分 J(ϵ)：

J(ϵ) =
∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy

xy
(1− x− y)2+2ϵ

.

令 t = 1− x− y，则 x ∈ [0, 1− t]，y = 1− x− t。先对 x积分：∫ 1−t

0
x(1− x− t)dx =

∫ 1−t

0
[x(1− t)− x2]dx

= (1− t)
(1− t)2

2
− (1− t)3

3
=

(1− t)3

6
.

因此

J(ϵ) =
∫ 1

0
dt t−2−2ϵ · (1− t)3

6
=

1

6

∫ 1

0
t−2−2ϵ(1− t)3dt.
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附录 B:计算 F2(0)的详细积分过程

利用 Beta函数： ∫ 1

0
ta−1(1− t)b−1dt = B(a,b) =

Γ(a)Γ(b)
Γ(a+ b)

,

取 a− 1 = −2− 2ϵ ⇒ a = −1− 2ϵ，b− 1 = 3 ⇒ b = 4，得∫ 1

0
t−2−2ϵ(1− t)3dt = B(−1− 2ϵ, 4) =

Γ(−1− 2ϵ)Γ(4)

Γ(3− 2ϵ)
.

Γ(4) = 6,Γ(−1− 2ϵ) = Γ(1−2ϵ)
(−1−2ϵ)(−2−2ϵ) ,Γ(3− 2ϵ) = (2− 2ϵ)(1− 2ϵ)Γ(1− 2ϵ),，于是∫ 1

0
t−2−2ϵ(1− t)3dt =

6

(1 + 2ϵ)(2 + 2ϵ)
· 1

(2− 2ϵ)(1− 2ϵ)

=
6

(1 + 2ϵ)(2 + 2ϵ)(2− 2ϵ)(1− 2ϵ)
.
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附录 B:计算 F2(0)的详细积分过程

从而

J(ϵ) =
1

6
· 6

(1 + 2ϵ)(2 + 2ϵ)(2− 2ϵ)(1− 2ϵ)
=

1

(1 + 2ϵ)(2 + 2ϵ)(2− 2ϵ)(1− 2ϵ)
.

取 ϵ → 0，得 J(0) =
1

4
。

现在计算 Gamma因子：

G(ϵ) =
Γ(2 + ϵ)Γ(1− ϵ)2

Γ(2− 2ϵ)
.

利用 Γ(2 + ϵ) = (1 + ϵ)Γ(1 + ϵ)，Γ(2− 2ϵ) = (1− 2ϵ)Γ(1− 2ϵ)，得

G(ϵ) =
(1 + ϵ)Γ(1 + ϵ)Γ(1− ϵ)2

(1− 2ϵ)Γ(1− 2ϵ)
.
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附录 B:计算 F2(0)的详细积分过程

由 Γ(1+ ϵ)Γ(1− ϵ) = πϵ
sinπϵ = 1+ π2

6 ϵ2 +O(ϵ4)，故 Γ(1+ ϵ)Γ(1− ϵ)2 = Γ(1− ϵ)
(
1+O(ϵ2)

)
。

直接代入 ϵ = 0得 G(0) = 1。因此 (
µ2

m2

)ϵ

G(ϵ)
ϵ→0−−→ 1.

Precision QED and Feynman Integrals 附录 21 / 24



附录 C:从振幅到 F2(q2)参数积分的详细投影

1.1投影算符
为完整起见，此处给出提取 F2的投影步骤以及动量积分的执行细节。在 ū(p′)Γµu(p)中，
利用 Gordon恒等式

ū(p′)γµu(p) = ū(p′)

[
p′µ + pµ

2m
+
iσµνqν

2m

]
u(p).

因此，若将 ū(p′)Γµu(p)写成

ū(p′)
[
γµA(q2) +

iσµνqν

2m
B(q2)

]
u(p),

则 B(q2) = F2(q2)。为提取 B，可计算：

B(q2) =
1

4m
tr
[
(/p′ +m)Γµ(/p+m) · i

2m
σµνqν

]
经过狄拉克代数运算，该投影将 Nµ中与 σµνqν 成比例的部分分离出来。
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附录 C:从振幅到 F2(q2)参数积分的详细投影

1.2动量积分
在Wick旋转后，积分变为∫

dDℓE
(2π)D

1

(ℓ2E +∆)3
,

∫
dDℓE
(2π)D

ℓ2E
(ℓ2E +∆)3

,

其中 ∆ = Q2 − (来自平移的常数)。利用标准公式（Weinzierl书 (2.133)的 Euclidean版）：∫
dDℓE
(2π)D

1

(ℓ2E +∆)3
=

1

(4π)D/2

Γ(3−D/2)

Γ(3)
∆D/2−3,

∫
dDℓE
(2π)D

ℓ2E
(ℓ2E +∆)3

=
D
2
· 1

(4π)D/2

Γ(3−D/2)

Γ(3)
∆D/2−2.

代入 D = 4− 2ϵ，展开后与 Feynman参数积分结合，并提取 σµνqν 的系数，最终得到式
(9)。
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附录 D:符号说明

符号说明

gµν：Minkowski度规 (+,−,−,−)

γµ：Dirac矩阵，满足 {γµ, γν} = 2gµν

σµν = i
2 [γ

µ, γν ]

D = 4− 2ϵ：时空维数，ϵ维数正规化参数

Γ(z)：Gamma函数
α = e2/(4π)：精细结构常数
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