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Section 1

研究背景与方法路线
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强相互作用困境与 S 矩阵方法

历史背景

20 世纪中叶，QED 以微扰论和费曼图方法取得巨大成
功。
电磁相互作用有小耦合常数，典型量级为

e2 ≃
1

137
.

强相互作用的有效耦合很大，典型估计

g2 ∼ 15,

逐阶微扰展开不再可靠。

方法转向
不追踪相互作用区内部的微观机制，而是直接研究可观测的
散射结果：

|i⟩in −→ |f⟩out.

研究对象
S 矩阵刻画遥远过去的自由入射态到遥远未来的
自由出射态之间的全部散射信息：

Sfi = out⟨f|i⟩in = ⟨f|S|i⟩.

核心目标
不预先假定具体 Lagrangian，而是要求散射振幅
满足幺正性、因果性、Lorentz不变性等普遍原则，
并由此推出可检验约束。

S 矩阵
散射黑箱

|i⟩in

自由入射态

|f⟩out

自由出射态

参考：Eden et al., The Analytic S-Matrix; Itzykson and Zuber, Quantum Field Theory, Sec. 5-3.
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主证明链概览
证明路线
本报告沿一条闭合链条展开：幺正性给出每个分波的概率上界；因果性给出振幅在 s, t 变量中的解析性，并结合
Lehmann 椭圆与 temperedness 的多项式有界性控制有效分波数，最终得到 Froissart–Martin 界。

严格前提

局域场论输入： Lorentz 不变性与正能谱；质量隙；场算符为
tempered distributions；微因果性
[ϕ(x), ϕ(y)] = 0, (x − y)2 < 0。

散射论输入： LSZ 约化可用，外粒子稳定；S†S = 1；固定 t
振幅多项式有界；只使用 Froissart 界所需解析域。
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Section 2

分波展开与幺正性
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幺正性条件与光学定理

1. 算符层面的宏观约束
概率守恒给出 S†S = I。令 S = I + iT，展开并消去 I：

I + i(T − T†) + T†T = I =⇒ i(T† − T) = T†T.

2. 前向矩阵元与总跃迁概率
将初态 |i⟩ 夹在等式两边，考察前向散射 |i⟩ → |i⟩：

⟨i| i(T† − T) |i⟩ = ⟨i|T†T|i⟩.
左端剥离动量守恒后正比于 2 Im Tii；右端插入完备末态：

⟨i|T†T|i⟩ =
∑
n
⟨i|T†|n⟩⟨n|T|i⟩ =

∑
n
(2π)

4
δ
4
(Pn − Pi) |Tni|2.

3. 光学定理
根据截面定义，总跃迁概率 = 入射通量

(
2λ1/2

)
× 总截面

(
σtot
)
。因此

Im Tii(s, 0) = λ
1/2

(s,m2
a ,m

2
b )σtot(s).

名称来源： 经典光学中前向散射与入射波干涉决定“消光”；这里同样由前向振幅虚部控制总散射概率。

参考：Itzykson and Zuber, Quantum Field Theory, Sec. 5-3; Eden et al., The Analytic S-Matrix.
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分波展开的角动量基础

初始困境：动量表象下的纠缠

在动量–螺旋度基底 |p, λ⟩下，⟨pout|T |pin⟩对入射角与出
射角高度非对角，角变量彼此耦合，难以直接施加幺正性约
束。

破局思路：利用旋转对称性换基

空间各向同性意味着总角动量 J 守恒。用 Wigner-D 函
数作为转换系数，将 helicity 态投影到 |J,M⟩ 基底：

|J,M;λa, λb⟩ = NJ

∫
dΩDJ

λa−λb,M(R
−1
θ,φ)|pa, λa; pb, λb⟩.

其中 dΩ = sin θ dθ dφ，归一化系数 NJ =
(

2J+1
4π

)1/2
。

核心结论：S 矩阵完成通道解耦

在 |J,M⟩ 基底下，不同 J 通道互不混合，散射振幅可写
为

Tfi = 16π
∑
J
(2J+ 1) T J

λ′
a,λ

′
b;λa,λb

(s)DJ∗
λa−λb,λ′

a−λ′
b
(φ, θ, 0).

物理意义

角度依赖被几何项 DJ 吸收。

动力学信息隔离在仅依赖能量 s 的分波振幅 T J(s) 中。

自旋为零时，DJ
00 → Pℓ(cos θ)，退化为勒让德多项式

展开。

参考：Gribov, The Theory of Complex Angular Momenta, Sec. 1; Eden et al., The Analytic S-Matrix.
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通道幺正性与复平面约束 (Argand 圆)

1. 单一通道内的概率守恒

既然通道已解耦，宏观幺正性 S†S = I 必须在每个独立 J
通道内成立：

T J(s)− T J†(s) = 2iρ(s)T J†(s)T J(s)
其中 ρ(s) 为相空间运动学因子。

2. 归一化与核心不等式

定义归一化分波振幅
aℓ(s) ≡ ρ(s)T J(s), Sℓ(s) = 1 + 2i aℓ(s).

代入幺正性条件，并允许非弹性末态的正贡献，得到
Im aℓ(s) ≥ |aℓ(s)|2.

弹性散射时取等号；有新粒子产生时取严格大于号。

3. 几何约束

设 aℓ = x+ iy，配方得到

x2 +

(
y−

1

2

)2

≤
1

4
.

Re aℓ

Im aℓ

圆心 i/2
r = 1/2

aℓ

|aℓ|max = 1

允许区域

物理意义： 幺正
性将所有合法物
理振幅限制在复
平面内圆心为
i/2、半径为 1/2

的圆盘中。

核心结论：
|aℓ(s)| ≤ 1

参考：Gribov, The Theory of Complex Angular Momenta, Sec. 1; Eden et al., The Analytic S-Matrix.
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弹性与非弹性通道的分波上界

1. Argand 圆盘中的通道分布

弹性散射通道： 概率完全保留，振幅贴在圆盘边界上，
Im aℓ = |aℓ|2.

非弹性散射通道： 弹性概率不再为 1，分波 Sℓ 写成
Sℓ = ηℓe2iδℓ , 0 ≤ ηℓ ≤ 1.

非弹性时 ηℓ < 1；粒子产生导致弹性通道概率流失，振幅落入
圆盘内部，

Im aℓ > |aℓ|2.

Re aℓ

Im aℓ

弹性边界

非弹性内部i/2

允许区域

2. Froissart 界的分波前提

无论发生何种散射，Argand 圆盘距离原
点最远点为 i，因此

|aℓ(s)| ≤ 1 .

3. 承上启下：通向 Froissart 界
当前进展：幺正性保证每个通道贡献有限，|aℓ| ≤ 1。
遗留问题：高能下有多少个分波通道 ℓ 参与贡献？
下一步：引入因果性/解析性，证明高阶分波指数衰减，截断有效通道数。

参考：Gribov, The Theory of Complex Angular Momenta, Sec. 1; Eden et al., The Analytic S-Matrix.
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Section 3

因果性与解析性
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LSZ 约化：从完整相关函数到截肢振幅

完整四点函数含有外部传播
以标量 2 → 2 散射为例，动量空间四点函数在外部粒子接近
质量壳时具有极点结构：

G̃4(pi) ∼
[

4∏
i=1

iZ
p2i − m2 + iϵ

]
i(2π)4δ(4)

(∑
i

pi

)
M.

外部传播子 i/(p2i − m2 + iϵ) 描述粒子从远处传播到相互作
用区，或从相互作用区传播到探测器。

LSZ 的作用
对每条外腿乘以 (p2i − m2)，再令 p2i → m2：

取外部粒子壳上极点 + 去掉外部传播因子.

树图阶可直观理解为：
完整图 = 外腿传播 × 截肢核心 .

三个截肢示意例子
x1

x2

x3

x4
=⇒ ϕ4 接触顶点

x1

x2

x3

x4
=⇒ s-道交换树图

x1

x2

x3

x4
=⇒ 二阶 bubble 圈图

费曼图规则中用于 S 矩阵元的，是连通截肢图给出的 iM。

参考：Itzykson and Zuber, Quantum Field Theory, Sec. 5-3.
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LSZ 约化：真实粒子的“在壳”条件如何保卫因果律

1. LSZ 约化与“截肢”算符
物理意义： LSZ 约化将包含虚涨落的 Green 函数，提纯为真实粒子的 S 矩阵元：

Sfi = −
∫

d4x d4y ei(q2·y−q1·x)
(□y + m2

a )(□x + m2
a )⟨p2|Tϕ

†
(y)ϕ(x)|p1⟩.

截肢算符：红色算符 (□+m2)在动量空间对应 (−q2 +m2)；它剪掉外线极点，并强迫外部真实粒子满足 on-shell条件 q2 = m2。

2. 引入因果律的“强行替换”
为了让因果律进入振幅，将时间序积替换为推迟对易子：

Tϕ†
(y)ϕ(x) −→ θ(y0 − x0)[ϕ†

(y), ϕ(x)].
合法性危机：两者并不相等；差值是不带因果 θ 函数约束的反序
项：

∆ = Tϕ†
(y)ϕ(x) − θ(y0 − x0)[ϕ†

(y), ϕ(x)]

= ϕ(x)ϕ†
(y).

直接替换会在积分中引入一项非因果差项 ∆。

3. LSZ 机制的完美封杀
将反序差项 ∆ 代回上方 LSZ 公式：

∆Sfi ∼
∫

d4x d4y ei(q2·y−q1·x)

× (□y + m2
)(□x + m2

)⟨p2|∆|p1⟩.
分部积分后，红色算符作用到外部平面波：

(□x + m2
a )e

−iq1·x
= (−q21 + m2

a )e
−iq1·x ≡ 0.

因为真实粒子必须在壳，LSZ算符把所有非因果差项乘成 0；
替换合法，因果律成功注入。

参考：Itzykson and Zuber, Quantum Field Theory, Sec. 5-3; Gell-Mann, Goldberger and Thirring, Phys. Rev. 95, 1612 (1954).
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能量域解析性：复动量与指数阻尼

1. 振幅核心的重新表达

令 z = y − x、q = (q1 + q2)/2，并定义源 j(x) = (□ + m2)ϕ(x)。振幅核心成为 Fourier–Laplace 型积分：

T (q) = i
∫

d4z eiq·z⟨p2|θ(z0)[j†(z/2), j(−z/2)]|p1⟩.

2. 因果性给出的支撑集

微观局域性使对易子在类空间隔消失；再加上 θ(z0)，积分只
在前向光锥内非零：

z ∈ V+ : z0 ≥ 0, z2 ≥ 0.

3. Forward Tube 中的解析性
复化动量 q = qR + iqI，则

eiq·z = eiqR·z e−qI·z.

若 qI ∈ V+，则 qI · z ≥ 0，指数阻尼保证积分收敛；振幅在
Forward Tube 内解析。

参考：Itzykson and Zuber, Quantum Field Theory, Sec. 5-3; Gell-Mann, Goldberger and Thirring, Phys. Rev. 95, 1612 (1954).
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角度域解析性与 Lehmann 椭圆

1. 非前向振幅与角变量

对两个入射粒子 (q1, p1) 做 LSZ 约化，Fourier 指数变为 ei(q1−p1)·x/2，变量直接关联动量转移 t：

Tfi = i
∫

d4x ei(q1−p1)·x/2⟨p2, q2|θ(x0)[jψ(x/2), jφ(−x/2)]|0⟩c.

固定中心能量 s 后，把动量解析性投影到 x = cos θ = q1 · q2/
√

q21q22。

2. 小 Lehmann 椭圆：解析域形状
I-Z 将 tube 解析域翻译成复 x 平面中的椭圆边界：

(Re x)2

R2
+

(Im x)2

R2 − q2
=

1

q2
.

这说明解析域在复 x 平面内由椭圆围住；其焦点是 x = ±1，半长
轴为 a = R/|q| > 1，物理散射区间 −1 ≤ x ≤ 1 位于椭圆内部。

3. 椭圆边界：谱条件给出半长轴
椭圆开口大小由最近的谱阈值控制：

R2

q2
= 1 +

(M2
1 − m2

a )(M
2
2 − m2

b )

q2 [s − (M1 − M2)2]
.

这里 M1,M2 是相应中间态的最低不变量质量。质量隙保证
R2/q2 > 1；椭圆离物理区越远，高阶分波衰减越强。

椭圆域是 Legendre 分波展开的自然收敛域；边界离物理区越远，高阶分波 aℓ(s) 的指数衰减越强。

参考：Itzykson and Zuber, Quantum Field Theory, Sec. 5-3; Eden et al., The Analytic S-Matrix.
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多复变解析域：正反粒子通道与能量鸿沟

1. 从上半平面到四维 Forward Tube
前面的一维直觉来自指数阻尼 e−qI·z。因果律把对易子的支撑限制在未来光锥 z ∈ V+，即 z0 > 0, z2 > 0；要让所有支撑点上都有
qI · z ≥ 0，虚动量也必须位于 未来时间类光锥：

qI ∈ V+ : q0I > 0, q2I > 0.

因而振幅 T (q) 在四维复动量空间的管状区域 T+ = {q + iqI | qI ∈ V+} 中解析。

2. 反粒子替换与 Backward Tube
Feynman–Stueckelberg图像中，反粒子等价于 时间上逆行、动量反
向的正粒子。对应地，将推迟函数替换为超前函数：

θ(z0) −→ −θ(−z0).

此时支撑转到过去光锥；为保持 e−qI·z 衰减，必须取 qI ∈ V−，即
q0I < 0。于是

T (q) : Im q ∈ V−, T− = {q + iqI | qI ∈ V−}.

3. 实轴上的非物理间隙 C

退回实轴 qI = 0 时，谱条件给出质量阈值：正粒子物理区需要
E ≥ m，反粒子物理区需要 E ≤ −m。

−m < E < m.

在这段区间内，能量不足以激发任何真实单粒子态；对易子 Fourier
变换没有谱支撑，因此形成分隔正反粒子物理区的实重合区域 C。

参考：Itzykson and Zuber, Quantum Field Theory, Sec. 5-3; Gell-Mann, Goldberger and Thirring, Phys. Rev. 95, 1612 (1954).
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楔边定理 (Edge of the Wedge) 与交叉对称性

qz

q0

正粒子 Support

反粒子 Support

C
能量低于质量门槛

推迟对易子 = 超前对易子

(
q +

p1 + p2
2

)2

≥ M2
+

(
q −

p1 + p2
2

)2

≥ M2
−

1. 谱条件与质量鸿沟
真空上方存在质量阈值：不存在质量无限小的物理态。若系统总
能量低于最轻粒子的产生阈值，图中蓝色横向无界区域 C 内就没
有可上壳的谱支撑。

2. 振幅重合
在 C 内，完整对易子的 Fourier变换严格为零；因此代表正粒子的
推迟对易子与代表反粒子的超前对易子具有相同边界值。

3. 楔边定理的裁决

若 T 在 T+ 解析、T 在 T− 解析，且二者在 C 上重合，则它们必
是同一解析函数的互相延拓：

DEOW ⊃ T+ ∪ T− ∪ C.

交叉对称性 正粒子散射与反粒子散射是同一个复解析函数在不同物理边界上的取值。
参考：Eden et al., The Analytic S-Matrix; Itzykson and Zuber, Quantum Field Theory, Sec. 5-3; Gell-Mann, Goldberger and Thirring, Phys. Rev. 95, 1612 (1954).
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Section 4

Froissart 界证明
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Froissart 界的逻辑全貌：寻找强相互作用的速度极限

核心问题与目标转化
当碰撞能量 s → ∞ 时，总截面 σtot(s) 最多能长多快？光学定理把问题转化为前向散射振幅：

σtot(s) ∝
1

s
Im T (s, 0), T (s, 0) =

∞∑
ℓ=0

(2ℓ + 1)aℓ(s).

分波展开下的三方博弈

幺正性：概率守恒限制低 ℓ 分波，|aℓ| ≤ 1；“最黑”也只能完全吸
收。
解析性：Lehmann 椭圆限制角变量解析域，迫使高 ℓ 分波指数衰
减。
因果性：局域场论的 temperedness 要求振幅随能量至多多项式增
长，A(s, t) ≲ sN。

截断逻辑
幺正性管住低 ℓ；解析性压低高 ℓ；二者交界给出有效角动量

L(s) = O(ks ln s).
求和时主要只数 ℓ ≤ L(s) 的有效分波数。

ℓ

|aℓ|

L(s)

幺正性接管

解析性接管

Im T (s, 0) = O(s ln2 s) ⇒ σtot(s) = O(ln2 s)

参考：Froissart, Phys. Rev. 123, 1053 (1961); Martin, Nuovo Cimento 42, 930 (1966); Eden et al., The Analytic S-Matrix.
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Lehmann 椭圆与高角动量压制

角变量解析域与分波级数
固定 s，写角变量并展开为 Legendre 级数：

z = cos θ = 1 +
t

2k2s
. A(s, z) =

∞∑
ℓ=0

(2ℓ + 1)aℓ(s)Pℓ(z).

A(s, z) 在以 z = ±1 为焦点的 Lehmann 椭圆中解析；最近交叉道奇点为 t0 时，椭圆边界可写为

z0 = coshα0 = 1 +
t0
2k2s

.

椭圆收敛边界
椭圆边界上

Pℓ(coshα) ∼
e(ℓ+1/2)α

√
2πℓ sinhα

.

因为级数在椭圆内收敛，分波系数必须补偿 Pℓ 的指数增长：
|aℓ(s)| ≲ B(s)e−α0ℓ.

高能极限
高能时 k2s ∼ s/4，且 α0 很小：

coshα0 ≃ 1 +
α2

0

2
, α0 ≃

√
t0
ks

.

所以 Lehmann 椭圆给出的是高角动量的指数压低；但前因子
B(s) 仍可能随能量增长。

物理图像：解析性带来的空间截断
高角动量对应大冲量参数 b ∼ ℓ/ks。Lehmann椭圆说明相互作用有由 t0 控制的有限解析半径，因此距离过远的分波会被指数级关
断；下一步要证明 B(s) 至多按多项式增长。

参考：Froissart, Phys. Rev. 123, 1053 (1961); Martin, Nuovo Cimento 42, 930 (1966); Gribov, The Theory of Complex Angular Momenta, Sec. 1.
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截断逻辑：有效最大角动量
吸收部正性：总和控制单项
固定 0 < t < t0，令 z = 1+ t/(2k2s ) > 1。幺正性给 Im aℓ(s) ≥
0，且 Pℓ(z) > 0：
Im A(s, t) =

∑
ℓ

(2ℓ + 1) Im aℓPℓ(z) ≥ (2ℓ + 1) Im aℓPℓ(z).

多项式与指数的平衡
temperedness 给固定 t 的多项式有界：

Im A(s, t) ≲
(

s
s0

)N
.

结合解析性给出的指数压制：

Im aℓ(s) ≲
(

s
s0

)N
e−α0ℓ.

有效截断与相互作用半径
指数项终将压过多项式增长。令解析性界降到幺正性界同一量级：(

s
s0

)N
e−α0L ∼ 1 =⇒ L(s) ≃

N
α0

ln
s
s0

.

代入 α0 ≃
√
t0/ks：

L(s) = O
(

ks√
t0

ln s
)

.

等价地，高能有效半径

Reff(s) ∼
L(s)
ks

= O
(

1
√
t0

ln s
)

.

参考：Froissart, Phys. Rev. 123, 1053 (1961); Martin, Nuovo Cimento 42, 930 (1966).
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分波求和与 Froissart–Martin 界

有效分波求和
前向散射有 Pℓ(1) = 1。低 ℓ 用 |aℓ| ≤ 1，高 ℓ 已指数衰减：

Im T (s, 0) ≲
L(s)∑
ℓ=0

(2ℓ + 1) ∼ L(s)2.

高能估计

L(s) = O
(

ks√
t0

ln s
)

, k2s ∼
s
4

⇒ Im T (s, 0) = O
(
s ln2

s
s0

)
.

由光学定理 Im T (s, 0) ∝ sσtot(s)：

σtot(s) = O
(
ln2

s
s0

)
.

更强定理： Martin 的严格化给出

σtot(s) ≤
4π

t0
ln2

s
s0

+ O(ln s), t0 = 4m2
π ⇒

4π

t0
=

π

m2
π

.

其中 t0 是最近的 t-道质量阈值；有质量隙时，总截面增长最多对应 R2
eff ∼ ln2 s。

参考：Froissart, Phys. Rev. 123, 1053 (1961); Martin, Nuovo Cimento 42, 930 (1966); Martin, Lect. Notes Phys. 558, 127 (2000).
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Section 5

历史意义与现代发展
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历史意义与现代发展

直接推论与实验关联

Pomeranchuk 定理：crossing 与楔边定理把粒子/反粒子过
程接成同一解析函数，高能下

σtot(pp) − σtot(pp̄) → 0.

色散关系：Cauchy 公式把振幅实部和虚部相连；

Re T ∼ P
∫ Im T (s′)

s′ − s
ds′.

而 Im T 可由光学定理和总截面数据确定。

理论遗产：Bootstrap与现代振幅方
法

Veneziano 振幅：1968 年用 Euler Beta函数同时实现解
析性、crossing 与 Regge 行为；后来被解释为一维弦的
散射振幅，成为弦理论源头。

现代在壳方法：回到 S 矩阵思想，只用在壳态、解析
性和幺正切割；BCFW、Parke–Taylor 公式、
Amplituhedron 让多胶子振幅从大量费曼图压缩成紧凑
结构。

结语：S 矩阵理论没有替代 QFT，却展示了从因果性、幺正性和解析性出发约束自然的力量。

参考：Eden et al., The Analytic S-Matrix; Veneziano (1968); Parke–Taylor (1986); Britto–Cachazo–Feng–Witten (2005); Arkani-Hamed–Trnka (2014).
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