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问题设定

总体 X 的概率密度函数为 f(x; θ)，θ ∈ Θ ⊆ R 是未知参数。
考虑来自该总体的一个样本（先考虑样本量为 1 的情况，对于独立
同分布样本，只需将 Fisher 信息量乘以样本量 n 即可推广）。
设 S = S(X) 是 θ 的一个估计量，其期望为：

ψ(θ) = Eθ[S] =
∫

S(x)f(x; θ) dx

估计量的偏差定义为：

B(θ) = ψ(θ)− θ

目标：推导 Varθ(S) 的下界。
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正则条件 1-2

正则条件 (支撑集不变)
支撑集与 θ 无关，即集合 {x : f(x; θ) > 0} 不依赖于 θ。

正则条件 (积分与微分可交换)
对 T(x) = 1 和 T(x) = S(x)，以下交换成立：

∂

∂θ

∫
T(x)f(x; θ) dx =

∫
T(x) ∂

∂θ
f(x; θ) dx

这一条件保证我们可以将导数符号移入积分内部
是后续推导中交换积分与微分的理论基础
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正则条件 3-4

正则条件 (Fisher 信息量存在且有限)

I(θ) = Eθ

[(
∂

∂θ
log f(X; θ)

)2
]
<∞

正则条件 (期望的导数等于导数的期望)
这已隐含在条件 2 中，对 T(x) = 1 和 T(x) = S(x) 成立。

这些条件是 Cramér–Rao 下界成立的基础
在实际应用中，多数常见分布（指数族）都满足这些条件
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得分函数的定义

定义 (得分函数)
得分函数定义为对数似然函数对参数的导数：

ℓ′(θ) =
∂

∂θ
log f(X; θ) =

∂
∂θ f(X; θ)
f(X; θ) =

f′(X; θ)
f(X; θ)

其中记 f′(X; θ) = ∂
∂θ f(X; θ)。

得分函数衡量了似然函数对参数的敏感度
它是后续推导中的核心工具
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得分的期望为零

性质 (得分的期望为零)
由条件 2（对 T(x) = 1 交换积分与微分）：∫

f′(x; θ) dx =
∂

∂θ

∫
f(x; θ) dx =

∂

∂θ
(1) = 0

因此：

Eθ[ℓ′(θ)] =
∫ f′(x; θ)

f(x; θ) f(x; θ) dx

=

∫
f′(x; θ) dx = 0

这一性质在后续推导中至关重要
它简化了协方差的计算

曹植 (SNNU，IEHP) Cramér–Rao 下界的完整推导 2026 年 8 月 31 日 7 / 39



得分的方差

性质 (得分的方差)
由于期望为零，得分的方差即为二阶矩：

Varθ[ℓ′(θ)] = Eθ[(ℓ′(θ))2]− E2
θ[ℓ

′(θ)]

= Eθ[(ℓ′(θ))2]− 0

= Eθ[(ℓ′(θ))2] = I(θ)

这正是 Fisher 信息量的定义。

Fisher 信息量 I(θ) 度量了分布中包含的关于参数的信息量
信息量越大，参数估计的潜在精度越高
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协方差的定义

协方差用于衡量两个变量总体误差的期望，其定义式为：
总体协方差：

Cov(X,Y) = E
[
(X − E[X])(Y − E[Y])

]
展开可得：

Cov(X,Y) = E(XY)− E(X)E(Y)

对于样本数据，样本协方差的计算公式为：

qxy =

∑n
i=1(xi − x̄)(yi − ȳ)

n − 1

分母使用 n − 1 是为了得到无偏估计
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估计量与得分的协方差

考虑估计量 S 与得分函数 ℓ′(θ) 的协方差。
根据协方差定义，由于 Eθ[ℓ′(θ)] = 0，协方差简化为：

Covθ(S, ℓ′(θ)) = Eθ[Sℓ′(θ)]− Eθ[S] · Eθ[ℓ′(θ)]
= Eθ[Sℓ′(θ)]− Eθ[S] · 0
= Eθ[Sℓ′(θ)]

接下来计算 Eθ[Sℓ′(θ)]。
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计算 Eθ[Sℓ′(θ)]

Eθ[Sℓ′(θ)] =
∫

S(x)ℓ′(θ)f(x; θ) dx

=

∫
S(x) f′(x; θ)

f(x; θ) f(x; θ) dx

=

∫
S(x)f′(x; θ) dx

由条件 2（对 T(x) = S(x) 交换积分与微分）：∫
S(x)f′(x; θ) dx =

∂

∂θ

∫
S(x)f(x; θ) dx

而
∫

S(x)f(x; θ) dx = ψ(θ)，因此：∫
S(x)f′(x; θ) dx =

∂

∂θ
ψ(θ) = ψ′(θ)
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关键等式

综合以上推导，我们得到关键等式：

Covθ(S, ℓ′(θ)) = ψ′(θ)

这个等式建立了估计量的期望导数与得分函数的协方差之间的联系，是
整个 Cramér–Rao 下界推导的核心。
左边是估计量与得分的协方差
右边是估计量期望的导数
这一联系使得我们可以将估计量的方差与 Fisher 信息量关联起来
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Cauchy-Schwarz 不等式

对任意两个随机变量 U,V，Cauchy-Schwarz 不等式给出：

[Cov(U,V)]2 ≤ Var(U) · Var(V)

等号成立当且仅当 U 与 V 几乎处处线性相关，即存在常数 a, b 使得：

U = aV + b (几乎处处成立)

这个不等式是推导方差下界的数学基础。
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代入已知结果

取 U = S，V = ℓ′(θ)，代入 Cauchy-Schwarz 不等式：

[Covθ(S, ℓ′(θ))]2 ≤ Varθ(S) · Varθ(ℓ′(θ))

代入已知结果：
Covθ(S, ℓ′(θ)) = ψ′(θ)

Varθ(ℓ′(θ)) = I(θ)
得到：

[ψ′(θ)]2 ≤ Varθ(S) · I(θ)
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信息不等式的一般形式

从上式整理得：

Varθ(S) ≥
[ψ′(θ)]2

I(θ)
又 ψ(θ) = θ + B(θ)，两边对 θ 求导：

ψ′(θ) = 1 + B′(θ)

代入即得信息不等式（Cramér–Rao 下界）的一般形式：

Varθ(S) ≥
[1 + B′(θ)]2

I(θ)

这个不等式给出了估计量方差的下界，是数理统计中最基本的不等式之
一。
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推导的详细步骤回顾

让我们回顾整个推导过程：
1 从估计量 S 和得分函数 ℓ′(θ) 的定义出发
2 计算协方差 Covθ(S, ℓ′(θ)) = ψ′(θ)

3 应用 Cauchy-Schwarz 不等式：[Cov(U,V)]2 ≤ Var(U)Var(V)
4 代入：[ψ′(θ)]2 ≤ Varθ(S) · I(θ)
5 整理得：Varθ(S) ≥ [ψ′(θ)]2

I(θ)
6 代入 ψ′(θ) = 1 + B′(θ) 得到最终形式
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无偏估计的 Cramér–Rao 下界

若估计量无偏，即 B(θ) ≡ 0，则 B′(θ) ≡ 0，于是：

Varθ(θ̂) ≥
1

I(θ)
这就是最常见的 Cramér–Rao 下界形式。

表明无偏估计的方差不能低于 Fisher 信息量的倒数
Fisher 信息量越大，方差下界越小，估计越精确
为评估估计量的优劣提供了理论基准
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等号成立的充要条件

Cauchy-Schwarz 不等式等号成立当且仅当 S 与 ℓ′(θ) 几乎处处线性相关，
即存在常数（可能依赖于 θ）A(θ) 和 C(θ) 使得：

ℓ′(θ) = A(θ)S + C(θ) (几乎处处成立)

由 Eθ[ℓ′(θ)] = 0，得：

0 = A(θ)Eθ[S] + C(θ) ⇒ C(θ) = −A(θ)ψ(θ)

代入上式：
ℓ′(θ) = A(θ)[S − ψ(θ)]
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有效估计量的特征方程

对于无偏估计，ψ(θ) = θ，因此：

ℓ′(θ) = A(θ)(θ̂ − θ)

这就是 CRLB 等号成立的充要条件。

满足这一条件的估计量称为有效估计量，它达到了方差下界：

Var(θ̂) = 1

I(θ)
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从特征方程解出估计量

当 ℓ′(θ) = A(θ)(θ̂ − θ) 时，可以解得：

θ̂ − θ =
ℓ′(θ)

A(θ)
进一步，我们可以得到估计量的具体形式。例如，对于指数族分布：

f(x; θ) = h(x) exp{η(θ)T(x)− A(θ)}

得分函数为：
ℓ′(θ) = η′(θ)[T(x)− EθT(X)]

此时 T(x) 就是有效估计量。
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有效估计量的重要性质

当估计量达到 Cramér–Rao 下界时，具有以下重要性质：
方差达到下界：Var(θ̂) = 1

I(θ)

充分性：θ̂ 是充分统计量的函数

指数族分布：有效估计量通常出现在指数族分布中，此时得分函数
具有线性形式

一致性：在正则条件下，有效估计量通常也是一致估计量

渐近正态性：有效估计量通常是渐近正态的

曹植 (SNNU，IEHP) Cramér–Rao 下界的完整推导 2026 年 8 月 31 日 21 / 39



有效估计量与充分统计量

有效估计量与充分统计量之间存在密切联系：

定理 (Fisher-Neyman 因子分解定理)
统计量 T(X) 是充分的当且仅当联合密度可以分解为：

f(x; θ) = g(T(x); θ)h(x)

对于有效估计量，θ̂ 通常是充分统计量的函数，且得分函数可以写成：

ℓ′(θ) =
∂

∂θ
log g(T(x); θ)

这正是有效估计量的特征形式。
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多参数 Cramér–Rao 下界

对于多维参数 θ = (θ1, . . . , θk)T，Cramér–Rao下界可以推广为矩阵形式。
设 θ̂ 是 θ 的一个无偏估计量，则其协方差矩阵满足：

Cov(θ̂) ≥ I(θ)−1

其中 I(θ) 是 Fisher 信息矩阵。
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Fisher 信息矩阵

Fisher 信息矩阵 I(θ) 的 (i, j) 元素为：

Iij(θ) = Eθ

[
∂ log f(X;θ)

∂θi
· ∂ log f(X;θ)

∂θj

]
或者等价地：

Iij(θ) = −Eθ

[
∂2 log f(X;θ)

∂θi∂θj

]
不等式 Cov(θ̂)− I(θ)−1 是半正定矩阵，在矩阵意义下理解。
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多参数情形的推导要点

多参数情形的推导与单参数类似：
1 得分向量 ∇ log f(X;θ) 期望为零
2 得分向量的协方差矩阵就是 Fisher 信息矩阵
3 考虑估计量向量与得分向量的协方差矩阵
4 应用矩阵形式的 Cauchy-Schwarz 不等式（或多元 Cauchy-Schwarz）
对于无偏估计 θ̂，有：

Cov(θ̂) ≥ I(θ)−1

等号成立当且仅当 ∇ log f(X;θ) = A(θ)(θ̂ − θ)。
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例 1：正态分布均值估计

设 X ∼ N(µ, σ2)，σ2 已知，估计 θ = µ。
概率密度函数：

f(x;µ) = 1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2

对数似然函数：

log f(x;µ) = −1

2
log(2πσ2)− (x − µ)2

2σ2

得分函数：

ℓ′(µ) =
∂

∂µ
log f(x;µ) = x − µ

σ2
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例 1：正态分布均值估计（续）

Fisher 信息量：

I(µ) = E

[(
X − µ

σ2

)2
]
=

1

σ4
E[(X − µ)2] =

1

σ2

Cramér–Rao 下界：
Var(µ̂) ≥ 1

I(µ) = σ2

对于样本量为 n 的情况：

Var(µ̂) ≥ 1

nI(µ) =
σ2

n

样本均值 X̄ 的方差为 σ2

n ，恰好等于 CRLB，因此是有效估计量。
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例 1：验证有效估计量条件

检验样本均值 X̄ 是否满足有效估计量的特征方程：
得分函数为：

ℓ′(µ) =
x − µ

σ2

对于样本量为 n 的情况，得分函数为：

ℓ′(µ) =

n∑
i=1

xi − µ

σ2
=

n(x̄ − µ)

σ2

这正是 ℓ′(µ) = A(µ)(X̄ − µ) 的形式，其中 A(µ) = n
σ2。

因此 X̄ 是有效估计量。
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例 2：泊松分布参数估计

设 X ∼ Poisson(λ)，估计 θ = λ。
概率质量函数：

f(x;λ) = e−λλx

x! , x = 0, 1, 2, . . .

对数似然函数：
log f(x;λ) = −λ+ x logλ− log(x!)

得分函数：

ℓ′(λ) =
∂

∂λ
log f(x;λ) = −1 +

x
λ
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例 2：泊松分布参数估计（续）

Fisher 信息量：

I(λ) = E

[(
−1 +

X
λ

)2
]
= Var

(
X
λ

)
=

1

λ2
Var(X) = 1

λ2
· λ =

1

λ

Cramér–Rao 下界：
Var(λ̂) ≥ 1

I(λ) = λ

对于样本量为 n 的情况：

Var(λ̂) ≥ 1

nI(λ) =
λ

n

样本均值 X̄ 的方差为 λ
n，恰好等于 CRLB，因此是有效估计量。

曹植 (SNNU，IEHP) Cramér–Rao 下界的完整推导 2026 年 8 月 31 日 30 / 39



例 2：验证有效估计量条件

检验样本均值 X̄ 是否满足有效估计量的特征方程：
对于单个观测，得分函数为：

ℓ′(λ) =
x
λ
− 1

对于样本量为 n 的情况，得分函数为：

ℓ′(λ) =
n∑

i=1

(xi
λ
− 1

)
=

nx̄
λ

− n =
n
λ
(x̄ − λ)

这正是 ℓ′(λ) = A(λ)(X̄ − λ) 的形式，其中 A(λ) = n
λ。

因此 X̄ 是有效估计量。
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例 3：伯努利分布参数估计

设 X ∼ Bernoulli(p)，估计 θ = p。
概率质量函数：

f(x; p) = px(1− p)1−x, x = 0, 1

对数似然函数：

log f(x; p) = x log p + (1− x) log(1− p)

得分函数：

ℓ′(p) = x
p − 1− x

1− p =
x − p

p(1− p)
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例 3：伯努利分布参数估计（续）

Fisher 信息量：

I(p) = E

[(
X − p

p(1− p)

)2
]
=

1

[p(1− p)]2Var(X) = 1

[p(1− p)]2 ·p(1−p) = 1

p(1− p)

Cramér–Rao 下界：
Var(p̂) ≥ 1

I(p) = p(1− p)

对于样本量为 n 的情况：

Var(p̂) ≥ 1

nI(p) =
p(1− p)

n

样本比例 p̂ = X̄ 的方差为 p(1−p)
n ，恰好等于 CRLB，因此是有效估计量。
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完整推导步骤总结

1 建立得分函数：ℓ′(θ) = ∂
∂θ log f(X; θ)

2 得分性质：Eθ[ℓ′(θ)] = 0，Varθ[ℓ′(θ)] = I(θ)
3 关键等式：利用积分与微分可交换，推导出

Covθ(S, ℓ′(θ)) = ψ′(θ)

4 Cauchy-Schwarz 不等式：

[Covθ(S, ℓ′(θ))]2 ≤ Varθ(S) · Varθ(ℓ′(θ))

5 代入得：
[ψ′(θ)]2 ≤ Varθ(S) · I(θ)
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完整推导步骤总结（续）

6 整理得：

Varθ(S) ≥
[ψ′(θ)]2

I(θ)
7 代入 ψ′(θ) = 1 + B′(θ)：

Varθ(S) ≥
[1 + B′(θ)]2

I(θ)

8 无偏估计特例：
Varθ(θ̂) ≥

1

I(θ)
9 等号成立条件：

ℓ′(θ) = A(θ)(θ̂ − θ)
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Cramér–Rao 下界的意义

理论基准：为评估估计量的优劣提供了理论下界

有效性判定：可以用来判断一个估计量是否达到了最优

渐近理论：极大似然估计在正则条件下是渐近有效的，即渐近达到
CRLB

实验设计：Fisher 信息量越大，CRLB 越小，可以通过实验设计提
高信息量

局限性：仅适用于无偏或偏差已知的估计量；小样本情况下可能有
更好的估计量（如 MSE 准则）
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进一步的学习方向

多元参数：研究 Fisher 信息矩阵和多元 CRLB

渐近理论：极大似然估计的渐近正态性和渐近有效性

其他下界：Chapman-Robbins 下界、Bhattacharyya 下界等

非正则情形：当正则条件不满足时的下界（如均匀分布）

贝叶斯观点：后验方差与 Cramér–Rao 下界的关系
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