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统计推断与参数估计

• 统计推断：利用（选择后）样本信息对总体分布或其特征作
出推测。

• 总体分布：定性，函数空间（大多数时候知道）；
• 分布特征：定量，参数空间。

• 参数估计：假定总体分布形式已知，但包含未知参数 θ，需
要基于样本估计 θ。

• 两类估计：

• 点估计：构造一个统计量 θ̂ 作为 θ 的估计值。
• 区间估计：给出一个随机区间，以一定置信度包含 θ。
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避免在统计推断中成为“Reg Monkey”

• 重意义：拟合服务问题，不是为拟合而拟合；避免过度调参。

• 懂原理：理解 PDF 和似然函数；注意事例选择、探测效率
可能引入偏差：修正。

• 重数据：样本量，变量物理意义、分布；统计误差 ∝ 1/
√

N；
系统误差源于探测器模拟；通过控制样本检验数据与模拟的
一致性。

• 讲清楚：拟合结果应包含参数估计值、统计误差、相关性。
• 做检验：改变拟合范围、bin 宽验证稳定性；分探测器区域
拟合检验一致性：关键拟合参数是否稳定。

• 判断因果：识别真信号，而不是 cut 引起的假信号；用信号
区与 Sideband 区类比“处理组”与“对照组”；通过模拟理
解产生机制。

“Don‘t be a regression monkey – understand your model
and data.”

李刚
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高能物理数据分析

今天我们只关注从统计角度理解模型，且仅以最大似然
法为例
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估计量的评价标准

• 无偏性：E[θ̂] = θ。

• 有效性：在无偏估计中，方差越小越有效。
• 一致性：当样本量 n → ∞ 时，θ̂ P−→ θ（P：依概率收敛）。
• 这些性质为后续讨论最大似然估计的优良性打下基础。
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统计估计基础 似然函数与最大似然估计 Fisher 信息 Cramér–Rao 下界 (CRLB) Fisher 信息的性质 Fisher 信息的几何意义 MLE 的渐近性质 总结与应用

常用估计方法

• 矩估计法：用样本矩替换总体矩，解方程得到参数估计。

• 最大似然估计法：选择使观测数据出现概率（似然函数）最
大的参数值。

• 贝叶斯估计：结合先验分布与样本信息得到后验分布，进而
获得估计。

本报告重点介绍最大似然估计及 Fisher 信息。
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最大似然思想

• 直观想法：给定一组观测数据，我们应选择最可能产生这些
数据的参数值。

• 似然函数 L(θ) 正是数据出现的概率（密度）作为 θ 的函数。
• 最大似然估计 θ̂MLE 即最大化 L(θ) 的 θ 值。
• 在正则条件下，MLE 具有渐近无偏性、渐近正态性和渐近
有效性。

李刚

最大似然法和 Fisher 信息 11 / 66



统计估计基础 似然函数与最大似然估计 Fisher 信息 Cramér–Rao 下界 (CRLB) Fisher 信息的性质 Fisher 信息的几何意义 MLE 的渐近性质 总结与应用

最大似然思想

• 直观想法：给定一组观测数据，我们应选择最可能产生这些
数据的参数值。

• 似然函数 L(θ) 正是数据出现的概率（密度）作为 θ 的函数。

• 最大似然估计 θ̂MLE 即最大化 L(θ) 的 θ 值。
• 在正则条件下，MLE 具有渐近无偏性、渐近正态性和渐近
有效性。

李刚

最大似然法和 Fisher 信息 11 / 66



统计估计基础 似然函数与最大似然估计 Fisher 信息 Cramér–Rao 下界 (CRLB) Fisher 信息的性质 Fisher 信息的几何意义 MLE 的渐近性质 总结与应用

最大似然思想

• 直观想法：给定一组观测数据，我们应选择最可能产生这些
数据的参数值。

• 似然函数 L(θ) 正是数据出现的概率（密度）作为 θ 的函数。
• 最大似然估计 θ̂MLE 即最大化 L(θ) 的 θ 值。

• 在正则条件下，MLE 具有渐近无偏性、渐近正态性和渐近
有效性。

李刚

最大似然法和 Fisher 信息 11 / 66



统计估计基础 似然函数与最大似然估计 Fisher 信息 Cramér–Rao 下界 (CRLB) Fisher 信息的性质 Fisher 信息的几何意义 MLE 的渐近性质 总结与应用

最大似然思想

• 直观想法：给定一组观测数据，我们应选择最可能产生这些
数据的参数值。

• 似然函数 L(θ) 正是数据出现的概率（密度）作为 θ 的函数。
• 最大似然估计 θ̂MLE 即最大化 L(θ) 的 θ 值。
• 在正则条件下，MLE 具有渐近无偏性、渐近正态性和渐近
有效性。

李刚

最大似然法和 Fisher 信息 11 / 66



统计估计基础 似然函数与最大似然估计 Fisher 信息 Cramér–Rao 下界 (CRLB) Fisher 信息的性质 Fisher 信息的几何意义 MLE 的渐近性质 总结与应用

正则条件 (Regularity Conditions)

• 最大似然估计的优良性质需要满足一些正则条件。

• 常见条件包括：

• 参数空间 Θ 是开集；
• 概率密度函数 f (x ; θ) 的支撑集与 θ 无关；
• f (x ; θ) 关于 θ 三阶可导，且导数与积分可交换；
• Fisher 信息 I(θ) 存在且大于零；
• 对数似然函数 ℓ(θ) 在真实参数附近有唯一最大值。

• 这些条件保证了似然函数的良好行为，使得 MLE 的渐近理
论成立。
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统计估计基础 似然函数与最大似然估计 Fisher 信息 Cramér–Rao 下界 (CRLB) Fisher 信息的性质 Fisher 信息的几何意义 MLE 的渐近性质 总结与应用

似然函数

• 考虑来自总体的样本 x(1), . . . , x(N)，其概率密度为 f (x;λ)。

• 样本的联合概率（密度）为

L(λ) =
N∏

j=1

f (x(j);λ)

将其视为 λ 的函数，称为：似然函数。
• 通常使用：（负）对数似然 NNL = −ℓ(λ) = − ln L(λ)。
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图 1: Likelihood comparison: 20 events and 100 events
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统计估计基础 似然函数与最大似然估计 Fisher 信息 Cramér–Rao 下界 (CRLB) Fisher 信息的性质 Fisher 信息的几何意义 MLE 的渐近性质 总结与应用

最大似然原理

• 最大似然估计量 λ̂ 是使 L(λ)（或 ℓ(λ)）达到最大的 λ 值。

• 对于单个参数 λ，极值存在的（必要）条件为

ℓ′(λ) =
d

dλ ln L = 0.

• 对于多个参数，条件为

∂ℓ

∂λi
= 0, i = 1, . . . , p.

• 该方程称为得分 (score) 方程，其解即为 MLE。
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统计估计基础 似然函数与最大似然估计 Fisher 信息 Cramér–Rao 下界 (CRLB) Fisher 信息的性质 Fisher 信息的几何意义 MLE 的渐近性质 总结与应用

例：不同精度的重复测量

• 对同一量 λ 进行 N 次测量 x (j)，已知各测量有标准差 σj，
服从正态分布。

• 似然函数：L =
∏ 1√

2πσj
exp

(
− (x(j)−λ)2

2σ2
j

)
。

• 对数似然：ℓ = −1
2

∑ (x(j)−λ)2

σ2
j

+常数。

• 最大似然估计：

λ̂ =

∑
x (j)/σ2j∑
1/σ2j

,

即加权平均。
• 启示：MLE 自然地处理异方差数据，给出最优加权方案。
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统计估计基础 似然函数与最大似然估计 Fisher 信息 Cramér–Rao 下界 (CRLB) Fisher 信息的性质 Fisher 信息的几何意义 MLE 的渐近性质 总结与应用

图 2: Weighted average of varying uncertainties

李刚

最大似然法和 Fisher 信息 21 / 66
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统计估计基础 似然函数与最大似然估计 Fisher 信息 Cramér–Rao 下界 (CRLB) Fisher 信息的性质 Fisher 信息的几何意义 MLE 的渐近性质 总结与应用

似然比

• 对于两个简单假设 λ1 和 λ2，似然比

Q =
L(λ1)

L(λ2)

衡量一组参数相对于另一组参数的可能性有多大。

• 示例：掷硬币，正面概率为 p。掷 n 次，
L(p) = pk(1− p)n−k。若 pA = 1/3，pB = 2/3，观察到
k = 1，n = 5，则 Q = (1/3)(2/3)4

(2/3)(1/3)4
= 8，支持 pA。
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统计估计基础 似然函数与最大似然估计 Fisher 信息 Cramér–Rao 下界 (CRLB) Fisher 信息的性质 Fisher 信息的几何意义 MLE 的渐近性质 总结与应用

图 3: Likelihood ratio for a binomial distribution with p̂ = 1/3
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统计估计基础 似然函数与最大似然估计 Fisher 信息 Cramér–Rao 下界 (CRLB) Fisher 信息的性质 Fisher 信息的几何意义 MLE 的渐近性质 总结与应用

动机：数据包含多少参数信息？

• 直观上，若参数微小变化导致数据分布剧烈改变，则数据包
含大量信息。

• 如何度量这种敏感度？考虑对数似然的一阶导数：

s(θ) = ∂

∂θ
log f (x ; θ)

称为得分函数。它反映了参数变化时对数似然的“瞬时”变
化率。

• 得分函数的绝对值大意味着数据对参数敏感，但单次观测的
得分有正有负，期望为零。

• 因此用得分函数的方差衡量信息量更为合理：

I(θ) = Var(s(θ)) = E[s(θ)2]

这就是 Fisher 信息的定义。
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统计估计基础 似然函数与最大似然估计 Fisher 信息 Cramér–Rao 下界 (CRLB) Fisher 信息的性质 Fisher 信息的几何意义 MLE 的渐近性质 总结与应用

Fisher 信息的定义

• 设样本 X 服从分布 f (x ; θ)，定义得分函数：

s(θ) = ∂

∂θ
log f (X ; θ)

• Fisher 信息：
I(θ) = E

[
(s(θ))2

]
• 在正则条件下，还可表示为对数似然二阶矩的负期望：

I(θ) = −E
[
∂2

∂θ2
log f (X ; θ)

]
（证明由 E[s] = 0 及分部积分可得）
• 对于 N 个独立同分布 (i.i.d.) 样本:
总信息量 IN(θ) = NI(θ)（可加性）。
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统计估计基础 似然函数与最大似然估计 Fisher 信息 Cramér–Rao 下界 (CRLB) Fisher 信息的性质 Fisher 信息的几何意义 MLE 的渐近性质 总结与应用

图 4: Gaussian: PDF, score and squared score(不是 Fisher information)
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统计估计基础 似然函数与最大似然估计 Fisher 信息 Cramér–Rao 下界 (CRLB) Fisher 信息的性质 Fisher 信息的几何意义 MLE 的渐近性质 总结与应用

典型分布的 Fisher 信息（单参数）

• 泊松分布 f (x ;λ) = e−λλx

x ! ：

I(λ) = 1

λ
(单个观测)

• 二项分布 f (x ; p) =
(n

x
)
px (1− p)n−x（n 已知）：

I(p) = n
p(1− p)

• 指数分布 f (t; τ) = 1
τ e−t/τ：

I(τ) = 1

τ2

• 这些表达式将在后续 CRLB 中反复使用。
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统计估计基础 似然函数与最大似然估计 Fisher 信息 Cramér–Rao 下界 (CRLB) Fisher 信息的性质 Fisher 信息的几何意义 MLE 的渐近性质 总结与应用

多参数 Fisher 信息矩阵

• 对于参数向量 θ = (θ1, . . . , θp)，定义得分向量：

∇ℓ(θ) =
(
∂ℓ

∂θ1
, . . . ,

∂ℓ

∂θp

)T

• Fisher 信息矩阵 I(θ) 为 p × p 矩阵，元素为

Iij(θ) = E
[
∂ℓ

∂θi

∂ℓ

∂θj

]
= −E

[
∂2ℓ

∂θi∂θj

]
• i.i.d. 时总信息矩阵为 NI(θ)。
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统计估计基础 似然函数与最大似然估计 Fisher 信息 Cramér–Rao 下界 (CRLB) Fisher 信息的性质 Fisher 信息的几何意义 MLE 的渐近性质 总结与应用
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统计估计基础 似然函数与最大似然估计 Fisher 信息 Cramér–Rao 下界 (CRLB) Fisher 信息的性质 Fisher 信息的几何意义 MLE 的渐近性质 总结与应用

多参数示例：高斯分布

• 正态分布 N(µ, σ2)，参数 θ = (µ, σ)：

I(µ, σ) =

 1

σ2
0

0
2

σ2


• 若参数化为 (µ, σ2)：

I(µ, σ2) =

 1

σ2
0

0
1

2σ4


• 柯西分布 f (x ; x0, γ)：

I(x0, γ) =


1

2γ2
0

0
1

2γ2


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统计估计基础 似然函数与最大似然估计 Fisher 信息 Cramér–Rao 下界 (CRLB) Fisher 信息的性质 Fisher 信息的几何意义 MLE 的渐近性质 总结与应用

图 5: Gaussian: Fisher information vs. number of event and the
parameter. σ 的变化和 n 的可以互相补偿，如果前者变成 2 倍，则后
者需要 4 倍事例数来补偿。
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统计估计基础 似然函数与最大似然估计 Fisher 信息 Cramér–Rao 下界 (CRLB) Fisher 信息的性质 Fisher 信息的几何意义 MLE 的渐近性质 总结与应用

图 6: Cauchy: Fisher information vs. number of event and the parameter.
γ 的变化和 n 的可以互相补偿，如果前者变成 2 倍，则后者需要 4 倍
事例数来补偿。
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统计估计基础 似然函数与最大似然估计 Fisher 信息 Cramér–Rao 下界 (CRLB) Fisher 信息的性质 Fisher 信息的几何意义 MLE 的渐近性质 总结与应用

1 统计估计基础

2 似然函数与最大似然估计

3 Fisher 信息

4 Cramér–Rao 下界 (CRLB)

5 Fisher 信息的性质

6 Fisher 信息的几何意义

7 MLE 的渐近性质

8 总结与应用
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统计估计基础 似然函数与最大似然估计 Fisher 信息 Cramér–Rao 下界 (CRLB) Fisher 信息的性质 Fisher 信息的几何意义 MLE 的渐近性质 总结与应用

信息不等式与 CRLB

• 设 S 是 θ 的一个估计量，偏差 B(θ) = E[S]− θ。

• 信息不等式（Cramér–Rao）：

Var(S) ≥ [1 + B′(θ)]2

I(θ)

• 对于无偏估计（B(θ) ≡ 0）：

Var(θ̂) ≥ 1

I(θ)

• 等号成立当且仅当得分函数可表示为

ℓ′(θ) = A(θ) (θ̂ − θ)

此时估计量称为有效估计量，达到方差下界。
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统计估计基础 似然函数与最大似然估计 Fisher 信息 Cramér–Rao 下界 (CRLB) Fisher 信息的性质 Fisher 信息的几何意义 MLE 的渐近性质 总结与应用

CRLB 的直观意义

• Fisher 信息越大，方差下界越小，参数可被估计得越精确。

• 这类似于“海森堡不确定性原理”：参数估计的精度受限于
数据本身所含信息。

• 若 I(θ) ≈ 0（参数不可识别），则无法获得任何有效估计。
• CRLB 为实验设计提供指导：要达到所需精度，需要多少样
本？
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统计估计基础 似然函数与最大似然估计 Fisher 信息 Cramér–Rao 下界 (CRLB) Fisher 信息的性质 Fisher 信息的几何意义 MLE 的渐近性质 总结与应用

图 7: Cauchy 分布的 score，score2, 以及 Fisher 信息密度分布。据此可
以对实验方案做优化，比如测量 Z 粒子的质量和宽度时，选择在哪些
能量点取数，取多少数据等。
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统计估计基础 似然函数与最大似然估计 Fisher 信息 Cramér–Rao 下界 (CRLB) Fisher 信息的性质 Fisher 信息的几何意义 MLE 的渐近性质 总结与应用

例：泊松分布达到 CRLB

• f (k;λ) = λk

k! e
−λ，样本 k1, . . . , kN。

• 对数似然：ℓ(λ) =
∑

(kj lnλ− λ− ln kj !)

• 得分函数：ℓ′(λ) = N
λ (k̄ − λ)

• 由 CRLB 等号条件 [ℓ′(θ) = A(θ) (θ̂ − θ)]），k̄ 是方差最小的
无偏估计，且

Var(k̄) = λ

N =
1

I(λ)

• 启示：样本均值是泊松分布的最优估计。
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统计估计基础 似然函数与最大似然估计 Fisher 信息 Cramér–Rao 下界 (CRLB) Fisher 信息的性质 Fisher 信息的几何意义 MLE 的渐近性质 总结与应用

图 8: Gaussian & Poisson distributions: sample mean achieves CRLB
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统计估计基础 似然函数与最大似然估计 Fisher 信息 Cramér–Rao 下界 (CRLB) Fisher 信息的性质 Fisher 信息的几何意义 MLE 的渐近性质 总结与应用

例：加权平均再次达到 CRLB

• 回顾不同精度测量例：ℓ′(λ) =
∑ x(j)−λ

σ2
j

• 可改写为
(∑ 1

σ2
j

)
(λ̂− λ)，其中 λ̂ 为加权平均。

• 因此 λ̂ 达到 CRLB，其方差为
(∑ 1

σ2
j

)−1

。

• 启示：加权平均是异方差正态分布的最优估计。
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统计估计基础 似然函数与最大似然估计 Fisher 信息 Cramér–Rao 下界 (CRLB) Fisher 信息的性质 Fisher 信息的几何意义 MLE 的渐近性质 总结与应用

Fisher 信息的性质 (I)

• 可加性：独立样本的总信息等于各样本信息之和。对于 i.i.d.
样本，I总(θ) = NI(θ)。

• 参数变换的不变性（链式法则）：若 ψ = g(θ)，g 可微，则

I(ψ) = I(θ)
(

dθ
dψ

)2

=
I(θ)

[g ′(θ)]2

• 多参数时：I(η) = JT I(θ)J，其中 Jij = ∂θi/∂ηj。
• 与 KL 散度的关系：对于邻近参数，

DKL(p(·|θ)∥p(·|θ + δ)) ≈ 1

2
δT I(θ)δ

因此 Fisher 信息是统计流形上的黎曼度量（超纲：通向《信
息几何学》）。
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Fisher 信息的性质 (I)

• 可加性：独立样本的总信息等于各样本信息之和。对于 i.i.d.
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统计估计基础 似然函数与最大似然估计 Fisher 信息 Cramér–Rao 下界 (CRLB) Fisher 信息的性质 Fisher 信息的几何意义 MLE 的渐近性质 总结与应用

Fisher 信息的性质 (II)

• 得分方差等价：I(θ) = Var(s(θ)) = E[s(θ)2]。

• 正交参数：若 I(θ) 为对角阵，则参数分量称为正交，其
MLE 渐近独立。

• 指数族的简洁形式：对于指数族
f (x ; θ) = h(x) exp(η(θ)T T (x)− A(θ))，

I(θ) = Var(T (X )) =
∂2A(θ)
∂θ∂θT
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统计估计基础 似然函数与最大似然估计 Fisher 信息 Cramér–Rao 下界 (CRLB) Fisher 信息的性质 Fisher 信息的几何意义 MLE 的渐近性质 总结与应用

1 统计估计基础

2 似然函数与最大似然估计

3 Fisher 信息

4 Cramér–Rao 下界 (CRLB)

5 Fisher 信息的性质

6 Fisher 信息的几何意义
地形比喻：曲率
两个定义的等价性

7 MLE 的渐近性质

8 总结与应用
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统计估计基础 似然函数与最大似然估计 Fisher 信息 Cramér–Rao 下界 (CRLB) Fisher 信息的性质 Fisher 信息的几何意义 MLE 的渐近性质 总结与应用

地形比喻：似然峰的曲率

• 对数似然函数 ℓ(θ) 在真实参数附近形成一个“山峰”。

• 尖峰（高曲率）：θ 微调 对数似然剧烈下降 数据对参数敏
感，信息量大。

• 平顶（低曲率）：θ 大范围移动 对数似然几乎不变 信息量
小，估计不确定。

• Fisher 信息正是对数似然在真实参数处的期望曲率：

I(θ) = −E[ℓ′′(θ)]
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统计估计基础 似然函数与最大似然估计 Fisher 信息 Cramér–Rao 下界 (CRLB) Fisher 信息的性质 Fisher 信息的几何意义 MLE 的渐近性质 总结与应用

图 9: Sharp vs flat likelihood: high vs low Fisher information(1D)
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统计估计基础 似然函数与最大似然估计 Fisher 信息 Cramér–Rao 下界 (CRLB) Fisher 信息的性质 Fisher 信息的几何意义 MLE 的渐近性质 总结与应用

图 10: Sharp vs flat likelihood: high vs low Fisher information (2D)
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统计估计基础 似然函数与最大似然估计 Fisher 信息 Cramér–Rao 下界 (CRLB) Fisher 信息的性质 Fisher 信息的几何意义 MLE 的渐近性质 总结与应用

两个定义的等价性

• 定义一：I(θ) = E[s(θ)2]（得分方差）
• 定义二：I(θ) = −E[ℓ′′(θ)]（期望曲率）
• 为什么相等？关键在于 E[s] = 0，且

∂

∂θ

∫
∂f
∂θ

dx =

∫
∂2f
∂θ2

dx = 0

通过分部积分可得 −E[ℓ′′] = E[(ℓ′)2]。
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统计估计基础 似然函数与最大似然估计 Fisher 信息 Cramér–Rao 下界 (CRLB) Fisher 信息的性质 Fisher 信息的几何意义 MLE 的渐近性质 总结与应用

得分分布与曲率

• 若似然很尖：不同样本的得分差异大（方差大）。
• 若似然平坦：得分始终接近零（方差小）。
• 得分方差大 对数似然曲率大 信息量大
• 下图展示高、低曲率下得分的分布：
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统计估计基础 似然函数与最大似然估计 Fisher 信息 Cramér–Rao 下界 (CRLB) Fisher 信息的性质 Fisher 信息的几何意义 MLE 的渐近性质 总结与应用

图 11: Score distribution: high vs low curvature
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统计估计基础 似然函数与最大似然估计 Fisher 信息 Cramér–Rao 下界 (CRLB) Fisher 信息的性质 Fisher 信息的几何意义 MLE 的渐近性质 总结与应用

MLE 的渐近性质

• 在正则条件下，MLE θ̂n 具有以下性质：

1 一致性：θ̂n
P−→ θ。

2 渐近正态性：
√

n(θ̂n − θ)
D−→ N(0, I(θ)−1)。

3 渐近有效性：渐近方差达到 CRLB，即 I(θ)−1。

• 这意味着大样本下 MLE 是所有一致估计量中渐近方差最小
的。
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统计估计基础 似然函数与最大似然估计 Fisher 信息 Cramér–Rao 下界 (CRLB) Fisher 信息的性质 Fisher 信息的几何意义 MLE 的渐近性质 总结与应用

图 12: Illustration of consistency, asymptotic normality and efficiency of
MLE
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统计估计基础 似然函数与最大似然估计 Fisher 信息 Cramér–Rao 下界 (CRLB) Fisher 信息的性质 Fisher 信息的几何意义 MLE 的渐近性质 总结与应用

渐近正态性的直观理解

• 对数似然函数在最大值附近可作泰勒展开：

ℓ(θ) ≈ ℓ(θ̂) +
1

2
ℓ′′(θ̂)(θ − θ̂)2

• 由 WLLN（Weak Law of Large Numbers ），ℓ′′(θ̂) ≈ −NI(θ)。
• 因此似然函数近似为 L(θ) ≈常数× exp

(
−NI(θ)

2 (θ − θ̂)2
)
，

即关于 θ 的正态核。

• 误差棒 ∆θ̂ =

√
1/(NI(θ̂)) 在大样本下对称。
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统计估计基础 似然函数与最大似然估计 Fisher 信息 Cramér–Rao 下界 (CRLB) Fisher 信息的性质 Fisher 信息的几何意义 MLE 的渐近性质 总结与应用

例：指数分布的平均寿命估计

• f (t; τ) = 1
τ e−t/τ，样本 t1, . . . , tN。

• MLE：τ̂ = t̄。
• 有限 N 时，似然函数不对称，可由 ℓ(τ)− ℓ(τ̂) = 1

2 准则构
造非对称置信区间。

• 随着 N 增大，似然函数趋于对称，误差棒对称化。
• 启示：大样本下 MLE 的渐近正态性简化了区间估计。
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例：指数分布的平均寿命估计

• f (t; τ) = 1
τ e−t/τ，样本 t1, . . . , tN。

• MLE：τ̂ = t̄。

• 有限 N 时，似然函数不对称，可由 ℓ(τ)− ℓ(τ̂) = 1
2 准则构

造非对称置信区间。
• 随着 N 增大，似然函数趋于对称，误差棒对称化。
• 启示：大样本下 MLE 的渐近正态性简化了区间估计。
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统计估计基础 似然函数与最大似然估计 Fisher 信息 Cramér–Rao 下界 (CRLB) Fisher 信息的性质 Fisher 信息的几何意义 MLE 的渐近性质 总结与应用

1 统计估计基础

2 似然函数与最大似然估计

3 Fisher 信息

4 Cramér–Rao 下界 (CRLB)

5 Fisher 信息的性质

6 Fisher 信息的几何意义

7 MLE 的渐近性质

8 总结与应用
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统计估计基础 似然函数与最大似然估计 Fisher 信息 Cramér–Rao 下界 (CRLB) Fisher 信息的性质 Fisher 信息的几何意义 MLE 的渐近性质 总结与应用

核心概念回顾

• 最大似然估计：通过最大化似然函数得到参数估计，具有优
良渐近性质。

• Fisher 信息：度量数据所含参数信息，是得分方差，也是对
数似然的期望曲率。

• Cramér–Rao 下界：任何无偏估计的方差不低于 1/I(θ)，有
效估计达到该下界。

• 几何意义：Fisher 信息是统计流形上的黎曼度量，连接统计
与微分几何。

• 应用：Jeffreys 先验、自然梯度法、实验设计等。

李刚

最大似然法和 Fisher 信息 63 / 66



统计估计基础 似然函数与最大似然估计 Fisher 信息 Cramér–Rao 下界 (CRLB) Fisher 信息的性质 Fisher 信息的几何意义 MLE 的渐近性质 总结与应用

概念关系图

MLE

似然函数 得分函数

Fisher 信息

CRLB 几何意义有效估计

箭头表示概念间的依赖或推导关系。Fisher 信息处于核心位置，连接着
得分、CRLB 和几何意义。
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统计估计基础 似然函数与最大似然估计 Fisher 信息 Cramér–Rao 下界 (CRLB) Fisher 信息的性质 Fisher 信息的几何意义 MLE 的渐近性质 总结与应用

应用与拓展

• 实验设计：最大化 Fisher 信息以优化实验方案。

• 机器学习：自然梯度法加速神经网络训练；Fisher 信息用于
确定参数重要性。

• 贝叶斯统计：Jeffreys 先验提供参数化不变的无信息先验。
• 信息几何：将统计模型视为流形，发展出自然梯度、高效优
化算法。

• 量子估计：量子 Fisher 信息在量子度量学中刻画参数估计精
度极限。
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统计估计基础 似然函数与最大似然估计 Fisher 信息 Cramér–Rao 下界 (CRLB) Fisher 信息的性质 Fisher 信息的几何意义 MLE 的渐近性质 总结与应用

总结

• 最大似然法提供了具有优良性质的估计量：一致性、渐近正
态性、渐近有效性。

• Fisher 信息通过 CRLB 量化了估计量的精度极限，其几何解
释深化了我们对统计模型的理解。

• Fisher 信息不仅是理论工具，也在现代统计学习和优化中扮
演关键角色。

• 本报告从基础概念出发，逐步深入到几何视角和应用前景，
希望帮助听众形成完整的知识图景。

李刚

最大似然法和 Fisher 信息 66 / 66



统计估计基础 似然函数与最大似然估计 Fisher 信息 Cramér–Rao 下界 (CRLB) Fisher 信息的性质 Fisher 信息的几何意义 MLE 的渐近性质 总结与应用

总结

• 最大似然法提供了具有优良性质的估计量：一致性、渐近正
态性、渐近有效性。

• Fisher 信息通过 CRLB 量化了估计量的精度极限，其几何解
释深化了我们对统计模型的理解。

• Fisher 信息不仅是理论工具，也在现代统计学习和优化中扮
演关键角色。

• 本报告从基础概念出发，逐步深入到几何视角和应用前景，
希望帮助听众形成完整的知识图景。

李刚

最大似然法和 Fisher 信息 66 / 66



统计估计基础 似然函数与最大似然估计 Fisher 信息 Cramér–Rao 下界 (CRLB) Fisher 信息的性质 Fisher 信息的几何意义 MLE 的渐近性质 总结与应用

总结

• 最大似然法提供了具有优良性质的估计量：一致性、渐近正
态性、渐近有效性。

• Fisher 信息通过 CRLB 量化了估计量的精度极限，其几何解
释深化了我们对统计模型的理解。

• Fisher 信息不仅是理论工具，也在现代统计学习和优化中扮
演关键角色。

• 本报告从基础概念出发，逐步深入到几何视角和应用前景，
希望帮助听众形成完整的知识图景。

李刚

最大似然法和 Fisher 信息 66 / 66



统计估计基础 似然函数与最大似然估计 Fisher 信息 Cramér–Rao 下界 (CRLB) Fisher 信息的性质 Fisher 信息的几何意义 MLE 的渐近性质 总结与应用

总结

• 最大似然法提供了具有优良性质的估计量：一致性、渐近正
态性、渐近有效性。

• Fisher 信息通过 CRLB 量化了估计量的精度极限，其几何解
释深化了我们对统计模型的理解。

• Fisher 信息不仅是理论工具，也在现代统计学习和优化中扮
演关键角色。

• 本报告从基础概念出发，逐步深入到几何视角和应用前景，
希望帮助听众形成完整的知识图景。

李刚

最大似然法和 Fisher 信息 66 / 66


	统计估计基础
	似然函数与最大似然估计
	似然函数
	最大似然原理
	示例：不同精度的测量
	似然比

	Fisher信息
	动机：如何量化信息量？
	定义与基本形式
	典型分布的计算
	多参数情形：Fisher信息矩阵

	Cramér–Rao下界 (CRLB)
	Fisher信息的性质
	Fisher信息的几何意义
	地形比喻：曲率
	两个定义的等价性

	MLE的渐近性质
	总结与应用

